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1. kérdés: A dolgozatbdl nem, de a tézisfiizetbdl kideriil, hogy
a szerz6 az analitikus szdmolasok kivitelezéséhez szimbolikus
matematikai programcsomagot hasznalt. Kérem mutassa be,
milyen aranyban hasznalta ezeket az eszkozoket, mik voltak a
tapasztalatai és szemléltesse egy példaval az eljarast.

Valasz: Az analitikus szamitasok kivitelezésénél a Maplesoft! Maple nevii matematikai
szoftvercsomag 9-13-mas, 2003. és 2009. kozott kibocsatott, és egy Java nyelven irédott
grafikus (X-es) interfésszel ellatott verzidjat (Xmaple) hasznaltam.? A programcsomag
széleskori algebrai, formalis matematikai, numerikus analizisbeli, illetve grafikus lehetGsé-
geinek kivonatos ismertetése megtalalhato példaul a wikipédia megfelels oldalan®, amely
lehetdségek koziil munkam soran azonban csupén egy keveset hasznaltam fel. Azt, hogy
miként hasznaltam a programcsomagot, az alabbiakban a hierarchikus harmas rendsze-
rek szoros kettGsének mozgésédban jelentkezd, hosszt periddusi, a perturbéléd erd oktupol
komponenseitsl szarmazo perturbaciok kiszamitasan (doktori mt, 2.3.1, fejezet, kiilondsen
50-53. oldal) keresztiil mutatom meg.

L> assume(mu>0,a>0,e<1,e>0, ev<1,ev>0);

A fenti sor a u, ai, ey, illetve eg paraméterek értékkészletére ad meg néhany olyan
trividlis kikotést, amelyre a Maple-nek a késGbbiekben a formélis matematikai mt-
veletek végrehajtasa soran sziiksége lesz.

> rol:=a*(l-eA2)/(l+e*cos(u-om)); dtdu:=rolA2/sqrt (mu*a*(1l-eA2));

a~(1—e~?)
1+ e~cos(-u+om)
a~? (1 —e~2)2

(1 + e~cos(-u+ om))? u~a~(1—-e~?)

rol:=

dtdu:=

=> rov2 = av*(1-evA2) [/ (1 + ev*cos(vv)); dtdv = rov2A2 [ sqrt(muv*av* (1-ev

A2));
— av (1 —ev~?)
" 14 ev~cos(vy)
9y 2
dtdv:= av (1 ev-?) @)
| (1+ev~ cos(w))z\/ muvav (1 —ev~?)
B 2
> f3r= é—Z'GMf%ZS‘H'Mtag(131‘cos(3~vv+3~u~3-vvm73~um) +132-cos(3

-w—3-u—3-vwm+ 3-um) + 3-133-(cos(3-vw+ u— 3-vvm — um) + cos(vv
+3-u—vvm—3-um)) + 3-134-(cos(3-vw—u—3-vvm+ um) + cos(vv—3-u
—vvm+ 3-um)) —%-135~COS(W+ u—vvm-— um) —%-IS’GCOS(W— u

—vvm-+ um));
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3r:i=
I 64 (1+e~cos(-u+om))’r2

[GM3 a~2 (1 —e~2)* Mtag (131 cos(3w  (3)

+3u—3vwvm—3um)+I132cos(-3vw+3u+3vvm—3 um)

Ezt kovetSen formalisan megadom a py, po radiuszvektorokat?, a -9& 4L (ifferen-
) ’ duy’ dvs

cidlhanyadosokat, illetve a perturbacios erd oktupol komponenseinek radialis (fs;),

"https: //www.maplesoft.com /products/maple/

2 Az ennél ujjab verziokhoz sajnos mar nem volt hozzéaférésem.
3https://en.wikipedia.org/wiki/Maple _(software)

“Ttt jegyzem meg, hogy amikor ezeket a szamitasokat felprogramoztam, még altaldban mas jelolési



valamint itt nem mutatott transzverzalis, illetve normalis komponenseit. A szoft-
ver a kordbban méar definidlt valtozokat egybdl behelyettesiti, amint az lathato, a
részleteiben meghagyott, kék szint szoftver outputbdl is.

Ezt kévetSen a doktori mi (2.11) képlete felhasznalasaval mar konnyedén kiszamit-
hato a g—zll derivalt:

|:> B e e o
[> # excentricitas derivalt
>”I,’" s l:’ :‘;f;‘:’; ,’,;,,,,,
> dedu3 := convert(combine(taylor(sqrt(a/mu) * egymine2gyok* (f3r*sin(u
-om) + f3t* (cos(u-om) + (cos(u-om) +e) / (1 + e*cos(u-om)))) *dtdu,
e, 5), trig), polynom); #valdjdban de/du*ro2/4/(1-eA2)N(1/2)

)

ahol jol lathato, hogy ezen a ponton mar szamos (részben) szimbolikus matemati-
kai eljarast végrehajtattam a programmal. Els6ként a behelyettesitések utan kapott
formulat az e; excentricités szerint haladé Taylor-sorba fejtem 6tédrendig, majd a
Taylor-sorban megjelend, kiilonféle trigonometrikus tagok szorzatat tartalmazé kom-
ponenseket a trigomometrikus azonossagok felhasznalasaval atalakitom (a szinusz,
koszinusz argumentumaban megjelend szogosszegekké, vagy kiilonbségekke). Az ezt
kovets 1épésben pedig az eredményt az excentricitds névekvd hatvanyai szerint cso-
portositott polinommé konvertalom, elhagyva egyben a Taylor-sorfejtés szimbolikus
maradvanytagjat. A programkimenet els6 néhany sora itt lathato:

dedu3:= —L- L [ )

T ——

-45 | 2= ogymine2gyok GM3 a~* Mtag I31 sin(2 u+ om + 3 vw—3 ywm
-

— 3 um) +15 s egymine2gyok GM3 a~t Mtag 131sin(-4 u+om—3 vv
/ ~

+3 vwm+ 3 um) — 45 / ‘= egymine2gyok GM3 a~? Mtag I32sin(2 u + om

-3 w+3vwvm—-3um)+15 A egymine2gyok GM3 a? Mtag I32 sin(
[ u~

-4u+om+3vv—3vvm+3um)

Miutan igy megkaptam az e; excentricitasban az oktupol kozelitésben, a megfelel
rendben fellépd Osszes perturbaciot, ezeknek egy kiils§ periédusra vald atlagolasaval
allitottam elS a hosszu periédust perturbéciokat:

> dedv3atlag == simplify(Pv/ P] (avA4* (1-evA2)A(5 [ 2)) *r2A4* combine(1 ] (2

*Pi) * (int(dedu3, u=0.2*Pi)) * (1 + ev*cos(vv)) A0, trig));
dedv3atlag := (7)

e 1 <5 (Pva~* egymine2gyok GM3 Mtag (20 133

S12 o pavt (1 —ev~?)

sin(om+ 3 vw—3 vwm—um) + 20 I34 sin(om — 3 vv+ 3 vvm — um)

—4 135sin(om + vv —vvm— um) — 4 [36 sin(om — vv+ vvm — um)

+105 e~? I133sin(3 om + vv—vvm—3 um) — 3 e~? I35sin(om + vv — vvm
—um) + 15 e~? [34sin(om — 3 v+ 3 vwm — um) + 35 e~* I32sin(3 om
—3vw+3vvm-—3um) +35e~?131 sin(3 om+3 vw—3 vwm—3 um)
+105 e~? [34sin(3 om — vv+ vwm — 3 um) + 15 e~* [33sin(om + 3 vv
—3vwm—um) —3 e~? I36sin(om — vv+ vwm—um)) )

konvenciét hasznaltam, miszerint a szoros és a tag palyahoz tartozé paramétereket az kiilonboztette meg,
hogy ez utobbiakat vesszdvel jeloltem. Erre a vessz6re utal a tag palyahoz tartozo valtozok és paraméterek
nevének végén, vagy vége felé a v beti.



Hasonléan kaphaték meg a tobbi palyaelemben jelentkezd oktupdl rendt, hosszi
peridédusu perturbaciok is. Ezek kombinalasaval pedig kovetkezik az O — C' analitikus
alakjanak felirasa:

[>
|:> Kozvetett tagok azO — C — ben:
ESpem————
1
2\ 2 .
> domincde := (1—¢) ,'COS(Om) ~(2 - e'sm_(om) ];domincdom =1
1 — e-sin(om) 1 —e-sin(om)

3

a-dt
(l—e-sin(om))z'

J1—e~Z cos(om) (2 G BIIOM) ]

1 —e~sin(om)
1 —e~sin(om)
(1-e-?)*?

(1 —e~sin(om))

domincde:=

domincdom:=1 — (16)

2

> domincdepoly = combine(convert(taylor (domincde, e, 7), polynom), trig);

domincdompoly = comhine(convert( taylor[ M, e, 7),

polynom), trig);
domincdepoly:= 2 cos(om) + % e~sin(2 om) — cos(om) et 4 é e~? sin(4 om)

— % e~? sin(2 om) + % gt cos(3 om) — % et cos(5 om) — % et cos(om)

_ A8 - Sl 5 S o B
32e sm(Zom)+16e sin(4 om) 32e sin(6 om)

+ %6 e~8 cos(7 om) — i e~5 cos(5 om) — li(i e~8 cos(om)

+ % e=f cos(3 om)

domincdompoly:= -2 sin(om) + % cos(2 om) e~ +sin(3 om) e~? (17)

+ % e~? cos(2 om) — % e~? cos(4 om) +% e~t sin(3 om)

_3 4c _ Blels Bl s
8e sin(5 om) 8(3 cos(40m)+32e cos(2 om)

+ oL o= cos(6 om)

(Ezen a ponton mindjart felhivnam a figyelmet egy furcsasagra. Amint lathato, a
legutolso6 kifejezésben, noha a Taylor-sorfejtés elvben hetedrendig torténik, mégsem
szerepel az excentricitdsban hatodrendd tag. Vagyis tgy tlinik, mintha a program
el6bb végezné el a sorfejtést, és utana osztana e-vel. A val6sag azonban ennél bonyo-
lultabb, ugyanis amennyiben két kiilon parancssorba bontom az e-vel vald osztést,
majd pedig azt kovetGen a Taylor-sorfejtést, ugyanezt az eredményt kapom. E visel-
kedésnek az eredetét nem tudom, és nem is jartam utana, azonban jelzi, hogy kiiléncs
gondossaggal kell eljarni, ha a Taylor-sorba fejtends kifejezés fliggetlen valtozdjaval
korabban osztottunk. Ebben az esetben ez az 6vintézkedés azt jelentette, hogy a
Taylor-sorfejtéseket minden esetben a kivantnal eggyel magasabb rendig végeztettem
el a programmal, vagyis az utolsé ,hasznos” nagysagrendd tagokat mar nem vettem
figyelembe.)

A kovetkezd 1épés mar semmi djat nem tartalmaz:



(> domincdvkozv3 = simplify(combine(convert(taylor (domincdepoly-dedv3atlag
+ domincdompoly-edomdvteljesatlag3, e, 5), polynom), trig));

domincdvkozv3:= - % (Mtag GM3 egymine2gyok a~* Pv ( (18)
~35 e~ egyminuszenegyzet sini132 sin(2 om — 3 vv+ 3 vwm — 3 um)
—105e~* egyminuszenegyzet sinil33 sin(4 om + vv — vvm— 3 um)
—105e~* egyminuszenegyzet sini133sin(2 om + vv — vvm — 3 um)
—iP5 patt egyminuszenegyzet sini133 sin(2 om + 3 vv — 3 vvm — um)

— 80 egyminuszenegyzet sini133 sin(-3 vv + 3 vvm + um)

)

viszont az eredmény kozlésre megfelel§ alakba rendezését, és az egyes egyiitthatok
kiolvasasat az alabbi sorok illusztraljak:

~ 4 !

15 PvGM3a~" Mtag
8 pavt(1-— ev~2)5/2

AJli=

—

domincdvkozv3 i
v ,142),e,4)),

domincdvkozv3
A3t

> simplify( coeff[ coeff(
simplify( coeff ( coeff (
+0- um)) J );

,I42j, sin(- (1-vw — 1-vwm — 2-om

g - — (egymine2gyok cosi (-5 sin(vv — vvm+ 2 om)
32 egyminuszenegyzet sini

+6sin(vw—vvm) + 5 sin(-vw+ vvm+ 2 om) + 2 sin(vv —vvm+4 om)

—2sin(-vw+vvm+4om)))

3 egymine2gyok e~? cosi (4 +5 e~?) (19)
32 egyminuszenegyzet sini

Az igy, mind a trigonometrikus kifejezések argumentumai, mind az e; excentricitas,
illetve a koztes inklinacié (i) kiilonbozs fliggvényei szerint levalogatott tagokat,
illetve egyiitthatoikat mar egyenként kérdeztem le és jegyeztem fel a fenti formula
jobb oldalan szerepld fiiggvényargumentumok valtoztatasaval. (Nyilvan lehetett volna
rd a Maple-n beliil kis programot irni, hogy automatikusan legyéartsa és exportalja
mindet, de ezzel mar nem bajlodtam.)

A fentieken feliill még a szoftvercsomag grafikus funkcidit hasznaltam ki néhany alka-
lommal, amikor egyes analitikus formuldkat kozelit§ sorfejtések alakjaban kivantam re-
produkalni, grafikusan ellenérizve a kozelitések josagat, azonban a felesleges szoszaporitas
elkeriilése végett ezt ehelyiitt mar nem illusztralom.

Osszefoglalasul annyit tudnék elmondani, hogy, noha, amint lathato, a magam részérsl
csupan egy némileg fejletteb zsebszamoldgépként hasznaltam fel ezt a szimbolikus program-
csomagot, azonban igy is jelentGsen felgyorsitotta a szamitasaimat, és nem utolsd sorban,
nyilvan sokkal kevesebb hibat vétettem a szdmitésok kozben. Mindehhez j6 6sszehasonlitési
alapul szolgalt szamomra az els6 analitikus perturbacioszamitassal foglalkozé munkankkal
(Borkovits és mktsai., 2003) valo Osszevetés. Abban az esetben ugyanis még mindezeket
a szamitasokat a szoftvercsomag segitsége nélkiil, kézileg, papiron végeztem, igy a sajat
béromon is megtapasztaltam, mekkora segitséget és idényereséget nytjt ez a programcso-
mag, illetve megtanultam kiilénosen becsiilni az elmilt szdzadok égi mechanikusait, akik



esetenként sokkal hosszabb sorfejtéseket szadmoltak végig papiron, egy szél tollal.

2. kérdés: A dolgozatban tobb helyen is foglalkozik a megol-
dasok realitasaval, ezeken tialmen6en mi mondhat6 el a meg-
oldasok egyértelmiiségérsl? Sok paraméter illesztésekor elGfor-
dulhat, hogy tobb megoldas is létezik, ami mérési hiban beliil
illeszkedik a megfigyelésekhez. Lehetséges-e, hogy valamelyik
esetben tobb, fizikailag realisnak tiiné megoldas is sziilessen?

Valasz: Mind a dolgozatom negyedik fejezetében vizsgalt O — C-gorbék, mind az 5. és
6. fejezetben analizalt fénygorbék nagyszami, esetenként tobb mint 20 paraméter fliggvé-
nyei, amely paraméterek kozott gyakran bonyolult, nemlinearis korreléciok is fennallnak.
fly modon a megoldasok egyértelmiisége tényleg nem egy konnyen vizsgalhaté probléma.
Ez kiilonosképpen igaz az O — C' gorbék analizisére, ahol a paramétereket a nemlinearis leg-
kisebb négyzetek médszerén alapuldé Levenberg-Marquardt algoritmussal hataroztam meg.
Ez az algoritmus, kiilonosen az altalam hasznalt esetben, amikor az analitikus derivaltak
ismertek, rendkiviil gyors, azonban semmi sem biztositja, hogy nem valamely lokalis mi-
nimumot, hanem az abszolit minimumot talalja meg. Ezen feliil, a teljes paramétertér
feltérképezésének hianyaban, illetve a paraméterek kozti nagyfoku korrelaciok (1. 4bra) ko-
vetkeztében a paraméterek bizonytalansdgdnak megbizhaté megbecslésére is csak kevésbé
alkalmas.

Ezzel a kérdéskorrel ugyan terjedelmi okokboél doktori dolgozatomban valéban nem
foglalkozom, azonban, amint azt a doktori md 4.6.1 (Az eredmények megbizhatosaga) al-
fejezetében, a 19-es labjegyzetben (134. oldal) megemlitem, a kombinalt, mind fényidg-,
mind dinamikai effektusbél szdrmazé fedésiminimumidépont-valtozasokat is mutatd rend-
szerek ETV-megoldasai esetére a probléméat alaposabban koériiljartuk a doktori mi ezen
részének alapjaul szolgald egyes munkainkban (Rappaport és mktsai., 2013; Borkovits és
mktsai., 2015).

Mindkét dolgozatban, mas-mas numerikus modszerek alkalmazasaval (koztiik numeri-
kus integralassal, mesterségesen elGéllitott, a Kepler méréseihez hasonldé mindségti O — C-
gorbeék illesztésével®) arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy amennyiben az adatsor hossza
meghaladja a tag palya periddusinak kétszeresét, akkor a klasszikus palyaelemek ko-
ziil az e1 o excentricitdsok, az wy o pericentrum-argumentumok, valamint a pericentrum-
atmenetek 7192 idSpontjai, és természetesen a Py és P» periddusok is nagyon erésen meg-
hatarozottak. A fenti paraméterek kozil érdemes kiemelni a szoros kettds e; és wy péa-
lyaelemeit. Egy excentrikus palyan mozgo fedési kettdscsillag esetében a mellékminimum
kozépidejének a (f6minimum kézepétdl mért) ¢ = 0,5 fotometriai fazistol valo eltérése nem
extrém nagy excentricitasok esetén nagy pontossaggal megadja az ej cosw; paramétert.5
Jelentds dinamikai perturbaciok esetében azonban, amennyiben az O — C-gorbe legalabb
egy (szerencsésebb esetben tobb) kiilsé periodust is lefed, akkor e gorbe alakja megtori az
e1 — wy elfajulast, és ily modon azt talaltuk, hogy a Borkovits és mktsai. (2015) tanul-
méanyban vizsgalt 26, excentrikus fedési kettdst tartalmazo, kompakt hierarchikus harmas
rendszer koziil azok esetében, amelyek a fenti feltételt kielégitették, a fedési kettSs excent-
ricitasanak, illetve pericentrum-argumentumanak a tipikus bizonytalansaga de; ~ 1074,

®Ld. Borkovits és mktsai. (2015), E. fiiggelék.
5 Az excentricitas magasabb, paratlan hatvanyait is tartalmazé, pontosabb formulat a dolgozatom be-
vezets fejezetében, az (1.27,28) egyenletekben adom meg.
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1. abra. Példak az illesztési paraméterek kozti korrelaciora a 39 Kepler-harmasjeloltet vizs-
galo elss, 2013-mas munkankbol (Rappaport és mktsai., 2013). A bal oldalon a dinamikai
komponens altal dominalt KIC 9714358 esetében lathaté az mc/mapc tomegaréany, illetve
a tag palya e excentricitasa kozti korrelacio. (E korrelacio eredete a dinamikai O — C' kom-
ponens amplitidojaban keresends.) A jobb oldalon egy sokkal erésebb elfajulas lathato az
f(mc¢) tomegfiiggvény kobgyoke (amely a fényidé-komponens amplitidojaban jelenik meg),
illetve a tag palya ws pericentrum-argumentuma kozott egy olyan rendszer, a KIC 9451096
esetében, ahol a dinamikali, illetve a fényidStag amplitaddja hasonlo. A szinek a paraméter-
értékek relativ valoszintisége szerint vannak skalazva a fehértsl (legmagasabb valoszintség)
a lilaig (legalacsonyabb).



Mean orbital phase of the wide orbit Mean orbital phase of the wide orbit
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2. abra. A KIC 7289157 szoros kettsének pélyaelemvaltozasai az analitikus modell (feke-
te), illetve numerikus integralas (piros és kék) esetén, az O — C' gorbére illesztett analitikus
modell alapjan kapott kezdeti rendszerparaméterek figyelembe vétele mellett. A piros, il-
letve kék gorbék a numerikus integralas soran a f6- illetve mellékminimum aktuélis idejéhez
az adott ciklusban legkozelebb esd 1épések soran mintavételezett, Jacobi-féle hely-, illetve
sebességkoordinatakbol szamolt oszkulalo palyaelemeket mutatjak. Mint lathato, az anali-
tikus gorbék ezt a bels6 palya fazisatol fliggs valtozast is lekovetik, amely azért lehetséges,
mert a doktori mi 2.3.2 alfejezetében targyaltak értelmében a révid periddusa perturbé-
ciok fazisatlagolt hatasat is figyelembe vettem. A négy panel balrél jobbra, illetve fentrél
lefelé rendre a P; pillanatnyi periddus, az e excentricitas, a ¢g; dinamikai, valamint az wq
észlelsi rendszerbeli pericentrum-argumentumok valtozasat mutatja. (A tovabbi pélyaele-
mek valtozasat szemlélteté abrak Borkovits és mktsai., 2015 E. mellékletének E4. abrajan
lathatok.)

dwy ~ 091 koriilinek adddott. Ezen a ponton azonban sziikséges észben tartanunk, hogy
az eredményeink ennél bizonyosan legaldbb egy nagysagrenddel nagyobb szisztematikus
+hibat” tartalmaznak. Ennek oka (a modell nyilvanvaloan kozelits jellegén tul) az, hogy
maguk a szoros kettds palyaelemei a hosszi periddusti perturbaciok miatt, Py idgskilan a
fentebbi formélis hibanal legalabb egy nagysagrenddel nagyobb, periodikus perturbaciokat
szenvednek el. E perturbaciok, a kvadrupdl kozelités keretén beliil, kozvetleniil a doktori
mi (2.39)—(2.46) egyenleteinek vo-szerinti integralasaval kaphatok meg. Itt jegyzem meg,
hogy bar a doktori miiben nem emlitem, de az analitikus O — C-illeszt§ programcsoma-
gom a futtatds végeredményének elfogadott illesztés esetében ezen egyenletek, valamint
az els6ként tudoméasom szerint altalam kiszamolt oktupdl rendd, valamint egyes révid pe-
riddustt perturbéciok atlagolasaval kapott tovabbi hosszti peridédustu perturbaciok, illetve
a kvadrupdl rendd szekularis perturbaciok figyelembe vételével kiszamitja a szoros kettss
Osszes palyaelemének a vizsgélt idGintervallum alatti valtozasat is. Ennek illusztracidjaként
ehelyiitt a 2. 4bran bemutatom a KIC 7289157 esetére a szoros kettGs palyaelemvaltozasait
szemléltets grafikonokat mind az O — C' analizald kod &ltal szamolt analitikus formulék,
mind numerikus integralas alapjan. Itt jegyzem meg azt is, hogy vizsgalataink szerint, ele-
gend@en j6 mindségli O — C-gorbe esetén a tag pilya excentricitasa is akar des < 0,01-0s
bizonytalansaggal megkaphato.



Egy tovabbi, fontos paraméter a két pélyasik hajlasszoge, az iy, koztes inklinacié. Erre
vonatkoz6 numerikus vizsgalataink azt mutattak, hogy e paraméter esetében az LM eljaras
sorén kapott, tipikusan 1°—2°-os bizonytalansagok jocskan alulbecsiilik e paraméter tényle-
ges hibajat, kiilonosképpen az alacsony koztes inklinacio (i, < 30°) tartomanyaban. Ennek
az lehet az oka, hogy kozel egysiku palyak esetén az analitikus formulak kéztes inklinaci-
6tol valo fiiggése meglehetdsen lapos. Raadasul ebben a tartomanyban az oktupdl, illetve
az atlagolt rovid periddusi tagoknak a kvadrupdl jarulékokhoz képesti relativ eréssége al-
talaban nagyobb. (Eppen ez 6szténzdtt ezen magasabb rendii perturbaciés komponensek
figyelembe vételére, és ezen tagok beillesztése utan a bizonytalansag valoban mérséklsdott.
Azaz kordbban még az ehelytitt emlitettnél is nagyobb volt.)

A program outputjai koziil az asztrofizikailag legfontosabb paraméterek minden bi-
zonnyal a csillagtomegek lennének. E tomegekkel kapcsolatos paraméterek koziil a tag
palya tomegaranya a tapasztalataim szerint altalaban az 1 — 10%-os, tehat elegenden ki-
csinek sajnos semmi esetre sem nevezhetd tartoméanyba esik. Még problémésabbak maguk
a tomegek. Tapasztalataim szerint, amennyiben a dinamikai jarulék amplitaddja jelents-
sen feliilmilja a fényidé-komponensét, akkor a megoldés szinte érzéketlen az individualis
tomegekre, a megoldas csupéan azok hanyadosat adja vissza, mégpedig a kordbban emlitett
bizonytalansaggal. Ugyanakkor, ha a két jelenségnek a fedésiminimumidépont-valtozasokra
kifejtett hatasa 6sszemérhets, akkor a tag rendszerbeli individualis tomegek is hasonld biz-
tonsaggal (vagy bizonytalansaggal) kaphatok meg, mint aranyuk. Mindezt az alabbiakban
néhény példaval is illusztralom.

A dolgozat elkésziilte 6ta etelt id6ben ugyanis mind az analitikus formulakon alapul6
O — C- (vagy ETV-)gorbét illesztd, mind (az ezen felil is jelentds fejlesztéseken atesett)
fénygorbeilleszt6 programcsomagomba beépitettem egy, az altalanos Metropolis-Hastings
algoritmus alapjan miik6d6é Markov-lancos Monte Carlo (MCMC) paraméter-keresd elja-
rast. Ezzel a modszerrel ugyan az egyes O — C-megoldasok megkeresésének ideje valami-
vel hosszabb, de (legalabbis, amennyiben az ember idémilliomos) a paramétertér, és igy
a kiilonféle paraméterelfajuldsok megbizhatéan feltérképezhetsk, valamint a paraméterek
bizonytalansaga is statisztikailag megbizhatébb moédon becsiilhets. Ezért a kovetkezdk-
ben néhény, a dolgozatban, illetve az alapjaul szolgal6é tanulményokban az LM-modszerrel
analizalt, tipikusnak tekinthet§ ETV gorbét alavetettem a programba frissen beillesztett,
MCMC eljarason alapuld paraméterkeresésnek.

Elssként két tisztan fényidSeffektussal modellezhets ETV-gorbét vizsgatam meg. Ezek
a KIC 8043961, illetve a KIC 9711751 fedési kett6sok ETV-gorbéi (3. abra). Az elsé rendszer
esetében a Kepler-tirtavesd megfigyelései 3,07, mig a mésodiknél csupan 1,23 tagpalya-
periddust Olelnek fel. Az LM, illetve az MCMC modszerrel kapott, legvalosziniibbnek elfo-
gadott paraméterértékek az 1.tablazat elsd soraiban lathatok. Amint lathato, ezekben az
esetekben a két modszer nagyon hasonlo eredményt adott, legfeljebb az lathato, hogy az
LM-modszer hasznalata soran a kovariancia maéatrixbol becsiilt formélis hibak kicsit alul-
becsiilték az MCMC modszerrel kapott szimmetrikus 1o bizonytalansagokat. A 4. &bra
panelein egyes illesztési paraméterek kozti korrelaciokat szemléltetem. Jol lathato, hogy a
P, periodus, illetve (Ag)2 kezdeti palyamenti hosszusag kozti trivialis korrelaciot leszamitva
nem fedezhet&k fel méas Gsszefiiggések a példaként abrazolt valtozok kozott.

E tény azért sem okoz kiilénosebb meglepetést, mert ismeretes, hogy amennyiben a
fedési minimumid&pontok valtozésainak egyediili forrasa egy olyan fényid&effektus, amely-
nek peridédusa jol ismert, tovabba a fényid&palya excentricitdsa nem tul extrém érték, akkor
ebben az esetben a fényidpalya palyaelemei (vagy pontosabban: ezeknek kozelits értékei)
a Fourier-térben egyszeri, kezdeti paraméterbecslést nem igényld, és az abszolut minimu-
mot megtalalo linearis legkisebb négyzetes illesztéssel is megkaphatok (Kopal, 1978; Vinko,
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3. dbra. A KIC 8043961, illetve KIC 9711751 ETV gorbéi MCMC fényids-illesztéssel
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4. abra. Korrelacios grafikonok a KIC 8043961 (felss sor), valamint a KIC 9711751 paramé-
terterébdl.
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5. abra. A KIC 7289157, illetve KIC 6525196 ETV gorbéi MCMC modszerrel kapott kom-
binalt, dinamikai és fényidé&illesztéssel. (A piros korok a féminimumokat, a kék négyzetek
pedig a mellékminimumokat jelolik.)



1. tablazat. Tisztan fényidémegoldasbol meghatarozott palyaelemek, illetve hibaik Gssze-
hasonlitasa LM (fels6 sor), illetve MCMC paramétermeghatarozés esetén.

KIC No. P Py aap sinig en wo To f(mg)
(d) (d) Re) ) (MBJD) Mg)
8043961  1,55021280(1)  478,6(2) 82,6(2) 0,245(5) 13(1) 54817(2)  0,0330(3)
1,55921280(1)  478,6(5) 82,6(6) 0,246(11) 13(4) 54818(5)  0,0329(6)
9711751  1,71152818(1)  1186,1(7) 218,1(2) 0,259(1)  351,0(4) 55385(1)  0,0989(3)
1,71152818(1)  1186,2(16)  218,2(4) 0,259(3)  351,1(9) 55385(3)  0,0989(6)

2. tablazat. Kombinalt dinamikai és fényidémegoldasbol meghatarozott palyaelemek. (Az
egyes sorok jelentését 1d. a szovegben!)
KIC No. Py Py as ea w2 2 fme)  HiSs mas  mc
(@ (@ (Ro) ) (MBID)  (Mo) Mg)  (Mo)

7289157  5,2665478(4)  243,36(8) 215(6) 0,309(3) 156,5(7) 54942(1)  0,14(2)  0,39(3) 1,4(1) 0,9(1)
5,2665479(4)  243,33(2) 215(2) 0,314(12) 157,0(49) 54942(4) 0,130(9) 0,39(1) 1,39(5) 0,87(3)
5,2665745(14) 243,13(19) 218(3) 0,308(4) 158,8(15) 54943(1)  0,15(1)  0,40(1) 1,43(8) 0,93(4)

6525196  3,42059733(4) 418,2(1) 334(27) 0,295(5) 94(2) 55070(3) 0,066(10) 0,29(3) 2,0(5) 0,8(2)
3,42059725(1)  418,6(3) 330(16) 0,289(34)  98(15)  55072(18) 0,063(4) 0,284(7) 1,97(3) 0,78(2)
3,420460(3) 418,53(9) 332(5) 0,306(2)  94,8(8)  55072(2) 0,062(1) 0,282(4) 2,02(2) 0,80(1)

1989; Borkovits és Hegediis, 1996).

A kombinalt dinamikai és fényidémegoldas egyértelmtiségének, vagy éppen ennek hié-
nyanak demonstralasara két hierarchikus harmast, a harmadik komponens extra fedéseit
is mutato (triplan feds) KIC 7289157, illetve a KIC 6525196 kataloguszamu rendszereket
véalasztottam. Az el6bbi harmascsillag belsd kett&se excentrikus pélyan kering, és az O — C
gorbe, amelyet egyértelmtien, de nem tul erésen a dinamikai effektus dominal (az amp-
litadok aranya ~ 4,4 a dinamikai jarulék javara), jol lathatéan mutatja a harmadik test
perturbacioi keltette gyors, dinamikai apszismozgéis nyomat is, mig a masodik harmas
szoros kettdse korpalyan kering, és a fényidGeffektus amplituddja pontosan a dupldja a
dinamikaiénak (5.abra). Ezen felil a Kepler-tirtaves mérései az elsé esetben pontosan
hat, de a méasodik rendszer esetében is tObb mint harom tagpalya-peridodust fednek le. A
2. tablazatban foglaltam Gssze e két rendszer esetében is a korabbi LM-illesztésekbdl, illet-
ve a jelenlegi, MCMC-eljarassal talalt, elfogadott megoldasokat. A KIC 7289157 esetében
két MCMC megoldést is megadok, amelyeket ugyan a tomegekben jelentGsen eltérs kezde-
ti paraméterekkel inditottam, azonban mindkét megoldas ladthatéan ugyanoda konvergalt.
Ezen a ponton felhivnam a figyelmet arra is, hogy mindharom esetben csaknem egysikii
konfiguracié adédott, amit egy triplan fedd rendszer esetében elGzetesen is valdszintsitiink.
Ugyanakkor a harom megoldas kozel sem egyenértéki abban, hogy a szoros kettds eseté-
ben milyen gyorsaségi, és milyen irdnyu inklinécid, és ezzel fedésmélység-valtozast josol.

3. tablazat. Apszismozgasi és/vagy orientacidos paraméterek klasszikus apszismozgasi
(AME) és dinamikai illesztésekbdl

KIC No. Panom a1 e1 w1 1 Py im i1 2 AR Phode
(d) (Re) ) (MJD) () ) (°) ) ) )

7280157  5,2673864(4)  14,1(4) 0,0828(2) 65,43(4)  54972,1908(8) 91  4,3(3) 85,8 89,5 2,2(7) 80
5,2673766(4)  14,2(2) 0,0827(25) 65,45(78) 54972,1912(134) 92 1,9(14) 87,7 89,5 -0,3(3) 79
5,2673769(14)  14,3(3) 0,0863(14) 66,44(41) 54972,2042(70) 96  6,7(9) 96,0 89,5 1,5(3) 78

- 0

6525196  3,4205160(1)  12,1(1,0) 0 - 0% 80 80 -
3,420526579(7) 11,98(6) 0 - 10(1) 85 85,9 -10(1) 512
12,1(2)  0,00004® 355,40 54951,7422(2) 2(1)  85,00(5) 83(1) 0,1(5)

Megjegyzések: a: iy, = 0° régzitve. Ebben az esetben, palyasik precessziéra utalé fedésmélység-valtozas hidnyaban az
osszehasonlitas alapjat képezs dolgozatunkban (Borkovits és mktsai., 2016) csak az egysika, direkt megoldast vizsgaltuk. b: A
harmadik test perturbaci6i kovetkeztében a numerikusan integralt belsS palya minden pillanatban nullatél kicsit kiilonb6zé

excentricitas-értéket vesz fel, amely a mintavételezés idépontjatoél fliggéen is valtozik.
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Ez utobbi alahiizza, hogy a megoldasom egyaltalan nem egyértelmii. Ugyanakkor dinamikai
szempontbol a kiilonbség a hadrom megoldas kozott elhanyagolhato.

A mésodiknak valasztott KIC 6525196 azért relevans ezen a ponton, mert ennek a rend-
szernek minden komponense elég fényes ahhoz, hogy radialis sebessége megmérhets legyen.
Az elmult években a harmas rendszer radialis sebességgorbéit legalabb két kutatdcsoport is
mérte. Ezek egyike a Derekas Aliz és altalam vezetett csoport. Az én kezdeményezésemre e
hérmas rendszer csillagainak radialissebesség-gorbéit évek dta mérjiik a szombathelyi, illet-
ve Piszkés-tetén felszerelt spektroszkopokkal. Igy szamitogépemen jelen pillanatban is fut
e harmas rendszer komplex, fotodinamikai analizise, amely egyidejiileg foglalja magéban
a rendszer négy éves Kepler-fénygorbéjének, harom vonalas radidlissebesség-gorbéjének,
illetve O — C gorbéjének analizisét olyan moédon, hogy kdzben a hérmas rendszer mozgé-
sat a program numerikusan integralja. Ily modon viszonylag megbizhato palyaelemekkel,
illetve individualis tomegekkel rendelkeziink, amelyek jol osszehasonlithatok az analitikus
O — C illeszts k6dbol kapott értékekkel. Ezért e rendszer esetében a 2. tablazat vonatkozo
els6 sora a korabbi, LM-illesztéssel, a méasodik sora az MCMC modszerrel, de szintén az
analitikus O — C-illeszt6 koddal kapott paramétereket adja meg, a harmadik sor azonban a
komplex, fotodinamikai programcsomaggal kapott, jelenleg legvaloszintibbnek elfogadott,
de még nem véglegesnek tekintett paramétereket adja meg.

Ugy gondolom, az eredmények ezuttal is Gnmagukért beszélnek. Mindezek ellenére fele-
l6tlenség lenne kijelentenem, hogy a programjaim minden esetben a fizikailag ténylegesen
megvaldsulé rendszerkonfiguréiciot talaljak meg. Annyi mondhato, hogy megfelels hosszisa-
g1, illetve mingségi adatsorok esetén ennek az esélye természetesen mindig megnovekszik.
Az egyes hamis megoldéasok pedig tovabbi vizsgalatokkal kizarhatok. Igy példaul a fedési
fénygorbe analizise, amennyiben mindkét tipust fedés megfigyelhets, és megfelel6 minGsé-
gli, bonmagaban is egyértelmtien megadja a belsd palya excentricitasat, illetve a nagytengely
iranyat. Ezzel tehéat kontrollalhaté a programbol kapott kimenet. Hasonléképpen, amint
méar emlitettem, a program altal josolt, vagy éppen nem megjosolt fedésmélység-valtozas
egy tovabbi fontos kritérium, az esetleges spektroszkopiai tomegekrsl nem is beszélve. Az
igazi adudszt viszont a triplan fedd rendszerek jelentik, ezek ugyanis nagyon szigoru felté-
teleket ronak a helyes megoldasra. Ezért is, illetve azért, mert a kozeljov6ben nemigen var-
hatok az eredeti Kepler-kiildetésbdl kapottakhoz mind hossztisdgban, mind pontossdgban
hozzémérhets tjabb O —C' gorbék, erdforrasaimat jelenleg inkédbb a komplex, fotodinamikai
programcsomag fejlesztésére forditom.

3. kérdés: Az 5. és 6. fejezetekben hangsiilyozza, hogy a pul-
zacio illesztésére matematikai és nem fizikai modellt hasznalt.
Véleménye szerint megvalosithato-e ez a kozeljovében, és mi-
lyen el6relépésre szamitana ebbdl?

Valasz: Kérdésével az Opponens nyitott kapukat donget. Jelenleg is fut6 OTKA péalya-
zatom célkittiizései kozott szerepel a doktori dolgozatomban bemutatott fénygoérbekdédbol
tovabbfejlesztett komplex fotodinamikai programcsomagba a pulzacié realisztikusabb mo-
dellezésének beillesztése is. Ezzel a kérdéssel bajai kollégdm, Birdé Imre Barna foglalkozik,
lassan egy évtizede, tigyhogy valaszom elsGsorban a vele a kérdés kapcsan folytatott dis-
kurzuson alapul.

Eloljaréban azonban szeretném megjegyezni, hogy az altalam alkalmazott, a lehetd leg-
egyszeriibb matematikai modellbél is azért a csillagpulzaciokra vonatkoz6 szamos fontos,
fizikai eredmény kinyerhetd, amint azt manapsag mar olyan tanulméanyok tucatjai mutat-
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jék, amelyekben a szerz6k a pulzaciés fénygorbe Fourier-analizisével nyert pulzéciés frek-
vencidkat és amplitidokat vetik elmélyiilt vizsgéalat ala. Ugyanakkor kétségtelen, hogy egy
olyan fizikai modellb&l, amely magaban foglalna a csillag asztroszeizmologiai modellezését
is nem csak a pulzaci6elmélet, hanem a fedési fénygorbék analizise is jelent&sen profitalna.

Itt elsGsorban arra gondolok, hogy az egyszeri periodikus jelek nem veszik figyelembe
azt a modulaciot, amit a pulzécios jelekben a fedések keltenek a részleges kitakaras soran.
Radialis pulzacioknal, amikor a csillag teljes felszine azonos fazisban oszcillal, ez még csak
az oszcillacios amplitido csokkenésében mutatkozik meg, amely az éppen illesztés alatt
lev kettds/tobbes-modell keretében még elvileg konnyen beépithets. Nemradialis pulzaci-
6knal viszont mind az amplitudo, mind pedig a (kezdd-)fazis bonyolult moédon valtoznak a
fedés alatt, amely valtozasok jellege a felszini mintazattol; ezen keresztiil pedig az oszcillé-
cios sajatfiiggvény alakjatol (modusszamaitol), valamint a pulzacié szimmetriatengelyének
iranyatol figg.

Nagy amplitadoju pulzaciok (példaul cefeidak) esetében a fedési fénygorbe oldalarol
ehhez még az is hozzdadodik, hogy a jelentds hémérséklet-, és igy feliiletifényesség-, vala-
mint csillagsugar-valtozas kévetkeztében mind a fedésmélység, mind a fedéshossz, valamint
a leszallo és felszallo d4gak meredeksége is valtozik annak fiiggvényében, hogy milyen pul-
zécios fazisnal kovetkezik be a fedés. Ennél fogva a fedési csillagrendszerekbeli pulzaciok
kielégité modellezése a felszini pulzacios mintézatok (és emellett esetlegesen a csillagsugar
valtozasanak) alkalmas modellezését igényli. E modellezés tobbféleképpen is megtehetd.

a) Az egyik lehetGség, hogy a pulzalé komponensre asztroszeizmologiai modellt (azaz
egy ténylegesen, minden szempontbol fizikai modellt) illesztiink, amely azonositja az
egyes frekvenciak pulzacios modusait (azaz a pulzacios mintazatot leiré valamely Yy,
gombfeliileti fliggvény aktuélis [, m modusszamait). Ez szamos olyan paramétert igé-
nyel, mint pl. a csillag belsd szerkezete (ez hatarozza meg, hogy melyik modus milyen
térbeli tartomanyban lehet jelen), illetve a csillag olyan fontos allapothatérozoi, mint
pl. a tomeg, sugar, effektiv hémérséklet. Ezen feliil a pulziciés tengely helyzete egy
tovabbi, ismeretlen paraméter. Ebbdl kifolydlag ezt az asztroszeizmoldgiai modszert
nem koénnyti megvalositani.

b) Masik lehetdség, hogy kihasznaljuk a fedések felszini mintavételezd jellegét, és a tel-
jes, modulélt pulzacios jelbdl kiséreljiik meg rekonstrudlni a felszini mintazatokat. Ez
megtehets akar analitikus alakot feltételezve (Y, gombfeliileti fiiggvények), akar tel-
jesen numerikus eljarassal (képrekonstrukcioval), a felszint feliiletelemekre bontva és
azok Osszességét egyfajta digitalizalt képként kezelve (1d. pl. Biré és Nuspl, 2011). Ez
az Eclipse Mapping (fedési leképezés) tipust modszercsalad ,csak” a fedési geometria
ismeretét igényli, amely a fedési fénygorbemodellbdl, legalabbis a posteriori amugy
is adott. Ezért, ebbdl a szempontbol ez elénydsebb, mint a megelézden targyalt el-
jaras, azonban ez a modszer megfelelGen nagy idéfelbontasu, tébb fedést feldlels, és
— féleg — nagyon pontos adatsort igényel. Szerencsére az trtdvcséves misszidkban,
kiilonosen az elsédleges Kepler-kiildetésben szamos ilyen adatsor sziiletett. Ugyan-
akkor annyit azonban meg kell jegyezni, hogy e masodik modszer hatranya az elsg,
tényleges asztroszeizmologiai modellhez képest, hogy ez utébbi a csillag id6beli alak-
és méretvaltozasat nem veszi figyelembe, és igy alkalmazésa inkabb csak a kis amp-
litudojua (pl. § Scuti- és/vagy v Dor-tipusi) pulzaciokat mutato fedési kettdscsillagok
esetében kecsegtet elénnyel.

Szo6lni kell még arr6l a bonyolité tényezérdl is, hogy mind a két esetben ismerni kell a
csillag ,pulzacios tengelyének” (pontosabban, a pulzaciés mintéazatok szimmetriatengelyé-
nek) az iranyat. Ennek az az oka, hogy a fényességvaltozast jelentsen befolyésolja, hogy
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a mintazatot milyen iranybol fedi el a tarscsillag. A szimmetriatengely altalaban megegye-
zik a csillag forgastengelyével, azt pedig altaldban a palyasikra mer6legesnek tekintik, de
excentrikus rendszerekben ez mar nem feltétlenil igaz (1d. pl. Albrecht és mktsai., 2009).

A rekonstrukciés modszert Biré Imre Barna kollégamnak és doktoranduszanak, Bokon
Andrasnak (SZTE fizika doktori iskola) nemrégiben elészor sikeriilt élesben is alkalmazni
a KIC 3858884 fedési kettdscsillag pulzacios moédusainak azonositasara — igaz, egyelSre a
tobb mint szdz moédus koziil csak az elegenden erds obszervacios szignaturaji 10 moédusra.
Ezek tipikusan azok a modusok, amelyek jele kbzvetlentl a fényvaltozas grafikonjan is meg-
nyilvanul. Iterativ alkalmazéssal még néhany tucat toviabbi médus esetleg beazonosithato,
(azonban a gyengébb fotometriai jelet adéo modusok egy bizonyos szint alatt mar valoszini-
leg nem). A pulzaloé komponens forgastengelyét a keringési sikra merdlegesnek feltételezve
az altalanos képrekonstrukcios modszer értékelheté mintazatokat adott. Az azokbol kapott
modusszamok koziil azok, amelyeket egy korabbi tanulmany (Maceroni és mktsai., 2014)
a csillag hozzavetSleges asztroszeizmologiai modelljébdl is meghbecsiilt, j6 egyezést mutat-
tak. Az is kideriilt, hogy a pulzéciés moédusok nem mind egyazon csillagrol szarmaznak,
ami neheziti az elemzést, azonban a szerz6k most is dolgoznak azokon a kiilon médszere-
ken, amelyek segitségével az egyes frekvencidk forrasat reményeik szerint azonositani lehet
majd.

Terveink szerint kollégaim eljarasat még az idei év soran beépitjiik a komplex fotodina-
mikai programcsomagunkba. A pulzacidkutatasban varhaté elényokon tal még a tovabbi
elényok is varhatok:

1. A fedési és pulzacios fényességviltozasok még tokéletesebb szétvalasztéasa onmagaban
is lehet6vé teszi a fedési fénygorbékbdl klasszikusan meghatarozhato paraméterek (pl.
relativ csillagsugar, h6mérsékletarany, stb.) még pontosabb meghatarozéasat;

2. A modellezett pulzécios jelbsl kozvetve tovabbi informacioé kaphato a csillag forgasi
torzultsagéra, a forgastengely iranyara;

3. A pulzacio altal esetlegesen elfedett egyéb, kisamplitudoja fényvaltozasok (pl. boly-
gofedés) is kimutathatokka valnak;

4. A pontosabb pulzaciés modell abban az esetben is realisztikus tomegbecslést nyujt-
hat, amennyiben spektroszkopia hidnyaban nincsenek ilyen irdanyt informéciéink;

5. Tovabba, bizonyos hamis periédusok (pl. az O — C' diagrambdl) még biztosabban
kisztirhetSk lesznek.

4. kérdés: Hogyan interpretalhat6, hogy a HD 183648 esetén
a pulzacioés frekvencidk kiilonbsége a palyamozgas frekvenci-
djanak a kétszerese, emellett mindketts lényegesen magasabb
(~ 17 — 19 szeres) frekvenciaja?

Valasz: A pulzacios frekvencidknak a kérdésben szerepls érdekes viselkedése nem valaszt-
haté kiilon a fedési fénygorbe masik kiilonleges jellegzetességétsl, a keringési frekvencia
kétszeresével megegyezd frekvenciaja, szinuszoidélis fényvaltozastol, amely nagysagrendi-
leg hasonlé amplitidoju, azonban csaknem pontosan ellentétes fazist, mint az elméleti-
leg varhato, adrapaly eredetii, klasszikus ellipszoidélis fényvaltozas. Mivel a pélyamozgési
frekvencia kétszerese mindkét szokatlan fényvaltozasi jelenség esetében megjelent, kezdet-
t6l feltételeztiik, hogy mindkét jelenség Osszefiiggésben lehet a két csillag kozti arapély-
kolesonhatéssal. Ezért az analizis végs§ fazisaban Derekas Alizzal kézosen megkerestiik
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Jim Fullert, aki a Cornell University-n azid6tajt doktoralt az arapaly-gerjesztésd csillag-
pulzacidk témakorében, és akivel mar korabban, a HD 181068 tripla rendszerében jelent-
kez6 arapaly eredetii oszcillaciok tanulményozasa kapcesan is egyiitt dolgoztunk (Fuller és
mktsai., 2013). A pulzacio (vagy oszcillacio) vizsgéalataval kapcsolatos eredményeit a dolgo-
zatom 6. fejezetének alapjaul szolgalo tudomanyos kozlemény (Borkovits és mktsai., 2014)
6.2 fejezetében ismertettiik. Ezeket a részeket (mint azt a dolgozat 171-172. oldalan jelez-
tem is), természetesen nem foglaltam bele nagydoktori értekezésembe, de ehelyiitt nagyon
roviden ismertetem.

Elstként foglalkozzunk az ellipszoidélis effektussal. Az egyensiilyi arapalymodell kereté-
ben targyalt, klasszikus ellipszoidalis effektusnak két f6 6sszetevije van. A geometriai kom-
ponens a Foldrél latszo csillagfeliilet valtozo méretével fiigg ossze.” A termikus komponens
pedig a csillagfelszin hémérsékleteloszldsdban az arapaly-kolcsonhatas miatti perturbaci-
0kbol szarmazik. Ezt a klasszikus modellben Von Zeipel (Von Zeipel, 1924) tétele nyomén
veszik szamitésba, amely a lokélis felszini nehézségi gyorsulas és effektiv hémérséklet kozott
allapit meg Osszefiiggést.

A kozelmultban azonban Pfahl és mktsai. (2008) megmutattak, hogy egyes nemadiaba-
tikus jelenségek, kiilonosen forrd, sugarzési burokkal rendelkez§ csillagok esetében képesek
jelent&sen megvaltoztatni a felszini hémérsékleteloszldst. Raadéasul a forrd, sugarzéasi bu-
rokkal rendelkez§ csillagok esetében, marpedig a vizsgalt kett&siink f6komponense ilyen, az
ellipszoidalis effektusban a termikus komponens relativ jaruléka sokkal jelentGsebb mint a
késeibb, hideg, konvektiv csillagok esetében. Ennek pedig az lesz a kovetkezménye, hogy az
ellipszoidalis effektus fazisa a palyamenti keringés (és igy a geometriai komponens) fazisatol
véletlenszerten eltérhet.

Ezen feliil a dinamikai arapély-kolcsonhatéas kovetkeztében fellépd oszcillaciok is je-
lentsen befolyasolhatjak az ellipszoidalis effektus fazisat (és természetesen amplitudojat
is). Forro csillagokban ezek olyan g-modusiu oszcillaciokként jelennek meg, amelyek ko-
zel rezonansak a gerjesztd arapaly-frekvencidkkal. Ugyanakkor itt némi problémat jelent,
hogy amint azt pl. Thompson és mktsai. (2012) megmutattak, ezek a g-modusi oszcillaci-
ok altalaban csak joval kisebb amplitudéoju fényességvaltozésokat eredményeznek, mint a
klasszikus ellipszoidalis effektus.

Harmadik lehetGségként a forgd csillagok nemadiabatikus oszcillacidi és az arapalyger-
jesztés kozti nemlineéris kolcsonhatasok mertilhetnek fel. Ez esetiinkben azért is érdekes,
mert, amint az a spektroszképiai mérésekbdl kideriilt, a kettdscsillag mindkét komponense
gyors tengelyforgast mutat.® Ennek a jelenségnek a kimerits, kvantitativ targyalasa azon-
ban még varat magara.

Ezen a ponton érkeziink meg a kérdésben emlitett két pulzéicids frekvencidhoz, és ezek
kiilonbségéhez. Az oszcillacios fekvencidk ilyen jellegii kombinacidja altaldban nemlineéris
moduscsatolasra utal (1d. pl. Wu és Goldreich, 2001). Hasonl6 jelenségre mas szoros ket-
t6s0k esetében is taldlunk példakat (Mukadam és mktsai., 2010; Burkart és mktsai., 2012;
Fuller és Lai, 2012; Hambleton és mktsai., 2013). A mi esetiinkben a nemlineéris csatolas
a két g-modus, illetve a 2 f,,, frekvenciaji, drapalygerjesztési oszcillacié kozott jon létre.
Valoszind, hogy legalabb az egyik g-modus a kettdsségtol fiiggetlentl, a csillag ,sajat jo-

TA forgasi, illetve arapalytorzultsig miatt a csillag nem marad gémb alaki, hanem jo kozelitéssel a
térbeli, korkorlatozott haromtest-probléma valamely zér6 sebességii (gravitacios ekvipotencialis) feliileté-
nek alakjat veszi fel. (Ellipszispalya, illetve nem szinkronizalt tengelyforgas esetén természetesen ilyen
ekvipotencialis feliilet szigortian véve nem létezik, de amennyiben azt feltételezziik, hogy a csillag anyaga
megfelelGen gyorsan ,hozzadidomul” a valtozd potencialtérhez, akkor formalisan érvényben marad a model-
liink.)

8 Amennyiben feltételezziik, hogy a csillagok egyenlitéi sikjai egybeesnek a palyasikkal, akkor Py =
1,60 £0,04d = 19,98 forb és Prot2 = 2,15 £0,21d = 14,87 forp.
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gan” gerjesztédik. Ez esetben elképzelhets, hogy v Dor-tipusiu oszcillaciot latunk. (Elvileg
mindkét csillag a v Dor instabilitasi sdvban helyezkedik el, a f6komponens annak forro,
a mellékkomponens pedig hideg oldali szélénél, és maguk a frekvenciak is kompatibilisek
a v Dor-tipust pulzéaciokkal.) Raadasul a harom oszcillacios modus kozotti kolesonhatas
olyan energiatranszferrel is jarhat, amely jelent&sen befolyasolhatja mindharom moédus fa-
zisat is, és ily modon egy tovabbi magyarazatot kinalhat az ellipszoidalis effektus (azaz a
2 forb frekvenciaju, arapalygerjesztett oszcillacio) rendellenes fazisara is.

Ugyanakkor az sem zarhat6 ki, hogy mindkét pulzacios moédus eredetét tekintve nem-
lineéris arapalygerjesztésti modus, hiszen nemlineéris drapalygerjesztés esetében a gerjesz-
tett modusokra az teljesiil, hogy fo £ f3 = nforh, ahol n egész szam (ld. Weinberg és
mktsai., 2012).
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