Nagy Attila doktori disszertaci¢jarol. p( U

Nagy Attila a félcsoportelmélet nemzetkozileg elismert kutatdja. F6 kutatasi te-
rillete a kommutativitas altalanositdsainak vizsgéilata, illetve ezek Gsszekapcsolasa a
félcsoport kongruenciahaléjanak tulajdonsagaival. Errdl a témakorrdl szol a disszerté-
cio is.

A dolgozat 13 publikaciéra alapul. Ezek nagy része a Semigroup Forum-ban jelent
meg, ketts a szegedi ACTA-ban, egy a Communications in Algebra-ban, egy pedig a
referalatlan International Journal of Algebra-ban.

Két fejezet bevezetés utan a dolgozat tovabbi 5 fejezetet tartalmaz. Univerzélis al-
gebral tipusu strukturatételeket bizonyit univerzalis algebrai és félcsoportelméleti felté-
telek mellett. Félcsoportelméletinek nevezek egy feltételt, ha az hasznélja a félcsoport
tipusét, azaz példaul egy azonossagon alapul.

A leghosszabb és legérdekesebb masodik fejezet 3 cikk eredményeit foglalja Ossze,
vezérfonalat a Weakly-exponential A-semigroups, Semigroup Forum (1990) 40 297-
313. adja.

Egy félcsoportot kommutativnak neveziink, ha teljesiti az xy = yz azonossagot.
Egy félcsoportot jobb-kommutativnak illetve mediédlisnak neveziink, ha teljesiti az
avy = ayx illetve az axyb = ayxb azonossédgot. KEgy félesoportot exponencidlisnak
neveziink, ha minden n-re teljesiti az (zy)® = a™y™ azonossdgot. Egy S félcsoport
A-félesoport, ha kongruenciai lancot alkotnak, azaz, ha S barmely két homomorf ké-
pe kozill az egyik el6all a masik tovabbfaktorizalasaval. A félcsoportok szerkezetének
meghatarozasa régi és reménytelen feladat, igy a legtobbszor egy (gyakran tobb) va-
lahonnan folmerild tulajdonségot teljesitd félesoportok szerkezetét igyekeznek lefrni.
Két természetesen adddo feltétel a fenti, kommutativitasi illetve kongruenciédkra vo-
natkozé feltétel. P.G. Trotter, aki igen neves félcsoportelméleti kérokben, jellemezte
az exponencialis A-félcsoportokat. Trotter jellemzése Tamura egy munkajan alapul,
aki altalanosan (és nem praktikusan) jellemzte a A félcsoportokat. Az exponencidlis
A-félesoportok vagy altalanositott ciklikus csoportok, vagy izomorfak 6 maximum hé-
romelem félesoport egyikével, vagy pedig T1 vagy T2 tipusu félcsoportok. T1, illetve
T2 azt jelenti, hogy a félcsoport elGéll egy nilpotens félcsoport és egy egyelemd, illet-
ve 2 elem bal- vagy jobbzéré félecsoport unidjaként. Trotter munkédjénak gyengesége,
hogy T2 félcsoportra nem mutat példat.

Nagy Attila altalanositotta az exponencialis félcsoport fogalméat. Egy félesoportot
gyengén exponencidlisnak hiv, ha barmely z,y eleméhez vannak olyan n és m egész
szamok, hogy (zy)"™™ = (zy)"z™y™ = 2™y™(zy)". A szerz6 Tamura cikke és sajat



korébbi eredményei alapjan lefrast ad a gyengén exponencialis A-félcsoportokrél. Meg-
mutatja, hogy a gyengén exponencilis eset csak annyiban kiilonbozik az exponencidlis
esettdl, hogy itt bejonnek még azon félcsoportok, amelyekben minden elem nilpotens
(ezek nyilvanvaléan gyengén exponenciélisak) és a félcsoport idedljai lancot alkotnak.
A bizonyitas 6 része esetszétvalasztéasokon alapul, az Osszes eset végigszamolasa utan
lesz teljes a lista. Nagy Attila a fejezet tovabbi részében egy esetlegesen létezs T2
félesoport tulajdonsagait fejtegeti a Nagy, A., Notes on a problem on weakly exponen-
tial A-semigroups, International Journal of Algebra, 7(2013), 901-907, cikk alapjin,
majd a 2.3.11. kovetkezményben kimondja, hogy nincs ilyen véges félcsoport. Meg-
jegyzem, hogy ez a kovetkezmény egyszertien kovetkezik a 4.2.1 Lemma elsé felébdl is,
ami 2004-ben jelent meg.

A harmadik fejezetben a szerzd bevezeti majd gyengiti az R-kommutativ félcso-
portok fogalmat, és egy félesoportot R-kommutativnak hiv, ha minden a,b € S-re van
olyan = € S!, hogy ab = bax, RC-kommutativnak hiv, ha minden a,b € S-re van olyan
z € S', hogy ab = baz valamint ab = ba esetén ayb = bya minden y € S-re. Alta-
lanositja a GC-félcsoport fogalmat: egy S félesoprt GC, félcsoport, ha a™ba’ = a*ba™
azonossidg S-ben minden 7 > 1 esetén. El8szor az R-kommutativ félcsoportokat jel-
lemzi a Green-relaciokkal. A fejezet f6 erdménye a 3.4.9.-es tétel, amely Jiannal ko6z0s
munka, és a fenti definfciok Gsszevonaséaval kapott kommutativ RGC,, A félcsoportokat
irja le. Az eredmény alapoz a szerzé egy mésik 1998-ban {rt munkéjéra is.

A negyedik és otodik fejezet egy vonalra fizhets, a permutativ és medialis cso-
portok osztalyéaval, illetve részosztalyaival foglalkozik. FElGszor két tételben jellemzi
az idempotens elemet tartalmazo, illetve nem tartalmazé permutativ arkihimédeszi
félcsoportokat, az elébbire strukturatételt ad. A fejezet alapja a Nagy, A. and P.R.
Jones, Permutative semigroups whose congruences form a chain, Semigroup Forum,
69(2004), 446-456. cikk. A cikkek cimeit azért from be a véleménybe, mert a szerzé
mashogy hivatkozik ré a tézisekben és mashogy a disszertaciéban. A tételek szamozésa
is méas a két helyen. A fejezet tovabbi eredménye két tétel, amely a permutativ medi-
alis félcsoportokat irja le. E két tételre alapozva késsbb Dedk Attila, aki Nagy Attila
doktorandusza volt, illetve P.R. Jones egymastol fliggetleniil igazoltik, hogy minden
permutativ kongruencia-felcserélhetd félesoport medialis.

A hatodik fejezet Nagy Attila és Dedk Attila kozos eredményeit mutaja be. Konst-
rukciot adnak azon S kongruencia-felcserélhets félesoportokra, amelyek egy G cso-
portnak és egy N zér6- félesoportnak vagy nilpotens félcsoportnak bizonyos tulajdon-
sadgokkal rendelkezd félhaldja, és igazoljak, hogy a konstrukcidjuk lefedi az Gsszes ilyen
félcsoportot.

A nagy szamu eredmény bemutatdsa mellett nem rejthetem véka ala a dolgozat
megirédsaval kapcsolatos elégedetlenségemet. A dolgozatban a tételek és bizony{tasok
nehezen olvashatoak, néha alig visszafejtheték. Tul sok helyet nem akarok ennek
szanni, egyetlen példan mutatom be, mit értek a fentiek alatt.



A 49. oldalon a 2.3.9. Allitas, amwly bizpnyftasa 8 sor, a kévetkezket mondja:

Ha S egy T2R félcsoport, akkor van egy olyan b € Sy, amelyre ub # b és vb # b.

A T2R félesoportok definicioja a 29. oldalon van, a 2.2.1. Definicién belil. Ott
nem szerepel se Sy se u se v. Van benne P és N. A bizonyités elsé mondata: Indirket
modon tegytik fel, hogy ub = vb = b minden b-re. Ez formailag semmiképp sem az
eredeti allitds tagadédsa, azaz a birédlonak ki kell gondolkodnia, hol van az elirds, a
tételben, vagy a bizonyitasban. Egy-két nap utan rajon az ember, hogy a két allités
egymas tagadasa lehetne, ha tudnank példaul, hogy ub = vb mindig teljesiil, ha ub # b.
Utana szerepel, hogy a 2.3.4. (v) alapjan zJ,yNJ, # 0. A 2.3.4. tételben zJ,y szerepel
és J,. Ekkor méar ki kell deriteni, mi az v (és a v). A 33. oldalon, 16 oldallal kordbban,
a 2.3.3. Tétel bizonyitdsaban a szerzdé bevezeti definidlja u-t és v-t, de egyaltalan nem
tinik ugy, mintha az egy kébevésett jelolés lenne a tovabbiakra. Itt u és v nem mésok,
mint S; elemei, ami nincs definidlva. Ha a biralé ismét visszalapoz, akkor a 2.2.2.
Tétel bizonyitasaban a T2R félcsoport definiciéjaban szereplé P atnevezddik Si-nek.
Most visszatériink a zJ,y N J, # 0 értelmezéséhez. Nagy segitség lett volna, ha a
szerzé odafrja a szereposztésokat minden tétel alkalmazasa el6tt, sokkal kénnyebben
olvashaté lett volna a dolgozat. Itt példaul, hogy b = u és a = b jelolésekkel. A
felhasznalt 2.3.4. Tétel I, # {0} feltételét nem ellendrzi a bizonyités, annyit sem mond
(esetleg), hogy az ,nyilvanvaléan” teljesiil. Kilon ki kellett taldlnom, hogy ebben az
esetben ez vajon miért igaz. Hasonlé a helyzet a b* € xJ,y esetén b* = zuy vagy
b* = xvy kijelentéssel. A J, jelolés ugyanezen az oldalon szerepel elGszor, de nem
mondja ki, hogy e fenti tulajdonséag igaz lenne ra. Az éllitas persze igaz, de kiilén meg
kellett gondolnom, hogy J, = {u,v}. En tgy oldottam fel végiil az elsé felvetésemet,
hogy ub = vb = b esetén az az ekvivalencia relacid, amely u-t és v-t egybeejti, a tobbi
elemet pedig meghagyja, egy kongruencia. Mivel |Sp| > 1, az is egy kongruencia lenne,
ha Sy minden elemét Osszeejtjiik és u és v fixen maradnak. A két kongruencia nem
tartalmazza egymast, igy a félcsoport kongruenciai nem alkotnak lancot.

A tézisek 2.4.2. és 2.4.3. tételei (az ott leirt formaban) nem szerepelnek a dolgo-
zatban.

A fentiek szellemében megéallapithato, hogy a disszertécié kellgen tiikrozi a jelolt
életmivét. A dolgozat vitara bocsatasat tdmogatom.
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