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3KöszönetnyilvánításEzúton is köszönetet mondok mindazoknak, akik nélkül ez a munka nem jöhetett volna létre.Horváth Zalánnak, egykori PhD témavezet®mnek, aki a kutatósoport vezet®jeként munkahelyetbiztosított számomra, és számos ösztöndíjam esetén magára vállalta a vezet® kutató szerepét.Palla Lászlónak, aki mindig �gyelmesen meghallgatta gondolataimat, problémáimat, és oly sokhasznos tanásal látott el. Bajnok Zoltánnak, akivel hosszú id®t töltöttünk el munkahelyünkönösszezárva, aki nélkül számos eredmény nem született volna meg, és aki � néha nem is értem,hogyan � képes volt elviselni nem éppen könny¶ természetemet, feledékenységemet, �gyelmet-lenségemet, mindig segít®készen, mindig barátként. Gerard Wattsnak, aki ambridge-i közösmunkánk során pályafutásom legnagyobb szakmai válságán segített át; nélküle talán nem is foly-tattam volna, barátsága ma is rengeteget jelent nekem. Köszönet illeti Patrik Dorey-t, PatkósAndrást, Franeso Ravaninit és sokan másokat, akik felsorolására nem is vállalkozom. BajnokZoltánt és Palla Lászlót külön köszönet illeti a kézirattal kapsolatos megjegyzésekért.Ezt a munkát Anitának ajánlom, akinek mindenki közül a legtöbbet köszönhetem. Nemsakannyiban, hogy feleségként nyugodt hátteret biztosított munkámhoz, ami önmagában is igenmegterhel® volt, három gyermekkel nehezítve, hanem szellemileg is egyenérték¶ társként.
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1. Bevezet® és áttekintés: végesméret e�ektusokszerepe a kvantumtérelméletbenKözismert, hogy a kvantumtérelméletek nagyon széles területen alkalmasak �zikai rendszerekmodellezésére. A modern részeske�zika elképzelhetetlen lenne nélkülük, de kvantumtérelmé-leti módszereket használnak a modern szilárdtest�zikában (vagy általánosabban a kondenzáltanyagok �zikájában) is, illetve a statisztikus �zika számos területén, tipikusan fázisátalakulásokmodellezésére.Fontos észrevenni, hogy a valóságban szinte soha nem találkozunk idealizált, végtelen térfogat-ban létez® rendszerekkel, és még a szokásos végtelen térfogatban megfogalmazott kvantumtérel-méletben is számos alkalommal használunk véges térfogatbeli megfogalmazást, mint pl. a szórásihatáskeresztmetszet kiszámításakor. Az ezzel modellezett �zikai jelenségek is véges térfogatbanmennek végbe, hiszen a gyorsítókban a részeskenyalábok általában nem végtelen kiterjedés¶vákuumban, hanem a gyorsító kamrájában találkoznak. Ennek a térfogatnak a skálája perszesokkal nagyobb, mint a modellezni kívánt elemi folyamatokra jellemz® skála, ezért a számítottés mért hatáskeresztmetszetek függése ett®l a véges mérett®l és a peremfeltételekt®l elhanyagol-ható, és a kvantumtérelméleti számításokban a megfelel®en értelmezett mennyiségek végtelentérfogatbeli határesetét számoljuk ki. Hasonlóan, szilárdtest�zikai alkalmazásokban tipikusan aminta mérete jóval nagyobb, mint az atomok közti távolság, így a legtöbb esetben a végtelennagy mintára vonatkozó idealizáió megengedhet®.Azonban rengeteg olyan �zikai szituáió van a valóságban is, amikor a végesméret e�ektusokjelent®s szerepet játszanak. Például másodrend¶ fázisátalakulási pontban (idealizált végtelenrendszerben) a korreláiós hossz divergál. Egy véges mintában azonnal jelent®s függést tapasz-talunk a minta méretét®l, amint azzal a korreláiós hossz összemérhet®vé válik. Az ideális érte-lemben vett fázisátalakulás mint olyan maga is sak végtelen rendszerekben létezik; a valóságbanmindig véges rendszerekkel van dolgunk1.A másik jellemz® alkalmazási területet az er®s kölsönhatás rástérelméleti megközelítése kí-nálja. A térid® rás mindenképpen véges rendszer, ilyen módon a végesméret e�ektusok mindigjelen vannak. Természetesen gondolhatunk arra, hogy a termodinamikai határátmenet alkal-mazásával (azaz a térfogatot végtelenbe extrapolálva) ezekt®l megszabaduljunk, ám ezt részbena numerikus számítások nehézségei miatt reménytelen teljes mértékben keresztülvinni, részbenpedig még ha lehetséges lenne is, az extrapoláióhoz akkor is ismernünk kell a véges mérett®l valófüggés jellegét. Sokkal termékenyebbnek t¶nik az a hozzáállás, amely Lüsher úttör® munkája[Lus86a, Lus86b℄ nyomán a végesméret e�ektusokat megpróbálja kiaknázni a kvantumtérelmé-letre jellemz® mennyiségek, pl. az S mátrix meghatározására. Valójában a szórásamplitúdókmeghatározására, valamint pl. rezonaniák mérésére rástérelméletben nins is más eszközünk;ennek oka, hogy a termodinamikai határesetben minden, a vákuumtól véges távolságban fekv®állapot zérus impulzusú részeskék összességéhez tart, vagyis a küszöbparamétereken kívül mástnem is lehet meghatározni (lényegében erre vonatkozik a Maiani-Testa-féle �no-go� tétel [MT90℄,aminek egy fontos következménye, hogy ráson rezonaniákat nem lehet termodinamikai határ-esetben tanulmányozni). Vegyük �gyelembe azt is, hogy kvantumtérelméleti végesméret korrek-iók ma már közvetlenül kimérhet®k laboratóriumban is: meg fogom mutatni, hogy a Casimire�ektus pontosan ilyen természet¶ jelenség.1 Leszámítva esetleg a kozmológiai méretskálát.



10 1. Bevezet® és áttekintés: végesméret e�ektusok szerepe a kvantumtérelméletbenA jelen munka alapja éppen ez a megközelítés, amelyben a végesméret e�ektusokra úgytekintünk, mint egy lehetséges eszközre annak érdekében, hogy többet megtudjunk a kvantum-térelméletek minket érdekl® kérdéseir®l. Ehhez el®ször is minél alaposabban meg kell értenünk avégesméret e�ektusok természetét, kapsolatát a kvantumtérelméleti formalizmussal, hogy aztánaz így szerzett tudást hasznosíthassuk.Ennek megfelel®en a dolgozat során el®ször a végesméret e�ektusok kvantumtérelméleti ta-nulmányozását tárgyalom. A 2. fejezetben emlékeztetek arra, ami a térfogat két aszimptotikustartományában ismert. Nagy térfogatban, tetsz®leges térid® dimenzióban a Lüsher által kifej-lesztett formalizmus alkalmazható, kis térfogatban pedig (1 + 1 térid® dimenzióban) Cardy-tkövetve konform térelméleti leírást használhatunk [CP88℄. Ezután nagyrészt 1 + 1 dimenzióskvantumtérelméletekre konentrálok, de több helyen látni fogjuk majd az eredmények általáno-sítását magasabb dimenziós elméletekre is.A 3. fejezetben bevezetem az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletek esetén nagyon hatékonyperturbált konform térelméleti leírást, amikor a vizsgálni kívánt rendszert az ultraibolya renor-málási soport �xpontot leíró konform térelmélet releváns operátorral történ® perturbáiójakéntfogalmazzuk meg. Az így kapott fogalmi rendszer lényegében a másodrend¶ fázisátalakulásokstatisztikus �zikai leírásából származik; valójában egy kvantumtérelméletre mindig tekinthetünkúgy, hogy az egy diszkrét ráson megfogalmazott statisztikus �zikai rendszernek a renormálásisoport �xpontja környezetében érvényes leírását adja. Megfordítva, a statisztikus �zikai rend-szert ilyenkor a kvantumtérelmélet regularizáiójaként foghatjuk fel, és a �zikai mennyiségekfüggetlensége a regularizáió megválasztásától az ún. univerzalitásban jut kifejezésre.A perturbált konform térelméleti leírás módot ad két igen hatékony közelít® módszer be-vezetésére, amiket a 4. fejezetben tárgyalok. A �xpontban értelmezett kétdimenziós konformtérelméletet ugyanis, annak nagyfokú szimmetriája miatt, igen sok esetben egzakt módon megtudjuk oldani; ekkor érdemes a �xpontot deformáló releváns operátor satolásában perturbáió-számítást végezni a szokásos, szabad térelméletb®l induló kifejtés helyett. Ez a konform pertur-báiószámítás, ami kis térfogatban ad megbízható eredményt. Másrészt azonban amennyibenvariáiós problémaként tekintünk a spektrum meghatározására, akkor a satolási állandóban(illetve a térfogatban) nemperturbatív közelítést kapunk. Ez a sonkolt konform állapottérközelítés, amelynek továbbfejlesztéséhez és kiterjesztéséhez számos saját eredményem f¶z®dik.El®nye, hogy minden olyan elméletben alkalmazható, amikor a perturbáló operátor releváns, ésilyen módon nem függ az elmélet integrálhatóságától; nemintegrálható 1 + 1 dimenziós kvan-tumtérelméletek tanulmányozására jelenleg ez a leghatékonyabb eszköz, alkalmazásának sak arendelkezésre álló számítási kapaitás szab határt (ennyiben hasonlítható a rástérelmélethez, dea 3+1 dimenziós rás számításokhoz képest jóval nagyobb pontosságot tesz lehet®vé). Azt is látnifogjuk, hogy a módszer kit¶n®en használható integrálható rendszerek tanulmányozására is, pl. azegzakt S mátrix elméletb®l vagy más módszerekkel adódó sejtések ellen®rzésére, illetve konkrétkérdések eldöntésére. Az integrálható rendszerekben az egzakt eredményeket ugyanis legtöbbszörolyan megközelítésben kapjuk, amikor az elmélet konkrét Lagrange-függvénye, dinamikája saknagyon áttételes szerepet játszik. Éppen ezért nagyon fontos az egzakt eredmények (amik emiattmindig supán sejtések) és a konkrét kvantumtérelmélet közti kapsolat megteremtése, amibena végesméret e�ektusok tanulmányozása dönt® szerepet játszik, és a sonkolt konform állapottérközelítés a jelenleg létez® leghatékonyabb numerikus eljárás.Amennyiben a rendszer integrálható, a végesméret spektrum egzakt módszerekkel is tanulmá-nyozható (5. fejezet). A Bethe-Yang egyenletek (a kétrészeske állapotokra Lüsher által adottleírás természetes általánosítása) lehet®vé teszik sokrészeske állapotok végesméret korrekiói-nak 1/L sorfejtésének minden rendjében egzakt leírását (de elhanyagolják azokat a korrekiókat,amelyek a térfogattal exponeniális sengenek le). Egy másik, minden szempontból egzakt le-írást ad a termodinamikai Bethe Ansatz módszere. Harmadik lehet®ség a Destri-de Vega-félefénykúprás regularizáión alapuló komplex nemlineáris integrálegyenlet módszere, amit külön



11tárgyalok a 6. fejezetben, mivel ennek kifejlesztéséhez számos hozzájárulást tettem, és ennekkapsán részletesen ismertetem saját eredményeimet.A fentiek mind a végesméret e�ektusok alaposabb megértését élozzák, a 7. fejezetben viszontrátérek a kifejlesztett eljárások konkrét kvantumtérelméleti problémákra történ® alkalmazására.Látni fogjuk majd, hogyan alkalmazhatók a vákuumok közötti alagúte�ektus tanulmányozására,a ritka instanton gáz közelítéssel való összevetésre; hogyan ellen®rizhet®k az egzakt S mátrixelmélet jóslatai a sonkolt konform állapottér segítségével, illetve hogyan számíthatók ki lokálisoperátorok várható értékei. Javaslok majd egy hatékony módszert fázisátalakulások rendjénekés univerzalitási osztályának meghatározására is, és bemutatom alkalmazását a kétfrekveniássine-Gordon modellben. Megadom a véges térfogatbeli spektrum alapján a rezonaniák para-méterei meghatározásának egy újszer¶ módszerét, ami különösen alkalmas keskeny rezonaniáktanulmányozására. Itt röviden tárgyalom majd, hogyan általánosíthatók ezek az eredményekrealisztikus (3 + 1 dimenziós) térid®n de�niált modellek esetére. Végül pedig az imagináriusansatolt a�n Toda térelméletek és a perturbált minimálmodellek konziszteniáját (unitaritás,illetve spektrum valóssága) elemzem, az ennek során kapott eredményekkel hozzájárulva az idekapsolódó, máig eldöntetlen problémák felderítéséhez.A periodikus határfeltételeken kívül de�niálhatunk valódi peremfeltételeket is, amikor a rend-szer ténylegesen nyílt, határfelületekkel körülvett térrészben van. Az ilyen modelleket peremeskvantumtérelméleteknek nevezzük, 1 + 1 dimenzióban ez egy félvégtelen egyenesnek vagy térbeliintervallumnak felel meg. A valóságban a véges térfogatú rendszerek mind ilyenek, periodikus ha-tárfeltételek sak elméleti konstrukióként valósíthatók meg. Ilyen rendszereket tanulmányozoka 8. fejezetben, ahol el®ször a Bethe-Yang egyenletek, majd pedig a sonkolt konform állapottérközelítés peremes kiterjesztését tárgyalom. Ezeket el®ször is a peremes sine-Gordon elmélettanulmányozására használom, ahol az egzakt S mátrix elmélet peremes megfelel®je, az egzakt
R mátrix elmélet, illetve a termodinamikai Bethe Ansatz módszer peremes kiterjesztése általmegadott eredményeket ellen®rzöm. Ezután rátérek a klasszikus peremes sine-Gordon elméletre,aminek tanulmányozása elvezet Lüsher formalizmusának a peremes rendszer vákuumállapotairatörtén® kiterjesztéséhez. Külön tárgyalom az egyrészeske járulékok problémáját, amelynek kap-sán az irodalomban számottev® érdekl®dés mutatkozott, ennek kapsán igazolok egy Dorey ésmunkatársai által felvetett sejtést, mégpedig tetsz®leges (nemsak integrálható) kvantumtérelmé-letre kiterjesztve. Végezetül pedig ismét visszatérve 3+1 (illetve tetsz®leges) térid® dimenzióba,megmutatom, hogy a Casimir er® nem más, mint peremes végesméret e�ektus. Ennek a megköze-lítésnek újszer¶sége abban rejlik, hogy a Casimir e�ektust nem a mikroszkopikus, hanem a nagyskálákon érvényes leírás fel®l közelíti meg, ezzel egyfel®l mentes az ultraibolya divergeniáktól,másfel®l tetsz®legesen kölsönható kvantumtérelméletekre is természetes módon alkalmazható.Végezetül a 9. fejezetben rövid összegzést és kitekintést adok: kapsolódó problémákat, azeredmények lehetséges alkalmazásait, illetve jelenleg folyó kutatásokat vázolok.Hogy az alapvet® gondolatmenetet ne törjék meg, a szükséges háttérismereteket függelé-kekbe rendeztem (ezek nem egy esetben saját eredményt, pl. a Φ1,5 perturbált minimálmodellekegzakt S mátrixát, vagy a sonkolt konform állapottér közelítéshez kifejlesztett eljárásokat istartalmaznak). A dolgozat végén, az irodalomjegyzéket követ®en található tárgymutató segíti azeligazodást a fontosabb fogalmak között.



2. Periodikus határfeltételek: aszimptotikus viselkedésnagy és kis térfogatban2.1. Nagy térfogat: vezet® végesméret korrekiókA nagy térfogatú határesetben a végesméret korrekiókat Lüsher jellemezte a 80-as évekközepén [Lus86a, Lus86b℄. Eredményei szerint a vezet® végesméret korrekiókat a végtelen térfo-gatban adott S mátrix (pontosabban annak analitikus elfolytatása) segítségével lehet kifejezni.A továbbiak megalapozása érdekében röviden felidézzük ezeket az eredményeket.2.1.1. TömegkorrekiókTegyük fel, hogy az elmélet spektruma az A1, . . . , AN (egyszer¶ség kedvéért skalár) részes-kéket tartalmazza, amelyek tömege (végtelen térfogatban) m1 ≤ · · · ≤ mN és m1 > 0 (azaznins zérus nyugalmi tömeg¶ gerjesztés), a részeskék energiája végtelen térfogatban pedig
ωa (~p) =

√
~p 2 +m2

a alakban fejezhet® ki a ~p impulzus segítségével. A stabil egyrészeske állapo-tok végesméret korrekiója a tömeg térfogatfüggésével jellemezhet®. d + 1 dimenziós euklidészitérid®ben, amennyiben a térszer¶ dimenziók mindegyike egy L kerület¶ körre kompakti�kált
0 ≤ xi ≤ L , i = 1, . . . , dés periodikus határfeltételeket feltételezünk, a tömegspektrumot a kétpont függvények id®irány-ban vett hosszútávú aszimptotikájából de�niáljuk:

〈Oa(τ)Oa(0)〉L ∼ e−ma(L)τ τ → ∞ahol τ = xd+1 az euklidészi id® koordináta és az Oa lokális operátorok a részeskék interpolálómez®i, azaz végtelen térfogatban fennáll a
〈0|Oa(0)|Ab(~p = 0)〉 =

√
Za

2
δabösszefüggés, ahol Za az ún. hullámfüggvény renormálási állandó. (Az L alsó index a továbbiak-ban mindig a véges térfogatban de�niált kvantumtérelméleti mennyiségekre � várható értékekre,állapotvektorokra � utal).A fenti jelölésekkel az Aa részeske tömegének térfogatfüggését � feltételezve, hogy ma <

2m1, azaz Aa bomlása kinematikailag tiltott � vezet® rendben a következ® összefüggés adja meg[KM91℄:
ma(L) = ma + ∆m(µ)

a (L) + ∆m(F )
a (L) +O

(
e−σaL

) (2.1)
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a

b c

a

(a) µ-tag x

t

a

b(b) F-tag2.1. ábra. A (2.2) tömegkorrekió gra�kus szemléltetése 1 + 1 dimenzióbanA jelölések a következ®k:
θ(x) =





1 , x > 0
1
2 , x = 0

0 , x < 0

P pedig a f®értékintegrált jelöli. Továbbá
µabc = mb sinuc

ab = ma sinub
ac =

mbmc

ma
sinua

bcahol a 0 ≤ ua
bc ≤ π �fúziós szöget� az

m2
a = m2

b +m2
c + 2mbmc cos ua

bcegyenlet de�niálja, Fab a
Aa(~p) +Ab(~q) → Aa(~p) +Ab(~q)folyamatot jellemz® ún. el®reszórási amplitúdó (ld. (A.4)) mint a

ν =
ωa (~p)ωb (~q) − ~p · ~q√

mamb
=

√
mamb cosh θkinematikai változó függvénye (θ az ún. rapiditás változó),

λabc = −Mabc Res
s=m2

c

Fab (ν(s))a tömeghéjon vett (�on-shell�) szimmetrikus háromrészeske satolás, ahol s a szokásos Mandel-stam változó
s = m2

a +m2
b + 2

√
mambνvégül pedigMabc 1, ha Āc (Ac antirészeskéje) el®áll b és c kötött állapotaként (ez a �zikai feltételeannak, hogy Fab-nek a megfelel® helyen pólusa legyen), és 0 egyébként.λabc úgy is megkapható,mint az egyrészeske irreduibilis (1PI) vertexfüggvény tömeghéjon vett értéke

λabc = Γabc (pa, pb, pc)

pa + pb + pc = 0

p2
a = m2

a , p
2
b = m2

b , p
2
c = m2

cA hibára (az elhanyagolt magasabb rend¶ korrekiókra) jellemz® σa együttható értéke függ attól,milyen vertexek léteznek az adott elméletben. d > 1 esetén és általános vertexeket feltételezve
σa =

√
2µa11, a részletes analízis tekintetében ld. [KM91℄.



14 2. Periodikus határfeltételek: aszimptotikus viselkedés nagy és kis térfogatban
1 + 1 dimenzióban (A.2 jelöléseit használva) a fenti formulák lényegesen leegyszer¶södnek:

∆ma(L) = −
∑

b,c

θ
(
m2

a −
∣∣m2

b −m2
c

∣∣)µabcRabce
−µabcL (2.2)
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)
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)ahol
Rabc = −i Res

θ=iuc
ab

Sab
ab (θ)ha Āc el®áll Aa és Ab kötött állapotaként, egyébként pedig Rabc = 0. A fenti kifejezés �zikaijelentését a 2.1 ábra szemlélteti, ahol a vonalak az egzakt propagátoroknak, a vertexek az egzaktvertexfüggvényeknek feleltethet®k meg; jól látható, hogy a vezet® korrekió azon gráfok felösszeg-zésének felel meg, amelyekben pontosan egy hurok kerüli meg a hengert a (kompakt) térszer¶irányban.Lényeges tulajdonsága a tömegkorrekiónak, hogy a térfogat növekedésével exponeniálisansökken (ez egyébként a tömeges Feynman propagátor térszer¶ irányban mutatott hasonló visel-kedésének a következménye). Ha a végesméret korrekiókat 1/L szerinti sorfejtésben tekintjük,akkor a tömegkorrekió ebben a kifejtésben nem analitikus. Ez a kés®bbi megfontolásokbannagyon fontos szerepet játszik majd. Az is szembet¶n®, hogy a korrekió kifejezésében a szórásiamplitúdónak minden esetben a �zikai tartományon túlra történ® elfolytatása szerepel, kiszámí-tásához tehát az analitikus S mátrix elméletb®l ismert elfolytatásra van szükség.2.1.2. Kétrészeske állapotokA kétrészeske állapotokat Lüsher el®ször az 1/L szerinti sorfejtésben vizsgálta [Lus86b℄. Arészletes formulák közlését®l itt most eltekintek, de a legfontosabb megállapításokat felidézem.Az 1/L-ben analitikus korrekiók minden esetben kifejezhet®k a rugalmas kétrészeske szórásiamplitúdóval, mégpedig a tömegkorrekiók esetét®l eltér®en ennek a �zikai tartományban felvettértékeivel. Ezenfelül az 1/L sorfejtés minden tagja a pariális hullám amplitúdók ún. küszöbpa-ramétereivel, azaz a �zikai küszöbnél vett Taylor-együtthatóival fejezhet® ki.A kés®bbiek során sikerült egy olyan módszert találnia, amivel az 1/L-ben analitikus korrek-iók elvileg egzakt módon kezelhet®ek [Lus91b℄. A gyakorlati alkalmazás során azonban mindigegy olyan közelítést kell alkalmazni, amelynek során egy adott levágási értéknél magasabb per-dülethez tartozó pariális hullámok járulékát elhanyagoljuk.Ez a korlátozás nem áll fenn 1 + 1 dimenzióban, mivel itt a Poinaré soport kissoportjatriviális (ninsenek térbeli forgatások). Ennek megfelel®en ha a részeskék a tömeget tekintvenem degeneráltak (vagyis ninsenek bels® kvantumszámaik), akkor a rugalmatlan küszöb alatta szórás egyetlen fázistolással jellemezhet®1 (ninsenek pariális hullámok). A továbbiakbanegyszer¶ség kedvéért erre az esetre szorítkozom.A rugalmatlan folyamatok hiányában a hullámfüggvényre kirótt periodikus határfeltétel akövetkez® egyenletekre vezet [Lus86b℄:

eimaL sinh θaSab (θa − θb) = 1

eimbL sinh θbSba (θb − θa) = 1 (2.3)(a jelöléseket ld. A.2 alatt), amelyekb®l a két részeske rapiditása a térfogat függvényébenmeghatározható és az energiájuk kifejezhet® mint
E = ma cosh θa +mb cosh θb1 Amennyiben integrálható kvantumtérelméletr®l van szó, akkor még az utóbbi feltételt sem kell kikötni,hiszen ebben az esetben nem léteznek rugalmatlan szórási folyamatok.



2.2. Kis térfogat: konform térelmélet 15ahol a kétdimenziós kvantumtérelméletekben szokásos módon bevezettem az
Sab (θa − θb) = Sab

ab (θa − θb)jelölést. Az 5.1 fejezetben megadom majd ennek egy leszármaztatását (és egyben általánosításátsokrészeske állapotok esetére) integrálható kvantumtérelméletekben.A (2.3) egyenletek logaritmusát véve és kihasználva Sab unitaritását a következ® összefüggé-seket kapjuk:
maL sinh θa + δab (θa − θb) = 2πna

mbL sinh θb − δab (θa − θb) = 2πnbahol a fázistolást a
δab (θa − θb) = −i log Sab (θa − θb)összefüggés de�niálja, és na, nb a lehetséges megoldásokat (kétrészeske állapotokat) jellemz®kvantumszámok. Ennek egyik következménye, hogy

ma sinh θa +mb sinh θb =
2π

L
(na + nb)ami a teljes impulzus kvantálásának felel meg véges térfogatban. Másrészt ha L ≫ m−1

a , m−1
bakkor kihasználhatjuk a fázistolás viselkedését a küszöbnél

δab(0) = kπahol k = 0 vagy 1 lehet. Ennek megfelel®en a részeskék impulzusai aszimptotikusan 1/L szerintzérushoz tartanak
ma sinh θa ∼ 2π

L

(
na −

k

2

)

mb sinh θb ∼ 2π

L

(
nb +

k

2

)és ezért eléggé nagy térfogatban, amennyiben a kétrészeske állapotot a legkisebb tömeg¶ ré-szeske két példánya alkotja (ma = mb = m1), az állapot energiája a rugalmatlan szórás küszöbealatt marad. Ez lehet®vé teszi ennek a formulának az alkalmazását nemintegrálható kvantum-térelméletekben is (magasabb dimenzióban is, pl. a QCD két-pion állapotaira [Lus86b℄).2.2. Kis térfogat: konform térelmélet2.2.1. A nagy energiás viselkedés osztályozása 1 + 1 dimenzióskvantumtérelméletekbenEgy tömeges kvantumtérelmélet nagy energiás (ultraibolya, UV) viselkedését a satolási ál-landó futásától függ®en osztályozhatjuk, amit a
dg

d log µ
= β(g)egyenlet ad meg, ahol β(g) az elmélet β függvénye (az egyszer¶ség kedvéért itt most sak egysatolási állandót tételezek fel). Amennyiben g = 0 az elmélet ultraibolya vonzó �xpontja, akkorkét lehet®ség adódik:



16 2. Periodikus határfeltételek: aszimptotikus viselkedés nagy és kis térfogatban1. Aszimptotikusan szabad. Ilyenkor a g satolási állandó β-függvényének alakja
β(g) = −β2g

2 − β3g
3 +O

(
g4
)ahol β2 > 0, β3 sémafüggetlen együtthatók. Nagy energián a satolási állandó futása ilyenkorlogaritmikus:

g(µ) ∼ 1

β2 log
( µ

Λ

)Az ilyen elméletek véges térfogatbeli viselkedése jelenleg (a nagy térfogaton érvényes aszimp-totikát leszámítva) kevéssé ismert.2. Ultraibolya szabad. A β-függvény alakja ilyenkor
β(g) = −β1g +O

(
g2
)Ilyenkor sak a β1 együttható sémafüggetlen, és nagy energián a satolási állandó futásahatványszer¶:

g (µ) ∼
(µ

Λ

)−β1 (2.4)Mindkét fenti esetben van egy (a renormálási sémától függ®) Λ tömegskála, ami jellemzi azelméletet (dimenziós transzmutáió).Abban az esetben, ha a β-függvény kis g-re pozitív, a satolási állandó nagy energián növek-szik. Ilyenkor is két eset lehetséges:1. Van egy nemtriviális ultraibolya �xpont, ahol β(g∗) = 0 és amelyik ultraibolya stabil. Ekkora satolási állandót átde�niálva g′ = g−g∗ szerint az új g′ satolási állandóban a fenti két esetvalamelyike áll el®, viszont az ultraibolya �xpont általában valamilyen nagyon nemtriviáliskölsönható konform térelmélet. Az így adódó két lehetséges viselkedés:a) aszimptotikusan konform, ha β′(g∗) = 0. Ilyenkor az ultraibolya �xpont skálázó (konform)viselkedéséhez logaritmikus skálasért® korrekiók adódnak véges energián, hasonlóan aQCD-hez.b) ultraibolya konform, ha β′(g∗) 6= 0. Ekkor a skálasértés az energia növelésével hatvány-szer¶en t¶nik el.2. Ha nins ultraibolya �xpont, akkor az elmélet sak véges ultraibolya levágás mellett érvényes,azaz (a Lüsher-Weisz-féle értelemben [LW87, LW88, LW89℄) triviális. Ilyen elmélet nemtekinthet® érvényesnek tetsz®legesen nagy energiaskáláig, ehelyett alasony energiás e�ektívelméletként kezelend®.A továbbiakban felteszem, hogy az elméletnek létezik ultraibolya �xpontja, továbbá, hogy asatolási állandót úgy választottuk meg, hogy a �xpont értéke g∗ = 0. Ezenfelül sak azt azesetet tárgyalom részletesen, amikor β′(g∗) > 0, vagyis amikor az elmélet az ultraibolyábankonform.2.2.2. Végesméret e�ektusok kis térfogatban: konform térelméleti leírásAz ultraibolya �xpontot skálainvariáns, relativisztikus kvantumtérelmélet írja le, abban azértelemben, hogy a korreláiós függvények rövidtávú (skálázó) aszimptotikus viselkedése egyilyen elmélet korreláiós függvényeivel adható meg. A konform térelmélet itt szükséges alapvet®fogalmairól a B függelékben adok rövid áttekintést.A végesméret e�ektusok leírásához tekintsük a konform térelméletet egy hengeren, ahol az xtérkoordináta L periódussal rendelkezik. Egy ilyen hengeren bevezethetjük a
ζ = τ − ix, ζ̄ = τ + ix



2.2. Kis térfogat: konform térelmélet 17
τ=0

x=L/2x=0

−1 +1

Im z

Re z

2.2. ábra. A henger leképezése a komplex síkrakomplex koordinátákat (ahol τ az euklidészi id®). Ez a henger a következ® leképezéssel a teljeskomplex síkba megy át (2.2 ábra):
z = exp

2π

L
ζ , z̄ = exp

2π

L
ζ̄ (2.5)A leképezés végtelenszer di�ereniálható, ezért ez egy konform transzformáió.A hengeren de�niált elmélet Hamilton operátora egyszer¶en az id®irányú eltolás

H = Lcyl
−1 + L̄cyl

−1ahol a cyl fels® index a hengerre utal. Felhasználva a (B.2) összefüggést és a (B.3) móduskifejtést,a transzformáió elvégzése után H a következ® alakot ölti:
H =

2π

L

(
L0 + L̄0 −

c

12

) (2.6)ahol a fels® index nélküli operátorok már a komplex síkon de�niáltak. A síkon a rendszerHilbert-tere ismert, és L0, L̄0 közös sajátvektorai feszítik ki. Az energia sajátértéke egy ∆Ψ,
∆̄Ψ súlyokkal jellemzettΨ állapotban tehát

EΨ(L) =
2π

L

(
∆Ψ + ∆̄Ψ − c

12

) (2.7)vagyis a konform elmélet spektruma véges térfogatban jellegzetes 1/L függést mutat, és az egyesszintek esetén ennek együtthatója közvetlenül megadja az adott energiaszint dilatáió alatti sú-lyát (∆Ψ + ∆̄Ψ). Az impulzus hasonlóképpen fejezhet® ki
P = Lcyl

−1 − L̄cyl
−1 =

2π

L

(
L0 − L̄0

)és sajátértéke egy adott Ψ állapotban
PΨ(L) =

2π

L

(
∆Ψ − ∆̄Ψ

) (2.8)ami egyben azt is jelenti, hogy az állapotok ún. Lorentz vagy konform spinje (∆Ψ − ∆̄Ψ) egylokális konform térelméletben sak egész értékeket vehet fel.Az alapállapot a minimális súlyú primér térnek felel meg. A Lorentz-invariania miatt ennekkonform spinje sak zérus lehet, vagyis
∆0 = ∆̄0 = ∆min



18 2. Periodikus határfeltételek: aszimptotikus viselkedés nagy és kis térfogatbanEzzel az alapállapoti energia a következ® alakba írható [CP88℄
E0(L) = −πceff

6Lahol
ceff = c− 24∆minaz ún. e�ektív entrális töltés. Unitér konform térelméletben minden állapot súlya nemnegatív,így a minimális súlyú állapot maga a konform vákuum, vagyis ∆min = 0 és az e�ektív entrálistöltés megegyezik c-vel.Minden olyan elmélet esetén, amelyiknek létezik ultraibolya �xpontja, az energiaspektrumkis térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését az ultraibolya �xpontban érvényes konformtérelmélet írja le a fentiekben részletezett módon. Ennek feltétele L≪ 1/Λ, ahol Λ az el®z®ekbenbevezetett, a satolási állandó futását jellemz® energiaskála.



3. Perturbált konform térelméleti megközelítés3.1. Relativisztikus kvantumtérelmélet mint egy konform térelméletdeformáiójaA perturbált konform térelméleti keretben egy relativisztikus kvantumtérelmélet hatása meg-adható az ultraibolya �xpont konform térelmélethez tartozó hatás deformáiójaként1:
A = ACFT −

∫
d2x

∑

i

giOi(x)ahol az Oi operátorokról feltesszük, hogy az ultraibolya határesetben homogénen transzformá-lódnak a dilatáió és a Lorentz transzformáió alatt, azaz határozott ∆i, ∆̄i konform súlyokkaljellemezhet®k (az ilyen operátorok teljes és az operátorszorzat kifejtésre nézve zárt rendszertalkotnak, ld. a B függeléket). A relativisztikus invariania megköveteli, hogy a perturbálóoperátorok Lorentz spinje legyen zérus: ∆i = ∆̄i. Ez a megközelítés különösen gyümölsöz®-nek bizonyult integrálható térelméletek vizsgálatában [Zam89℄, de a dolgozat során látni fogjukmajd, hogy nemintegrálható esetben is sikerrel alkalmazható. Az egyszer¶ség kedvéért mostegyparaméteres perturbáiókra szorítkozom2, azaz a hatás alakja
A = ACFT − g

∫
d2xO(x)a Hamilton operátor pedig

H = HCFT + g

∫
dxO(x) (3.1)

��

O

O

1

2

3.1. ábra. Irreleváns (O1) és releváns (O2) perturbáiók egy �xpont környezetében. A nyilak arenormálási soportnak megfelel® (magasabb energiaskálától az alasonyabb felé haladó) iránytjelölik.Egyszer¶ dimenzióanalízis alapján meggy®z®dhetünk róla, hogy g dimenziója [tömeg]2−2∆.Az elmélet β függvénye a legalasonyabb rendben
β(g) = −(2 − 2∆)g +O(g2)1 Itt a kétdimenziós esetre korlátozódom, bár elvileg ilyen megközelítés bármilyen térid® dimenzióban lehet-séges. Azonban a kétdimenziós konform térelméletek nagyfokú szimmetriája jelent®sen megkönnyíti a tárgyalást.2 A kétfrekveniás sine-Gordon modell és a rezonaniák elemzése kapsán szó lesz majd többparaméteresperturbáiókról is.



20 3. Perturbált konform térelméleti megközelítésalakú. A perturbáló operátor ∆ dimenziójától függ®en a következ® esetek lehetségesek (3.1 ábra):1. ∆ > 1: ekkor a perturbáló operátort irrelevánsnak nevezzük (a másodrend¶ fázisátalakulásokelméletéb®l kölsönzött szóhasználattal). Ilyenkor az ultraibolya határesetben a perturbáió a�xponttól eltaszítja a renormálási soport folyamot, hosszú távolságokon (infravörösben) pe-dig a perturbáió hatása elt¶nik. Éppen ezért ezt infravörös �xpontok környezetének leírásáralehet használni. Egy ilyen alkalmazást látunk majd 7.2.3 alatt a kétfrekveniás sine-Gordonmodell fázisátalakulásának tárgyalásakor.2. ∆ = 1: ekkor három eset lehetséges, a β-függvény pontos viselkedését®l függ®en.a) A β-függvény egzaktul elt¶nik. Ekkor a perturbált elmélet konform invariáns marad. Azilyen ún. marginális perturbáiók a konform térelméletek ún. modulus terének feltérké-pezésénél játszanak szerepet.b) A β-függvénynek a g = 0 ultraibolya stabil �xpontja. Ekkor a 2.2.1 alatti osztályzásszerint aszimptotikusan konform elmélettel van dolgunk.) A β-függvénynek a g = 0 infravörös stabil �xpontja. Ekkor ismét egy irreleváns pertur-báióról van szó, ami jelen esetben infravörösben lesz aszimptotikusan konform.3. ∆ < 1: ekkor a perturbáió releváns, a 2.2.1 alatti osztályzás szerint az elmélet ultraibolyakonform. Itt két esetet különböztethetünk meg3:a) Tömegtelen folyamok. Ekkor kis energián a β-függvény egy infravörös �xpontba folyik.Ez lehet perturbatív vagy sem, attól függ®en, mekkora az infravörös �xpontnak megfelel®
g∗ kritikus satolás. A �xpont környékén az infravörös viselkedést egy konform térelméletvalamilyen irreleváns operátorokkal történ® perturbáiója írja le.b) Tömeges folyamok. Az e�ektív satolás a skálával lefelé haladva minden határon túl n®,a hosszútávú viselkedés nem perturbatív. Az elmélet ilyenkor tömegréssel rendelkezik, ésaz alasony energiás spektrum a tömeges kvantumtérelmélet eszközeivel kezelhet®.A jelen dolgozatban a 3. pont alatti esetekkel foglalkozom.3.2. Konform perturbáiószámítás: általános megjegyzésekTermészetes ötlet a perturbált konform térelméleti megközelítésben, hogy a térelméleti mennyi-ségeket a g satolási állandó szerint fejtsük perturbáiós sorba. Pl. egy kétpont korreláiósfüggvény A. B. Zamolodhikov nyomán a következ®képpen állítható el® [Zam91b℄ (euklidésziformalizmusban):

〈Φ(x)Φ(0)〉 =
∞∑

n=0

gn

n!

∫
〈Φ(x)Φ(0)O(y1) . . .O(yn)〉CFTd

2y1 . . . d
2ynAz egyes tagok a konform térelméleti korrelátorok segítségével állíthatók el®. Azonban ebben anaív megközelítésben kétféle divergeniával találkozhatunk:1. Ultraibolya divergeniák. Ezek abból erednek, amikor a konform többpont függvényben kétoperátor pozíiója egymáshoz közel kerül. Amikor ∆ < 1, valamennyi ilyen divergenia azoperátorok renormálásával eltávolítható. A ∆ = 1 esetben a g renormálása is szükséges.Ha ∆ < 1/2, akkor az OO operátorszorzatokból nem jönnek ilyen divergeniák, az elméletHamilton operátora nem igényel renormálást. A ∆ < 1 esetben ilyen divergeniák sak egyvéges nmax rendig fordulnak el®, azaz az elmélet a konform perturbáiószámításban szuper-renormálható; az aszimptotikusan konform esetben pedig az elmélet a szokásos értelembenvéve renormálható.3 Ezt a két esetet természetesen a 2 (a) alatti aszimptotikusan konform elméleteknél is szét lehet választani.



3.2. Konform perturbáiószámítás: általános megjegyzések 212. Infravörös divergeniák. Ezek alapvet® oka, hogy a konform korrelátorok tömegrés hiányá-ban nagy távolságon nem sökkennek eléggé. A tömeges elmélet korrelátora a Wilson-féleoperátorszorzat kifejtéssel a következ®képpen állítható el®:
〈Φ(x)Φ(0)〉 =

∑

i

Ci(x) 〈Φi(0)〉A perturbatíve számolható mennyiségek az operátorszorzat kifejtésben szerepl® Ci(x) Wil-son együttható függvények, a lokális operátorok várható értékei ellenben nemperturbatív,az infravörös tartományra (hosszútávú viselkedésre) jellemz® mennyiségek, amelyeket a per-turbáiószámítás nem tud el®állítani, és más megközelítésb®l kell venni ezeket inputként.Integrálható elméletben ezek sok esetben egzaktul ismertek [LZ97, FLZZ97, FLZZ98℄.A perturbáiószámítás fentebb vázolt infravörös viselkedése teljes mértékben analóg a perturbatívQCD-vel. A módszer részletes kifejtését ld. A. B. Zamolodhikov már idézett ikkében [Zam91b℄.A konform perturbáiószámítás megfogalmazható a végesméret korrekiók kis térfogatban tör-tén® kiszámítására is; ezt a 4.2 alfejezetben tárgyalom.



4. Közelít® módszerek a spektrum leírására végestérfogatbanA Lüsher által származtatott összefüggések, amelyekr®l a 2.1.1 fejezetben volt szó minden(tömeges) kvantumtérelméletben érvényesek. Ezek a végesméret e�ektusokra nagy térfogat ese-tén adnak kifejezést, mégpedig a végtelen térfogatban de�niált spektrum és S mátrix segítségével,azaz az alasony energiás (infravörös) �zika adatait használják inputként.A következ®kben két olyan közelít® módszert mutatok be, amelyek a perturbált konformtérelmélet, azaz a nagy energiás (ultraibolya) leírás oldaláról közelítenek a problémához. Ezenmódszereket az infravörös megközelítéssel összevetve megpróbálhatunk hidat verni a két leírásközött, amit másképpen úgy fejezhetünk ki, hogy összekötjük az analitikus S mátrix elméletet akvantumtérelmélet hamiltoni leírásával.4.1. Konform perturbáiószámításEbben a fejezetben A. B. Zamolodhikov tárgyalását követem [Zam90℄. A perturbált konformtérelmélet (3.1) Hamilton operátora véges térfogatban a következ® alakba írható:
H = HCFT + g

∫ L

0
dxO(x) (4.1)ahol feltesszük, hogy az O tér primér (unitér elméletben ekkor lehet releváns). Az (euklidészi)térid® most egy L kerület¶ henger. Egy tetsz®leges állapot energiáját g szerint a következ®módon fejthetjük perturbatív sorba:

EΨ = ECFT
Ψ − L

∞∑

n=1

gn

n!

∫
〈Ψ|O(0)O(x2) . . .O(xn)|Ψ〉cyl,connd

2x2 . . . d
2xnahol a cyl index a henger térid®re, a conn pedig a korreláiós függvény összefügg® részére utal.A (2.5) leképezés és (B.1) felhasználásával ez a kifejezés átírható mint

EΨ =
2π

L

(
∆Ψ + ∆̄Ψ − c

12

)
− L

∞∑

n=1

(
gn

n!

(
2π

L

)2n(∆−1)+2

·

∫
〈Ψ|O(1, 1)O(z2 , z̄2) . . .O(zn, z̄n)|Ψ〉conn

n∏

i=2

(
1

ziz̄i

)∆−1

d2z2 . . . d
2zn

)azaz
EΨ =

2π

L

(
∆Ψ + ∆̄Ψ − c

12
+

∞∑

n=1

(
gL2−2∆

)n
ǫn(Ψ)

)ahol az ǫn(Ψ) együtthatók egyszer¶en kifejezhet®k a konform korrelátorokkal és a gL2−2∆ kifeje-zés a dimenziótlan kifejtési együttható. Ez konzisztens azzal, hogy releváns perturbáió (∆ < 1)esetén várakozásunk szerint a kis L határesetben visszakapjuk a konform spektrumot, valamintazt is jelenti, hogy a fenti sorfejtés a kis L tartományban érvényes.A perturbáió megsérti a skálainvarianiát: az így bevezetett skálát a g1/(2−2∆) mennyiséggeljellemezhetjük, ami összhangban van a satolási állandó (2.4) alatt megadott futásával. Ezt



4.1. Konform perturbáiószámítás 23kifejezhetjük úgy is, hogy a konform perturbáiószámítás (∆ < 1 esetén, ld. lentebb) egy olyanrenormálási sémát de�niál, amelyben az egzakt β függvény
β(g) = −β1g , β1 = 2 − 2∆tehát az e�ektív satolási állandó a releváns skála (jelen esetben 1/L) (2∆−2)-ik hatványa szerintfut.A végesméret spektrum konform perturbáiószámítási kifejtésében infravörös divergeniáknem lépnek fel (a véges L térfogat jelenléte miatt). Ezzel szemben továbbra is fellépnek ult-raibolya divergeniák, amennyiben 1/2 < ∆. Az 1/2 < ∆ < 1 esetben ezek a kölsönhatásiHamilton függvény additív renormálásával eltávolíthatók. Az ilyen ultraibolya divergeniákrólmegmutatható, hogy az energiaszintek különbségeinek kifejezéséb®l kiesnek, az ellentag nem más,mint az egységoperátor egy L-függ® együtthatóval.A ∆ = 1 esetben a satolási állandót is renormálni kell, ennek következtében a fenti analízisnem helytálló, a naív várakozással ellentétben (miszerint a satolási állandó nem fut) logaritmikusfutást kapunk a 2.2.1 alatt tárgyaltaknak megfelel®en.Az alapállapot energiáját akkor kapjuk, ha Ψ helyébe a minimális konform súlyú Ψmin álla-potot helyettesítjük. Ekkor a 2.2.2 alatti jelöléseket használva

E0(L) = −πceff
6L

+
2π

L

∞∑

n=1

(
gL2−2∆

)n
ǫn (Ψmin)Másrészt általános elvekb®l tudjuk, hogy nagy térfogaton

E0(L) ∼ BLahol B a vákuum energias¶r¶sége (a statisztikus �zika nyelvén ez a lineáris viselkedés nem más,mint a szabadenergia extenzivitása). Amennyiben ∆ < 1/2 (ninsenek ultraibolya divergeniák)akkor ennek az értéke g függvényében jól de�niált és dimenziós okokból
B = B′g1/(1−∆) (4.2)ahol B′ egy jól de�niált, az elméletre jellemz® dimenziótlan szám, amit vákuumenergia konstans-nak nevezhetünk. A gerjesztett állapotok viselkedése nagy térfogatban hasonlóan alakul
EΨ(L) ∼ BLígy a vákuumhoz viszonyított energiájuk
EΨ(L) − E0(L)nagy L-re konstans értékhez tart (egyrészeske állapotok esetén ez a részeskére jellemz® tömeg,kétrészeske állapotok esetén pedig az állapotban jelenlev® részeskék tömegének összege), amintezt Lüsher analíziséb®l (2.1 alfejezet) tudjuk.A fejezet elején említett infravörös-ultraibolya összevetésre a konform perturbáiószámításönmagában nem alkalmas, mivel az érvényességi tartománya az L térfogat túl kis értékeire kor-látozódik, ahol a Lüsher által származtatott kifejezések már nem adják meg kell® pontossággalaz energiaszintek térfogatfüggését. Más módszerekkel, pl. a termodinamikai Bethe Ansatzzalkombinálva azonban fontos egzakt eredményeket lehet nyerni vele integrálható kvantumtérelmé-letekben, mint err®l majd a TBA kapsán 5.2 alatt röviden szót ejtek.



24 4. Közelít® módszerek a spektrum leírására véges térfogatban4.2. Konform variáiószámítás: a sonkolt konform állapottér közelítésA fentiekben ismertetett perturbatív megközelítés mellett lehetséges egy nemperturbatív,variáiós módszer is. Ezt Yurov és Al. B. Zamolodhikov eredeti munkája [YZ90℄ alapján ismer-tetem. Ebben az esetben a perturbált elmélet állapotait a konform térelméleti állapotvektorokkalközelítjük. Idézzük fel ismét a konform Hilbert-tér szerkezetét (B függelék):
H =

⊕

i

V∆i ⊗ V∆̄iAmennyiben a megengedett ábrázolások (∆i, ∆̄i) legmagasabb súlyai diszkrét halmazt alkotnak,a (2.6) alatti véges térfogatbeli konform Hamilton operátor
H =

2π

L

(
L0 + L̄0 −

c

12

)spektruma diszkrét és alulról korlátos, hiszen a leszármaztatott szintek súlyai a legmagasabbtólsak pozitív egészben (az állapot szintje) térhetnek el. Amennyiben az L0 + L̄0 sajátértékeszerint felülr®l levágjuk a Hilbert-teret, annak egy véges dimenziós alterét kapjuk, amit sonkoltkonform állapottérnek (�trunated onformal spae�, TCS) nevezünk:
HTCS(ecut) =

{
|Ψ〉 ∈ H :

(
L0 + L̄0 −

c

12

)
|Ψ〉 = e|Ψ〉, e ≤ ecut

}Innen ered a módszer neve is: sonkolt konform állapottér közelítés (�trunated onformal spaeapproah�, TCSA).Mivel a perturbáió Lorentz-invariáns, ezért a különböz® térszer¶ impulzussal rendelkez®szektorok nem keverednek egymással, tehát értelmes ezt a Hilbert-teret további alterekre bontania konform spin sajátértéke szerint:
HTCS(ecut, s) =

{
|Ψ〉 ∈ H :

(
L0 + L̄0 −

c

12

)
|Ψ〉 = e|Ψ〉, e ≤ ecut,

(
L0 − L̄0

)
|Ψ〉 = s|Ψ〉

}(4.3)ahol s ∈ Z. Egyes esetekben további megmaradó mennyiségek alapján még kisebb alterekre lehetbontani a levágott Hilbert-teret.A perturbált elmélet véges térfogatú állapotait a HTCS(ecut, s) állapotainak lineáris kombi-náiójaként el®állítva, az együtthatókra történ® standard kvantummehanikai variáiószámításarra vezet, hogy az energiaszintek közelít® meghatározásához a (4.1) Hamilton operátornak a
HTCS(ecut, s) altéren vett mátrixelemeib®l alkotott mátrixot kell diagonalizálni.Vegyük fel HTCS(ecut, s) egy olyan {|Ψi〉, i = 1, . . . ,dimHTCS(ecut, s)} bázisát, amelyen akonform Hamilton operátor diagonális1:

(
L0 + L̄0 −

c

12

)
|Ψi〉 =

(
∆i + ∆̄i −

c

12

)
|Ψi〉Ez a bázis általában nem ortonormált, és gyakran nem is élszer¶ végrehajtani rajta a Gram-Shmidtortogonalizáiót. Jelöljük a bels® szorzat mátrixát a következ®képpen:

Gij = 〈Ψi|Ψj〉 (4.4)A perturbáló Hamilton operátor
Hpert(t) = g

∫ L

0
dxO(t, x)1 A konform térelmélet Hilbert-terének leszármaztatott állapotok szerinti rendezése mindig ilyen bázist ad.



4.2. Konform variáiószámítás: a sonkolt konform állapottér közelítés 25mátrix elemeinek meghatározásához élszer¶ elvégezni a komplex síkra történ® (2.5) exponen-iális leképezést (B.1) felhasználásával. Ezzel az operátor mátrixelemei (t = 0 id®pillanatbanszámolva2) a következ® alakot öltik:
〈Ψi|Hpert|Ψj〉 = gL

(
2π

L

)2∆

Bijδsisj (4.5)
Bij = 〈Ψi|O(1, 1)|Ψj〉ahol si = ∆i − ∆̄i az i-edik állapot konform spinje, az erre vonatkozó kiválasztási szabályt az xszerinti integrál elvégzésével kapjuk, az L faktorral együtt. Amennyiben egy határozott konformspinnel rendelkez® altérben számolunk, a Kroneker δ elhagyható. Ahhoz, hogy ebb®l Hpert-neka lineáris operátor értelemben vett mátrixát kapjuk az adott bázisban, be kell szoroznunk a

G metrika inverzével (azaz át kell konvertálnunk az operátor mátrixának els® indexét a duálisbázisra). Végeredményképpen tehát a következ® mátrixot kell diagonalizálni:
HTCS

ij =
2π

L

{(
∆i + ∆̄i −

c

12

)
δij +

gL2−2∆

(2π)1−2∆

(
G−1B

)
ij

} (4.6)Ezt az operátort a numerikus számítások éljából dimenziótlanítani kell. Amennyiben az el-méletnek tömeges spektruma van, dimenziós alapon a legkönnyebb részeske tömege (m1) akövetkez®képpen hozható kapsolatba a g satolási állandóval:
g = κm2−2∆

1 (4.7)ahol κ egy, az adott modellre jellemz® dimenziótlan szám. Ezzel az összefüggéssel bevezethetjükaz m1-hez rögzített egységrendszert, amelyikben az energiát m1, a távolságot m−1
1 egységeibenmérjük. Ezzel a dimenziótlan Hamilton mátrix a következ® alakot ölti:

hTCS
ij =

2π

l

{(
∆i + ∆̄i −

c

12

)
δij +

κl2−2∆

(2π)1−2∆

(
G−1B

)
ij

} (4.8)ahol
l = m1La dimenziótlanított térfogat. Ennek a sajátértékei (l függvényében)

ei(l) =
Ei(L = l/m1)

m1alakban fejezhet®k ki a �zikai Ei(L) energiaszintekkel.Integrálható kvantumtérelméletekben a κ állandó (például a következ® fejezetekben ismer-tetett termodinamikai Bethe Ansatz alkalmazásával) egzaktul kiszámítható. Nemintegrálhatóelméletekben κ onnan határozható meg, hogy a numerikusan kiszámított TCSA spektrumbana zérus konform spin¶ (s = 0) szektorban a tömegrést dimenziótlan egységekben egységnyirehangoljuk, azaz megköveteljük, hogy az els® gerjesztett állapot és az alapállapot különbségeaszimptotikusan egyhez tartson:
e1(l) − e0(l) → 1, l → ∞Gyakran azonban (mint a kés®bb ismertetett kétfrekveniás sine-Gordon modellben) más skálaválasztása bizonyul élszer¶nek.Amennyiben az elmélet spektruma az infravörös határesetben nem tömeges, akkor m1-nekaz ultraibolya és infravörös közötti átmenet (�rossover�) régió skáláját lehet választani, amit2 Egyszer¶en látható, hogy a t 6= 0 id®pillanatban vett Hamilton operátort a konform id®fejleszt® operátorraltörtén® hasonlósági transzformáió állítja el® a t = 0 id®pontbeli Hamilton operátorból, így a spektrum független

t megválasztásától.



26 4. Közelít® módszerek a spektrum leírására véges térfogatbanvalamilyen jellemz® �zikai mennyiség segítségével lehet rögzíteni, de a jelen dolgozatban ilyeneljárást nem fogok alkalmazni.Mint minden variáiós módszer, a TCSA pontosságát is alapvet®en az határozza meg, hogymennyire fednek át az egzakt hullámfüggvények a sonkolt konform állapottér vektoraival. Atérfogat növekedésével ez az átfedés romlik: egyre inkább n® a levágásnál magasabban fekv®állapotok súlya. Hasonlóan romlik a pontosság, ha egyre magasabban fekv® energiaszintekettekintünk. A levágásból ered® ilyen hibákat sonkolási hibának (�trunation error�) nevezzük. Asonkolási hiba beslésére jelenleg nem létezik elméleti úton származtatott eljárás, a gyakorlat-ban a levágást változtatva a spektrum megváltozásából besülhet® meg a levágástól való függésmértéke3.Mivel ez a megközelítés ugyanazt a dinamikai rendszert kezeli (sak éppen variáiós módszer-rel), mint a konform perturbáiószámítás, a 4.1 alfejezetben tárgyaltakhoz hasonlóan ultraibolyadivergeniák lépnek fel, ha ∆ > 1/2. Azonban a divergeniák a relatív (alapállapothoz képestszámított)
ẽi(l) = ei(l) − e0(l)energiaszintekb®l kiesnek, ezért ezek a függvények elvileg mérhet®k, ám ekkor a felléú® hibák jóvalnagyobbak. A pontosságon ugyan lehet javítani a levágás növelésével, de az ultraibolya diver-genia miatt a relatív energiaszintek számításakor két egyre nagyobb szám (a levágás növelésévelelvben korlátos) különbségét kell venni, ami ugyansak ront a módszer pontosságán. Általában isromlik a módszer konvergeniája ∆ növekedésével, és a sonkolt állapottér dimenziója tipikusanexponeniálisan n® az ecut növelésével. Ennek az exponensnek az értéke a modell ceff e�ektíventrális töltésével arányos, ezért el®ny, ha ceff megfelel®en kisi. Eddig a módszert ceff < 1(Virasoro minimálmodellek), c = ceff = 1 (szabad bozon perturbáiói) és c = ceff = 3

2 (szuper-szimmetrikus sine-Gordon esetén) sikerült megvalósítani, bár az utóbbi esetben már leginkábbsak kvalitatív jelleg¶ eredményeket kaptunk [BDP+04℄.Nemperturbatív jellege miatt ez a módszer az energiaspektrumot számos modellben nagytérfogatértékekre is elég jó közelítéssel megadja. Amennyiben a vizsgált modell integrálható ésaz egzakt S mátrix ismert, az egyrészeske és kétrészeske állapotokhoz tartozó vezet® végesmé-ret korrekiók a 2.1 alfejezetben ismertetett módszerekkel egyszer¶en kiszámíthatók. Az (2.2)egyrészeske korrekiók TCSA-val történ® egybevetését Klassen és Melzer végezte el [KM91℄,a (2.3) alapján számított kétrészeske korrekiókat pedig számos más ikk, (a teljesség igényenélkül) pl. [LMC91, Mus92a, KTW97℄, illetve több a jelenlegi dolgozatban kés®bb ismertetettmunka tárgyalta, és minden alkalommal a különféle elméleti várakozásokkal összevetve nagyonjó egyezés adódott.4.2.1. TCSA perturbált konform minimálmodellekbenA konform minimálmodelleket el®ször Belavin, Polyakov és A. B. Zamolodhikov tárgyaltarészletesen [BPZ84℄. Ezek az elképzelhet® legegyszer¶bb nemtriviális konform térelméletek, mégisérdekesek, mert számos fontos statisztikus �zikai rendszer kritikus viselkedését ilyen modell írja le(pl. Ising és multikritikus verziói, háromállapotú Potts modell, illetve ennek trikritikus verziója,vagy az Ising modellben imaginárius mágneses térben fellép® Lee-Yang szingularitás).Tekintsük az Mp,q konform minimálmodellt, ahol p, q > 2 két relatív prím egész szám. Amodell entrális töltése
c = 1 − 6

(p− q)2

pq3 Itt jegyezzük meg, hogy a sonkolási hiba megbízható beslése egy, a levágásra alkalmazott renormálási so-port kifejlesztésével lehetséges, az els® lépéseket ebben az irányban Feverati és munkatársai tették meg friss munká-jukban [FGP+06℄. Ennek segítségével lehetségesnek látszik továbbá a sonkolási hibák sökkentése a renormálásisoport felhasználásával, hasonlóan ahhoz, ahogy ezt a kvantumtérelméletekben a kovariáns perturbáiószámítás,illetve a rástérelmélet alkalmazásakor teszik.



4.2. Konform variáiószámítás: a sonkolt konform állapottér közelítés 27és az állapottérben a Virasoro algebra ábrázolásai közül sak véges sok fordulhat el®, mégpediga következ® legmagasabb súlyokkal
∆r,s =

(ps− qr)2 − (p − q)2

4pq
, r = 1, . . . , p− 1 , s = 1, . . . , q − 1Ezek között fennáll a ∆r,s = ∆p−r,q−s reláió, ezért az ezekhez tartozó ábrázolás azonos. Aminimálmodellek sak akkor unitér kvantumtérelméletek (azaz rendelkeznek pozitív de�nit ska-lárszorzattal), ha q = p+ 1.A következ®kben sak az ún. diagonális modellekkel foglalkozom, amelyek Hilbert-tere sakolyan modulokat tartalmaz, amelyekre ∆ = ∆̄:

Hdiag =
⊕

∆∈{∆r,s}
V∆ ⊗ V∆ahol az összegzés során minden különböz® ∆r,s érték pontosan egyszer fordul el® (az unitéresetben ezek a modellek a kritikus Ising modell és multikritikus általánosításainak viselkedésétírják le; p = 3 a szokásos Ising modell, p = 4 a trikritikus). Ezen elméletek primér tereit a konformsúlyokkal azonos módon lehet indexelni: a Φr,s primér tér mindkét súlya megegyezik ∆r,s-sel.A TCSA-val a valamelyik Φr,s térrel perturbált minimálmodell spektrumát lehet meghatározni:az ilyen modellt ezentúl a következ®képpen fogom jelölni: Mp,q + Φr,s. Vegyük észre, hogy

Mp,q + Φr,s és Mq,p + Φs,r egyszer¶en azonosítható egymással.Az els® ilyen számítást Yurov és Al. B. Zamolodhikov végezte az ún. skálázó Lee-Yang mo-dellben [YZ90℄, ahol igen kis dimenziójú altéren számolva4 sikerült az els® néhány energiaszintetegy elég széles térfogattartományban (0 ≤ l ≤ 30) néhány ezrelékes pontossággal meghatározni.Ennek a sikernek az oka egyrészt az volt, hogy ennek az elméletnek a legkisebb az e�ektív entrálistöltése az összes nemtriviális minimálmodell között (ceff = 2/5), valamint a perturbáló operátoris er®sen releváns (∆ = −1/5).A többi minimálmodell esetén jóval nagyobb dimenziós térre van szükség hasonló pontosságeléréséhez. A Lässig és Mussardo [LM91℄ által javasolt matematikai eljárás jelent®s hátránya,hogy sak az L−1 operátorral történ® leszármaztatást automatizálja. Az L−1-gyel nem elérhet®(ún. kváziprimér) állapotvektorokra a mátrixelemeket továbbra is kézzel kiszámolt küls® input-ként kell megadni, ezért sak az ecut levágás kis értékeire alkalmazható, ami nagyon behatároljaa pontosságot és a tanulmányozható modellek körét.Kaush-sal és Watts-szal a [KTW97℄ ikk munkái során kifejlesztettünk egy olyan módszert,ami teljesen automatizált, ennek megfelel®en tetsz®legesen nagy levágásig skálázható, sak arendelkezésre álló gépid® és memória mennyisége szab határt. Az eljárás lényegét a B.2, B.3 ésB.4 alatt ismertetett, teljesen mértékben automatizálható számítási eljárások képezik, amik azeredetileg Kaush által Maple alá megírt szimbolikus konform térelméleti somag jelent®s mérték¶továbbfejlesztésén alapulnak. Az algoritmust mind Maple, mind pedig Mathematia segítségévelimplementáltuk, és a kés®bbiek során ismertetett numerikus eredmények egy jelent®s részét ezzelállítottam el®. Mivel azonban ezt az eljárást � bár azóta Watts is, magam is számos alkalommalhasználtuk � a mai napig nem publikáltuk, lényegét az alábbiakban ismertetem.A sonkolt konform állapottér bázisát (HTCS(ecut, s)) úgy állítjuk el®, hogy a B.2 függelékbenismertetett módon megfelel®en magas (ecut által meghatározott) szintig elkészítjük az egyes V∆modulok (B.17) szerinti bázisát, majd a diagonális Hilbert-térben szerepl® tenzor szorzataikból4 Az általuk használt ecut = 10 mellett, a spin-0 szektorban mindössze 17, a spin-1 és 2-es szektorban pedig
12, illetve 9 dimenziós bázis adódik.



28 4. Közelít® módszerek a spektrum leírására véges térfogatbankiválogatjuk azokat a vektorokat, amik eleget tesznek a (4.3) egyenletben megadott feltételeknek.Ennek eredménye (B.2 jelöléseit használva) a következ® bázis:
BasTCS(ecut, s) =

⊕

∆∈{∆r,s}

N∆(ecut,s)⋃

k=0

Bask+s(∆, c) ⊗ Bask(∆, c)

ahol N∆(ecut, s) =
[ecut

2
− ∆ +

c

24
− s/2

]és [x] az x egészrészét jelöli.Ezután a B.3 és B.4 alatt ismertetett eljárásokkal kiszámítjuk a (4.6) Hamilton mátrixhozszükséges G (4.4) és B (4.5) mátrixokat. Az O perturbáló operátor tipikusan valamelyik Φr,sprimér tér, mégpedig olyan, amelyik releváns is egyben (∆r,s < 1). A mátrixelemek kiszámí-tásához szükséges a primér terek közti hárompont satolások ismerete, ez azonban Dotsenko ésFateev munkája [DF84, DF85℄ révén adott. Így a G és a B mátrix kiszámítása a bázis felírá-sához hasonlóan egy jól de�niált algoritmikus probléma, amit teljes általánosságban meg lehetvalósítani valamilyen szimbolikus algebra program segítségével írott programmal, erre alkalmaspl. a Maple vagy a Mathematia.Abban az esetben, ha a vizsgált perturbáió integrálható, a g satolási állandó és az m1tömegrés közti (4.7) reláióban szerepl® κ paraméter egzaktul ismert, Fateev munkája nyomán[Fat94℄ (a Φ1,3 perturbáiókra már korábban Al. B. Zamolodhikov is meghatározta [Zam95℄).Ugyaninnen ismert a (4.2)-ban de�niált B′ vákuumenergia konstans is, ami helyett inkább a
B = Bm2

1 (4.9)reláióval de�niált B mennyiséget fogjuk a kés®bbiekben használni, amit az irodalomban uni-verzális vákuumenergia konstansnak (�universal bulk energy onstant�) neveznek. A kett® köztikapsolatot
B = B′κ1/(1−∆)adja meg.A függelékben felsorolom a κ és B paramétereket azokban a konkrét perturbált minimálmo-dellekben, amelyekre a dolgozat során szükség lesz: ezek a skálázó Lee-Yang modell (C.1.2) és akritikus Ising modell mágneses térben (C.1.3).4.2.2. TCSA a c = 1 szabad bozon releváns perturbáiójáraEnnek kifejlesztése teljes mértékben saját eredményem, a módszer és kiterjesztései számospublikáió létrejöttében játszottak alapvet® szerepet [FRT98b, FRT99, FRT98a, BPTW00, BPTW01,BPT01, BPT02a, BDP+04, TW06, PT06℄. A lényeges felismerés, hogy a kompakt bozon álla-potterében (ld. B.5.1) véges térfogatban a Hamilton operátor spektruma diszkrét, ezért habevezetjük a TCSA levágást, ismét egy véges Hilbert-tér adódik. Ennek bázisát nagyon egyszer¶el®állítani, mivel a (B.25,B.26) értelmében a módusok kelt® operátorai azt teljesen szabadon ge-nerálják. Lentebb látni fogjuk, hogy a szóbajöv® perturbáló operátorok savarodási száma zérus,ezért a Hilbert-teret a konform spin mellett a savarodási szám szerint is érdemes szektorokraosztani:

HTCS (ecut, s, q) =

{
a−k1 . . . a−kr ā−l1 . . . ā−lp |n,m〉 :

(n
r

)2
+
(mr

2

)2
+

r∑

i=1

ki +

p∑

i=1

li −
1

24
≤ ecut ,

s = nm+

r∑

i=1

ki −
p∑

i=1

li , m = q

}



4.2. Konform variáiószámítás: a sonkolt konform állapottér közelítés 29ahol az (n,m) párok valamelyik lokális algebrának megfelel® spektrumon (SB vagy SF ) futnakvégig, r pedig a bozontér B.5.1 alatt bevezetett kompakti�káiós sugarát jelöli.Egy konkrét példa ilyen elméletre a sine-Gordon modell:
AsG =

1

2
∂ρΦ∂

ρΦ + µ : cosβΦ : (4.10)amire a módszert eredetileg kifejlesztettem. Figyelembe véve a Φ sine-Gordon tér és a (B.20)hatással de�niált ϕ konform skalártér eltér® normálását
Φ =

1√
4π
ϕa perturbáló operátort a következ® módon azonosítva

: cos βΦ :=
1

2
(Vk,0 + V−k,0)a konform bozon kompakti�káiós sugarára a

r = k

√
4π

β
(4.11)kifejezés adódik. Mint látszik, ugyanaz a sine-Gordon modell több különböz® konform Hilbert-térrelrealizálható véges térfogatban, amiket (túl az SB/SF választáson) egy pozitív egész szám, a k�hajtogatási szám� (�folding number�) indexel. Ez úgy értelmezhet®, hogy bár a osinus poteniálperiódusa 2π/β, a sine-Gordon teret sak

Φ ≡ Φ + k
2π

βáltal meghatározott periódusúnak tekintjük. Így véges térfogatban ugyanazon β paraméter mel-lett a sine-Gordon elméletnek végtelen sok változata jön létre [FRT98a℄, amiket k-szorosan haj-togatott sine-Gordon modellnek nevezünk [BPTW00℄. A konform skalár m savarodási számáta sine-Gordon modell topologikus töltésével lehet azonosítani.A perturbáló operátor konform térelméletbeli súlya azonban k-tól függetlenül mindig
∆ = ∆̄ =

β2

8πvagyis a perturbáió akkor releváns, ha β2 < 8π. A fels® határt az ún. Kosterlitz-Thouless pontadja; a β2 = 8π értéknél a sine-Gordon modell egy aszimptotikusan szabad modellel, az SU(2)Gross-Neveu-modellel ekvivalens.Megjegyzem, hogy a bozonikus (SB) és a fermionikus (SF ) lokális algebra közti választáspontosan ekvivalens a sine-Gordon és tömeges Thirring modell közötti dualitással [KM93℄. Atömeges Thirring modellt a
AmTh =

∫
d2x

(
Ψ̄(iγν∂

ν +m0)Ψ − g

2
Ψ̄γνΨΨ̄γνΨ

) (4.12)hatás de�niálja, ahol Ψ egy Dira fermion mez®. Coleman [Col75℄ klasszikus eredménye, hogya két modell a zérus topologikus töltés¶ szektorban ekvivalens, amennyiben a satolási állandókközött fennáll a
β2

4π
=

1

1 + g/πreláió; ez az ekvivalenia kiterjeszthet® az összes páros topologikus töltés¶ szektorra, hiszen ezeka két lokális algebrában teljesen azonosak. Már Klassen és Melzer is észrevette azonban [KM93℄,



30 4. Közelít® módszerek a spektrum leírására véges térfogatbanhogy a sine-Gordon szoliton és a Thirring fermion nem feleltethet® meg triviálisan egymásnak,mivel az egyikhez egy bozonikus dublett (a V0,±1 vertex operátorok által keltett állapotok), míg amásikhoz egy Dira-fermion (V± 1
2
,±1) tartozik, de a határfeltételek periodikusról antiperiodikusraserélésével a kett® egymásra képezhet® [FRT98a℄.A TCSA konkrét kiszámításához tudnunk kell, hogyan számoljuk ki a vertex operátorokmátrixelemeit a bázisvektorok között; ennek módszerét B.6.1 alatt ismertetem. Ez adja a (4.6)TCSA Hamilton mátrix B összetev®jét; a G metrikára nins szükség, mivel az általunk használtFok bázis eleve ortogonális és könnyen ortonormálttá tehet®. A dimenziótlanítás az Al. B.Zamolodhikov [Zam95℄ által meghatározott következ® összefüggés

µ = κβM
2−2∆ (4.13)

κβ =
2Γ(∆)

πΓ(1 − ∆)




√
π

2Γ
(

1
2−2∆

)
Γ
(

∆
4−2∆

)




2−2∆

, ∆ =
β2

8πalapján végezhet® el, aholM a sine-Gordon szoliton (egzakt kvantumos) tömege, így a térfogatotés az energiaértékeket M egységeiben mérhetjük. Az univerzális vákuumenergia konstans (Megységeiben)
B = −1

4
tan

π

2λ
, λ =

8π

β2
− 1 (4.14)A c = 1 elméletben megfelel® pontosság eléréséhez többezer, esetenként 10-15 ezer dimenzióssonkolt konform állapotteret kell �gyelembe venni. Ennek megfelel®en a programok futtatásáraa szimbolikus algebra szoftverek már nem elég gyorsak, és memóriakezelésük sem eléggé haté-kony. A sine-Gordon TCSA-t ezért C nyelven írott programmal automatizáltam; a kés®bbieksorán megalkotott peremes és egyéb kiterjesztések fejlesztése is ezen a C programon alapult. Eztmegkönnyíti, hogy a bázis B.5.1 alapján nagyon egyszer¶en konstruálható (ninsenek kifaktori-zálandó szinguláris vektorok), és a kölsönható Hamilton mátrix elemeire zárt kifejezés adható(ld. B.6.1. alatt), szemben a minimálmodellek esetén szükséges, B.3 és B.4 alatt ismertetettmeglehet®sen bonyolult rekurzív szimbolikus algebrai számítási módszerekkel.



5. Egzakt módszerek integrálhatókvantumtérelméletekbenSzemben az eddigiek során ismertetett közelít® módszerekkel, 1 + 1 dimenziós integrálhatókvantumtérelméletekben a véges térfogatbeli spektrum egzakt módon is tanulmányozható. Akövetkez®kben a három legfontosabb ilyen módszert ismertetem.A Bethe-Yang egyenletek valójában sak �félegzakt� leírást adnak, abban az értelemben,hogy a sokrészeske állapotok energiáját sak az 1/L-ben analitikus tagok erejéig adják meg,azaz minden a térfogattal exponeniálisan leseng® járulékot elhanyagolnak.A termodinamikai Bethe Ansatz egyenletek ellenben a vákuum (és megfelel®en analitikuskiterjesztéssel a gerjesztett állapotok) energiáját az S mátrix ismeretében egzakt módon leírják.Hasonló igaz a Destri-de Vega egyenletre is, aminek a részletes tárgyalás miatt külön fejezetetszentelek.5.1. Bethe-Yang egyenletekA 2.1 fejezetben sak az egy-, illetve kétrészeske állapotok végesméret korrekióiról volt szó.A 2.1.2 alfejezetben láthattuk, hogy a kétrészeske állapotok leírása különösen egyszer¶ 1 + 1dimenziós térelméletekben, ha az állapot energiája a rugalmatlan szórás küszöbe alatt van, ésa szórás diagonális, azaz a részeskék között nins tömegdegeneráió (nem tartoznak nemtri-viális multiplettekbe), ebben az esetben ugyanis a rugalmatlan küszöb alatt a szórás egyetlen(energiafügg®) fázistolással jellemezhet®.Többrészeske állapotok esetén minden esetben a rugalmatlan szórás küszöbe feletti energi-ákról van szó, vagyis esély sem látszik hasonlóan egyszer¶ módszer származtatására. Integrál-ható térelméletekben azonban egyáltalán nins rugalmatlan szórás, tehát ez nem jelent akadályt.Az alábbiakban bemutatom azt a módszert, amelynek segítségével integrálható térelméletekbenbármilyen sokrészeske állapot 1/L-ben analitikus korrekiói egzaktul kiszámíthatóak, továbbáamellyel tetsz®leges részeske multiplett struktúra is kezelhet®. Ez a tehnika lényegében azonosaz ún. Bethe Ansatzzal, ám míg a Bethe Ansatz az energiaszintekre egzakt eredményt ad,az alábbiakban tárgyalt egyenletek nem tartalmazzák az L térfogattal exponeniálisan leseng®korrekiókat. Az irodalomban a módszer egy jó összefoglalását a [TW99, TW02℄ ikkek tartal-mazzák, az ezekben található tárgyalást vesszük alapul a továbbiakban.5.1.1. Sokrészeske állapotok végesméret korrekiói nemdiagonális szórás eseténTegyük fel, hogy egy kétrészeske állapotot egy mA és egy mB tömeg¶ részeske alkot, ame-lyek lehetnek valamilyen bels® szimmetriának megfelel® multiplettek tagjai, tehát rapiditásukmellett egy bels® kvantumszámmal is rendelkeznek. Jelölje a két részeskét Aa (θA) és Bb (θB),ahol θA és θB a rapiditások, a és b a bels® kvantumszámok. Legyen ψ(x1, x2) a kétrészeskehullámfüggvény, ami eleget kell tegyen a periodikus határfeltételnek:
ψ(x1 + L, x2) = ψ(x1, x2) = ψ(x1, x2 + L)Amikor x1 és x2 messze van egymástól, akkor ψ síkhullámbázisban kifejthet®:
ψ(x1, x2) =

∑

a,b

ψab (θA, θB) |Aa (θA)Bb (θB)〉



32 5. Egzakt módszerek integrálható kvantumtérelméletekben(az integrálhatóság miatt sak olyan síkhullámok fordulhatnak el®, ahol a részeskék rapiditásaaz el®re adott értéket veszi fel). A maximális távolság a két pont között L, ezért ennek a köze-lítésnek a pontossága e−µL nagyságrend¶, ahol µ a kölsönhatás hatótávolságát jellemz® skála.Ha most az x1 koordinátát körbevisszük a körön, akkor a hullámfüggvény egyrészt megszorzódika síkhullám fázisával, másrészt pedig a kétrészeske szórást jellemz® S-mátrixszal, hiszen ekkorpontosan az történik, hogy a hullámfüggvény bejöv® aszimptotikus tartományából a kimen®bejutunk, valamint a részeskék relatív statisztikáját jellemz® ηAB statisztikai faktorral (amely egykomplex fázis lehet, standard bozon/fermion részeskékre ±1):
ψab → ηABeimAL sinh θASAB(θA − θB)a

′b′
ab ψa′b′Ezzel a következ® egyenleteket kapjuk:

ψab = ηABeimAL sinh θASAB(θA − θB)a
′b′

ab ψa′b′

ψab = η−1
ABeimBL sinh θBSBA(θB − θA)b

′a′
ba ψa′b′(a második egyenletet akkor kapjuk, ha a fenti meggondolást a másik részeskére végezzük el).Ez a két egyenlet konzisztens, ha a SAB(θ) és SBA(−θ) mátrixok felserélnek egymással. Azegzakt S mátrixok elméletéb®l [ZZ79℄ ismert, hogy ennél sokkal szigorúbb feltételnek is elegettesznek (ld. (C.1)):

SAB(θ)SBA(−θ) = 1 (5.1)azaz egymás inverzei. Ezért az állapotok a két mátrix közös sajátvektoraival fejezhet®k ki,amiket jelöljünk ψ(i)
ab (θA, θB)-vel, SAB(θA − θB) ezen vektorhoz tartozó sajátértéke pedig legyen

s
(i)
AB (θA − θB). Az i-edik sajátvektorral rendelkez® állapot azonban sak akkor oldja meg a fentiegyenleteket, ha θA és θB eleget tesznek az

ηABeimAL sinh θAs
(i)
AB(θA − θB) = 1

ei(mAL sinh θA+mBL sinh θB) = 1egyenleteknek, amik a diagonális szórásra érvényes (2.3) egyenletek általánosításai, és triviálismultiplett struktúra esetén azokra redukálódnak. Ha ezen egyenleteknek megtaláltuk egy meg-oldását, akkor az állapot energiáját
mA cosh θA +mB cosh θBadja meg.Ennek a módszernek az általánosítása tetsz®leges számú részeskére teljesen nyilvánvaló. Le-gyenek k darab részeskénk, az A,B, . . . ,N multiplettek tagjai, a, b, . . . , n bels® indexekkel.Minden egyes részeskére külön elvégezhetjük a monodrómia operáiót, amint azt az alábbidiagramokon az A és a B esetére illusztráltam, a C.1.1 fejezet gra�kus jelöléseit alkalmazva:

αα ’ α ’’ α ’’’

a b c d n

a’ b’ c’ d’ n’

.....

.....

.....

PSfrag replaements (k-2)
a b c d n

a’ b’ c’ d’ n’

.....

.....

.....

β ’β β ’’

βPSfrag replaements (k-2)
Ennek eredményeként a hullámfüggvény monodrómiáját az egyes koordinátákban a következ®ún. transzfer mátrixok jellemzik:

TA (θA, θB, . . . , θN )a′b′...n′

ab...n = SAB (θA − θB)αb′

ab SAC (θA − θC)α
′′c′

αc . . . SAN (θA − θN )a
′n′

α(k−2)n

TB (θA, θB, . . . , θN )a′b′...n′

ab...n = SBC (θB − θC)βc′

bc SBD (θB − θD)β′′d′

βd . . . SBA (θB − θA)b′a′

β(k−2)a

etc. (5.2)



5.1. Bethe-Yang egyenletek 33A konzisztenia feltétele az, hogy ezek a mátrixok egymással felseréljenek; ezt az egzakt S mátrixelméletben ismert Yang-Baxter egyenlet (C.5), valamint (5.1) biztosítja. Következésképpen ezeka mátrixok egyszerre diagonalizálhatók: szimultán sajátértékeiket jelölje t(i)A (θA, θB , . . . , θN ),
t
(i)
B (θA, θB, . . . , θN ),. . . , t(i)N (θA, θB , . . . , θN ), ahol i a közös sajátvektorokat indexeli. Az i-ediksajátvektornak megfelel® állapotban megengedett rapiditásokat a következ® egyenletek megol-dása adja:

t
(i)
A (θA, θB , . . . , θN ) eimAL sinh θA = ηABηAC . . . ηAN (5.3)
t
(i)
B (θA, θB , . . . , θN ) eimBL sinh θB = ηBC . . . ηBNηBA...és ezen egyenletek megoldásának ismeretében az állapot energiája

mA cosh θA +mB cosh θB + · · · +mN cosh θNA (5.3) logaritmusát véve az
mjL sinh(θj) − i log t

(i)
j (θ1, . . . , θk) = 2πIj , j = 1, . . . , k (5.4)egyenleteket kapjuk, ahol Ij ∈ Z + δj az ún. Bethe kvantumszámok, amelyek δj törtrészeit az

η faktorok fázisa rögzíti. Ilyen módon egy sokrészeske állapotot a sajátvektor i indexével ésaz I1 , . . . , Ik kvantumszámokkal jelölhetünk meg, általában egyértelm¶ módon, feltéve, hogy alogaritmus ágát konzisztensen választjuk meg.5.1.2. Sokrészeske állapotok végesméret korrekiói kink elméletekbenAmennyiben a gerjesztések nem a hagyományos sokrészeske állapotokba, hanem ún. kinkállapotokba szervezhet®k (ld. C.1.5), akkor a fenti transzfer mátrix megfogalmazást ennek meg-felel®en általánosítani kell. Az egyszer¶ség kedvéért most sak egyetlen, m tömeg¶ kink multip-lettet teszünk fel, mivel a kés®bbiekben úgyis sak ilyen alkalmazás fordul majd el®. Periodikushatárfeltételek mellett egy N -kink állapot
|Ka1a2(θ1)Ka2a3(θ2) . . . Kanan+1(θn)〉eleget kell tegyen az a1 = an+1 feltételnek. Elvégezve az el®z®ekben ismertetett monodrómiam¶veletet a k-adik kinkre, a következ® amplitúdót kapjuk a többi kinken való szórásra [KM92℄:

Tk (θ1, . . . , θn)b1b2...bn
a1a2...an

= δ
bk+1
ak

∏

j 6=k

S
aj+1bj+1

bjaj
(θk − θj)ahol an+1 ≡ a1 és bn+1 ≡ b1, és az ismétl®d® indexekre itt nem értünk összegzést. Ezzel ahullámfüggvény periodiitásának feltétele a következ®képpen írható:

eimL sinh θkTk (θ1, . . . , θn)b1b2...bn
a1a2...an

ψa1a2...an = (−1)Fψb1b2...bn , k = 1, . . . , nahol (−1)F a kinkek relatív statisztikájától függ® fermion-szám faktor, és az ismétl®d® indexekreezúttal összegzés áll fenn. Az el®z®ekben tárgyaltakhoz hasonlóan a Tk transzfer mátrixok iskommutálnak1, így szimultán diagonalizálhatók; legyenek a közös sajátvektoraik ψ(i) a1a2...an ,az ezekhez tartozó sajátértékeik λ
(i)
k (θ1, . . . , θN ) . Ekkor a rapiditásokra vonatkozó kvantálásifeltételek:

eimL sinh θkλ
(i)
k (θ1, . . . , θn) = (−1)F , k = 1, . . . , nés az állapot energiáját

m

n∑

k=1

cosh θkadja meg.1 Ez a (C.16) és (C.20) alatti tulajdonságok következménye.



34 5. Egzakt módszerek integrálható kvantumtérelméletekben5.2. Termodinamikai Bethe AnsatzA termodinamikai Bethe Ansatz módszerét el®ször A. B. Zamolodhikov alkalmazta 1 + 1dimenziós integrálható kvantumtérelméletek leírására [Zam90℄. A módszernek mára kiterjedtirodalma van, de a jelen dolgozatnak nem élja a részletes tárgyalás, ezért sak olyan mélységbenismertetem, amennyire a kés®bbiek megértéséhez szükséges.A következ®kben ezért a diagonális szórás esetére szorítkozom. Tételezzük fel, hogy az elméletspektruma az A1,. . . ,An részeskéket tartalmazza, nemdegeneráltm1,. . . ,mn tömegekkel. Legyenaz Ai (θ1) és Aj (θ2) részeskék egymáson szóródásakor fellép® S mátrix amplitúdó Sij (θ1 − θ2)(amit ismertnek tételezünk fel). Ekkor a véges L térfogatban a vákuum energiáját a
E0(L) = −

n∑

i=1

mi

∫ ∞

−∞

dθ

2π
cosh θ log

(
1 + e−ǫi(θ)

)alakban állíthatjuk el®, ahol az ǫi(θ) ún. pszeudoenergia függvények a
ǫi(θ) = miL cosh θ −

n∑

j=1

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
φij(θ − θ′) log

(
1 + e−ǫj(θ′)

)termodinamikai Bethe Ansatz (TBA) egyenletek megoldásai ahol a φij magfüggvények az Sijamplitúdók logaritmikus deriváltjai:
φij(θ) = −i d

dθ
logSij(θ)A fenti egyenletek leszármaztatását ld. Zamolodhikov idézett ikkében.A TBA egyenleteket Bazhanov, Lukyanov és Zamolodhikov [BLZ97℄, valamint t®lük füg-getlenül Dorey és Tateo terjesztette ki tetsz®leges gerjesztett állapot leírására [DT96, DT98℄.Az irodalomban a TBA módszert számos nemdiagonális szóráselméletre is sikerült kiterjeszteni,azonban a hivatkozások nagy száma miatt ezek felsorolásától most eltekintek.Fontos hangsúlyozni, hogy a módszer az egzakt energiaszinteket állítja el®, az el®z®ekbenismertetett Bethe-Yang egyenletekkel szemben az 1/L-ben nem analitikus végesméret korrek-iókat is teljes mértékben �gyelembe veszi. Ezt számos más megközelítéssel, többek között aLüsher-féle (2.1 alatt ismertetett) formulákkal, a TCSA módszerrel és a következ®ekben ismerte-tend® Destri-de Vega egyenletekkel való összevetésben is igazolták. A TBA segítségével módszeradható a (4.7)-ban szerepl® κ tömegrés konstans és a (4.9) alatti B univerzális vákuumenergiakonstans egzakt kiszámítására integrálható kvantumtérelméletekben [Zam90℄.



6. Destri-de Vega egyenletekAz ebben a fejezetben tárgyaltak tulajdonképpen az el®z®ek szerves folytatását jelentik: avéges térfogatbeli spektrum egzakt leírásának egy másik módszerér®l lesz szó, amit eredetilegDestri és de Vega javasolt [DdV92, DdV95℄. A módszer az ún. XXZ modell fénykúp-rás válto-zatából indul ki [DdV87℄, ami a sine-Gordon/tömeges Thirring kvantumtérelmélet integrálhatóregularizáiója térid® ráson1. Hasonló megközelítést alkalmazott Klümper, Bathelor és Pearea kondenzált anyagok �zikájának keretében [KP91, KBP91℄. Az eredeti változatában sak azalapállapotot leíró egyenletet írták fel, de nem sokkal kés®bb Fioravanti és munkatársai származ-tatták a megfelel® egyenleteket bizonyos egyszer¶ (sak azonos töltés¶ szolitonokat tartalmazóún. multiszoliton) gerjesztett állapotokra [FMQR97℄. Ezt követ®en Destri és de Vega vizsgáltaaz általános gerjesztett állapotokat leírását [DdV97℄, bár munkájukat számos pontatlanság jel-lemezte, aminek következtében a kvantumtérelmélettel való viszonya, legf®képpen az ultraibolya�xpont és a lokalitás kérdései tisztázatlanok maradtak.Pontosan ezen problémák motiválták a sonkolt konform állapottér módszer (TCSA) 4.2.2alatt vázolt továbbfejlesztését, amelynek segítségével el®ször sikerült a multiszoliton állapo-tok kvantálása és a lokalitás közti viszonyt tisztázni Feveratival és Ravaninival együttm¶ködve[FRT98b℄. Erre az eredményre építve megadtuk a Destri-de Vega (továbbiakban DdV) egyenletkorrekt alakját és származtatását a rás regularizáióból származó tetsz®leges gerjesztett álla-potra, az eredményt a TCSA-val összevetve is alátámasztottuk, és részletes leírását adtuk azinfravörös és ultraibolya aszimptotikus viselkedésnek [FRT00℄.A rás regularizáió sak olyan állapotokat ír le, amelyeknek topológiai töltése páros. Azonbanészrevettük, hogy a páratlan állapotokra az egyenlet egyszer¶ módon kiterjeszthet® [FRT98a℄ ésezzel sikerült megadnunk a pontos összefüggést a lokális algebra (B.27) szerinti bozonikus/fermionikusalakja és a kiterjesztett DdV egyenlet által leírt szektorok között. A lélegz® állapotokat pedig[FRT00℄-ban vizsgáltuk meg, ahol egyben megadtuk a minimálmodellek Φ1,3 perturbáiójánakleírását is, amelyek a sine-Gordon modell restrikiójaként állnak el® [Smi89, RS90℄.Megjegyzem, hogy a Destri-de Vega egyenlet volt az els® olyan megközelítés, amely képesvolt a sine-Gordon modell teljes véges térfogatbeli spektrumának egzakt leírására, a gerjesztettállapotokat is beleértve. Balog János és Heged¶s Árpád [BH04b℄ munkájának eredményekéntma már ismert a megfelel® termodinamikai Bethe Ansatz leírás is, amelynek helyességét éppenaz ebben a fejezetben ismertetett eredményekkel való összevetésben igazolták. Ugyansak BalogJános és munkatársai nevéhez köt®dik a páratlan topológiai töltés¶ állapotokra vonatkozó kiter-jesztett egyenlet által a véges térfogatbeli tömegrésre adott egzakt jóslat összevetése perturbatívés rástérelméleti számításokkal [BKKW03, BKKW04℄.A sine-Gordon modellt és a hozzá tartozó minimálmodelleket leíró eredeti DdV egyenletaz a(1)
1 Ka-Moody algebrához rendelhet®. Ennek az egyenletnek egy ADE kiterjesztését vá-kuumállapotra Mariottini adta meg [Mar96℄, P. Zinn-Justin [ZJ98℄ pedig felírta a gerjesztettállapotokhoz tartozó egyenleteket. Az a(2)

2 esetre (az ún. Zhiber-Mikhailov-Shabat modellre) ésa minimálmodellek ennek restrikiójaként el®álló Φ1,2/Φ2,1/Φ1,5 perturbáióira Dorey és Tateoadták meg a vákuum állapotot leíró egyenletet [DT00℄. A Destri-de Vega egyenleteket kiter-jesztették σ-modellekre [Heg05℄, a szuperszimmetrikus sine-Gordon modellre [Dun03, HRS07℄,illetve az ún. SS modellre [Heg04℄; az itt tárgyalt munkánkból kiindulva számos eredmény1 Ezt az idézett ikkben egy olyan fermion operátor mez® konstrukiójával igazolták, ami kielégíti a tömegesThirring fermion mez®re vonatkozó (kvantumos) mozgásegyenleteket.
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U

U
2Ν

+

-

t

t+a/2

t+a

α α 31 4α2α α6.1. ábra. Fénykúp rás 1 + 1 dimenzióbanszületett peremes kvantumtérelméletekre [AN04, ABR04, ABN+05, ANS06℄, illetve Feverati ésmunkatársai sikerrel alkalmazták a húrelméleti AdS/CFT korrespondenia keretében operátorokanomális dimenzióinak kiszámítására [FFGR06℄.A Destri-de Vega egyenlet lényeges szerepet játszik a közönséges di�ereniálegyenletek ésa Bethe Ansatz közötti, Dorey és Tateo által felfedezett összefüggésben is (�ODE/IM�, azaz�Ordinary Di�erential Equations/Integrable Models� korrespondenia) [DT99℄, ennek részletestárgyalásától, vagy akár sak a kiterjedt irodalom idézését®l itt most eltekintek, a legfrissebbösszefoglaló munka [DDT04℄.6.1. A DdV egyenlet származtatása6.1.1. Fénykúp rás regularizáióEbben az alfejezetben a tömeges Thirring modell Destri és de Vega által bevezetett fénykúprás regularizáióját ismertetem (a részletek tekintetében ld. [DdV87℄). Tekintsük az 1 + 1dimenziós Minkowski térid® egy diszkretizáióját a fénykúp irányok mentén, a (diagonális) rá-sállandóval. A térid® geometriája legyen egy henger, L = Na kerülettel, ahol N a ráspontokszáma a térszer¶ irányban (6.1 ábra). Ezen a ráson egy inhomogén 6-vertex modellt de�niálunka következ®képpen. A jobb/bal élek mentén Θ, illetve −Θ rapiditású supasz részeskék propa-gáljanak, amelyek egy részeske-antirészeske dublettet alkotnak, ±1 töltéssel. A ráspontokbanezek a részeskék egymáson szóródnak, és eközben a töltés megmarad. A szórási amplitúdókataz ún. 6-vertex R-mátrix elemei adják:
R++

++ (θ) = R−−
−− (θ) =

sinh γ
π (iπ − θ)

sinh γ
π (iπ + θ)

R+−
+− (θ) = R−+

−+ (θ) =
i sin γ

sinh γ
π (iπ + θ)

R+−
−+ (θ) = R−+

+− (θ) =
sinh γ

πθ

sinh γ
π (iπ + θ)Egy S megmaradó töltést de�niálhatunk úgy, hogy egy adott id®pillanatban összeadjuk a lin-kekhez rendelt ±1 töltéseket, és az összeget osztjuk kett®vel.A fénykúp irányok menti id®fejleszt® operátorok de�niálják a H Hamilton és a P impulzusoperátort:

U± = e−i a
2
(H±P )Bevezetve a

t(N)(θ, {Θi}i=1,...,N )α1,...,αN

β1,...,βN
=

∑

a1,...,aN

Ra2β1
a1α1

(θ − Θ1) . . . R
a1βN
aN αN

(θ − ΘN ) (6.1)



6.1. A DdV egyenlet származtatása 37ún. inhomogén transzfer mátrixot, Θi = (−1)i+1Θ választásával egyszer¶en látható, hogy
UL = t(N)(+Θ, {λi})
U−1

R = t(N)(−Θ, {λi})A (6.1) transzfer mátrixok egymással a θ minden értékére felserélnek (rögzített Θi mellett), ésegy ún. inhomogén XXZ spinlánot de�niálnak, amelynek spektruma az algebrai Bethe Ansatzkeretében a következ® Bethe egyenletek megoldásával állíthatók el®:
(

sinh γ
π

[
θj + Θ + iπ

2

]
sinh γ

π

[
θj − Θ + iπ

2

]

sinh γ
π

[
θj + Θ − iπ

2

]
sinh γ

π

[
θj − Θ − iπ

2

]
)N

= −
M∏

k=1

sinh γ
π [θj − θk + iπ]

sinh γ
π [θj − θk − iπ]

(6.2)ahol θi , i = 1, . . . ,M ≤ N az ún. Bethe gyökök. A fenti egyenleteket ezekre mint ismeretlenekrekell megoldani, minden egyes megoldásához a spektrum egy állapota tartozik, amelynek energiájaés impulzusa a következ®képpen adódik:
eia(E±P )/2 = (−1)M

M∏

j=1

sinh γ
π

[
Θ ± θj + iπ

2

]

sinh γ
π

[
Θ ± θj − iπ

2

] +O(1) (6.3)Az XXZ leírásban az S töltés nem más, mint az állapot spinjének harmadik komponens, ami egy
M gyökkel leírt Bethe állapotban éppen

S = N −M6.1.2. A számláló függvény és a Bethe gyökök osztályozásaAz ún. számláló függvényt
ZN (θ) = N [φ1/2(θ + Θ) + φ1/2(θ − Θ)] −

M∑

j=1

φ1(θ − θk) (6.4)
φν(θ) = i log

sinh γ
π (iπν + θ)

sinh γ
π (iπν − θ)de�niálja, ahol (ahogy a továbbiakban mindig) a logaritmus függvény ágát az

−π < ℑm log z ≤ πkonvenióval rögzítjük, aminek megfelel®en a vágást a negatív valós tengely mentén vesszük fel.Ennek segítségével a Bethe egyenletek átírhatók a
ZN (θj) = 2πIj , Ij ∈ Z +

1 + δ

2
, (6.5)alakba, ahol δ = M mod 2 = 0 vagy 1. A Bethe egyenletek periodiitása miatt elegend® a

|ℑmθ| ≤ π2

2γtartományra korlátozódni.A (6.2) Bethe Ansatzról a következ® tények ismertek:1. A gyökök száma sak M ≤ N lehet. Az alapállapotban M = N és valamennyi gyök valós.2. Gerjesztett állapotokban lehetnek olyan hj pontok a valós egyenesen, amelyekre
eiZN (hj) = (−1)δ+1de nem tartoznak a gyökök közé. Ezeket lyukaknak nevezzük, és számukat NH -val jelöljük.Megmutatható, hogy ezek száma mindig sak páros lehet.



38 6. Destri-de Vega egyenletek3. A gerjesztett állapotokban el®fordulhatnak komplex gyökök, amelyek két osztályba sorolha-tók:a) közeli gyökök cj , j = 1, ...,MC , amelyekre
|ℑm cj | < πmin

(
1,
π

γ
− 1

)b) távoli gyökök wj, j = 1, ...,MW , amelyekre πmin
(
1, π

γ − 1
)
< |ℑmwj| ≤ π2

2γ4. A komplex gyökök mindig komplex konjugált párokban jelennek meg� kivéve azokat a távoligyököket, amelyekre
ℑmwj =

π2

2γmivel ezek a periodiitás miatt önkonjugáltak.
ZN (θ) a valós tengelyen valós, korlátos és folytonos, így bármilyen Ij-re, ami ZN (θ) minimuma ésmaximuma közé esik (6.5) rendelkezik legalább egy megoldással, ami lehet valós gyök vagy lyuk.A valós x megoldásokat normálisnak nevezzük, ha Z ′

N
(x) > 0 és speiálisnak, ha Z ′

N
(x) < 0.Ha y speiális, akkor a hozzátartozó I kvantumszám degenerált, azaz létezik legalább még egymásik x valós megoldás ugyanazzal a kvantumszámmal:

ZN (y) = 2πI = ZN (x) , y 6= xEz annak a következménye, hogy ZN (θ) (ha N elég nagy) mindig �globálisan növekv®� (azazsak véges sok, külön-külön véges hosszúságú intervallumon sökkenhet). Ebb®l az is világos,hogy egy adott I kvantumszámhoz mindig páratlan sok megoldás tartozik.6.1.3. A DdV egyenlet a ráson és a kontinuum határesetA számlálófüggvényt átírhatjuk a következ® alakba:
ZN (θ) = N [φ1/2(θ + Θ) + φ1/2(θ − Θ)] −

MR+NH∑

j=1

φ1(θ − xj) +

NH∑

j=1

φ1(θ − hj) (6.6)
+

MC∑

j=1

φ1(θ − cj) +

MW∑

j=1

φ1(θ − wj)ahol xj az összes olyan hely a valós egyenesen, amire a (6.5) kvantálási feltétel teljesül (valósgyökök és lyukak együtt). A
R±

δ (θ) =
(−1)δe±iZN (θ)(±i)Z ′

N
(θ)

1 + (−1)δe±iZN (θ)függvények azzal a tulajdonsággal rendelkeznek, hogy pontosan azokban a pontokban van pólusa(egységnyi reziduummal), amelyek eleget tesznek a (6.5) kvantálási feltételnek. Naívan R±
δ (θ)éppen a

log
(
1 + (−1)δe±iZN (θ)

)deriváltja, de óvatosan kell eljárni a logaritmus függvény ágainak megválasztásánál. Destri ésde Vega a gerjesztett állapotokra vonatkozó levezetésében [DdV97℄ pontosan itt követ el hibát,emiatt a δ = 1 esetre náluk nem a korrekt integrálegyenlet adódott.Maga a levezetés ötlete egyszer¶: használjuk fel a Cauhy-féle reziduum tételt a következ®alakban
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Γ

η

η

+

−

6.2. ábra. A Γ kontúr. A keresztek a gyököket, az üres körök a lyukakat szemléltetik.
MR+NH∑

k=1

φ′1(θ − xk) =

∮

Γ

dρ

2πi
φ′1(θ − ρ)R+

δ (ρ)ahol a Γ görbét a 6.2 ábra mutatja. Γ-tól megköveteljük, hogy a −η− ≤ ℑmθ ≤ η+ sávbanlegyen, ahol
0 < η+, η− ≤ π

2
min{1, λ−1, |ℑm ck| , k = 1, ...,MC}vagyis a sáv belsejében ne legyenek komplex gyökök. Minden további nélkül választható η+ =

η− = η, és Γ a sáv határát alkotó két egyenesbe deformálható (a végtelenben φ′γ elt¶nik).Az alsó kontúron
R+

δ (θ) −R−
δ (θ) = −iZ ′

N (θ)segítségével átalakítjuk az integrált a következ®képpen:
∫ ∞

−∞

dρ

2πi
φ′1(θ − ρ+ iη)R+

δ (ρ− iη) =

∫ ∞

−∞

dρ

2πi
φ′1(θ − ρ+ iη)R−

δ (ρ− iη)

−
∫ ∞

−∞

dρ

2π
φ′1(θ − ρ+ iη)Z ′

N (ρ− iη)A második tagban η = 0-t helyettesíthetünk, és bevezetjük a K konvolúiós operátort a követ-kez®képpen
(K ∗ Z ′

N )(θ) =

∫ ∞

−∞

dρ

2π
φ′1(θ − ρ)Z ′

N (ρ)kapjuk, hogy
(1 +K) ∗ Z ′

N (θ) = N [φ′1/2(θ + Θ) + φ′1/2(θ − Θ)] +

NH∑

j=1

φ′1(θ − hk) +

MC∑

j=1

φ′1(θ − cj) (6.7)
+

MW∑

j=1

φ′1(θ − wj) − i

∫ ∞

−∞

dρ

2π
φ′1(θ − ρ− iη)R+

δ (ρ+ iη)

+i

∫ ∞

−∞

dρ

2π
φ′1(θ − ρ+ iη)R−

δ (ρ− iη)Az 1 +K konvolúiós operátor inverzével beszorozva, bevezetjük a
G(θ) =

1

2π

(
(1 −K)−1 ∗ φ′1

)
(θ)függvényt, amely Fourier transzformáió segítségével expliiten kiszámítható:

G(θ) =
1

2π

+∞∫

−∞

dk ei
γ
π

kθ sinh(π
2 − γ)k

2 sinh (π−γ)k
2 cosh γk

2

(6.8)



40 6. Destri-de Vega egyenletekEzzel a következ® eredmény adódik:
Z ′

N
(θ) = N

[
1

cosh (θ − Θ)
+

1

cosh (θ + Θ)

]
+

NH∑

i=1

G(θ − hi) −
MC∑

i=1

G(θ − ci) (6.9)
−

MW∑

i=1

GII(θ − wi) − i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ− iη)R+

δ (ρ− iη)

+i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ+ iη)R−

δ (ρ− iη)ahol és GII a G függvény ún. második determináiója2. Tetsz®leges f(θ) függvény másodikdetermináióját a következ®képpen de�niáljuk:
fII(θ) =

{
f(θ) + f (θ − iπsign (ℑmθ)) , 0 < γ < π/2

f(θ) − f
(
θ − iπγ (π − γ)sign (ℑmθ)

)
, π/2 < γ < π

(6.10)Most átírjuk az R±
δ függvényeket

log
[
1 + (−1)δe±iZN (x±iη)

]deriváltjaként, de óvatosan kell eljárnunk, mert a speiális gyökök/lyukak melletti integrálássorán a logaritmus függvény argumentuma áthalad a vágáson. Amennyiben Z ′
N (x) > 0, akkorelegend®en kis η értéket választva

∣∣∣e±iZN (x±iη)
∣∣∣ ∼

∣∣∣e±iZN (x)e−Z′
N (x)η

∣∣∣ < 1és a logaritmus argumentuma nem kerül a negatív valós féltengelyen lév® vágásra; ellenkez®esetben a vágáson bekövetkez® ugrást is �gyelembe kell venni. Ezzel a következ® eredményrejutunk [FRT00℄:
Z ′

N (θ) = N

[
1

cosh (θ − Θ)
+

1

cosh (θ + Θ)

]
+

NH∑

i=1

2πG(θ − hi) −
MC∑

i=1

2πG(θ − ci) (6.11)
−

MW∑

i=1

2πGII(θ − wi) −
NS∑

i=1

4πG(θ − yk)

−i
∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ− iη)

d

dρ
log
[
1 + (−1)δeiZN (ρ+iη)

]

+i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ+ iη)

d

dρ
log
[
1 + (−1)δe−iZN (ρ−iη)

]ahol yk a speiális lyukak/gyökök helyeit jelöli a valós tengelyen (a lyukak esetén ezt úgy ért-jük, hogy ugyanezek a pozíiók szerepelnek a hi felsorolásban is), és a hozzájuk tartozó tag alogaritmus ugrásának járuléka. Ezt az egyenletet integrálva adódik:
ZN (θ) = 2N arctan

sinh θ

cosh Θ
+

NH∑

i=1

χ(θ − hi) −
MC∑

i=1

χ(θ − ci) −
MW∑

i=1

χII(θ −wi) (6.12)
−

NS∑

i=1

2χ(θ − yk) − i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ− iη) log

[
1 + (−1)δeiZN (ρ+iη)

]

+i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ+ iη) log

[
1 + (−1)δe−iZN (ρ−iη)

]
+ C2 A távoli gyökök esetén a konvolúióban analitikusan folytatni kell a kontúr eltolásával a φ′

1 valós tengelyhezlegközelebbi pólusán át, ennek járuléka eredményezi GII megjelenését.
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χ(θ) = 2π

θ∫

0

dxG(x) (6.13)
=

∞∫

−∞

dk

ik
eikθ sinh π(1−λ)k

2λ

2 sinh πk
2λ cosh πk

2

ahol λ =
γ

π − γ
(6.14)A C integráiós állandót úgy határozhatjuk meg, ha ZN (θ) (6.4)-b®l adódó aszimptotikus vi-selkedését összevetjük azzal, amit (6.12)-b®l kapunk. Ebb®l kiderül, hogy C 2π egész számútöbbszöröse, amit nyugodtan elhagyhatunk, mert ez mindössze azt jelenti, hogy át kell de�niál-nunk az Ij Bethe kvantumszámokat (mégpedig éppen C

2π levonásával).A kontinuum határeset úgy adódik, hogy a→ 0 és N → ∞, miközben az L = Na térfogatotrögzítve tartjuk. A renormált tömegskála
M = 4a−1e−Θamit a kontinuum határesetben ugyansak rögzítünk. Ennek eredményeképpen a kontinuumhatáresetben N → ∞, miközben a következ® reláió áll fenn [DdV92℄:
Θ = log

4N

MLDe�niáljuk a kontinuum számlálófüggvényt a következ®képpen:
Z(θ) = lim

N →∞
ZN (θ)Itt fontos észrevenni, hogy az eredeti (6.2) Bethe Ansatz egyenleteken ez a határátmenet nemvégezhet® el, mivel azok sak N véges értékére de�niáltak. Azonban a számlálófüggvénnyelfelírt (6.12) integrálegyenlet már jól de�niált marad. Azok az állapotok, amelyek ebben a ha-tárátmenetben értelmesek maradnak, úgy kaphatók meg, hogy egyben a valós gyökök számávalis végtelenhez tartunk, és a vákuumállapottól való eltérést megadó lyukak és komplex gyökökszámát tekintjük rögzítettnek. A Θ → ∞ azt jelenti, hogy a supasz részeskék rapiditása isvégtelenhez tart, ami egyenérték¶ azzal, hogy nyugalmi tömegük zérussá válik.Ekkor

Z(θ) = l sinh θ + g(θ|θj) − i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ− iη) log

[
1 + (−1)δeiZ(ρ+iη)

] (6.15)
+i

∫ ∞

−∞
dρG(θ − ρ+ iη) log

[
1 + (−1)δe−iZ(ρ−iη)

]ahol l = ML a dimenziótlanított térfogat, g(θ|θj) az ún. forrástag
g(θ|θj) =

NH∑

k=1

χ(θ − hk) − 2

NS∑

k=1

χ(θ − yk) −
MC∑

k=1

χ(θ − ck) −
MW∑

k=1

χII(θ − wk)A forrástagban szerepl® hj , cj , yj és wj pozíiókat a (6.5) kvantálási feltételek rögzítik, ahol atávoli gyökök esetén Z helyére a lentebb megadott ZII második determináiót kell helyettesíteni.



42 6. Destri-de Vega egyenletekAz energia és impulzus (6.3) kifejezését hasonló reziduum trükkel integrál alakba írhatjuk, ésa kontinuum határátmenet elvégzése után a következ® adódik:
E − Ebulk = M

(
NH∑

k=1

cosh(hk) − 2

NS∑

k=1

cosh(yk) −
MC∑

k=1

cosh(ck)

) (6.16)
+M

MW∑

k=1

coshII(wk) +M 2ℑm
∫ ∞

−∞

dρ

2π
sinh(ρ+ iη) log

[
1 + (−1)δeiZ(ρ+iη)

]

P = M

(
NH∑

k=1

sinh(hk) − 2

NS∑

k=1

sinh(yk) −
MC∑

k=1

sinh(ck) +

MW∑

k=1

sinhII(wk)

) (6.17)
+M 2ℑm

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh(ρ+ iη) log

[
1 + (−1)δeiZ(ρ+iη)

]ahol az energiából levontam a (kontinuum határesetben divergens) L-ben lineáris ún. �bulk�tagot.A (6.15) egyenlet a számlálófüggvényt sak az
|ℑmθ| < πmin

(
1,
π

γ
− 1

) (6.18)els®dleges analitiitási tartományban állítja el®, ezt a Z els® determináiójának nevezzük. Azezen kívüli tartományra G szingularitásai miatt analitikus folytatással lehet meghatározni, azeredmény a Z függvény második determináiója, ami
ZII(θ) = l(sinh θ)II + gII(θ|θj) − i

∫ ∞

−∞
dρGII(θ − ρ− iη) log

[
1 + (−1)δeiZ(ρ+iη)

](6.19)
+i

∫ ∞

−∞
dρGII(θ − ρ+ iη) log

[
1 + (−1)δe−iZ(ρ−iη)

]alakban állítható el®.Ahhoz, hogy egy állapot energiáját mint L függvényét meghatározzuk, inputként ismerni kella lyukak, közeli és távoli gyökök számát, és el® kell írni a hozzájuk tartozó Bethe kvantumszámo-kat. A speiális gyökök/lyukak megadása nem szükséges, mivel elég nagy l-re Z viselkedését az
l cosh θ tag dominálja ((6.15) integráltagja exponeniálisan kisi), ezért ekkor Z mindig monotonnövekszik, és speiális gyökök/lyukak nem fordulnak el®. Ezután (legalábbis elvileg) mindösszeannyit kell tenni, hogy l-et fokozatosan sökkentve �gyelni kell, hogy Z ′(θ) mikor vált el®jeletvalamelyik valós gyök/lyuk pozíiójánál és ennek megfelel®en kell bevezetni a speiális forrásta-gokat. Magukat az egyenleteket általában rendkívül gyorsan meg lehet oldani numerikusan egyolyan iteratív módszerrel, ami egyszerre iterál Z-re és a forrástagot meghatározó hj , cj , yj és wjpozíiókra3.Végezetül megemlítjük, hogy a ZN függvény aszimptotikus értékeit megvizsgálva összefüggéstlehet találni a lyukak, komplex gyökök és speiális források száma, valamint az állapot spinjeközött, ami a kontinuum határesetben a következ® alakot ölti [DdV97℄:

NH − 2NS = 2S +MC + 2ϑ(π − 2γ)MW (6.20)ahol
ϑ(x) =

{
1 x ≥ 0

0 x < 0Ezt számláló egyenletnek nevezzük.3 Mindmáig megoldatlan probléma egy konvergens iteráiós eljárás kifejlesztése arra az esetre, ha speiálisforrások is jelen vannak.



6.2. Nagy térfogat (infravörös) határeset 436.2. Nagy térfogat (infravörös) határesetA nagy térfogatú határesetben azt várjuk, hogy a véges térfogatú spektrumot leíró egyenle-tek átmennek az (5.4) Bethe-Yang egyenletekbe. Ez így is van, mivel l → ∞ esetén a (6.15)egyenletben szerepl® konvolúiós tag O (e−l
) és ezért elhagyható.6.2.1. Csak lyukakat tartalmazó állapotokEkkor nagy l-re

Z(θ) = l sinh θ +

NH∑

j=1

χ(θ − hj) , Z(hj) = 2πIj (6.21)
E − Ebulk = M

NH∑

j=1

cosh hj

P = M

NH∑

j=1

sinhhjadódik. Ugyanakkor
χ(θ) = −i log S++

++(θ) (6.22)ahol S++
++(θ) a sine-Gordon elmélet (C.11) alatt felírt szoliton-szoliton szórási amplitúdója, és azitt de�niált λ paraméter éppen egybeesik a sine-Gordon modellnél hasonlóképpen jelölt mennyi-séggel. Ennek megfelel®en feltehetjük, hogy a kontinuum térelmélet a sine-Gordon modell,és ebben az esetben (6.21) a sak szolitonokat (vagy antiszolitonokat) tartalmazó állapotokBethe-Yang leírását adja, a lyukak hj pozíiói éppen a részeskék rapiditásának, azM tömegskálapedig a szoliton tömegének feleltethet® meg. Ezenfelül pedig a teljes spin kétszerese a topológiaitöltéssel azonosítható:

Q = 2S6.2.2. Semleges kétrészeske állapotokA semleges ss̄ állapotok a hullámfüggvény paritása alapján egy (ss̄)+ szimmetrikus és egy
(ss̄)− antiszimmetrikus komponensre bonthatók. A Bethe-Yang transzfer mátrix azonos az Smátrix következ® 2 × 2-es blokkjával:

(
S+−

+− (θ1 − θ2) S+−
−+ (θ1 − θ2)

S−+
+− (θ1 − θ2) S−+

−+ (θ1 − θ2)

)Ennek sajátértékei:
S+(θ) = −sinh

(
λ θ+iπ

2

)

sinh
(
λ θ−iπ

2

)S++
++(θ) (6.23)

S−(θ) =
cosh

(
λ θ+iπ

2

)

cosh
(
λ θ−iπ

2

)S++
++(θ)Az S+ amplitúdó pólusai a θ = iπ(1−2k/λ) , k = 1, 2, · · · < λ/2 a B2k páros index¶ lélegz®knek,míg az S− θ = iπ(1 − (2k + 1)/λ) , k = 1, 2, · · · < (λ − 1)/2 pólusai a B2k+1 páratlan index¶lélegz®knek felelnek meg.A következ®kben egyszer¶ség kedvéért feltesszük, hogy λ < 1, azaz (6.14) alapján 0 < γ <

π/2 (taszító tartomány). A (6.20) számláló egyenlet alapján a DdV egyenletnek ilyenkor kétolyan semleges (S = 0) megoldása van, amelyben nagy térfogaton két lyukat találunk.



44 6. Destri-de Vega egyenletek1. Két lyuk (h1,2) és egy komplex pár (ρ± iσ). A (6.12) infravörös határesete a következ® alakú:
Z(θ) = l sinh θ + χ(θ − h1) + χ(θ − h2) − χ(θ − ρ− iσ) − χ(θ − ρ+ iσ)

Z(h1,2) = 2πI1,2 , Z(ρ± iσ) = 2πI±cA (fels®) komplex gyök kvantálási feltétele expliiten
l sinh(ρ+ iσ) + χ(ρ+ iσ − h1) + χ(ρ+ iσ − h2) − χ(2iσ) = 2πI+

c (6.24)Ha l → ∞, az els® tagnak nagy imaginárius része lesz, amit a másik három tagnak kell kiejtenie,mivel I+
c valós. Ez sak úgy lehetséges, ha σ → π

2 mivel ekkor χ(2iσ) szingularitásához közelít(σ < π kell hogy legyen egy közeli párra, és λ < 1 esetén χ-nek nins más alkalmas szingularitása).Emlékezve arra, hogy
eiχ(θ) = S++

++(θ)és kihasználva azt a tényt, hogy S++
++(θ)-nak θ = iπ-ben els®rend¶ zérushelye, nagy l-re vezet®rendben a következ®nek kell teljesülni:

l cosh ρ+ ℜe logC
(
σ − π

2

)
= 0(ahol C egy számunkra érdektelen konstans). Innen

∣∣∣σ − π

2

∣∣∣ ∼ exp (−l cosh (ρ)) (6.25)vagyis a komplex gyök imaginárius része exponeniálisan gyorsan iπ2 -be tart.El®ször tegyük fel azt, hogy
σ =

π

2
− ǫ

0 < ǫ = O(e−l)Ekkor vezet® rendben a következ®t kapjuk a kvantálás feltétel valós részére
ℜeχ

(
ρ+ i

π

2
− iǫ− h1

)
+ ℜeχ

(
ρ+ i

π

2
− iǫ− h2

)
= 2πI+

c.Felhasználva a következ® azonosságot4
ξ (θ) ≡ ℜeχ

(
θ + i

π

2

)
= − i

2
log

sinhλ
(
iπ2 − θ

)

sinhλ
(
iπ2 + θ

)ahol ξ egy monoton korlátos függvény:
|ξ(θ)| ≤ |ξ(∞)| =

π(1 − λ)

2
, |ℑmθ| < π

2kapjuk, hogy
∣∣I±c
∣∣ <

∣∣∣∣
1 − λ

2

∣∣∣∣ <
1

2vagyis I±c = 0. Ekkor tehát a fenti állapot a (6.12) egyenlet δ = 1 esetében írja le az aszimptotikát(egész Bethe kvantumszámok). A ρ-ra vonatkozó egyenlet megoldása
ρ =

h1 + h2

2vagyis a komplex pár a két lyuk között félúton helyezkedik el.4 A logaritmus ágát ξ (0) = 0 és ξ folytonosság egyértelm¶en rögzíti.



6.2. Nagy térfogat (infravörös) határeset 45Ha ellenben
σ =

π

2
+ ǫ

0 < ǫ = O(e−l)akkor a
χ(θ) + χ(θ − iπ) = −i log sinhλ (iπ − θ)

sinhλθazonosságot felhasználva
l sinh(ρ+ iσ) + χ(ρ+ iσ − h1) + χ(ρ+ iσ − h2) + i log

sinλ (π − σ)

sinλσ
+ χ(2iσ − iπ) = 2πI+

Círható, és hasonló analízis után adódik, hogy
I±c = ∓1

2vagyis ez a δ = 0 esetben fennálló aszimptotikus megoldás. A
ρ =

h1 + h2

2
, σ = i

π

2aszimptotikus értékeket a lyukak kvantálási feltételebe helyettesítve adódik, hogy
Z(h1) = l sinh (h1) − i log S+(θ1 − θ2) = 2πI1

Z(h2) = l sinh (h2) − i log S+(θ1 − θ2) = 2πI2ahol S+(θ) a (6.23) alatt szerepl® els® sajátérték. Ezzel beláttuk, hogy a két lyuk és egy komplexpár alkotta állapot (a taszító tartományban) azonosítható a szimmetrikus szoliton-antiszolitonállapottal.A fenti következtetések a vonzó tartományban is érvényesek, mindaddig, amíg λ < 2. λ =
2-nél azonban a kon�guráió a (6.18) els®dleges analitiitási tartomány határába ütközik. Pon-tosan ekkor jelenik ebben a szórási satornában a B2 kötött állapot. Az (ss̄)+ állapot leírásáhozilyenkor a komplex gyökök egy bonyolultabb kon�guráiója válik szükségessé.Az (ss̄)− állapot a fentiekhez hasonló megfontolások alapján egy két lyukat és egy önkonjugáltgyököt tartalmazó kon�guráióval azonosítható, ha λ < 1. λ = 1-nél ebben a satornábanmegjelenik a B1 kötött állapot, és az (ss̄)− állapothoz egy másik kon�guráió tartozik.A taszító tartományban a távoli gyökök leírása a fentiekt®l némileg különbözik. Mivel λ <
1-re

sinhII θ = sinh θ + sinh(θ − iπ) = 0ezért a távoli gyökök esetén nins olyan exponeniális aszimptotika, amilyet fentebb láttunk.Azonban ebben a tartományban az összes komplex gyökre igaz, hogy sak lyukak jelenlétébenlétezhetnek, és kon�guráiójukat a lyukaké egyértelm¶en determinálja, azaz nem rendelhet® hoz-zájuk részeske rapiditás (mint a lyukak pozíiójához). Az energia és impulzus kifejezése mindig
E − Ebulk = M

NH∑

i=1

cosh hi +O(e−l)

P = M

NH∑

i=1

sinhhi +O(e−l)azaz energiát és impulzust sak a lyukak hordoznak, az általuk elfoglalt pozíiók adják megaz adott állapotban található szolitonok/antiszolitonok rapiditásait. A komplex gyökök szerepearra korlátozódik, hogy a sok-szoliton állapotok különböz® bels® kvantumszámokhoz tartozó(polarizáiós) állapotait megkülönböztessék egymástól.



46 6. Destri-de Vega egyenletek6.2.3. Infravörös határeset a vonzó tartománybanA vonzó tartományban (λ > 1 azaz 0 < γ < π/2)
sinhII(θ) = sinh θ − sinh

(
θ − iπ

λ

)nem t¶nik el a második determináió sávjában, így minden gyök, akár közeli, akár távoli, a Bethekvantumszámok valóssága miatt exponeniálisan gyorsan közelít egy aszimptotikus helyzethez,ha l → ∞. Az ugyanazon valós résszel rendelkez® gyökök esetén a kvantálási reláió imagináriusrészét megvizsgálva, a lehetséges kon�guráiók λ adott értékénél véges sok osztályba sorolhatók(ezek megegyeznek a Destri és de Vega által közvetlenül az XXZ Bethe Ansatzból származtatottosztályozással [DdV97℄):1. I típusú kon�guráiók: ezek mindig tartalmaznak egy vagy két közeli párt, és a szolitonállapotok polarizáiós szabadsági fokait írják le.a) Páratlan degenerált kon�guráiók : tartalmaznak egy önkonjugált gyököt a
θ0 = θ + i

π(λ+ 1)

2λpozíióban és komplex párokat a
θk = θ ± i

π(λ− 2k − 1)

2λ
, k = 0, . . . ,

[
λ

2

]pozíiókban (θ tetsz®leges valós szám lehet). Ezek felelnek meg a taszító tartománybanaz egy önkonjugált gyököt tartalmazó kon�guráiónak.b) Páros degenerált kon�guráiók: ezek sak komplex párokat tartalmaznak a
θk = θ ± i

π(λ− 2k)

2λ
, k = 0, . . . ,

[
λ

2

]pozíiókban, ezek felelnek meg a taszító tartományban az egy közeli párt tartalmazókon�guráiónak.) Nemdegenerált kon�guráiók: ezek mindig két közeli párt tartalmaznak, leírásukat ld.[DdV97℄. Ezek a taszító tartomány távoli párjainak vonzó tartománybeli megfelel®i, le-írásuktól most eltekintek, mivel ezeket nem fogjuk használni.2. II típusú kon�guráiók: ezek nem köt®dnek lyuk gerjesztésekhez, teljesen szabadon hozzáad-hatók tetsz®leges számban tetsz®leges állapothoz. Kizárólag távoli gyököket tartalmaznak5,és a lélegz®k leírását adják.a) Páratlan II típusú kon�guráiók: Mindig tartalmaznak egy önkonjugált gyököt
θ0 = θ + iπ(λ+ 1)/2λés távoli párokat

θk = θ ± i
π(λ− (2k + 1))

2λ
, k = 0, . . . , sahol

0 ≤ s ≤
[
λ

2

]
− 1lehet. Ezek a páratlan (B2s+1) lélegz®ket írják le, a θ valós rész éppen a lélegz® rapiditása.5 A (6.20) számláló egyenlet alapján látható, hogy a vonzó tartományban a távoli gyökök nem járulnak hozzáa topológiai töltéshez.



6.2. Nagy térfogat (infravörös) határeset 47b) Páros II típusú kon�guráiók: sak távoli párokat tartalmaznak
θk = θ ± i

π(λ− 2k)

2λ
, k = 0, . . . , sahol s ugyanabban a tartományban fut. Ezek a B2s+2 lélegz®t írják le.Látható, hogy λ sökkentésével a II típusú kon�guráiók szépen sorban I típusúvá alakulnak át(az el®z® I típusú kon�guráió pedig megsz¶nik). Ennek magyarázata egyszer¶: amikor λ éppenátlép egy egész értéket, a megfelel® lélegz® elt¶nik a spektrumból, azaz szétesik szolitonra ésantiszolitonra.Az infravörös határesetben a (6.16,6.17) egyenletekben elhanyagolhatjuk az integráltagot, éskiszámolhatjuk egy II típusú kon�guráió járulékát az energia-impulzushoz, amire

E = 2M sin
πk

2λ
cosh θ , p = 2M sin

πk

2λ
sinh θadódik, ahol k a kon�guráióban résztvev® komplex gyökök teljes száma és θ a közös valósrészük, ami pontosan megfelel egy θ rapiditású Bk lélegz® járulékának. Az I típusú kon�gurá-iók járuléka az infravörösben zérusnak adódik, ami konzisztens azzal, hogy ezeket a szolitonokpolarizáiójaként interpretáltuk.6.2.3.1. Lélegz®-szoliton szórásA Bethe kvantálási feltételek egy θ1 rapiditású szolitont (azaz lyukat) és egy θ2 rapiditású

Bn lélegz®t (vagyis egy n távoli gyökb®l álló II típusú kon�guráiót) tartalmazó állapotra akövetkez®k: egyrészt a lyukra
Z(θ1) = M sinh θ1 −

n∑

k=1

χII(θ1 − θ2 − iρk) = 2πI1ahol ρk a Bs kon�guráió gyökeinek (infravörösben rögzített) imaginárius részeit jelöli (felhasz-náltuk, hogy χ(0) = 0). Másrészt
χII(θ) =

{
gd(θ + iπ/2) + gd(θ − iπ/2 + iπ(1 + 1/λ)) , ℑmθ < −π/λ
gd(θ − iπ/2) + gd(θ + iπ/2 − iπ(1 + 1/λ)) , ℑmθ > π/λahol

gd(θ) = i log
sinh(iπ/4 + θ/2)

sinh(iπ/4 − θ/2)és a logaritmus ágát úgy választjuk meg, hogy gd(θ) folytonos és a valós tengelyen páratlanlegyen. Elemi algebrai átalakítások után
Z(θ1) = M sinh θ1 − i log Sn(θ1 − θ2) = 2πI1ahol Sn(θ1 − θ2) a (C.15) lélegz®-szoliton szórási amplitúdó.A lélegz®t alkotó gyökök kvantálási feltételeib®l is kiindulhatunk6:

ZII (θ2 + iρk) = M sinhII (θ2 + iρk) + χII(θ2 − θ1 + iρk) + . . . = 2πI
(k)
2 , k = 1, . . . , n (6.26)a . . . olyan tagokat jelöl, amik a következ® lépésben 2π egész számú többszörösei erejéig kiesnek.Ezeket az egyenleteket felösszegezve:

2M sin
nπ

2λ
sinh(θ2) − i log Sn(θ2 − θ1) = 2πI26 Mivel itt távoli gyökökr®l van szó, a kvantálási feltételt a Z függvény (6.19) alatti második determináiójávalkell felírni.



48 6. Destri-de Vega egyenletekahol I2 lényegében −∑
k

I
(k)
2 plusz az el®bb említett járulék, ami az expliiten ki nem írt tagokbóladódik.Hasonló módon lehet reprodukálni a lélegz®-lélegz® S-mátrixokat is, egy Bm és egy Bn kon�-guráiót véve kiindulásul, amelyeknél a gyökök imaginárius részei ρk illetve ρ′l. Ekkor a kvantálásifeltételekre a következ® adódik:

2M sin
nπ

2λ
sinh(θ1) −

m∑

k=1

n∑

l=1

(χII)II (θ1 − θ2 + iρk − iρ′l) = 2πI1

2M sin
mπ

2λ
sinh(θ2) −

m∑

k=1

n∑

l=1

(χII)II (θ2 − θ1 + iρ′l − iρk) = 2πI2ahol
(χII)II (θ) =

{
χII(θ) − χII(θ − iπ/λ) , ℑmθ < −π/λ
χII(θ) − χII(θ + iπ/λ) , ℑmθ > π/λElemi átalakításokkal

m∑

k=1

n∑

l=1

(χII)II (θ1 − θ2 + iρk − iρ′l) = −i log Sm,n(θ1 − θ2)ahol Sm,n a (C.14) lélegz®-lélegz® S mátrix.A szoliton-antiszoliton állapotokat két lyuk és egy I típusú degenerált kon�guráió írja le.Minden ilyen kon�guráió egy közeli párt tartalmaz, amivel az állapot Q = 2S topológiai töltése(6.20) alapján zérus. A komplex gyökök kon�guráiójára két választás tehet® aszerint: páratlanvagy páros, és a fent vázoltakhoz hasonló elemi számítással belátható, hogy a kvantálási feltételekpontosan reprodukálják a (6.23) alatti S± sajátértékeket.A fenti eredményeket Feveratival és Ravaninivel publikáltuk [FRT00℄.6.3. Kis térfogat (ultraibolya) határesetEbben a fejezetben a Feveratival és Ravaninivel írott [FRT99℄ ikk alapján a DdV egyenletultraibolya viselkedésének analízisét mutatom be. A módszer Destri és de Vega [DdV97℄ munká-ján alapul, de több ponton különbözik az eredetit®l. Egyfel®l a jelen esetben az integrálegyenletkorrekt alakjából indulunk ki, másfel®l pedig nem szorítjuk meg a δ kvantálási paramétert egy
δ = S mod 2feltétellel, amint azt Destri és de Vega teszi7, hanem értékét (ami 0 vagy 1 lehet) szabadonhagyjuk. Ezért itt felelevenítem a levezetés f® pontjait.Kis térfogatban az energiaszinteket az ultraibolya konform térelmélet adja meg, az energia ésaz impulzus (2.7,2.8) szerint:

E(L) =
2π

L

(
∆+ + ∆− − c

12

) (6.27)
P (L) =

2π

L
(∆+ − ∆−)Ezek szerint azokat a járulékokat kell összegy¶jteni, amelyek L→ 0-ra 1/L-ként viselkednek. Pl.egy lyuk által adott M coshh energiajárulék akkor ad ilyen tagot, ha

h = véges± log
2

l
(6.28)7 Ennek oka, hogy ®k a ráspontok számának felét megadó N paraméterre sak páros értéket engednek meg,így δ = M mod 2 és S = N − M pontosan erre a megszorításra vezet.
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Ω

Ω

+

−

Ζ +

θ

Ζ-log
l

2 2

l
log

Ζ -6.3. ábra. A Z függvény viselkedése kis l-reHasonló feltételek érvényesek a komplex gyökökre is.Ennek megfelel®en az (6.15) integrálegyenlet g(θ|θi) forrását meghatározó lyukak/gyökökhárom osztályba sorolhatók az l → 0 viselkedésük alapján:1. θi ∼ log 2
l : jobbra mozgók2. θi ∼ − log 2

l : balra mozgók3. θi ∼ 0: entrálisakMind a három osztályban bevezetjük a θ±,0
j véges részeket a divergens járulék levonásával:

{θj} →
{
θ±j ± log

2

l
, θ0

j

} (6.29)A jobbra mozgó/balra mozgó/entrális lyukak számát jelölje N±,0
H és hasonlóképpen bevezetjükaz N±,0

S , M±,0
C és M±,0

W számokat.Mivel l → 0-ra a három régió egymástól végtelen távolra kerül, az integrálegyenletet ennekmegfelel®en három részre bonthatjuk (itt élszer¶ az η → +0 határátmenet elvégzése után azintegrálegyenletet a valós tengelyen felírni). Ha feltüntetjük Z(θ) eddig sak impliit térfogat-függését a Z(θ, l) alakban, akkor három függvényt vezethetünk be: a
Z±(θ) = lim

l→0
Z

(
θ ± log

2

l
, l

) (6.30)ún. �kink� függvényeket és a
Z0(θ) = lim

l→0
Z (θ, l)entrális függvényt. A három függvény által leírt aszimptotikus tartományokat plató régiók kötikössze, amelyekben a Z függvény konstans értéket vesz fel (6.3 ábra). Ezek a plató értékek éppen

Ω± = lim
θ→±∞

Z0(θ) = lim
θ→∓∞

Z±(θ)Legyen továbbá
S±,0 =

1

2
[N±,0

H − 2N±,0
S −M±,0

C − 2M±,0
W θ(π − 2γ)]a három tartomány �pariális� spinje (6.20) analógiájára, amivel

S = S+ + S− + S0.Vezessük be továbbá a
χ∞ = χ(+∞) = π

π/2 − γ

π − γ



50 6. Destri-de Vega egyenletekjelölést. Ezekkel a de�níiókkal (6.15) a következ® egyenleteket adja:
Z±(θ) = ±e±θ + g±(θ|θ±i ) +

∞∫

−∞

dxG(θ − x)Q±(x) (6.31)
Z0(θ) = g0(θ|θ0

i ) +

∞∫

−∞

dxG(θ − x)Q0(x)ahol
g±(θ|θ±i ) = ±2χ∞(S − S±) + 2πl±W +

N±
H∑

j=1

χ(θ − h±j ) − 2

N±
S∑

j=1

χ(θ − y±j ) (6.32)
−

M±
C∑

j=1

χ(θ − c±j ) −
M±

w∑

j=1

χII(θ − w±
j )

g0(θ|θ0
i ) = 2χ∞(S− − S+) + 2πl±W +

N0
H∑

j=1

χ(θ − h0
j ) − 2

N0
S∑

j=1

χ(θ − y0
j )

−
M0

C∑

j=1

χ(θ − c0j ) −
M0

w∑

j=1

χII(θ −w0
j )valamint

Qσ(x) =
1

i
log

1 + (−1)δeiZσ(x+i0)

1 + (−1)δe−iZσ(x−i0)
, −π < Qσ(x) ≤ πahol σ = ±, 0, l±W pedig a távoli gyökök kon�guráiójától függ® (fél)egész számok. A forrásokpozíióit a következ® kvantálási feltételek határozzák meg:

Z±
(
θ±j

)
= 2πI±j , Z0

(
θ0
j

)
= 2πI0

j(6.31) a következ® aszimptotikus viselkedést adja:
Z+(+∞) = +∞ = −Z−(−∞) (6.33)

Q±(±∞) = 0 (6.34)Másrészt, bevezetve az ω± = Q±(∓∞) jelölést, a (6.31) egyenletekb®l következnek az ún. platóegyenletek
Ω± = g±(θ = ∓∞) +

χ∞
π
ω± (6.35)viszont Q de�níiójából

Ω± = ω± + πδ + 2πk ahol k ∈ Z (6.36)(6.32)-ból
g±(θ = ∓∞) = ±2

(
S − 2S±)χ∞ + 2πk±Wahol k±W egész számok, amelyek a széles gyökök kon�guráiójától függnek. Ebb®l

ω± = ±2(π − 2γ)
(
S − 2S±)− 2(π − γ)(δ + 2k±) (6.37)a k± egész számokat a −π < ω± ≤ π feltétel rögzíti, mégpedig a taszító tartományban egyértelm¶módon, mivel 4(π − γ) ≥ 2π, ami viszont azzal jár, hogy el®fordulhat, hogy a plató egyenletnek



6.3. Kis térfogat (ultraibolya) határeset 51nins is megoldása. Ezt a speiális gyökök/lyukak megjelenése orvosolja, erre itt most nemtérünk ki, részletesen analizált példák találhatók [FRT99℄-ban. A vonzó tartományban ellenben kmegválasztása nem feltétlenül egyértelm¶: ez azzal kapsolatos, hogy a távoli gyökök a lyukaktólfüggetlen gerjesztéseket (lélegz®ket) írnak le [DdV97℄.Az energia-impulzus vektor fénykúp komponensei a következ® alakba írhatók
E ± P = M

(
NH∑

k=1

exp(±hk) − 2

NS∑

k=1

exp(±yk) −
MC∑

k=1

exp(±ck)
) (6.38)

+M

MW∑

k=1

expII(±wk) ∓M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
e±ρQ(ρ)Ha most a fenti analízist erre a kifejezésre alkalmazzuk, akkor a forrástagok 1/L járulékai kizá-rólag a fénykúp komponensnek megfelel® irányban mozgó forrásokból jönnek, és értékük

1

L
e±θ±k (6.39)Az integrál járulékok számításához azt kell látnunk, hogy Q a következ® alakba írható:

Q(x, l) ∼ Q−

(
x+ log

2

l

)
+Q+

(
x− log

2

l

)
−Q0(−x) + q(x, l) , (6.40)ahol q(x, l) a l → 0 határesetben elt¶nik. Ennek megfelel®en az 1/L járulékok a két integrálból:

M

∞∫

−∞

dx

2π

1

2
exQ(x) ∼ 1

L

∞∫

−∞

dx

2π
exQ+(x)

M

∞∫

−∞

dx

2π

1

2
e−xQ(x) ∼ 1

L

∞∫

−∞

dx

2π
e−xQ−(x)Ezeket felhasználva a konform súlyokra a

∆± − c

24
=

1

2π




N±
H∑

j=1

exp(h±j ) −
M±

C∑

j=1

exp(c±j ) +

M±
W∑

j=1

expII(w
±
j ) − 2

N±
S∑

j=1

exp(y±j )




∓
∞∫

−∞

dx e±xQ±(x)kifejezés adódik, ami zárt alakban kiértékelhet® a következ® lemma segítségével:Lemma (Destri és de Vesga, [DdV97℄). Legyen az f függvény a következ® integrálegyenletmegoldása:
−i log f(x) = ϕ(x) +

∫ ∞

−∞
dyG(x− y)F (y)ahol

F (x) = 2ℑm log(1 + f(x+ i0))

ϕ és G valós függvények, G páros és integrálható a teljes számegyenesre. Tegyük fel továbbáhogy amennyiben f(x + iǫ) valós, akkor nagyobb mint −1 (ǫ egy in�nitezimális pozitív valósszám). Ekkor
∫ ∞

−∞
dxϕ′(x)F (x) = −2ℜe

∫

Γ

du

u
log(1 + u) +

1

2

(
F 2

+ − F 2
−
) ∫ ∞

−∞
dxG(x)



52 6. Destri-de Vega egyenletekahol F± = F (±∞) és Γ tetsz®leges kontúr a komplex u síkon ami mentén u > −1 és az f− =
f(−∞) pontból az f+ = f(+∞) pontba fut.A bizonyítást ld. Destri és de Vega idézett m¶vében.A lemmát egyszer a ϕ+(θ) = eθ + g+(θ), egyszer pedig a ϕ−(θ) = −e−θ + g−(θ) függvényrealkalmazva, ahol f+(θ) = eiZ+(θ) illetve f−(θ) = eiZ−(θ), G pedig mindkét esetben a (6.8) DdVkernel, és felhasználva a jobbra és balra futó források kvantálási feltételeit, a következ® adódik:

∆± =
c

24
±
(
I±H − I±C − I±W − 2I±S

)
+

Σ±
2π

− ω2
±

2π
χ∞

− 1

2π
ℜe
∫

Γ±

du

u
log(1 + u)ahol

Σ± = −4S±(S − S±)χ∞ + 2πq±W (6.41)valamint
I±H =

N±
H∑

j=1

I±hj
, I±C =

M±
C∑

j=1

I±cj
, I±W =

M±
W∑

j=1

I±wj
s I±S =

N±
S∑

j=1

I±yja jobbra/balra mozgó források Bethe kvantumszámainak típusonkénti összege, q±W pedig egyegész/félegész szám, ami távoli gyökök részletes kon�guráiójától függ, amit egyszer¶bb eseten-ként kiszámítani, amikor szükséges (zárt alakban is megadható, de teljesen áttekinthetetlen). A
Γ± kontúr az eiω± pontból az origóba fut, egy kényelmes választás az egységkör mentén elvinni
u = 1-ig és utána a valós tengely mentén u = 0-ba. Ezzel az integrál expliiten kiszámítható:

−2ℜe
∫

Γ±

du

u
log(1 + u) =

π2

6
− ω2

±
2az els® tag a 0 ≤ u ≤ 1 intervallumon a dilogaritmus integrál ismert értékéb®l adódik:

∫ 1

0

dx

x
log(1 + x) =

π2

12a körív menti integrál pedig egy lineáris függvény elemi integráljaként számítható ki. Ezzel avégeredmény
∆± =

c− 1

24
±
(
I±H − 2I±S − I±C − I±W

)
+

Σ±
2π

+
ω2
±

16π2(1 − γ/π)
. (6.42)A fenti eredményt érdemes egy kisit közelebbr®l megvizsgálni. Tegyük fel, hogy a sine-Gordonelméletet egy r sugárral kompakti�kált bozon (ld. B.5.1 függelék) perturbáiójaként realizál-tuk, ahol a perturbáló operátor V(1,0) + V(−1,0), azaz a 4.2.2 alatti terminológiában egyszeresenhajtogatott modellr®l van szó. Ekkor c = 1, valamint

β =

√
4π

r
és λ =

8π

β2
− 1 ⇒ 1 − γ

π
=

1

2r2és egyszer¶ algebrai átalakításokkal
∆± =

1

2

n2
±
r2

+
1

8
(2S)2r2 ± n±2S

2
+ Ñ± (6.43)ahol

n± = ( δ
2 + k±) ∓ (S − 2S±) (6.44)
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Ñ± = ±(I±H − 2I±S − I±C − I±W ) + q±W − 2(S±)2 ∓ 2S±(

δ

2
+ k±)Tegyük fel, hogy a bozonikus elméletet (SB) vizsgáljuk, ekkor ennek spektruma

∆± =
n2

2r2
+
m2r2

8
± nm

2
+N±alakú kell legyen, ahol n a primér vertex operátor impulzus kvantumszáma, m a savarodásiszáma (mindkett® egész), N± az oszillátor módusok által adott leszármaztatási szint (nemne-gatív egész szám). Ebb®l látjuk, hogy 2S az m savarodási számmal azonosítható, ami teljesenösszhangban van az infravörös határesettel, ahol a topológiai töltéssel találtuk azonosnak. Mivel

S egész, ezért a DdV egyenlet sak a páros savarodási számú szektort állítja el®, ahol a bo-zonikus és a fermionikus elmélet spektruma egybeesik, tehát mostantól nem kell a kett® közöttkülönbséget tennünk. Az r−2 tagok egyezéséb®l azt kapjuk, hogy fent kell állnia a
n2

+ = n2
− (6.45)feltételnek és ekkor megtehet® az n = ±n+ azonosítás. Egy másik feltételt ad, hogy n el®jelét úgykell tudnunk megválasztani, hogy a primér súlyok leválasztása után fennmaradó rész nemnegatívegész szám legyen, és így azonosítható legyen az N± leszármaztatási számokkal. Máig semtudjuk, hogy ez a két feltétel minden elképzelhet® Bethe gyök kon�guráióra teljesül-e, azonbannagyszámú konkrét eset vizsgálata után sem találtunk erre ellenpéldát.Másrészt (6.44)-ból kapjuk, hogy

2n± = δ mod 2 (6.46)ahol kihasználtuk, hogy 2S és 4S± mindig páros. Ennek segítségével meghatározhatjuk azt akvantálási el®írást, ami a konform térelmélettel konzisztens ultraibolya spektrumot ad: a szabály
δ = 0Ez nem egyezik meg Destri és de Vega

δ ≡ S mod 2el®írásával, amit [DdV97℄-ben arra alapoznak, hogy mivel a spinlán hossza (2N) a kontinuumhatáresetben végtelenhez tart, az általánosság megszorítása nélkül feltehet®, hogy N páros. Lát-hatjuk, hogy ez nem igaz, mert δ értéke függ N paritásától, és δ a kontinuumban is az integrál-egyenlet paramétere marad. A helyes eljárás δ-t szabadon hagyni, ahogy azt a fentiekben tettük,és a konform térelméleti spektrummal való illesztéssel megválasztani.Egyszer¶en látható, hogy amennyiben semmilyen forrás nins jelen (ami a ráson az alapál-lapotnak felel meg), akkor (δ = 0 mellett)
∆± = 0adódik, ami konform térelméleti nyelven is a vákuum állapotnak felel meg. Ezzel tulajdonképpenazt igazoltam, hogy helyes volt az integrálegyenlet által leírt spektrum ultraibolya �xpontjáravonatkozólag a c = 1 azonosítás.Máig sem ismert, hogy vajon az integrálegyenlet által leírt összes lehetséges energiaszintkimeríti-e a páros topológiai töltés¶ állapotok konform térelmélet által jósol spektrumát. Ezhárom okból is nagyon nehéz probléma: egyfel®l az ultraibolya súlyok függése a Bethe gyökkon�guráiótól nagyon bonyolult, másfel®l a komplex gyökök megengedett kvantumszámait sakaz infravörös határeset vizsgálatával lehet feltérképezni, harmadrészt a kon�guráió változhat isa térfogattal. Az utóbbival kapsolatban megjegyzem, hogy míg nagy térfogaton ninsenek jelen



54 6. Destri-de Vega egyenletekspeiális források (azaz a valós tengelyen Z mindig szigorúan monoton növekszik), a térfogatsökkenésével ez megváltozhat. Mint már említettem, számos olyan, infravörösben teljesen jólm¶köd® kon�guráió van, amikre a (6.35) ultraibolya platóegyenleteknek nins megoldása, ez aztjelzi, hogy a térfogat sökkentésével meg kell jelennie valamilyen speiális forrásoknak, amelyekkelegyütt már lesz ilyen megoldás. Az infravörös és az ultraibolya gyök kon�guráió kapsolata tehátnagyon bonyolult, így még ha a pl. a komplex gyökök lehetséges kvantumszámainak osztályo-zását véghez is visszük az infravörösben, ez még messze nem elég az ultraibolya konform súlyokteljes meghatározásához. Ráadásul ugyanahhoz az állapothoz a satolási állandótól függ®enmás és más gyök kon�guráió tartozhat (például a 6.2.3 alatt tárgyalt (ss̄)± állapotok a vonzótartományban).A speiális források kezelésére (az ultraibolya határesetben) kifejlesztettem egy eljárást, amitRavaninivel és Feveratival közös ikkeinkben [FRT99, FRT00℄ több példán is illusztráltunk. Alényege ennek az, hogy bármilyen kon�guráiót is veszünk fel az infravörösben, mindig lehet olyantartományt találni γ-ban, amikor a (6.35) ultraibolya platóegyenleteknek van megoldása speiálisforrások bevezetése nélkül is. Ebb®l meghatározhatjuk az Ω± plató értékeket mint γ függvényét.Mivel az integrálegyenlet és a Z függvény analitikusan függ γ-tól, ezért Ω± elfolytatható γ-bana minket érdekl® tartományba. Ezzel természetesen ω± változni fog (6.36) szerint (a logaritmusugrásai miatt), de ez mindig kézben tartható és segítségével γ függvényében nyomon követhet® aspeiális források megjelenése. Ugyanezzel a tehnikával lehet rögzíteni a plató megoldás esetlegeshatározatlanságát a vonzó tartományban.A fentieket az eredeti ikkekben [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00℄ számos konkrét állapotrészletes analízisével illusztráltuk, amire itt most nem térek ki, az érdekl®d® olvasó az eredetiirodalomban megtalálhatja, valamint (leginkább a rás Bethe Ansatzzal kapsolatosan) továbbiérdekes részleteket találhat Destri és de Vega [DdV97℄ ikkében is. Itt most supán egy, a lélegz®állapotokkal kapsolatos megjegyzésre szorítkozom. A sztatikus B1 állapot ultraibolya súlyára
∆± =

1

2r2
, (6.47)adódik, tehát ennek az állapotnak az ultraibolya határesete a V±1,0 vertex operátorok egy lineáriskombináiójával kelthet®, mégpedig az állapot negatív paritása miatt a

V −
1 = V+1,0 − V−1,0kombináióval. A sztatikus B2-re ugyanígy

∆± =
1

2r2adódik, tehát ezt az állapotot
V +

1 = V+1,0 + V−1,0kelti. Pallua és Prester ezzel konzisztens eredményeket kapott a sine-Gordon modellt egy transz-verzális mágneses térbe helyezett XXZ lánal regulálva, és a spektrumot közvetlen numerikusdiagonalizálással el®állítva [PP99℄ (ami után a rástérelméletben szokásoshoz hasonló numerikusextrapoláiót alkalmaztak a kontinuum határátmenetre).A fentiek azzal is konzisztens, hogy a taszító tartományban V ±
1 a legalasonyabban fekv® (zéróösszimpulzusú) (ss̄)± ultraibolya megfelel®inek bizonyulnak (ebben a két lyuk kvantumszámai

I1 = −I2 = 1/2). Ha λ-t sökkentjük, akkor λ = 1-en áthaladva azt várjuk, hogy a legalasonyab-ban fekv® állapot, ami ebben ez esetben az (ss̄)−, adja a sztatikus B1 állapotot, λ = 1/2-nél pedigazt, hogy a következ® állapot (ebben az esetben a legalasonyabban fekv® (ss̄)+ állapot) megyát a sztatikus B2 állapotba. A satolási állandó ilyen hangolása a 4.2.2 alatti TCSA módszerrelelvégezhet®, és pontosan ez látható a spektrumon. Ez annyiban is érdekes, mert áfolja Klassenés Melzer egy korábbi sejtését [KM93℄ amely szerint a Bn lélegz®nek a V±n,0 vertexoperátorok (alélegz® paritásának megfelel®) lineáris kombináiója felel meg. A DdV egyenletb®l kiszámítható,



6.4. Páratlan topológiai töltés¶ állapotok 55hogy a további lélegz®k váltakozva a V ±
1 állapotok egyre magasabb leszármaztatott állapotai-nak felelnek meg, ami összhangban van azzal, hogy a taszító tartományban az egyre nagyobbimpulzusú (ss̄)± állapotok ultraibolya határesetét pontosan ezek írják le meg (ezekben a lyukakkvantumszámai I1 = −I2 = (2k+1)/2 , k = 0, 1, 2, . . . , a megfelel® konform térelméleti operátorjobb, illetve bal leszármaztatási kvantumszáma pedig egyenl® k-val).6.4. Páratlan topológiai töltés¶ állapotok6.4.1. A bozonikus (sine-Gordon) modell eseteA számláló egyenletb®l világosan látható, hogy páratlan topológiai töltés¶ (azaz félegész Sspin¶) állapotra NH páratlan kell legyen. A fénykúp ráson azonban nem lehet ilyen állapotokatel®állítani, amint azt a (6.2) Bethe Ansatz egyenletek részletes analízise mutatja, és ez a tényrégóta jól ismert az XXZ Bethe Ansatz kiterjedt irodalmában.Azonban láthatóan semmi akadálya annak, hogy a (6.15) kontinuum DdV egyenletben NHhelyébe páratlan számot írjunk, azaz olyan forrás kon�guráiókat vegyünk fel, amelyekben pá-ratlan számú lyuk található. Feveratival és Ravaninivel közösen fogalmaztuk meg azt a sejtést,hogy az így el®álló energiaszintek éppen megfelelnek a bozonikus SB algebra páratlan savarodásiszámú vertex operátorai és azok leszármazottai által generált állapotoknak, illetve az infravörösképet véve alapul, a páratlan számú szolitont tartalmazó állapotoknak.Egy ilyen állapotban S ∈ Z+ 1

2 , és ebb®l következ®en (6.43) alapján az ultraibolya határeset-ben az m savarodási szám páratlan. Viszont a (B.27) alatt megadott SB spektrumban n ekkor isegész, vagyis ekkor (6.44) alapján a δ = 1 választást kell tennünk, ami egész Bethe kvantumszá-moknak felel meg. Ebb®l megfogalmazhatjuk az alábbi szabályt: a teljes sine-Gordon spektrumotaz (6.15) egyenlet akkor állítja el®, ha NH -ra megengedünk mind páros, mind páratlan értékeketés a
δ = 2S mod 2 (6.48)szabály szerint választjuk meg a kvantálás módját.Egy fontos példája ilyen állapotnak, amikor egyetlen lyuk van az origóban lokalizálva (h = 0),aminek megfelel® Bethe kvantumszám I = 0. A δ = 1 választás mellett az ultraibolya súlyokra

∆± =
1

8r2adódik, ami a V(0,1) (vagy V(0,−1)) vertexoperátornak felel meg. Az irodalomban jól ismert,hogy ez az operátor a sztatikus egy-szoliton állapot kelt® operátorának ultraibolya határesetévelazonosítható [KM93℄. A [FRT98a℄ ikkben más (három lyukat, vagy három lyukat és komp-lex gyököket) tartalmazó állapotokat is megvizsgáltunk, és minden esetben a várakozásoknakmegfelel® eredményt kaptuk.Nagyon egyszer¶en megvizsgálható az egy-lyuk állapot infravörös viselkedése is8. Nagy tér-fogatban
Z(L) = ML sinh θ + χ(θ) +O

(
e−ML

)amit a (6.16) energia kifejezésbe helyettesítve a következ®t adja:
E1h = M − iM

∫ ∞

−∞

dρ

2π

[
sinh(ρ+ iη) log

(
1 − eiZ(ρ+iη)

)
− sinh(ρ− iη) log

(
1 − eiZ(ρ−iη)

)]A taszító tartományra korlátozódva, χ(θ)-nak nins szingularitása a |ℑmθ| < π sávban, így ηeltolható π
2 -be, amivel
E1h = M −M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh ρ

[
S++

++

(
ρ+ i

π

2

)
+ S++

++

(
i
π

2
− ρ
)]

e−ML cosh ρ8 Ezt a számolást eredetileg nem végeztük el, kizárólag a jelenlegi dolgozatban szerepel.



56 6. Destri-de Vega egyenletekahol kihasználtuk a (6.22) összefüggést és χ páratlan voltát, valamint a logaritmust sorba fej-tettük (log(1 + x) ≈ x), kihasználva, hogy e−ML cosh ρ ≪ 1. A (C.4) keresztezési összefüggéstfelhasználva
E1h = M −M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh ρ

[
S++

++

(
ρ+ i

π

2

)
+ S+−

+−

(
ρ+ i

π

2

)]
e−ML cosh ρ (6.49)Hasonlóképpen felírhatjuk a vákuum energiáját is, amire

Z(θ) = ML sinh θ +O
(
e−ML

)és ebb®l
Evac = −2M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh ρe−ML cosh ρ (6.50)Ezt felhasználva

E1h −Evac = M −M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh ρ

(
S++

++

(
ρ+ i

π

2

)
− 1
)

e−ML cosh ρ (6.51)
−M

∫ ∞

−∞

dρ

2π
cosh ρ

(
S+−

+−

(
ρ+ i

π

2

)
− 1
)

e−ML cosh ρadja a szoliton tömeg vezet® viselkedését nagy térfogatban. Ez pontosan megfelel a Lüsheráltal származtatott eredmény (2.2) alatti 1 + 1 dimenziós verziójának. A taszító tartománybanninsenek kötött állapotnak megfelel® fúziók, ezért nins µ-tag, a két korrekiós tag közül az els®egy szoliton, a második egy antiszoliton hurok járulékát megadó F -taggal egyezik meg.A fenti eredményt, miszerint a Destri-de Vega egyenlet nagy térfogatú határesete visszaadjaa Lüsher-féle tömegkorrekiót, numerikusan Balog és munkatársai is ellen®rizték [BKKW03,BKKW04℄. Munkájuk azonban ezen jóval túlmegy: rástérelméleti, valamint perturbatív két--hurok számításokkal igazolták az általunk a tömegrés egzakt véges térfogatbeli viselkedéséreadott analitikus jóslat helyességét. Eredményeik egyben alátámasztják, hogy az XY modellkontinuum határesete éppen a sine-Gordon modell β2 → 8π határesetével esik egybe, valamintaz ún. Kosterlitz-Thouless szenáriót, ami a korreláiós hossz viselkedését írja le a rás satolásiállandó függvényében a kontinuum határesetet de�niáló kritikus pont körül. Az utóbbi lényegeskövetkezménye, hogy a rástérelméleti eredmények és a DdV egyenlet jóslata közti egyezéshez el-engedhetetlen a rásállandótól való logaritmikus függés �gyelembe vétele [Bal01, B+01℄, ami eltéra Symanzik klasszikus munkája [Sym83℄ alapján várható hatványszer¶ korrekióktól. Az ilyenlevágási e�ektusok tisztázása nagyon fontos lehet a preíziós rás-QCD számítások szempontjából(amint ezt Hasenfratz Péter és munkatársai is hangsúlyozzák a σ-modellekben általuk tapasztaltanomális levágásfüggés kapsán [HN01, HHN+02℄; ennek elméleti megértése még mindig váratmagára). A fentebb vázolt problémakör szép példáját adja annak, amikor az integrálható mo-dellek elméletéb®l tanultak lényeges informáiót szolgáltatnak az elméleti �zika más területén(adott esetben a rástérelméletben) felmerül® problémák vizsgálatához.6.4.2. A fermionikus (tömeges Thirring) modell leírásaAz SF esetben a páratlan savarodási számú állapotokra az n kvantumszám félegész, azel®z®ek alapján ez akkor áll fenn, ha minden állapotra (a páratlan töltés¶ekre is) a
δ = 0 mod 2 (6.52)el®írást választjuk. Az egy lyuk állapot ultraibolya dimenziói (a lyuk kvantumszámát I =

1/2-nek választva)
∆± =

1

2

(
1

2r
± r

2

)2

,



6.5. Összehasonlítás a sonkolt konform állapottér közelítéssel 57ami V(1/2,1) súlyaival egyezik meg. Az I = −1/2 választás V(−1/2,1)-hez vezet. A B.5.1 alattleírtak szerint ezek éppen a c = 1 konform térelméletben de�niálható Dira fermion mez® pozitívtöltés¶ komponensei, ezért az egy-lyuk kon�guráiókat a tömeges Thirring modell egy-fermionállapotaival azonosíthatjuk. A vezet® végesméret korrekió ezúttal 1/L-ben hatványszer¶ visel-kedést mutat:
E1h − Evac =

√
M2 +

(π
L

)2
+O

(
e−ML

)mivel a lyuk most mindenképpen mozog (h 6= 0) és pozíióját az infravörös határesetben az
ML sinhh = ±πegyenlet írja le, az I = ±1/2 választásnak megfelel®en.6.5. Összehasonlítás a sonkolt konform állapottér közelítésselA DdV egyenlettel végzett munkánk [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00℄ során folyamatosanösszehasonlítottuk az integrálegyenlet jóslatait a sonkolt konform állapottér közelítésb®l kapottnumerikus adatokkal (a TCSA módszer leírását ld. 4.2.2 alatt). Ennek több haszna volt:1. Mivel a TCSA módszer a modell Lagrange-függvényes (egészen pontosan a perturbált konformtérelméleti) leírásából indul ki, ezért az összevetés annak ellen®rzését is jelentette, hogy a fény-kúp rás regularizáió kontinuum határeseteként el®álló DdV egyenlet valóban a sine-Gordonmodellt írja le.2. Közvetlenül teszteltük az infravörös és az ultraibolya aszimptotikára vonatkozó analitikuseredményeket.3. Az átmeneti tartományban

ML ∼ O(1)ahol a DdV egyenlet esetében sak numerikus (bár nagy pontossággal el®állítható) eredmé-nyekre hagyatkozhattunk, lehet®ség nyílt az egyenlet tesztelésére. Ebben a tartományban sema Lüsher-féle infravörös leírás, sem a konform térelmélet nem nyújt megfelel® összehasonlításialapot.4. Az átmeneti tartomány elérhet®sége azt is jelentette, hogy közvetlenül ellen®rizhettük azinfravörös-ultraibolya hozzárendelést. Ezen azt értem, hogy egy adott megoldása a DdVegyenleteknek az infravörösben valamilyen részesketartalommal és hozzájuk tartozó impul-zus kvantumszámokkal, az ultraibolyában pedig valamilyen konform súlyokkal jellemezhet®.Ez azt jelenti, hogy a DdV egyenlet egy megfeleltetést létesít az állapottér ultraibolya, kon-form térelméleti leírása, és az infravörös, sokrészeske állapotokkal történ® leírás között. ATCSA módszerrel ennek a megfeleltetésnek a helyességét lehetett ellen®rizni.A kiterjedt összevetés eredménye az, hogy a sine-Gordon/tömeges Thirring modell véges térfogat-beli spektrumára vonatkozó, az el®z®ekben tett összes állítást a TCSA módszerrel való összevetésfényesen alátámasztotta. Az eltérések minden esetben a TCSA módszerre jellemz® sonkolásihibának megfelel® nagyságúak voltak.Az összehasonlítás során �gyelembe kell venni, hogy a perturbált konform térelméleti képben avákuum (és valamennyi állapot) energiája tartalmazza a következ® lineáris (ún. �bulk�) járulékot:
E ∼ BM2L (6.53)ahol

B = −1

4
tan

π

2λa (4.14) alatti univerzális vákuum energia konstans. A DdV által meghatározott vákuum energiaellenben úgy van normálva, hogy
E(L) → 0 , L→ ∞
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l(d) Három-szoliton állapotok (Q = 3 szektor)6.4. ábra. A DdV egyenlet és a TCSA által adott energiaszintek összehasonlítása (zérus tel-jes impulzusú állapotokat használva). Az energiát a szoliton tömeg egységeiben ábrázoltam, adimenziótlanított térfogatváltozó (l = ML) függvényében. A TCSA adatok a pontok jelölik,a lineáris vákuum energia tag levonása után, a folytonos vonalak a DdV egyenlet numerikusiterálásával kapott eredmények. Az ábrák λ = 7
2 sine-Gordon paraméternél készültek.

(ld. (6.50)). A termodinamika Bethe Ansatznál Zamolodhikov által alkalmazott megfontolások-kal [Zam90℄ analóg módon érvelve belátható, hogy a perturbált konform térelmélet energiaszintjeiéppen a lineáris vákuum járulékban különböznek a DdV által adott energiaszintekt®l, így azösszehasonlításkor ezt �gyelembe kell venni. Az összehasonlítás során ezt úgy tettük meg, hogya TCSA által jósolt energiaszintekb®l levontuk a vákuum energia járulékot.Azonban ez sem m¶ködik a taszító tartományban, ahol a TCSA ultraibolya divergens (ld. 4.13alatt). Ekkor a DdV és TCSA módszernek az energiaszintek különbségeire vonatkozó jóslataithasonlítottuk össze. Mivel a sonkolt konform állapottér a konform spin és a topológiai töltésszerint szektorokra bontható, és a perturbáió alatt egymással sak az egy szektorban lév® álla-potok keverednek, élszer¶ ugyanazon szektorba es® állapotok közti különbségeket képezni, hogyaz ultraibolya levágási eljárás maximálisan konzisztens legyen (s®t, mivel a sine-Gordon modellparitásinvariáns, élszer¶ ezeket a szektorokat paritás szerint is szétbontani, bár a Feveratival ésRavaninivel végzett munka idején ennek hasznosságára még nem jöttem rá).Az eredményeket a 6.4 ábrán illusztráltam néhány eset bemutatásával.



6.6. A Zamolodhikov-féle α-savart szektorok és a minimálmodellek Φ(1,3) perturbáiója 596.6. A Zamolodhikov-féle α-savart szektorok és a minimálmodellek Φ(1,3)perturbáiója6.6.1. α-savart szektorokAl. B. Zamolodhikov a polimerek kapsán végzett munkái során javasolta a sine-Gordonmodell savart szektorainak bevezetését [Zam94a, Zam94b℄. Az itt alkalmazott jelölésekre lefor-dítva ezek a következ®képpen adhatók meg. Legyen T az x → x + L (egy periódussal történ®)térbeli eltolást a Hilbert-téren reprezentáló operátor. Ha n egész, akkor V(n,m) vertexoperátorokez alatt invariánsak: TV(n,m)T
−1 = V(n,m).A savart határfeltétel alakja
TV(n,m)T

−1 = exp (iαQ)V(n, m)ahol Q a topológiai töltés (savarodási szám) operátora (B.5.1-benM -mel jelöltük). Ennek V(n,m)akkor tesz eleget, ha n ∈ Z + α
2π . Az ilyen vertexoperátorok és leszármazottaik által a konformvákuumból keltett állapotokat savart állapotoknak nevezzük.A

Hα =
⊕

n∈Z+ α
2π

Fn,0 (6.54)Hilbert-teret kelt® operátorok (ahol Fn,m a (B.25)-ben de�niált Fok modul) egymásra kölsö-nösen lokális operátoralgebrát alkotnak (ezt garantálja, hogy valamennyi primér vertex operátorkonform spinje 0). Ezen a téren értelmezhet® a sine-Gordon modell mint perturbált konformtérelmélet Hamilton operátora:
HsG =

2π

L

(
π2

0 +
∑

k>0

a−kak +
∑

k>0

ā−kāk − 1

12

)
− µ

2

∫ L

0
dx
(
V(1,0) + V(−1,0)

)Az így de�niált rendszer alapállapotát a következ® integrálegyenlet írja le:
Z(θ) = l sinh θ + α− i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x− iη) log

(
1 + eiZ(x+iη)

)

+i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x+ iη) log

(
1 + e−iZ(x−iη)

) (6.55)(A határozottság kedvéért δ = 0-át választottunk, hiszen α-t π-vel eltolva áttérhetünk a félegészBethe kvantumszámokról egészekre). A vezet® ultraibolya viselkedésre
E(L) = − πc̃

6L
+ . . .

c̃ = 1 − 6

λ+ 1

(α
π

)2
. (6.56)adódik. Reshetikhin és Smirnov munkájából [RS90℄ ismert, hogy az Mp,q Virasoro minimálmo-dell Φ(1,3) operátorral vett (integrálható) perturbáióját a

λ =
q

p
− 1 (6.57)paraméterrel jellemzett sine-Gordon elmélet ún. RSOS restrikiójával lehet leírni. A továbbiak-ban erre a modellre az Mp,q + Φ(1,3) rövid jelölést használjuk.Az α = π/p választással

c̃ = 1 − 6

pq
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...

PSfrag replaements
0 1

2 1 jmax − 1
2 jmax6.5. ábra. Az Mp,q + Φ(1,3) kink gerjesztéseinek szomszédsági diagramja, ahol jmax = p−2

2 .
α = π

3

l TCSA DdV TBA0.1 -3.074916 -3.0749130189 -3.07491301900.3 -0.944161 -0.9441276204 -0.94412762040.5 -0.509764 -0.5096602194 -0.50966021940.8 -0.265436 -0.2651431026 -0.26514310261.0 -0.186038 -0.1855606546 -0.18556065461.5 -0.087300 -0.0861426792 -0.08614267922.0 -0.045910 -0.0437473815 -0.04374738152.5 -0.026746 -0.0232421927 -0.02324219273.0 -0.017868 -0.0126823057 -0.01268230574.0 -0.013546 -0.0039607326 -0.0039607326

α = 2π
3

l TCSA DdV TBA0.1 3.117844 3.1178476855 3.11784768530.3 0.985360 0.9853990810 0.98539908100.5 0.540427 0.5405470784 0.54054707840.8 0.282725 0.2830552991 0.28305529911.0 0.197143 0.1976769278 0.19767692781.5 0.089277 0.0905539780 0.09055397802.0 0.042960 0.0453290013 0.04532900132.5 0.019978 0.0238075022 0.02380750223.0 0.007209 0.0128843786 0.01288437864.0 -0.006592 0.0039866371 0.00398663716.1. táblázat. Az M3,5 + Φ(1,3) modell α = π
3 , illetve α = 2π

3 savaráshoz tartozó vákuumánakenergiája véges térfogatban. Az energiát és a térfogatot azM szoliton tömeg egységeiben mérjük,a TCSA adatokból levontuk a (6.53) vákuumenergia járulékot.adódik, ami pontosan az Mp,q modell e�ektív entrális töltése, ezért azt várjuk, hogy a savartegyenlet az Mp,q + Φ(1,3) (legalasonyabban fekv®) vákuumállapotát írja le. Valóban, Fioravantiés munkatársai [FMQR97℄ a q = p + 1 unitér modellekre a (6.55) egyenletet integrálva meg-mutatták, hogy az eredményül kapott energiaszintek pontosan megegyeznek a korábbról ismertTBA jóslatokkal [Zam91a℄. Továbbá, a savarás következ® értékeire
α = ±kπ

p
, k = 1 . . . p− 1 (6.58)a Φ(k,k) operátorokra jellemz® konform súlyok álltak el® az ultraibolya határesetben (a savarásel®jele ebb®l a szempontból lényegtelen). Reshetikhin és Smirnov megmutatta [RS90℄, hogy a

Mp,q +Φ(1,3) modelleknek pontosan p−1 vákuumállapota van, az elemi gerjesztések pedig kinkek(a kink S mátrixokról ld. C.1.5), a 6.5 ábrán látható szomszédsági diagrammal, és megadta ezekegzakt S mátrixát is. Klassen és Melzer azt a sejtést fogalmazta meg, hogy a q = p + 1 unitéresetben ezek pontosan a Φ(k,k) operátorokkal kelthet®k [KM90℄. A Fioravanti és munkatársaiáltal ezekre az állapotokra a (6.58) savarásokkal kapott eredmények is pontosan megegyeztek aTBA adta jóslatokkal.Feveratival és Ravaninival azt a élt t¶ztük magunk elé, hogy a fentebb vázolt eredménye-ket terjesszük ki általános minimálmodellekre és fogalmazzuk meg egyben a gerjesztett állapotokleírását is; a következ®kben ennek a munkának az eredményeit tárgyalom [FRT00℄. Az alapállapo-tok tekintetében ez könnyen teljesíthet® volt, mivel a (6.55) a (6.57)-ban megadott satolásoknálés a (6.58) savarásokkal könnyen megmutatható módon az általános minimálmodellek vákuum-állapotait azonnal reprodukálja. Erre példaként az M3,5 + Φ(1,3) modell két alapállapotánakleírását mutatom be (a 6.1 táblázat mutatja a TBA-val és TCSA-val való kit¶n® egyezést).



6.6. A Zamolodhikov-féle α-savart szektorok és a minimálmodellek Φ(1,3) perturbáiója 616.6.2. A Φ(1,3) perturbált minimálmodellek gerjesztett állapotaiA savarást a (6.2) fénykúp rás Bethe Ansatzon a következ®képpen lehet realizálni [dVG89℄:
(

sinh γ
π

[
θj + Θ + iπ

2

]
sinh γ

π

[
θj − Θ + iπ

2

]

sinh γ
π

[
θj + Θ − iπ

2

]
sinh γ

π

[
θj − Θ − iπ

2

]
)N

= −e−2iω
M∏

k=1

sinh γ
π [θj − θk + iπ]

sinh γ
π [θj − θk − iπ]

(6.59)A 6.16 alatt ismertetett módszert követve, ebb®l a kontinuum határesetben a következ® integ-rálegyenlet adódik:
Z(θ) = l sinh θ + g(θ|θj) + α− i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x− iη) log

(
1 + (−1)δeiZ(x+iη)

)

+i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x+ iη) log

(
1 + (−1)δe−iZ(x−iη)

) (6.60)ahol α a következ® módon fejezhet® ki ω-val:
α = ω

π

π − γ
+ χ∞

([
1

2
+
γS

π
+
ω

π

]
−
[
1

2
+
γS

π
− ω

π

]) (6.61)([x] az x egészrészét jelöli). Ezt a (6.12)-ban szerepl® C konstans rögzítésével lehet megkapni,mégpedig úgy, hogy a Z függvénynek az integrálegyenletb®l számított, θ = ±∞-ben vett aszimp-totikus értékeit összevetjük azzal, ami Z (6.7) alatti de�níiójából következik. Ebb®l következ®enteljesül az
α → α+ 2π ha ω → ω + πösszefüggés, ami egy nagyon fontos konzisztenia feltétel9, hiszen mivel ω-t π-vel eltolva a (6.59)rás Bethe Ansatz egyenletek önmagukba mennek át, ennek a transzformáiónak az integrál-egyenletet is invariánsan kell hagynia; valóban, egy α-ban 2π-vel történ® eltolás Z (és a Bethekvantumszámok) átde�niálásával eltüntethet®.Mivel az α és ω közti összefüggés meglehet®sen bonyolult, kérdéses, hogy valamennyi (6.58)alatt felsorolt α savarás megvalósítható-e a fénykúp rás Bethe Ansatz segítségével. Tekintsüktehát most az Mp,q + Φ(1,3) modellt, amelyre (6.14) és (6.57) alapján

γ = π
q − p

pKorlátozódjunk semleges (S = 0) állapotokra10. Ekkor megmutatható, hogy az
ω = kγ =

k(q − p)π

pválasztással valamennyi szükséges α érték el®áll. Mivel p és q relatív prím, ω független értékeimodulo π a következ®k:
ω =

lπ

q
, l = 0, . . . , q − 1és (6.61) a következ® alakot ölti:

α =
lπ

p
+

2p− q

2p
π

([
1

2
+
l

q

]
−
[
1

2
− l

q

])Minket sak α mod π érdekel, mivel a δ paraméter megváltoztatása ekvivalens azzal, hogy α-t
π-vel eltoljuk:

α =
lπ

p
− qπ

2p

([
1

2
+
l

q

]
−
[
1

2
− l

q

])
mod πés err®l pedig elemi módon látható, hogy amennyiben l végigfut 0-tól q − 1-ig, akkor α a (6.58)alatti összes független értéket felveszi (némelyiket többször is).9 A P. Zinn-Justin által [ZJ98℄-ban származtatott α = ωπ/(π − γ) összefüggés hibás, amint ez a fenti okfej-tésb®l is kit¶nik.10 Az S 6= 0 állapotok nemlokális operátorokhoz tartoznak, ld. a kés®bbiekben.



62 6. Destri-de Vega egyenletek6.6.2.1. Az ultraibolya határesetAz, hogy az ultraibolya határesetben megkaphatjuk a minimálmodellek spektrumát, nagyonkönnyen látható a következ® módon. Egyszer¶ség kedvéért az érvelést a q = p + 1 unitér esetrekorlátozom. A DdV integrálegyenlet az ultraibolyában a V(n,m) vertexoperátorok és leszármazot-taik súlyait adja, ahol δ = 0, 1 választással m egész, míg n félegész is lehet. Az α 6= 0 választássala (6.35) plató egyenlet az
Ω± = α+ g±(∓∞) +

χ∞
π
ω±alakot ölti. Ezzel

ω± =
2αp

p+ 1
± 2π

(
S − 2S±) p− 1

p+ 1
+ 4π

p

1 + p
k±

Σ± = ∓2S±α− 4S±(S − S±)χ∞ + 2πq±Wahol felhasználtuk, hogy
γ =

π

p+ 1
, χ∞ = π

p− 1

2pAz ultraibolya súlyokra pedig
∆± =

c− 1

24
±
(
I±H − 2I±S − I±C − I±W

)
+

Σ±
2π

+
p+ 1

p

ω2
±

16π2adódik.Az m = 0 semleges szektorban a fenti formulákból látható, hogy olyan V(n,0) vertex operáto-roknak megfelel® ultraibolya viselkedést kapunk, amelyekre
n =

α

2π
mod 1Behelyettesítve a

α =
lπ

p
, k = 1, . . . , p− 1savarásokat és azt, hogy
n = k +

α

2πahol k egész, valamint �gyelembe véve, hogy ezúttal
c = 1 − 6

p(p+ 1)és nem 1, a következ® eredmény adódik:
∆+ = ∆− =

(2kp + l)2 − 1

4p(p + 1)
(6.62)valamint további olyan súlyok, amelyek ezekt®l sak egész számban különböznek, és a fentisúlyokkal jellemzett operátorok leszármaztatottjaihoz rendelhet®k. Az (6.62) kifejezés pedignem más, mint az Φ(l,l−2k) operátor súlya az Mp,p+1 minimálmodellben (ld. 4.2.1).Azm 6= 0 állapotok súlyai hasonlóképpen számolhatók. A konform spinre a következ® adódik:

2
(
∆+ − ∆−) = m

α

π
mod 1 , (6.63)vagyis ezek általában tört spin¶ (nemlokális) operátorokhoz tartoznak. Ez annak felel meg,hogy a topológiailag töltött állapotok kinkekb®l épülnek fel, és ezek nemlokalitása többek közötta sok-kink állapotok kiválasztási szabályaiban nyilvánul meg [FL92℄. Periodikus határfeltételmellett sak azok a vákuum szekveniák maradhatnak, amelyekben a kiinduló és a végs® vákuum
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l TCSA DdV0.1 23.05277 n/a0.5 4.679779 n/a1.0 2.447376 n/a1.5 1.748874 n/a2.0 1.430883 n/a2.6 1.238051 1.238012(#)3.0 1.164321 1.1643193.5 1.105220 1.1051964.0 1.068256 1.0682375.0 1.029356 1.029348

(b)
l TCSA DdV0.1 60.75048 60.746820.5 12.20618 12.205611.0 6.182516 6.1823631.5 4.202938 4.2029152.0 3.231734 3.2316402.5 2.662186 2.6621103.0 2.292273 2.2922313.5 2.035552 2.0355304.0 1.848892 1.8488495.0 1.599792 1.599762

()
l TCSA DdV0.1 123.583 123.56930.5 24.7806 24.779361.0 12.4870 12.486351.5 8.42926 8.4286932.0 6.42931 6.4292013.0 4.48444 4.4842094.0 3.56367 3.5635195.0 3.04899 3.0488816.2. táblázat.(a) A skálázó Lee-Yang modell els® gerjesztett állapota, az energia a részeske m tömegénekegységeiben adott, a dimenziótlan térfogatváltozó pedig l = mL. l < 2.6-ra a DdV egyenletetnem tudtam konvergens módon iterálni (ennél a térfogatnál egy speiális gyök jelenik meg, azaz

Z a valós egyenes egy részén monoton sökken®be vált).(b) A skálázó Lee-Yang modell egy p = 2π
L impulzussal mozgó részeskét tartalmazó állapota() A skálázó Lee-Yang modell legalasonyabban fekv® kétrészeske állapotaazonos, ezek viszont töltetlen állapotok. Ez azt jelenti, hogy a minimális modell Hilbert terét ahengeren a

p−1⊕

l=1

Hα= lπ
ptér altereként állítjuk el®, ahol a Hα savart szektort (6.54) de�niálja. Az, hogy a minimálmodellHilbert-tere nem lehet az egész, látható pl. abból, hogy (6.62)-ben k sak olyan értékeket vehetfel, amelyekre 1 ≤ l − 2k ≤ p.116.6.2.2. Összehasonlítás a sonkolt konform állapottér közelítésselEredeti munkánkban [FRT00℄ számos különböz® modellel elvégeztük az egybevetést. Ittmost sak az M2,5 + Φ(1,3) skálázó Lee-Yang modellre vonatkozó eredményeket idézem. Ekkor asavarás egyetlen független értéke

α =
π

2Ha α-t így rögzítjük, akkor még megmarad a szabadságunk a δ kvantálási paraméter megválasz-tására. A gerjesztett állapotokat a megfelel® sine-Gordon modell B1 els® lélegz®je által alkotottsokrészeske állapotok adják, ahol a sine-Gordon paraméter
λ =

3

2A B1 lélegz®ket 6.2.3 alapján önkonjugált gyökök reprezentálják, amelyek valós része a lélegz®rapiditásával egyezik meg. Tehát az összes állapot megkapható a (6.60) integrálegyenlet olyanmegoldásai segítségével, amelyekre a savarás α = π/2 és a forrástag (az infravörösben) egy vagytöbb önkonjugált gyököt tartalmaz (a vákuum esetén természetesen egyet sem). Az ultraibolyasúlyok vizsgálatával a kvantálási szabályra a
δ = Msc mod 211 Az érdekl®d® további részleteket találhat err®l a projekióról Felder és LeClair munkájában [FL92℄. Meg-jegyzem, hogy ez nem más, mint a minimálmodellek szabadtér reprezentáiójakor elvégzend® BRST projekió (ld.[Fel89℄) tömeges megfelel®je.



64 6. Destri-de Vega egyenletekel®írás adódik, ahol Msc az önkonjugált gyökök számát jelöli. A 6.2 táblázatban a nyugvóegyrészeske, az I = 1 kvantumszámmal mozgó egyrészeske (impulzusa p = 2π
L ), illetve alegalasonyabban fekv® kétrészeske (I1 = −I2 = 1/2) állapot integrálegyenletb®l energiájáthasonlítom össze a TCSA numerikus jóslataival. Az összehasonlításhoz a lélegz® tömegét hasz-náltam skálaként, ami a sine-Gordon szoliton tömegével az

m = 2M sin
π

3
=

√
3Mmódon fejezhet® ki. A TCSA adatokból levontam a

Bm2Lvákuumenergia járulékot, ahol a B univerzális vákuumenergia konstans értékét (C.7) adja meg.



7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákraEbben a fejezetben az eddig tárgyalt ismeretek olyan alkalmazásait ismertetem, amelyek sajátmunkám során fordultak el®.Els®ként az ún. k-hajtogatott sine-Gordon modellt tárgyalom, amely számos érdekességettartalmaz. Látni fogjuk, hogyan jelentkezik a 4.2.2 alatt jelzett többértelm¶ség az állapottérmegválasztásában, és ennek kapsán egy nagyon érdekes elméleti modellt kapunk, ahol a kvan-tumtérelméleti alagúte�ektus leírásából jól ismert ritka instanton gáz közelítés jóslatai egészenkonkrét módon összevethet®k a DdV egyenlet és a TCSA módszer útján kapott eredményekkel.Ennek során a véges térfogatbeli vákuumfelhasadásról megmutatom, hogy a vákuumok köztialagutazással értelmezhet®. Továbbá itt fogunk el®ször példát látni kink típusú gerjesztésekre,és ennek a példának a kés®bbiekben a perturbált konform térelméletek spektrumának elemzé-sekor fontos szerep jut. Végül, de nem utolsósorban a modell ismerete szükséges el®feltétel akétfrekveniás sine-Gordon modell analíziséhez.Ezután a kétfrekveniás sine-Gordon modellt tárgyalom, aminek elméleti érdekessége egyrésztabban rejlik, hogy a nemintegrálható kvantumtérelméletek egyfajta prototípusának tekinthet®.Másrészt a modell alkalmazható a tömeges Shwinger modell, az általánosított Ashkin-Tellermodell (egy kvantum spin rendszer), és az egydimenziós Hubbard modell tanulmányozásárais [DM98, FGN00℄. Egy további érdekes alkalmazási lehet®ség ultra-rövid optikai impulzusokdegenerált rezonáns médiumban történ® terjedésének modellezése [BCG℄.A kétfrekveniás sine-Gordon modell kapsán röviden ismertetem az ún. form-faktor pertur-báiószámítást, ami alkalmas arra, hogy ilyen elméletekr®l nemperturbatív informáiót nyerjünk,mivel eleve egy nemtriviálisan kölsönható és nemperturbatíve egzaktul megértett integrálhatókvantumtérelmélet körüli sorfejtésb®l indul ki. Látni fogjuk, hogyan alkalmazható a TCSA mód-szere arra, hogy a szemiklasszikus közelítéssel kapsolatos elméleti problémákat eldönthessük, éshogyan lehet a segítségével feltérképezni az elmélet fázisdiagramját, meghatározva a lehetségesfázisátalakulások helyét és típusát.A nemintegrálható modellek annyiban is jóval közelebb állnak az integrálhatóknál a valóság-hoz, hogy segítségükkel instabil részeskék (rezonaniák) is modellezhet®k1. Ezt a kétfrekveniássine-Gordon modell és az Ising modell példáján mutatom be, és az ezeken végzett vizsgálatoksorán kifejlesztek egy hatékony módszertant a keskeny rezonaniák leírására és paramétereik meg-határozására a véges térfogati spektrumból. A végesméret spektrum meghatározására a TCSAmódszert, az elméleti jóslatok leszármaztatására a form-faktor perturbáiószámítást használom,amik közül az els® teljes mértékben a kétdimenziós térelméletekre spei�kus eljárás, a másodikmegfelel®je magasabb dimenzióban is ismert ugyan (hadronok gyenge bomlásának leírása), deott nem ismertek az egzakt nemperturbatív form-faktorok2. Ennek ellenére a munka lényegimondanivalója, miszerint a rezonaniákat a spektrumban mutatkozó jellegzetes szint elkerüléseksegítségével lehet hatékonyan jellemezni, valamint az erre szolgáló módszer, teljesen természe-tes módon általánosítható magasabb dimenziós térelméletekre. Ráadásul a módszer maga nem1 Itt megjegyzem, hogy ismertek olyan integrálható térelméletek, amelyek tartalmaznak rezonaniákat[FPGHM97, MFP00℄, azonban ezek nem felelnek meg a jelen vizsgálatokhoz, f®képpen mivel a gerjesztett ál-lapotok véges térfogatbeli leírására nem ismeretes hatékony és részleteiben kidolgozott eljárás. Másfel®l pedig anemintegrálható perturbáiók el®nye az is, hogy az integrálhatóságot sért® satolás segítségével a bomlás hangol-ható, s®t teljesen ki is kapsolható.2 A rástérelmélet jelenlegi dinamikus fejl®dése alapján remélhet®, hogy a megfelel® form-faktorok hamarosanelég nagy pontossággal (numerikusan) rendelkezésre állnak majd.



66 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákrafügg sem attól, hogyan állítjuk el® a végesméret spektrumot, sem pedig magától a form-faktorperturbáiószámítástól, így (mint azt majd röviden tárgyalom) olyankor is alkalmazható, amikora bomlást okozó kölsönhatás nem szeparálható a részeskét létrehozótól (a fenomenológiábanezek az �er®s� bomlások, amikor a hadron nem a gyenge, hanem az er®s kölsönhatáson keresztülbomlik).A fejezet záró részében azt tárgyalom, hogy a végesméret e�ektusoknak a Bethe-Yang egyen-letek segítségével történ® tárgyalása hogyan visz közelebb a nemunitér kvantumtérelméletek meg-értéséhez. Az ilyen elméletek iránt érdekl®dés oka részben az, hogy az egyik legfontosabb salád-jukat adó imagináriusan satolt a�n Toda elméletek a legegyszer¶bb olyan térelméletek, amelyeka sine-Gordon szolitonok dinamikáját magasabb soport szimmetria esetére általánosítják, ezen-felül redukió révén fontos szerepet játszanak perturbált konform térelméletek (köztük unitérmodellek) leírásában. Nemunitér elméletek alkalmazhatók továbbá olyan problémák leírására,amikor nem a valószín¶ségi értelmezés áll az alkalmazás központjában, pl. di�úziós-annihiláiósfolyamatokra [ADHR94℄ vagy rendezetlen statisztikus �zikai rendszerekben [MCW96, BCKT01℄.Az utóbbi alkalmazásokra irányul a szupersoportokon értelmezett σ modellek jelenleg nagyonaktívan zajló kutatása [RS01, SWK02, SWK03℄, amit®l a rendezetlen rendszerekben zajló fázis-átalakulások univerzalitási osztályainak klasszi�kálása várható; az OSP (1|2n) σ-modell egzakt
S-mátrixáról pedig kiderült [SWK03℄, hogy közeli kapsolatban áll az imagináriusan satolt a(2)

2na�n Toda térelmélet S mátrixával, a két elmélet nemlokális megmaradó mennyiségeinek algeb-rája között fennálló kapsolat alapján. Másfel®l pedig érdekl®dés mutatkozik az imaginárius a�nToda elméletek termodinamikája iránt is [SWK00℄, ami a soksatornás Kondó probléma modelle-zésével függ össze. A nemunitér kvantumtérelméletek mélyebb megértésére tett er®feszítéseinketezek a problémák motiválják.7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell7.1.1. A lokális operátor algebra megválasztásaMint azt (B.27)-t követ®en tárgyaltuk, periodikus határfeltételek mellett általában két maxi-mális, az operátor szorzatra zárt lokális algebra adható meg, amiket a következ® vertex operátorokgenerálnak [KM93℄:
Ab = {V(n,m) : m ∈ Z, n ∈ Z}
Af = {V(n,m) : m ∈ Z, n ∈ Z +m/2} (7.1)Azonban (ld. 4.2.2) a perturbáló operátor azonosítása nem egyértelm¶: a cos βΦ operátort egytetsz®leges 1

2 (Vk,0 + V−k,0) kombináióval azonosíthatjuk, ahol k pozitív egész szám. Ekkor akompakti�káiós sugár (4.11) alapján:
r = k

√
4π

βAzt viszont mindig megtehetjük, hogy a kompakti�káiós sugarat átde�niáljuk az
r =

√
4π

βezzel
: cos βΦ :=

1

2
(V1,0 + V−1,0) (7.2)marad k-tól függetlenül, azonban ekkor a vertex operátorok (B.22) de�níiója alapján a (7.1)algebrákat a következ® alakba írhatjuk:

A(k)
b = {V(n/k,km) : m ∈ Z, n ∈ Z}

A(k)
f = {V(n/k,km) : m ∈ Z, n ∈ Z +m/2}

(7.3)



7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell 67A továbbiakban a k-hajtogatott sine-Gordon (illetve tömeges Thirring modellt) úgy tárgyalom,hogy a perturbáló operátort (és ezzel a kompakti�káiós sugár azonosítását) �xen tartom (7.2)szerint, a Hilbert-teret a k hajtogatási számnak megfelel®en a (7.3) szerinti vertexoperátorok ésazok leszármaztatottai keltik. A 6.6.2 alatt tárgyaltak alapján ezen elméletek spektrumát az
Z(θ) = ML sinh θ + g(θ|θj) + α− i

∫ ∞

−∞
dx G(θ − x− iη) log

(
1 + (−1)δeiZ(x+iη)

)

+i

∫ ∞

−∞
dx G(θ − x+ iη) log

(
1 + (−1)δe−iZ(x−iη)

) (7.4)integrálegyenlettel írhatjuk le, ahol a savarás megengedett értékei:
α =

2πl

k
, l = 0, 1, . . . , k − 1és a 6.4 alatt leírtak alapján

bozonikus modell : δ = 2S mod 2

fermionikus modell : δ = 0továbbá a topológiai töltést meg kell szorítanunk
Q = NH − 2NS −MC − 2MW θ(1 − λ) ∈ kZ (7.5)szerint.7.1.2. Instantonok és ϑ-vákuum véges térfogatban7.1.2.1. Ritka instanton gáz közelítésA sine-Gordon modell vákuuma periodikus szerkezet¶, ennek megfelel®en a QCD-b®l jólismert ϑ-vákuumok megjelenésére számíthatunk, és ezek energiáját a ritka instanton gáz közelí-tésben számíthatjuk.A sine-Gordon modellt véges L térfogatban a következ® euklidészi hatással fogalmazzuk meg:

SE[Φ] =

∫ ∞

−∞
dτ

∫ L/2

−L/2
dx

(
1

2
(∂τΦ)2 +

1

2
(∂xΦ)2 +

µ2
0

β2
(1 − cos βΦ)

)
. (7.6)A téregyenletek rendelkeznek a

Φinst =
4

β
arctan exp (µ0 (τ − τ0)) (7.7)instanton megoldással, amelynek hatása:

SE [Φinst] =
8µ0

β2
L = MclassLahol Mclass a klasszikus szoliton tömeg3. Az instanton kalkulus standard eljárását, az euklidészipályaintegrál nyeregpont közelítését [Mun89℄ használva a következ®t kapjuk a ϑ-vákuumok köztifelhasadás mértékére:

∆E(ϑ) = −2 cos (ϑ)

∣∣∣∣
det′M
detM0

∣∣∣∣
−1/2(

SE [Φinst]

2π

)1/2

e−SE [Φinst] , (7.8)3 Az instanton megoldás tulajdonképpen nem más, mint egy sztatikus szoliton megoldás a τ változóban.
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V

7.1. ábra. Vákuumok k = 4 eseténahol az
M = −∂2

τ − ∂2
x + V ′′ (Φinst) , M0 = −∂2

τ − ∂2
x + V ′′ (0)operátorok az instanton (illetve a vákuum) körüli kvadratikus �uktuáiókat írják le,det′M pedig

M determinánsát jelenti a nullmódusok elhagyásával, és a
(
SE [Φinst]

2π

)1/2 (7.9)faktor az instanton megoldás egyetlen (τ0-beli eltolásnak megfelel®) nullmódusának járuléka. A
cos ϑ függés a ϑ-vákuum alábbi kifejtéséb®l ered:

|ϑ〉 =

∞∑

n=−∞
einϑ |n〉ahol |n〉 a Φ = 2π

β n klasszikus vákuum megoldásnak megfelel® kvantumállapot.A determináns tag a h®vezetési magfüggvény módszerrel (�heat kernel method�) egzaktulkiszámítható, az energia felhasadásra adódó végeredmény pedig4:
∆E(ϑ) = −M

√
2

πl
e−l cos ϑ , l = ML (7.10)ahol M a sine-Gordon szoliton kvantumos tömege (a tömegrenormálást � egy-hurok rendig be-zárólag � a determinánsok kiszámításakor �gyelembe vett ellentagok végzik el).7.1.2.2. Vákuum szerkezet a k-hajtogatott sine-Gordon modellbenA k-hajtogatott modellben a sine-Gordon mez®t pontosan k periódus után azonosítjuk:

Φ ∼ Φ +
2π

β
k . (7.11)A poteniált a 7.1 ábra illusztrálja, a klasszikus alapállapotok

Φn =
2π

β
n , n = 0, . . . , k − 1 (7.12)Az ennek megfelel® modellt (amelynek lokális operátoralgebráját az ultraibolya �xpontban a(7.3) alatti A(k)

b adja meg) SG(β, k)-val fogom jelölni. A végtelen térfogatú (L = ∞) kvantum-elméletben ezeknek a megoldásoknak az |n〉 vákuumállapotok felelnek meg, amelyekre
〈n|Φ(x, t) |n〉 =

2π

β
n (7.13)4 A részletes számítást ld. a [BPTW00℄ ikkben.



7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell 69Az elmélet szimmetriáját egyfel®l egy, a vákuumok peridoitását implementáló T operátor gene-rálja
TΦ(x, t)T−1 = Φ(x, t) − 2π

β
(7.14)amire

T |n〉 = |n+ 1 mod k〉 (7.15)és a sajátvektorai a �Bloh-hullámok�:
|ϑn〉 =

1√
k

k−1∑

m=0

eimϑn |m〉 , ϑn =
2π

k
n (7.16)

T |ϑn〉 = e−iϑn |ϑn〉 (7.17)amelyek egyben a Hamilton operátornak is sajátállapotai. Véges térfogatban az |n〉 állapotokközötti (az instanton által leírt) alagutazás megszünteti az alapállapot degeneráióját, és a sa-játállapotok a (7.16) ϑ-vákuumokkal egyeznek meg. A T által generált Zk szimmetriasoportmellett bevezethet® egy S Z2 transzformáió is:
SΦ(x, t)S−1 = −Φ(x, t) , S† = S−1 = S (7.18)ami a vákuumállapotokon a következ®képpen hat:

S |n〉 = |k − n〉 = |−n〉 , S |ϑl〉 = |−ϑl〉 = |ϑk−l〉 , (7.19)
S és T a Dk diszkrét soportot generálja.A (7.11) azonosítás a következtében a

Vm =: exp
(
iβ
m

k
Φ
)

: (7.20)operátorok m egész értékeire jól de�niáltak, és
TVmT

−1 = e−
2πi
k

mVm , SVmS
−1 = V−m (7.21)Véges térfogatban az instantonok indukálta alagúte�ektus megszünteti az alapállapot degenerái-óját; a legalasonyabb energiájú állapot az, amelyik Dk invariáns. Mivel a (vákuumok kifeszítettealtérre megszorított) Hamilton operátor a diszkrét szimmetriával felserél, ezért a soport-algebraentrumában kell lennie. A entrum legáltalánosabb eleme

H = E0(L)I + Ẽ1(L)(T + T−1) + · · · + Ẽi(L)(T i + T−i) + . . .Ennek sajátállapotai pontosan a |ϑm〉 állapotok, a következ® sajátértékekkel:
Hm = E0(L) +

[k/2]∑

j=1

Ej(L) cos

(
2π

k
jm

)
, m = 0, . . . , k − 1 , 2Ẽj = Ej (7.22)A savart vákuum DdV egyenlete a következ® alakú:

Z(θ) = ML sinh θ + ϑ − i

∫ ∞

−∞
dx G(θ − x− iη) log

(
1 + eiZ(x+iη)

)

+ i

∫ ∞

−∞
dx G(θ − x+ iη) log

(
1 + e−iZ(x−iη)

)Nagy térfogatban
Z(x) ≈ ϑ+ l sinh(θ) , l = ML (7.23)



70 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákraEzt behelyettesítve az energia
E(L) = −2Mℑm

∫ ∞

−∞

dx

2π
sinh(x+ iη) log

(
1 + eiZ(x+iη)

)
, (7.24)kifejezésébe, η értékét eltolhatjuk π/2-ig mivel az integrandusnak ebben a tartományban ninsszingularitása:

E(ϑ,L) = −M
∫ ∞

−∞

dx

2π
cosh(x)

[
log
(
1 + eiϑ−l cosh x

)
+ log

(
1 + e−iϑ−l cosh x

)]
. (7.25)A logaritmus függvényt Taylor-sorba fejtve

E(ϑ,L) = −2M

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

n
K1(nl) cosnϑ (7.26)ahol K1(z) másodfajú Bessel-függvény:

K1(z) =

∫ ∞

−∞

dx

2
cosh(x)e−z cosh xA K1 függvény aszimptotikáját felhasználva látható, hogy nagy l-re az n = 1 tag adja a vezet®járulékot:

E(ϑ,L)

M
= −

√
2

πl
e−l cos ϑ+ . . . (7.27)ami tökéletes összhangban van a ritka instanton gáz közelítésb®l kapott (7.10) eredménnyel. Hamost behelyettesítjük a

ϑm = 2π
m

k
, m = 0, . . . , k − 1értékeket, akkor a DdV eredmény a (7.22) alattival teljesen összhangban van. A fenti eredménye-ket összevetettük a sonkolt konform állapottér adta numerikus adatokkal is, és kit¶n® egyezésttaláltunk [BPTW00℄.7.1.3. A hajtogatott modell spektruma és S mátrixaA sine-Gordon modell szoliton megoldása a k-hajtogatott modellben kink típusú gerjesztéstír le. Az SG(β, k) modell sztatikus kink megoldásai a következ®k:

Kn,n+1(x, t) =
4

β
arctan eµ0(x−x0) +

2nπ

β
n = 0, . . . , k − 1; k ≡ 0 . (7.28)(az antikinkek a Φ 7→ −Φ re�exióval állíthatók el®). A vákuumok szomszédsági viszonyai (ame-lyek egy irkuláris elrendezést tükröznek, ahol a k-adik vákuum azonos a 0-adikkal) azt jelentik,hogy a modell spektruma a C.1.5 alattiaknak megfelel® módon megszorítást tartalmaz a sok-kinkállapotokra.Az SG(β, k) modellben minden lélegz®nek k különböz® állapot felel meg, amelyek mindegyikevalamelyik vákuum körül oszillál. A klasszikus megoldásban a lélegz® spektrum folytonos

B(n)
ν (x, t) =

4

β
arctan

sin
(

µ0vt√
1+v2

)

v cosh
(

µ0x√
1+v2

) +
2nπ

β
, v ∈ R , n = 0, . . . , k − 1 . (7.29)Kvantumszinten a (diszkrét tömegspektrumú) lélegz® állapotok k-szorozódására egy alátámasz-tást TCSA numerikus adatokkal a 7.2 ábra mutat.
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7.2. ábra. Lélegz® állapotok 2-hajtogatott modellben λ = 7/2 mellett, ahol feltüntettem a (C.12)egzakt jóslatokat is, illetve a kétrészeske állapotok alsó határát.A Qk topologikus töltés azt jellemzi, hogy hányszor járja be a Φ(t, x) mez® a periódusát,miközben x végigfut −∞-t®l +∞-ig:
Qk =

β

2kπ

∫ ∞

−∞
∂xΦdx (7.30)Ennek megfelel®en az egy-kink megoldás 1/k tört topológiai töltéssel rendelkezik, vagyis azegész töltés¶ kon�guráiókban a kinkek száma k egész számú többszöröse kell legyen, (7.5)-nekmegfelel®en.A C.1.5 alatti jelöléseket használva, a kinkek szórásfolyamatai

Kab(θ1) +Kbc(θ2) → Kad(θ2) +Kdc(θ1)akkor megengedettek, ha |a−b| = |b−c| = |a−d| = |b−d| = 1, és az el nem t¶n® szórásamplitúdókkifejezhet®k a sine-Gordon modell (C.11) egzakt S mátrixával:
Sa+1a+2

aa+1 (θ1 − θ2) = Sa−1a−2
aa−1 (θ1 − θ2) = S++

++ (θ1 − θ2)

Saa+1
aa+1 (θ1 − θ2) = Saa−1

aa−1 (θ1 − θ2) = S−+
+− (θ1 − θ2)

Saa−1
aa+1 (θ1 − θ2) = Saa+1

aa−1 (θ1 − θ2) = S+−
+− (θ1 − θ2)ahol az a, a± 1, a± 2 vákuumindexek modulo k értend®k. Ehhez hasonlóan a

B(m)
n (θ1) +Km,m+1(θ2) → Km,m+1(θ2) +B(m+1)

n (θ1)kink lélegz® szórást leíró amplitúdó:
Sn

(m) (θ1 − θ2) = Sn (θ1 − θ2) (7.31)ahol Sn(θ) a (C.15) lélegz®-szoliton S mátrix. A lélegz®k
B(k)

n (θ1) +B(k)
m (θ2) → B(k)

m (θ2) +B(k)
n (θ1)szórását pedig az

Sn,m
(k) (θ1 − θ2) = Sn,m (θ1 − θ2)amplitúdó írja le, ahol Sn,m a (C.14) lélegz®-lélegz® amplitúdó.A 5.1.1 alatt tárgyalt Bethe-Yang egyenleteket felhasználva, a fenti szórásamplitúdókat könnyenössze lehet vetni a DdV infravörös határesetével, illetve a numerikus TCSA spektrummal. Vala-mennyi esetben tökéletes egyezést találtunk [BPTW00℄, a 7.3 ábrán a TCSA-val való egybevetésremutatok egy példát.
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7.3. ábra. A TCSA adatok (pontok) és a Bethe-Yang jóslat (folytonos vonalak) összevetése a
SG
(
β = 4

3

√
π, 2
) modell Q = 1 topológiai töltés¶ szektorában7.1.4. Exponeniális operátorok vákuum várható értékeEbben a részben a (7.20) alatti exponeniális operátorok vákuum várható értékeit elemezzük,és ennek kapsán alátámasztunk egy, Lukyanov és A. B. Zamolodhikov által megfogalmazottsejtést ezek egzakt értékéir®l. Ehhez érdemes bevezetnünk az |n〉 vákuumállapotok véges térfo-gatbeli megfelel®it a

|m〉 =
1√
k

k−1∑

n=0

e−imϑn |ϑn〉de�níióval. Az alábbiakban tetsz®leges L térfogatban dolgozunk, de a térfogatfüggést expliitenem tüntetjük fel. A T szimmetriagenerátor (7.17) és (7.21) alatt felírt hatása alapján
〈ϑn|Vm |ϑr〉 = Am(r)δn,m+r , 〈n|Vm |r〉 = Bm(r − n)e

2πi
k

mn (7.32)ahol Am(r) ismeretlen amplitúdók.
Bm(r) = 〈0|Vm |r〉 =

1

k

k−1∑

n=0

e−
2πi
k

nrAm(n) . (7.33)Mivel Φ önkonjugált,
V †

m = V−m ⇒ Bm(r)∗ = e
2πi
k

rmB−m(−r)Az S szimmetriából
Bm(r) = B−m(−r)amib®l következ®en Bm(r) fázisa el®jel erejéig rögzíthet®:

Bm(r) = e
πi
k

rmFm(r) , Fm(r) ∈ R (7.34)Azonban az Fm amplitúdók sem függetlenek. A B.6.1 alattiakból könnyen látható, hogy astandard Fok bázisban Vm minden mátrix eleme valós. Emiatt a Hamilton operátor mátrixavalós és szimmetrikus, és következésképpen minden sajátvektor összes komponense valós. Ezértaz összes 〈ϑn|Vm |ϑr〉 várható érték valós, amib®l viszont azt kapjuk, hogy
Fm(r) = (−1)mFm(k − r) , r = 1, . . . , k − 1 (7.35)



7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell 73vagyis a vákuum várható értékek a következ® valós amplitúdókkal adhatók meg:
Fm(r) , r = 0, . . . ,

[
k

2

] (7.36)Lukyanov és Zamolodhikov egy egzakt formulát javasolt a standard sine-Gordon modellben azexponeniális operátorok várható értékeire végtelen térfogatban [LZ97℄. Legyen |0〉 az |n〉 állapot
n = 0 esetén és

G(a) = 〈0| eiaΦ(x) |0〉ekkor a Lukyanov-Zamolodhikov sejtés a következ®t állítja:
G(a) =

[
M

√
πΓ
(

λ+1
2λ

)

2Γ
(

1
2λ

)
] a2

4π

×

exp





∫ ∞

0

dt

t




sinh2
(

aβ
4π t
)

2 sinh
(

1
λ+1t

)
sinh(t) cosh

(
λ

λ+1t
) − a2

4π
e−2t





 , (7.37)ha

β2 < 8π és |ℜe aβ| < 4π (7.38)A fenti jelölésekkel:
G
(
mβ

k

)
= Fm(0) ha l = ML = ∞.A TCSA-ból a (2.5) exponeniális leképezéssel kapott konform síkon számolt vákuum várhatóértékeket kaphatjuk meg, a leképezés eredménye egy extra

(
L

2π

)m2β2

4πfaktor, ami a Vm operátor mint ∆ = ∆̄ = m2β2

8π súlyú primér tér transzformáiójából adódik.Bevezetve a dimenziótlanított
g(a) = M−2∆aG(a)mennyiséget és feltüntetve az l-függést:

F̃m(0)[l] =
1

k

k−1∑

n=0

Ãm(n)[l] =
l2∆a

(2π)2∆a
g(a)N(l) , a =

mβ

k
(7.39)ahol ˜ a síkon vett várható értékre utal és N(l) egy végesméret korrekiós faktor, amir®l tudjuk,hogy N(l) → 1 +O(e−l), ha l → ∞.Az Fm(r) amplitúdókra sajnos nins hasonló jóslatunk, ha r 6= 0, vezet® viselkedésüketazonban könnyen kitalálhatjuk. A

〈0|Vm |r〉mátrixelemek végtelen térfogatban elt¶nnek, mert az |n〉 állapotok mindegyike egy különállóHilbert-térben fekszik, amelyek között nem visz át semmilyen lokális operátor. Véges térfo-gatban a vákuumok közötti alagúte�ektus miatt kapnak nemzérus járulékot, de a 7.1.2.1 ritkainstanton gáz számításból tudjuk, hogy az alagúte�ektus amplitúdója exponeniálisan elt¶niknagy térfogatban:
〈0|Vm |r〉 ∼ e−l ha l ≫ 1 és r 6= 0 (7.40)
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l(b)7.4. ábra. Exponeniális operátorok vákuum várható értékeinek mérése(a) Lukyanov-Zamolodhikov sejtés ellen®rzése: a diszkrét pontok a TCSA adatok(b) F1(1)[l] lesengéseA fentieket az
SG

(
β =

4
√
π

3
, 3

)

3-hajtogatott modellben teszteltük (λ = 7/2). A három alapállapotnak megfelel® TCSA sa-játvektort felhasználva kiszámítottuk az Ãm(n)[l] mennyiségeket az m = 1, . . . , 5 operátorokra.Ezután (7.39)-nek megfelel®en a F̃m(0)[l]l−2∆m kombináiókat ábrázoltuk l függvényében, ahol
2∆m =

m2β2

4k2π
(k = 3)Az eredmény a 7.4 (a) ábrán látható, ahol a vízszintes vonalak a Lukyanov-Zamolodhikov-féle

(2π)−2∆mg

(
mβ

k

)jóslatot mutatják. Az egyezés jó, de a nagyobb m értékekre mutatott eltérések azt jelzik, hogyérdemes lenne levágásban és térfogatban extrapoláiót alkalmazni. Ugyanebben a modellben
Fm(1)[l]-t is meghatároztuk, az eredményeket egy logaritmikus skálán a 7.4 (b) ábrán mutatombe. Látható, hogy az adatok viselkedése teljesen konzisztens a (7.40)-b®l várt exponeniálislesengéssel (a nagy l tartományban látható eltérést a sonkolási hibák okozzák).A 7.5 ábrán látható az m = 1 eset részletesebb elemzése. Rögzített l-nél a mért adatok az
ecut TCSA levágás függvényében monoton növeked®nek bizonyulnak. Ezt a függést a extrapolálófüggvénnyel illesztettük meg5

a(l)
e
2(2−h)
cut + c(l)

e
2(2−h)
cut + b(l)

, h =
β2

4πaz extrapolált érték az a(l) együttható. Az l-ben történ® extrapoláió (7.39) alapján a
A− B

l
e−l5 A függvény alakját a konform perturbáiószámítás ecut-ban mutatott (a perturbáló operátor ultraibolyadimenziójából, valamint a vertexoperátorok operátorszorzat kiválasztási szabályaiból számolt) viselkedése alapjánrögzítettük.
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7.5. ábra. A TCSA adatok extrapoláiójából adódó eredmény az m = 1 várható értékreillesztésével történt, ahol a térfogatfüggést a (7.10) instanton eredmény motiválta, de �gyelembevettük, hogy amennyiben az exponeniális operátort beszúrjuk a pályaintegrálba, az eltolás in-variana sérül és így nem marad nullmódus. Ez az alak nagyon jól illeszkedik a levágásbanextrapolált adatokra. Az ábrán az egzakt vákuum várható értékre vonatkozó jóslat mellettfeltüntettük a Lukyanov és Zamolodhikov által kiszámított szemiklasszikus eredményt is. Mivel
λ = 7/2 ≫ 1, a kett® közti különbség elég kisi, majdnem a TCSA hiba nagyságrendjébe esik,de még így is látható, hogy az extrapolált adatok az egzakt eredményt preferálják.Megjegyzem, hogy hasonló TCSA számítást végzett Guida és Magnoli [GM97b℄ a Lukyanov-Zamolodhikov sejtés Φ(1,3)-perturbált minimálmodellekre megfogalmazott verziójának ellen®r-zésére, bár az itt bemutatott extrapoláiós tehnikákat nem alkalmazták: azok saját eredmények,és kés®bb a rezonaniák vizsgálatában is hasznosnak bizonyultak.7.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modellA kétfrekveniás sine-Gordon modellt az alábbi hatás de�niálja:

ADSG =

∫
dt

∫
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ + µ cosβΦ + ζ cos (αΦ + δ)

)

α 6= β (7.41)ahol Φ valós skalártér, α és β dimenziótlan paraméterek (frekveniák), δ egy dimenziótlan fázis-tolás, µ és ζ pedig két dimenziós satolási állandó. A klasszikus elméletben
[µ] = [ζ] = (tömeg)2Amennyiben a (7.41) hatást perturbált konform térelméletként értelmezzük, akkor
[µ] = (tömeg)2−β2

4π (7.42)
[ζ] = (tömeg)2−α2

4πA fenti modell nemintegrálható, ha α 6= β és sem µ, sem pedig ζ nem t¶nik el; ha a kett®közül az egyik 0, akkor a sine-Gordon modellre redukálódik. Del�no és Mussardo számos érdekesmeg�gyelést tett a modellel kapsolatban [DM98℄, a standard térelméleti módszereket kombinálvaperturbált konform térelméleti, valamint form-faktor perturbáiószámításon alapuló érvekkel (ld.



76 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra7.2.1 alatt). A modellt a c = 1 szabad bozon perturbáiójaként értelmezve, a két perturbáló tagakkor releváns, ha
β2 ≤ 8π , α2 ≤ 8πEzenkívül megköveteljük, hogy az elmélet a konform perturbáiószámításban szigorú értelembenrenormálható legyen, azaz ne generálódjanak új poteniáltagok. Ezek egyébként a két frekven-ia felharmonikusai formájában jelentkeznek, de ekkor az elméletre már inkább mint nem két-hanem többfrekveniás sine-Gordon modellre érdemes gondolni, klasszikus szinten is6. A szigorúrenormálhatóság feltétele

αβ ≤ 4πA raionális esetben
α

β
=
m

n
, m,n ∈ Z(itt feltételezem, hogy m és n relatív prím) a poteniál 2πr szerint periodikus, ahol

r =
m

α
=
n

βA δ paraméter �zikailag inekvivalens értékei a
|δ| ≤ π

ntartományba esnek (minden más esetben a mez® eltolásával ugyanide képezhetjük vissza). Ezazt mutatja, hogy amennyiben α/β irraionális (azaz n → ∞), akkor a δ paraméter irreleváns.Ebben az esetben a TCSA módszer nem alkalmazható, mivel bármilyen levágás választása eseténvégtelen sok állapottal kell számolnunk (a zárt operátoralgebrát alkotó Vα vertexoperátorok azegész valós α tengelyen s¶r¶n vannak). Alternatív nemperturbatív megközelítés hiányában atovábbiakban ezzel az esettel nem foglalkozom.Del�no és Mussardo egyik legérdekesebb eredménye az, hogy átlagtér közelítésben egy má-sodrend¶ fázisátalakulást találtak az α/β = 1/2 és δ = π/2 paraméterek mellett. Fabrizio ésmunkatársai amellett érveltek, hogy ezt a fázisátalakulást a kvantum�uktuáiók els®rend¶vé te-hetik [FGN00℄. Azonban ennek a kérdésnek a vizsgálata az elmélet er®s satolású tartománybantörtén® vizsgálatát követeli meg, amit Bajnok Zoltánnal, Palla Lászlóval és Wágner Ferenelegyütt végeztünk el [BPWT℄, és a 7.2.3 alatt tárgyalok.A továbbiakban részletesen sak azzal az esettel foglalkozom, amikor a frekveniák aránya
α

β
=

1

2ezt a modellt a rövidség kedvéért DSG2-vel fogom jelölni.7.2.1. Form-faktor perturbáiószámításTekintsünk most a perturbált konform térelméleti keretben (3.1) egy kett®s perturbáiót akövetkez® hatással:
A(µ, ζ) = ACFT − µ

∫
dtdxΦ(t, x) − ζ

∫
dtdxΨ(t, x) (7.43)amire megköveteljük, hogy a ζ = 0 mellett adódó A(µ, ζ = 0) modell integrálható legyen. Akét perturbáló mez®r®l feltesszük, hogy az ultraibolya konform térelmélet zérus spin¶ relevánsskálázó operátorai, azaz ∆Φ = ∆̄Φ < 1 and ∆Ψ = ∆̄Ψ < 1.Tegyük fel továbbá, hogy a A(µ, ζ = 0) modell spektruma tömeges, a tömegskálát (4.7)alapján µ adja meg. A ζ bekapsolása általában megsérti az integrálhatóságot, megváltoztatjaa tömegspektrumot és lehet®vé teszi a rugalmatlan folyamatokat, többek között az integrálhatóesetben stabil részeskék bomlását.6 A háromfrekveniás esetet Tóth Gábor Zsolt vizsgálta [Tot04℄.



7.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modell 777.2.1.1. A ζ-ban vezet® korrekiókDel�no, Mussardo és Simonetti javasolta a nemintegrálható modell dinamikájának leírására azún. form-faktor perturbáiószámítást [DMS96℄. Jelöljük a ζ = 0 elmélet aszimptotikus állapotaita következ®képpen:
|Ai1 (θ1) . . . Ain (θn)〉ζ=0A form-faktor perturbáiószámítás legfontosabb bemeneti adatai a Ψ lokális mez® mátrixelemei(form-faktorok):

FΨ
i1...in (θ1, . . . , θn) = 〈0|Ψ(0, 0)|Ai1 (θ1) . . . Ain (θn)〉ζ=0amelyek az integrálhatóságnak köszönhet®en egzaktul meghatározhatók az ún. form-faktor axi-ómák megoldásával (amir®l egy kit¶n® összefoglalást adott Smirnov [Smi92℄). Ezek ismeretében

ζ-ban els®rendig a következ® eredmények kaphatók [DMS96, DGM06℄:1. A vákuum energias¶r¶ség megváltozása:
δEvac = ζ 〈0|Ψ |0〉ζ=0 . (7.44)2. A tömegnégyzet mátrix M2

ab korrekiója
δM2

ab = 2ζFΨ
ab̄ (iπ , 0) δma,mb

(7.45)(̄ az antirészeskét jelöli), feltéve, hogy a kiinduló tömegmátrix M2
ab = m2

aδab .3. Az Aa +Ab → Ac +Ad folyamat amplitúdója a következ®képpen módosul:
δScd

ab (θ, ζ) = −iζ
FΨ

c̄d̄ab
(iπ, θ + iπ, 0, θ)

mamb sinh θ
, θ = θa − θb . (7.46)Fontos megjegyezni, hogy a fenti korrekió a tömegközépponti energia (másképpen az s Man-delstam változó) rögzítése mellett adódik. A rapiditás változóban ez a következ®nek felelmeg:

δScd
ab (θ, ζ) =

∂Scd
ab (θ, ζ = 0)

∂θ
δθ + ζ

∂Scd
ab (θ, ζ)

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=0ahol

δθ = −maδma +mbδmb + (mbδma +maδmb) cosh θ

mamb sinh θa rapiditás változó eltolódása, amit a (7.45) tömegkorrekió indukál, amennyiben s-et �xentartjuk.4. Tegyük fel hogy az Ac részeske bomlása az Aa és Ab részeskékbe kinematikailag megenge-dett: mc > ma +mb. Ekkor Ac nyugalmi rendszerében a kimen® részeskék rapiditásait azenergia és az impulzus megmaradása egyértelm¶en meghatározza:
ma sinh θ(cab)

a +mb sinh θ
(cab)
b = 0 (7.47)

ma cosh θ(cab)
a +mb cosh θ

(cab)
b = mcés a pariális bomlási állandó:

Γc→ab = ζ221−δab

|FΨ
cab

(
iπ, θ

(cab)
a , θ

(cab)
b

)
|2

m2
cma

∣∣∣sinh θ
(cab)
a

∣∣∣
(7.48)A fenti formulákban az összes ma tömeg a ζ = 0 elmélet szerint értend®. A form-faktor per-turbáiószámításban a magasabb korrekiók számítása jelenleg elméletileg nem megoldott, mivelnem világos a magasabb rendekben fellép® ultraibolya divergeniák eltávolításának módja.Megjegyzem, hogy a bomlási szélességre kapott formula a hadronok gyenge bomlásának szo-kásos leírásával teljesen analóg. Az er®s kölsönhatás szerepét itt az integrálható perturbáiójátssza, amit nemperturbatíve veszünk �gyelembe (ζ = 0) modell, a gyenge kölsönhatásnakpedig a nemintegrálható perturbáió felel meg.



78 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra7.2.1.2. Alkalmazás a kétfrekveniás sine-Gordon modellreA munkában a kétfrekveniás sine-Gordon modellre az alábbi eredményeket kaptuk. Legyena két frekvenia aránya raionális
α

β
=
m

nahol m és n relatív prím. Ekkor a (7.41) modell egy n-hajtogatott sG(β, n) sine-Gordon modell-nek (a (7.20) jelölésekkel élve) a eiδVm + e−iδV−m operátorral vett perturbáiójaként fogható fel.A form-faktor perturbáiószámítást alkalmazva a következ® eredményekre jutunk7:1. Vákuum energias¶r¶ség megváltozása:
δEk = −ζGα(β) cos

(
2πα

β
k + δ

) (7.49)
k = 0, . . . , n− 1 az sG(β, n) különböz® vákuumait indexeli.2. Lélegz® tömeg korrekiók az els® és a második lélegz® állapotokra

δm
(k)
1 =

ζGα(β)N
Mβ

cos

(
2πα

β
k + δ

) sin2
(

π
λ

α
β

)

sin2
(

π
2λ

) exp

{
− 1

π

∫ π/λ

0
dt

t

sin t

} (7.50)
δm

(k)
2 =

ζGα(β)N 2

Mβ
cos

(
2πα

β
k + δ

) sin2
(

π
λ

α
β

)

sin2
(

π
2λ

)
cos
(

π
λ

) ×
(

2 cos2
( π

2λ

)
− sin2

(
π

λ

α

β

))
exp

{
− 2

π

∫ π/λ

0
dt

t

sin t

} (7.51)ahol Mβ a szoliton tömege a sG(β, n) modellben,
N = exp

{
4

∫
dt

t

sinh(t) sinh(t/λ) sinh((1 + λ)t/λ)

sinh2 2t

} (7.52)
Gα(β) pedig a (7.37) vákuum várható érték és

λ =
8π

β2
− 1Természetesen a két osinus tag szerepe felserélhet®, és lehetséges a µ cos (βΦ) tagot tekintenia perturbáiónak.A fenti korrekiók nagyon egyszer¶ módon kiszámíthatóak a klasszikus térelméletben, ahola vákuum energias¶r¶séget a poteniál minimuma, a legkönnyebb részeske tömegét pedig aminimumhely körül végzett kis rezgések frekveniája adja meg:

δEclassical
k = −ζ cos

(
2πα

β
k + δ

)
+O

(
ζ2
)

δmclassical
1 = −ζ α2

2
√
µβ

cos

(
2πα

β
k + δ

)
+O

(
ζ2
) (7.53)A klasszikus eredményeket a form-faktor perturbáiószámítás tökéletesen reprodukálja, ha �gye-lembe vesszük, hogy a β → 0 klasszikus határesetben8 (miközben α/β rögzített)

Gα(β) → 1 , N → 1 , Mβ → 8
√
µ

β7 A vertex operátorok form-faktorai megtalálhatók Lukyanov munkájában [Luk97℄.8 Az, hogy a ~ → 0 és a β → 0 határeset ekvivalens, a pályaintegrál formalizmusban egyszer¶ skálázásieljárással adódik, ezt az érvelést (pontosabban a peremes esetre vonatkozó kiterjesztését) 8.5.3.2 alatt tárgyalom.
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−0.035(a) (b)7.6. ábra. A (7.49) vákuumenergia korrekiók és a TCSA összehasonlítása(a) ∆E0/M
2
β mint ζ̂ = ζM

−xβ

β függvénye (b) ∆E0/M
2
α mint µ̂ = µM−xα

α függvénye7.2.1.3. Csonkolt konform állapottér közelítés a kétfrekveniás sine-GordonmodellreA 4.2.2 alatti tárgyalást követve, a Hamilton operátorra a következ® eredmény adódik:
〈Ψ|HDSG|Ψ′〉 =

2π

L

(
∆+

Ψ + ∆−
Ψ − 1

12

)
δΨΨ′

+
2π

L

(
µL2−2∆β

(2π)1−2∆β
B(β)ΨΨ′ +

ζL2−2∆α

2(2π)1−2∆α
B(α)ΨΨ′

)

B(ω)ΨΨ′ = 〈Ψ| cos (ωΦ(1)) |Ψ′〉 , ∆ω =
ω2

8π
(7.54)ahol |Ψ〉 és |Ψ′〉 a konform Hilbert-tér két vektora.A (7.42) alapján bevezethetjük a következ® dimenziótlan paramétert:

η =
ζxβ

µxα + ζxβ
(7.55)ahol xω = 2 − ω2

4π . A két sine-Gordon határesetre jellemz® paraméterek a következ®képpenfoglalhatók össze: poteniál szoliton tömeg
η = 0: µ cosβΦ Mβ

η = 1: ζ cos(αΦ + δ) MαA sine-Gordon satolások és a szoliton tömegek közti reláió (4.13) alapján egzaktul ismertek:
µ = κβM

xβ

β , ζ = καM
xα
α (7.56)Vezessük be az interpoláló tömegskálát a következ® módon:

M = Mβ(1 − η) +Mαη (7.57)A µ és ζ satolásokról áttérve az M és η paraméterekre, a dimenziótlan Hamilton operátor akövetkez®képpen de�niálható:
hDSG = hDSG(η, l) = M−1HDSG(ζ, µ, L) (7.58)
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7.8. ábra. A DSG2 modell vákuumszerkezet és kink gerjesztései, ha δ = π
2ahol l = ML.A (7.49, 7.50, 7.51) eredmények most már összehasonlíthatók a TCSA spektrummal: ezt a 7.6és 7.7 ábra mutatja a β = 2α = 4

√
π

3 , δ = 0 esetben, mégpedig mind a µ = 0, mind pedig a ζ = 0végpont körüli perturbáiószámításban. A ζ szerinti perturbáiószámításban egy kétszeresenhajtogatott modellt perturbálunk, így itt minden lélegz®b®l két példány van, míg a másik esetbena kiinduló modell egyszeresen hajtogatott, így minden lélegz®b®l sak egy fordul el®.7.2.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modell tömegspektruma és a szemiklasszikustömegformula7.2.2.1. A DSG2 modell tömegspektrumának problémájaA DSG2 modellben a ζ-t tekintve perturbáiónak, a kiindulópont egy 2-hajtogatott modell.Mivel
δm(k)

n ∝ cos(kπ + δ) , k = 0, 1a form-faktor perturbáiószámítás azt jósolja, hogy els® rendben
δm(0)

n = −δm(1)
nés

δm(k)
n = 0 , ha δ =

π

2Mussardo, Riva és Sotkov [MRS04a℄ a Goldstone-Jakiw-féle szemiklasszikus szoliton form-faktorra[GJ75℄ alapozva megkísérelték a DSG2 modell tömegspektrumának szemiklasszikus meghatáro-zását.



7.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modell 81A (7.8) ábra szemlélteti, hogy a modellben kétfajta kink gerjesztés van: egy nehezebb (L:long) és egy könnyebb (S: short). A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jakiw alakja akövetkez®képpen áll el®:
fL(θ′|θ) = 〈KL(θ′)|Φ(x, t)|KL(θ)〉 =

∫
dxei(p−p′)xΦ

(L)
class(x) +O(~) (7.59)

fS(θ′|θ) = 〈KS(θ′)|Φ(x, t)|KS(θ)〉 =

∫
dxei(p−p′)xΦ

(S)
class(x) +O(~)ahol Φ

(L/S)
class (x) a klasszikus (L, illetve S) szoliton megoldás. Kis rapiditásnál

fL/S(θ′|θ) ≈
∫
dxeiM(θ−θ′)xΦ

(L/S)
class (x) (7.60)A keresztezési szimmetriát használva

FLL̄(θ − θ′) = 〈0|Φ(x, t)|KL(θ)K̄L(θ′)〉 = fL(θ′ + iπ|θ)
FSS̄(θ − θ′) = 〈0|Φ(x, t)|KS(θ)K̄S(θ′)〉 = fS(θ′ + iπ|θ)(a Lorentz-invariania következtében F sak a rapiditáskülönbségt®l függ). Ha FLL̄-nek pólusavan θ − θ′ = i(π − u)-nál, az egy olyan kötött állapotot jelent, amelynek tömege

m = 2ML sin
u

2(hasonlóan FSS̄-re). A (7.60) közelítés miatt ez az eljárás sak az u ∼ 0 esetre megbízható. Asine-Gordon modellben ez az eljárás β2 rendig helyesen visszaadta a Dashen, Hasslaher és Neveu[DHN75a℄ által szemiklasszikus pályaintegrál módszerrel számolt lélegz®tömegeket [MRS04b℄.Ezen a sikeren felbuzdulva a módszert alkalmazták a DSG2 modellre, és δ = π
2 esetén ered-ményül a következ®t kapták:

m(L,S)
n = mn ± 2π

ζ0β√
µ0

(
1

β2
sin

(
n
β2

16

)
− n

16
cos

(
n
β2

16

))
+O

(
ζ2
0

) (7.61)A fenti eredmény mögötti megfontolás a következ®. A lélegz®k a sine-Gordon modellhez ha-sonlóan a kinkek kötött állapotaiként állnak el®, sakhogy itt most négy lehet®ség van: K̄LKL,
KLK̄L, K̄SKS ésKSK̄S . A fenti tömegek az L, illetve az S kinkek szemiklasszikus form-faktoraibanjelentkez® pólusoknak felelnek meg [MRS04a℄. Ennek alapján az eljárás mindkét vákuum felett(minden n-re) egy könnyebb és egy nehezebb lélegz®t jósol, amelyek a sine-Gordon határesetbendegenerálttá válnak. A

χ0 =
ζ0
M2

0dimenziótlan satolást bevezetve, ahol M0 = 8
√
µ0/β a klasszikus szoliton tömeg (a perturbá-latlan sine-Gordon modellben) ez a jóslat a következ®képpen írható:

δm
(L,S)
n

M0
= ±πn

3β4

768
χ0 +O

(
β6
) (7.62)A kvantumelméletben a dimenziótlan satolási állandó

χ =
ζ

M
2− β2

16π2

βalakban vezethet® be. A szemiklasszikus határesetben (kis β) χ χ0-tól sak β2 rendben külön-bözik, így (7.62) a következ® alakba írható:
δm

(L,S)
n

M
= ±πn

3β4

768
χ+O

(
β6
)



82 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákraAz alábbiakban mi sak az els® lélegz®vel foglalkozunk (n = 1), és az általunk használt konkrétsatolásoknál:
β =

√
4π

2.5
:
δm

(L,S)
1

M
= ±0.0165367χ + . . .

β =

√
4π

2.2
:
δm

(L,S)
1

M
= ±0.0275751χ + . . . (7.63)Ez a jóslat láthatóan ellentmond a form-faktor perturbáiószámításnak, amely nem jósol ζ-banlineáris tagot (továbbá szimmetria alapon belátható, hogy minden rendben ζ-ban páros és dege-nerált tömegeket eredményez). A fenti eredmények alapján Mussardo, Riva és Sotkov kétségbevonták a form-faktor perturbáiószámítás helyességét, és annak megváltoztatását javasolták. Ér-velésük lényegét az alábbiakban ismertetem.Az els® probléma abban van, hogy gondolatmenetük a ζ → 0 esetben minden vákuum fölött alélegz® állapotok kétszeres degeneráióját jósolja. Azonban tudjuk, hogy a sine-Gordon modell-ben minden egyes Bn sak egyszer fordul el®, mégpedig úgy, hogy váltakozva hol a páratlan, hola páros szoliton-antiszoliton satornában jelennek meg, az n paritásának megfelel®en. A szerz®kennek áthidalására úgy érvelnek, hogy a ζ = 0 pontban a lélegz® nem megfelel® paritású kópiájaelt¶nik a spektrumból, mivel annak satolásai a szoliton-antiszoliton állapothoz zérusok:

fB+
n

ss̄ = 0 ha n páros fB−
n

ss̄ = 0 ha n páratlanazaz minden n-re sak egy pólus jelenik meg az ss̄ satornában, mivel a másik pólus reziduumaelt¶nik, és ezért a 2× 2-es ss̄ szórásmátrix a pólus helyén egydimenziós projektorrá redukálódik(ez a (C.11) egzakt sine-Gordon S mátrix könnyen ellen®rizhet® tulajdonsága).Ezután megmutatják, hogy a form-faktor perturbáiószámítás a degeneráiót (azaz a �rossz�paritású lélegz® állapotok létezését) feltételezve módosítható úgy, hogy kvalitatíve a megfelel®eredmény álljon el®, azaz a két lélegz® kópia abszolút értékben egyez®, de ellentétes el®jel¶tömegkorrekiót kapjon lineáris rendben, így a kép konzisztens lehet a (7.61) eredménnyel (bára konkrét számításhoz olyan mátrixelemek ismerete szükséges, amik jelenleg nem állnak rendel-kezésre, így kvantitatíve az összevetést nem tudták megtenni).A következ®kben a TCSA módszert használva megvizsgáljuk, hogy a form-faktor perturbá-iószámítás eredeti (7.2.1.2 alatti) változata, illetve a szemiklasszikus form-faktor módszer közülmelyik támaszható alá a modell dinamikája alapján.7.2.2.2. TCSA analízisHogy perturbatív tartományban maradjunk, χ-re kis értékeket kell választanunk. Mivel a(7.63) mérend® e�ektus igen kisi, ezért nagyon nagy pontosságú TCSA számításra van szükség.Ennek érdekében β-ra a fentebb jelzett relatíve kis értékeket választottuk, ahol a TCSA eléggyorsan konvergál, valamint a Hilbert-teret paritás szerint szektorokra bontottuk, így magasabblevágásig el tudtunk menni, mivel egyszerre kevesebb vektort kellett kezelni.A numerika pontosságát a δ = 0 esettel teszteltük. Ekkor a modellnek van egy
Φ → −Φ (7.64)szimmetriája, aminek segítségével a Hilbert-teret páros és páratlan szektorra vágtuk szét. A

χ = 0 eredményeket összevetettük az egzakt S mátrix elmélettel, és 10−5 pontosságú egyezést ta-láltunk. A vákuumállapotok a páros, a B1 egyrészeske állapotok a páratlan szektorban vannak.Mivel a két vákuum (7.49) alapján eltér® vákuum energias¶r¶séggel rendelkezik, hasonlóképpena megfelel® egyrészeske állapotok is, így nagyon könny¶ mindkét egyrészeske állapothoz meg-találni a hozzá tartozó vákuumot. ζ → −ζ alatt a teljes spektrum invariáns, de a két vákuumés a felettük lév® állapotok szerepet serélnek, így azt várjuk, hogy
m

(0,1)
1 (−ζ) = m

(1,0)
1 (ζ) (7.65)
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χ m

(1)
1 m

(2)
1 m

(1)
1 m

(2)
1 m

(1)
1 −m

(2)
1 m

(1)
1 −m

(2)
1(TCSA) (TCSA) (FFPT) (FFPT) (TCSA) (FFPT)0 0.27230 0.27231 0.27233 0.27233 -0.00001 00.001 0.27325 0.27136 0.27328 0.27138 0.00019 0.000200.002 0.27420 0.27039 0.27424 0.27042 0.00381 0.003800.003 0.27514 0.26942 0.27519 0.26947 0.00572 0.005720.004 0.27610 0.26847 0.27615 0.26851 0.00763 0.007640.005 0.27702 0.26749 0.27710 0.26756 0.00953 0.009540.006 0.27796 0.26652 0.27805 0.26661 0.01144 0.011440.007 0.27888 0.26553 0.27901 0.26565 0.01335 0.013360.008 0.27982 0.26455 0.27996 0.26470 0.01527 0.015267.1. táblázat. A TCSA és a form-faktor perturbáiószámítás eredményeinek összehasonlítása a

β =
√

4π
2.5 , δ = 0 esetben.A

β =

√
4π

2.5
= 1.4179631 . . .satolási állandót választva, ecut = 18-nál 9334 páros és 9319 páratlan állapot van a zérusteljes impulzusú és topológiailag semleges szektorban. A (7.50)-nak megfelel®en a form-faktorperturbáiószámítás jóslata:

δm
(1,2)
1

M
= ±0.95392713 · · · × χ (7.66)A mért tömegeket a 7.1 táblázat tartalmazza, a 7.9 ábrán pedig gra�kus formában mutatjuk beezeket. Látható, hogy nagyobb χ értékekre eltéréseket találunk, ezek a χ-ben magasabb rend¶e�ektusokból származnak. (7.65)-ból világos, hogy a két tömeg különbségéb®l a ζ2 korrekiókiesik, így a tömegfelhasadás esetén még jobb egyezést várunk, ami a táblázatból is kiolvasható:a mért felhasadás a jóslattal a sonkolási hibán belül megegyezik (a TCSA spektrum alapján asonkolási hiba 2× 10−5-nek besülhet®). A tömegfelhasadás alapján megillesztve a (7.66) alattiegyütthatóra

0.95441 ± 0.00032adódik, ami nagyon jó egyezést mutat. Megjegyzem, hogy ennek az együtthatónak a klasszikuselméleti értéke 1 (ld. (7.53)), tehát a kvantumkorrekiók kb. 5% nagyságrend¶ek.A δ = π/2 esetben a paritás projekióhoz a
Φ → 2π

β
− Φ (7.67)szimmetriát használhatjuk. Az el®z® β érték esetén kapott m±

1 tömegeket a (7.2) táblázatbansoroltam fel (ecut = 18, 9334 páros és 9319 páratlan állapot). A mért és a (7.63) alapján jósolttömegfelhasadást gra�kusan a 7.10 ábrán mutatom be.A tömegek a lebeg®pontos aritmetika pontosságán belül a ζ páros függvényeinek bizonyultak.Ez már önmagában kizárja a lineáris korrekiót, de ennél is továbbmehetünk. A tömeg mért ζfüggésére a χ ∈ [−0.05 . . . 0.05] tartományban a
m±

1 = m1 + a±χ+ b±χ
2 + c±χ

3 + d±χ
4függvényt illesztve:

a+ = 0 ± 0.00010 a− = 0 ± 0.000054
b+ = −7.606 ± 0.018 b− = −7.625 ± 0.011
c+ = 0 ± 0.054 c− = 0 ± 0.033
d+ = −152.4 ± 6.9 d− = −149.5 ± 4.4



84 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra

 0.262

 0.264

 0.266

 0.268

 0.27

 0.272

 0.274

 0.276

 0.278

 0.28

 0.282

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

m1 (TCSA)

m2 (TCSA)

m1 (FFPT)

m2 (FFPT)

-0.002

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0.014

 0.016

 0.018

 0.02

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

m1-m2 (TCSA)

m1-m2 (FFPT)

7.9. ábra. A TCSA eredmények és a form-faktor perturbáiószámítás jóslatainak összehasonlításaa β =
√

4π
2.5 , δ = 0 esetben. A tömegeket az Mβ szoliton tömeg egységeiben mérjük, m1 és m2jelöli m(0)
1 -t és m(1)

1 -t. A TCSA pontok hibája az ábrázoláshoz túl kisi.

χ m+
1 m−

1 m+
1 −m−

1 (TCSA) m+
1 −m−

1 (7.63)0 0.27230 0.27231 -0.00001 0
±0.010 0.27154 0.27154 0 0.00033
±0.015 0.27059 0.27057 0.00002 0.00050
±0.020 0.26925 0.26925 0 0.00066
±0.025 0.26750 0.26746 -0.00004 0.00083
±0.030 0.26536 0.26530 0.00006 0.00099
±0.035 0.26276 0.26274 0.00002 0.00116
±0.040 0.25975 0.25971 0.00004 0.00132
±0.045 0.25625 0.25624 0.00001 0.00149
±0.050 0.25236 0.25229 0.00007 0.001657.2. táblázat. Mért tömegek β =

√
4π

2.5 , δ = π
2 mellett a szoliton tömeg egységeiben a (7.63)jóslattal összevetve. A TCSA mérés besült hibája ±0.00002.
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7.10. ábra. A TCSA-ból mért tömegfelhasadás és (7.63) összevetése β =
√

4π
2.5 , δ = π

2 eseténmíg (7.63) a± = ±0.0165367 értéket ad, ami két nagyságrenddel nagyobb, mint a fenti illesztéshibája. (Az is jól látszik, hogy a hibán belül b+ = b− és d+ = d−, ami azt mutatja, hogy akét tömeg � a modell Z2 szimmetriájából adódó várakozásoknak megfelel®en � degenerált). Asatolási állandó ezen értékénél a sine-Gordon modellben 10 lélegz® állapot van, ami azt jelzi,hogy a modell a szemiklasszikus tartományba esik, vagyis nem várhatjuk, hogy a kvantumkor-rekiók segíthetnének (a fenti beslés alapján mindössze pár százalékosra tehet®k). Hasonlókövetkeztetéseket vontunk le a β =
√

4π
2.2 modellben elvégzett vizsgálatok alapján.7.2.2.3. Elméleti interpretáióLáttuk, hogy a TCSA adatok nem támasztják alá a Mussardo, Riva és Sotkov által használtszemiklasszikus form-faktor számításon alapuló (7.61) eredményt, ezzel szemben hibahatáronbelül megegyeznek a standard form-faktor perturbáiószámítás alapján általunk származtatott(7.50) tömegkorrekiókkal. A következ®kben megpróbálom ezt az eredményt elméleti alaponjobban megérteni.1. Az els® fontos észrevétel az, hogy a kvantume�ektusok az általunk vizsgált satolási érté-keknél néhány % nagyságrend¶ek, így teljességgel kizárt, hogy az eltérés oka a (7.61) szemi-klasszikus voltában keresend®: ez az eredmény már vezet® rendben is hibás kell legyen. Eznem túl meglep®, ha észrevesszük, hogy a ζ-ban lineáris korrekió együtthatója β4 rend¶.A Goldstone-Jakiw szemiklasszikus szoliton form-faktor egyszer¶en nem konzisztens eddig arendig: a szoliton tömeg, illetve a mátrixelemek kvantumkorrekióját is �gyelembe kell venni,hogy β4 rendben konzisztens eredményt kaphassunk. β2 rendig konzisztens, ebben a rendbenviszont meg is egyezik a form-faktor perturbáiószámítás azon (β-ban egzakt) eredményével,hogy nins ζ-ban els® rend¶ korrekió.2. Az extra (�rossz paritású�) semleges állapotok kérdése. A sine-Gordon elmélet végesméretspektrumának leírása, amit a 6. fejezetben részletesen taglaltam, a hajtogatott esetre pedig7.1.3 alatt ismertettem, lehet®vé teszi ennek a kérdésnek a vizsgálatát. Arra ugyan ninsmatematikai bizonyításunk, hogy a DdV egyenlet az ultraibolyában el®állítja a konform tér-elmélet valamennyi operátorának megfelel® állapotot, és hasonlóan nins belátva, hogy az inf-
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7.11. ábra. A VL és VS szemiklasszikus e�ektív poteniálokravörösben el®állna az aszimptotikus sok-részeske állapotok teljes halmaza. Viszont egyrészta sonkolt konform állapottér közelítésben, másrészt közvetlenül a DdV formalizmusban meglehet vizsgálni a legalasonyabban fekv® állapotokat, és semmi jele nins annak, hogy a leírásne lenne teljes, azaz mind az infravörös, mind az ultraibolya határesetben a 2-hajtogatottmodell spektrumának 7.1.3 alatt adott leírása alapján várt összes állapot megfelel®jét megta-láljuk. Viszont nem találunk többet: azaz sehol semmi nyoma olyan �rossz paritású� lélegz®állapotoknak, amik létezését Mussardo, Riva és Sotkov feltételezték.3. A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jakiw alakja sak a klasszikus megoldástól függ,azonban ez azt jelenti, hogy pl. az L kinkre alkalmazva az aszimmetrikus poteniálvölgyneksak a bal, S kinkre sak a jobb oldalát veszi �gyelembe. Ez azt jelenti, hogy a 7.2.2.1alatt vázolt eljárásban valójában nem az eredeti modellnek megfelel®, hanem egy (a kinktípusától függ®en) VL illetve VS szimmetrizált poteniálra számolunk (7.11 ábra). Ebb®l aszempontból nem meglep® a sine-Gordon esetben tapasztalt egyezés, ahol minden vákuumkörül szimmetrikus a poteniál, ráadásul eleve sak β2 rendig számoltak. Ellenben teljesennyilvánvaló, hogy a DSG2 esetén ez az eljárás nem helyes, mert nem a modell valóságosdinamikáját veszi �gyelembe (túl a β4 rendig történ® számolás nem önkonzisztens voltán).4. A fentiek miatt minden bizonnyal a Mussardo, Riva és Sotkov által δ = 0 mellett leszármaz-tatott tömegspektrum is helytelen. Az erre az esetre vonatkozó eredményük:
δm(±)

n = ± βζ0
8
√
µ0

[(
1 − log

ζ0
16µ0

)
32

β2
sin

(
n
β2

32

)
+ n log

ζ0
16µ0

cos

(
n
β2

32

)]
+O

(
ζ2
0

)

β-ban kifejtve
δm±

n

M0
= ±

(
n+ β4 n3

6144

(
1 − log

ζ2
0

256µ2
0

)
+O

(
β6
)) ζ0

M2
0

+O
(
ζ2
0

) (7.68)helyesen reprodukálja a klasszikus határesetet:
δm±

n

M0
= ±n ζ0

M2
0

+O
(
ζ2
0

)

δ = 0 esetén nagyon nehéz a TCSA-val numerikusan eldönteni a kérdést, mivel ott már elevevan egy (meglehet®sen nagy) lineáris tömegkorrekió a (7.50) form-faktor perturbáiószámításalapján is, és nehéz ett®l elkülöníteni a β4 rend¶ ζ log ζ korrekiót. Viszont az összes fentielméleti probléma ezzel a számolással kapsolatban is fennáll.
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Φ

ζ = 0 ζ , µ 6= 0 µ = 02 vákuum metastabilis vákuum 1 vákuum7.12. ábra. A DSG2 modell poteniálja δ = 0 esetén7.2.3. Fázisátalakulás vizsgálata végesméret e�ektusok segítségévelA DSG2 modell Lagrange-s¶r¶sége
LDSG2 =

1

2
∂µΦ∂µΦ + µ cos βΦ + ζ cos

(
β

2
Φ + δ

)

Φ ≡ Φ +
4π

β
(7.69)Az η = 0 (ζ = 0) pontban két vákuum van, amiket vehetünk a Φ0 = 0 és Φ1 = −2π/β értéknél,ami egy 2-hajtogatott sine-Gordon modellnek (SG(β, 2)) felel meg, az η = 1 (µ = 0) pontbanpedig egyetlen vákuum van a Φ = −2δ/β helyen, ami egy 1-hajtogatott modellt (SG(β/2, 1))jelent .A δ = 0 esetet (−2π

β < Φ ≤ 2π
β

) a 7.12 ábra szemlélteti. 0 < η < 1 esetén két vákuumvan, eltér® energias¶r¶séggel, amelyek egyike metastabilis. A TCSA számítások eredményeit (avákuum szektorban) a 7.13 ábra mutatja be.A spektrum legszembeötl®bb jellemz®je az �elszálló� állapotok jelenléte. Az energiákat alegalsó szintet (alapállapoti értéket) levonva normáltuk. η = 0-nál az els® gerjesztett állapotés az alapállapot felhasadása a térfogattal exponeniálisan sökken, ezt részletesen tárgyaltuk a7.1.4 alatt mint a véges térfogatban jelenlév® instantonok okozta alagúte�ektus hatását. η 6= 0esetén a felhasadásban a domináns járulék lineáris lesz: ez az eltér® vákuum energias¶r¶ségkövetkezménye. A gerjesztett állapotok ennek megfelel®en két osztályba sorolódnak aszerint,hogy melyik vákuum feletti gerjesztésnek felelnek meg, és az �elszálló� állapotok a nagyobbenergias¶r¶séggel rendelkez® vákuum felettieknek felelnek meg. Ezek metastabilisak, amit atipikus szintelkerülések jeleznek (vö. a rezonaniák részletes tárgyalásával a 7.3 fejezetben). ηegyhez tartásával a metastabilis állapotok elt¶nnek, a szintek átrendez®dnek a határesetbenadódó sine-Gordon modell spektrumává.A δ = π/2 esetben a skalár mez® poteniálja
V (Φ) = −µ cos βΦ + ζ sin

β

2
Φ (7.70)Ez a poteniál az Ising univerzalitási osztályba es® másodrend¶ fázisátalakulásra jellemz® visel-kedést mutat, ld. a 7.14 ábrán.Azonban a klasszikus poteniál vizsgálata sak az átlagtér közelítésnek felel meg. Annak ér-dekében, hogy eldöntsük, a fázisátalakulás valóban létezik-e, a teljes kvantum e�ektív poteniálra
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η = 0.8 η = 1.07.13. ábra. A DSG2 TCSA spektruma δ = 0 és β = 4
√
π/3 mellett (η = 0: 3 lélegz®, η = 1: 17lélegz®)
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7.14. ábra. A DSG2 modell poteniálja δ = π
2 esetén
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PSfrag replaements PSfrag replaements7.15. ábra. A κ = −2

5µ, ν = 0 esetszükségünk van. A modell a következ® diszkrét szimmetriákra nézve invariáns:
Φ → Φ +

4π

β
k , k ∈ Z

Φ → −2π

β
− Φ , Z2 (7.71)és ezeket felhasználva az e�ektív poteniál a következ® alakba írható:

Veff(Φ) = −µ cosβΦ + ζ sin
β

2
Φ + κ sin

3β

2
Φ + ν cos 2βΦ + . . . (7.72)ahol . . . a feltüntetettekkel analóg magasabb frekveniás tagokat jelöli, amiket most az egysze-r¶ség kedvéért elhagyok. Ahhoz, hogy a másodrend¶ fázisátalakulás fennmaradjon, a fázisátala-kulási pontban fenn kell álljon:

V ′′
eff(Φ)

∣∣
Φ=−π

β
= 0 , V

(4)
eff (Φ)

∣∣∣
Φ=−π

β

> 0 (7.73)Ha a µ, ζ, κ és ν paramétereket függetlenként kezeljük, és a fázisátalakulást ζ változtatásávalérjük el, akkor ezek a feltételek pontosan azt jelentik, hogy µ+6κ+20ν > 0 kell legyen. Vagyis amagasabb frekveniás korrekiók képesek arra, hogy a fázisátalakulást els®rend¶vé tegyék. Egypéldát a 7.15 ábrán mutatok, ahol az látható, hogy sak egy sin 3β
2 Φ tag is meg tudja változtatnia fázisátalakulás rendjét9.Ezek alapján felmerül a kérdés, hogy a fázisátmenet els®- vagy másodrend¶-e. Vegyük észre,hogy a �zikai modellben1. A magasabb frekveniás satolási állandók µ és ζ egyértelm¶ kifejezései: κ = κ(µ , ζ) és

ν = ν(µ , ζ), amelyeket a (7.70) klasszikus poteniálból kiindulva pl. WKB (azaz β2 szerinti)kifejtésben lehet számolni.2. A WKB kifejtésben világos, hogy κ , ν és minden magasabb frekveniás tag együtthatójaelt¶nik, ha β → 0, ezért a kis β (szemiklasszikus) tartományban másodrend¶ átalakulástvárunk.3. A magasabb frekveniás tagok mind irreleváns operátorokhoz tartoznak, ha β2 > 32π/9 (azalsó határ sin 3
2βΦ irrelevaniájából adódik) és ezért a 32π/9 < β2 < 8π tartományban ismásodrend¶ átalakulást várunk.9 Fabrizio és munkatársai [FGN00℄ ebben a kérdésben tévesen azt állították, hogy egy sin 3β

2
Φ tag esetén eznem lehetséges.
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η = 0.8 η = 0.97.16. ábra. Fázisátalakulás jele β = 8
√
π/7 mellett a TCSA spektrumbanA tipikus viselkedést a közbens® tartományban a 7.16 ábra szemlélteti, ahol β = 8

√
π/7. Látható,hogy a tömegrés η = 0.8-nál elt¶nik, η = 0.9-nél pedig véges. Ez a másodrend¶ átalakulás tipikusjele: létezik egy η = ηcrit kritikus érték, hogy az M tömegrés η függvényében a következ®képpenviselkedik:

M(η) = 0 η < ηcrit

M(η) > 0 η > ηcrit (7.74)
η-t lassan változtatva pontosan ezt látjuk, vagyis a tömegrés folytonos módon jelenik meg. To-vábbi jele a másodrend¶ átalakulásnak az �elszálló� energia szintek hiánya (ami annak felel meg,hogy ninsenek metastabilis állapotok).A DSG2 modellben ezt a viselkedést a 0 < β2 < 8π/3 tartományban numerikusan ellen®riztüka TCSA módszerrel (β nagyobb értékeire a TCSA túl lassan konvergál, β2 > 4π esetén pedig,mint tudjuk, ultraibolya divergens).Ellen®rizhet® az is, hogy az átalakulás az Ising univerzalitási osztályba esik-e. Az alasonyenergiás Hamilton operátornak meg kell ®riznie a modell paritás invarianiáját és η = ηc-nél megkell egyezni az Ising modell irreleváns operátorokkal történ® perturbáiójával (hiszen az energi-askála növelésével az Ising �xpont vonzó kell legyen). Ez pont a 3.1 alatt említett tömegtelenfolyamnak felel meg. A legalasonyabb dimenziójú paritásinvariáns irreleváns operátor az Isingmodell �xpontját leíró c = 1/2 konform minimálmodellben L−1L̄−1ǫ, ahol ǫ az energias¶r¶ségoperátora (a jelölések tekintetében ld. C.1.3). A kritikus viselkedést®l való eltérést egy paritásinvariáns releváns operátor írja le, amib®l sak egyetlen egy van, mégpedig éppen ǫ, és a kritikusponthoz közel az együtthatója az η − ηcrit különbséggel arányos kell legyen. Ennek megfelel®enaz alasony energiás e�ektív Hamilton operátor alakja

H = HIsing +

∫
dx
(
a · (η − ηcrit)ǫ+ bL−1L̄−1ǫ+ . . .

) (7.75)és ezzel a konform perturbáiószámítás els® pár rendjéig számolva, az i-edik gerjesztett állapotenergiája a vákuumhoz normálva nagy térfogatban a következ®képpen kell viselkedjen:
Ei(L) − E0(L) =

2πDi

L
+Bi + CiL+

Ai

L2
+ . . . (7.76)

Bi ∝ a , Ci ∝ a2 , Ai ∝ bahol Di = ∆+
IR+∆−

IR az adott állapothoz az infravörös �xpontban tartozó mez® skáladimenziója.A 7.3 táblázat a (7.76) jóslat TCSA spektrumra való illesztésének eredményeit mutatja, βhárom különböz® értéke mellett.
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β

√

4π
ηcrit Állapot Di Ai Bi Ci

4/7 0.866 1 0.125 −1.2 −0.003 2 × 10−5

4/7 0.866 2 1.04 −128 0.001 9 × 10−6

2/3 0.850 1 0.131 −1.35 −0.006 3 × 10−5

2/3 0.850 2 1.03 −74 0.005 1 × 10−5

4/5 0.838 1 0.145 −0.89 −0.015 2 × 10−4

4/5 0.838 2 1.09 −40 −0.001 1 × 10−47.3. táblázat. Numerikus eredmények az els® két gerjesztett állapotra β különböz® értékeinél.(Az adatokat az M interpoláló tömegskála által adott egységekben kell érteni).Az adatok a következ®képpen értelmezhet®k. B és C értéke azt jellemzi, milyen közel si-került jutni a kritikus viselkedéshez. Mivel a TCSA egy véges dinamikus rendszeren alapul,és sak végtelen szabadsági fokú rendszer lehet kritikus, ezért nem várhatjuk, hogy pontosankritikus viselkedést találjunk. A táblázatban feltüntetett értékek Bi értékek pontosan a son-kolási hibák10 nagyságrendjébe esnek, amelyek az illesztésnél használt térfogati tartományban
10−3 − 10−2 közöttinek besülhet®k, és β növelésével n®nek. Ennek alapján a fázisátalakulás (aTCSA pontosságán belül) másodrend¶. Természetesen a numerikus adatok nem zárják ki, hogynagyon gyenge els®rend¶ átalakulás legyen, de ez a (7.73)-hoz hasonló egyenl®tlenségek nagyon�noman hangolt kis sértését jelentené, mégpedig β eléggé különböz® értékeinél, ami nagyonvalószín¶tlen.Ha a �xpont az Ising univerzalitási osztálynak felel meg, akkor az els® két gerjesztett állapota σ spin és az ǫ energias¶r¶ség operátornak kell megfeleljen, amelyek konform dimenziója:

σ : ∆+ + ∆− =
1

8
= 0.125

ǫ : ∆+ + ∆− = 1és Di mért értékei ezzel az elvárható pontosságon belül meg is egyeznek. Vigyázni kell arra, hogya Di-vel arányos tag (7.76)-ban alasonyabb rend¶ a térfogat függvényében, ami az illesztéspontosságát rontja. Azt is ki lehet deríteni a TCSA állapotok hullámfüggvényeinek ultraibo-lya határesetét tanulmányozva, hogy az els® gerjesztett állapot a cos β
2 Φ, a második a sin β

2 Φoperátornak felel meg, amelyek a (7.71)-ban adott Z2 szimmetria alatt páratlan, illetve párosoperátorok. Ez teljes összhangban van azzal, hogy σ páratlan, míg ǫ páros operátor az Isingmodellben. Ráadásul mind a sin β
2 Φ a DSG2 modellben, mint pedig ǫ az Ising modellben a�h®mérséklet� paraméterhez rendelhet® (azaz ezzel lehet a rendszer tömegrését kontrollálni), és afenti azonosítás megegyezik egy Fabrizio és munkatársai által megfogalmazott sejtéssel [FGN00℄.A DSG2 modell fázisdiagramját a 7.17 ábra mutatja. El®ször is, β → 0 esetén a klasszikuspoteniált használva adódik

ηcrit(β = 0) =
16

17Mivel cos βΦ irreleváns, ha β =
√

8π, ezért a másik végpontban ηcrit

(
β =

√
8π
)

= 0, hiszen azelmélet a paraméterek teljes tartományában a Z2 szimmetriát sért® fázisban van. A végpontokmellett felhasználtuk a 7.3 adatait, és erre az öt pontra megillesztettük a ηcrit(β) függvényt mint βpáros polinomját (tudjuk, hogy páros, mivel β el®jelváltása kompenzálható Φ átde�niálásával).Ezen felül feltüntettünk még egy másik pontot is β = 4
√
π/7 satolásnál, ahol a TCSA-bólmeghatározott ηcrit érték 0.916±0.002 volt, az illesztett görbe pedig az ηcrit (β = 4

√
π/7) = 0.915értéket adja.10 A sonkolási hibákat az η = 0 és η = 1 pontban egzaktul ismert spektrummal történt összehasonlításalapján besültük.
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fázisátalakulási vonalnumerikus adatok

β

η

√
8π43210

10.80.60.40.20 7.17. ábra. A DSG2 fázisdiagramjaÖsszegzésképpen megállapíthatjuk, hogy vizsgálataink alapján a másodrend¶ fázisátalakulás
β teljes tartományában fennmarad, és az elmélet fázisátalakulási vonalát (kb. 10−3 pontossággal)a 7.17 ábrán bemutatott görbe adja.7.3. Rezonaniák jellemzése végesméret e�ektusok segítségével7.3.1. A form-faktor perturbáiószámítás jóslata a bomlási állandóra7.3.1.1. Ising modellA kétdimenziós Ising modellt a �xponthoz közeli skálázó tartományban az

AIsing (h, τ) = Ac= 1
2
− h

∫
dtdx σ(t, x) − τ

∫
dtdx ǫ(t, x) (7.77)hatással megadható kvantumtérelmélet írja le, ahol Ac= 1

2
a c = 1/2 konform térelmélet (szabadzérus tömeg¶ Majorana fermion) hatása, ǫ az energias¶r¶ség operátor ( ∆ǫ = ∆̄ǫ = 1/2 súlyúprimér tér) σ pedig a mágnesezettség operátora (spin operátor, ∆σ = ∆̄σ = 1/16 súlyú primértér). h a küls® mágneses térnek felel meg, τ pedig a h®mérséklet kritikus értékt®l vett eltérésétparaméterezi. Az alábbiakban a τ satolást fogjuk az integrálható modellt®l való eltérés mér-tékének tekinteni. τ = 0 esetén a modellt a C.1.3 alatt összefoglalt E8 szóráselmélet írja le. A(7.77) modellnek egyetlen dimenziótlan paramétere van, amit a

t =
τ

|h|8/15
(7.78)alakban veszünk fel. Az ǫ operátor form-faktorait Del�no és Simonetti [DS96℄, illetve Del-�no, Grinza és Mussardo [DGM06℄ határozta meg. Ezek segítségével a (7.45) tömegkorrekiók[DGM06℄:

δm2
a = 2τfaa

Γc→a+b = τ221−δab
f2

cab

m2
cma sinh θ

(cab)
aahol

f11 = (−17.8933 . . . )〈ǫ〉
f22 = (−24.9467 . . . )〈ǫ〉
f33 = (−53.6799 . . . )〈ǫ〉
f44 = (−49.3206 . . . )〈ǫ〉



7.3. Rezonaniák jellemzése végesméret e�ektusok segítségével 93és ǫ egzakt vákuum várható értéke τ = 0 mellett [FLZZ98℄:
〈ǫ〉 = ǫh|h|8/15 , ǫh = 2.00314 . . .Az Ac → A1 + A1, c = 4, 5 folyamatok pariális szélessége pedig dimenziótlan egységekben[DGM06℄:

Γc→11

m1
= t2

(
ǫhκ

16/15f ′c11
)2

(
mc
m1

)2
√(

mc
2m1

)2
− 1

, c = 4, 5 (7.79)ahol
f ′411 = 36.73044 . . . (7.80)
f ′511 = 19.16275 . . .7.3.1.2. DSG2 modellA (7.69) alatti kétfrekveniás sine-Gordon modell esetén a dimenziótlan paramétert

t =
ζ

M
4λ+3
2λ+2

β

(7.81)adja, ahol Mβ a szoliton tömeg a ζ = 0 pontban. A lélegz®k (C.12) alatti spektrumát használvaadódik:
m3

m1
= 1 + 2 cos

π

λ
> 2 ha λ > 3vagyis amennyiben B3 létezik, a két B1-be való bomlása kinematikailag lehetséges (ugyanez állaz összes Bn-re is). Mivel azonban

m2

m1
= 2cos

π

2λ
< 2ezért B2 mindig stabil. A B3 → B1 + B1 bomlásra a kimen® B1 részeskék rapiditása (nyugvó

B3 esetén) ±θc, ahol (7.47) alapján
2 cosh (θc) =

m3

m1
=

sin 3π
2λ

sin π
2λszélességét Pozsgay Balázzsal együttm¶ködésben számítottuk ki [PT06℄, a DSG2 modellben δ =

−sπ
2 -t véve:

Γ3→11

M
= t2

s2311
(

m3
M

)2 m1
M

√(
m3
2m1

)2
− 1

(7.82)ahol
s311 (λ) = G̃ (λ) ζ̄ (λ)5 2 tan

π

λ

√
tan 3π

2λ

tan π
2λ

Q11111 (λ)R311 (λ) (7.83)
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7.18. ábra. A szintek viselkedése az integrálható esetben (ζ = 0) illetve rezonania jelenlétében(ζ 6= 0).és
G̃ (λ) =

[√
πΓ
(

1+λ
2λ

)

2Γ
(

1
2λ

)
] 1

2+2λ

exp





∫ ∞

0

dt

2t




sinh
(

t
1+λ

)

cosh
(

λt
1+λ

)
sinh t

− 1

1 + λ
e−2t







Q11111 (λ) =

(
1 + 2 cos π

λ

) (
1 + 2 cos π

λ + 2cos 2π
λ

)

64 cos π
λ cos5 π

2λ

R311 (λ) =
∣∣∣R
(
i
π

λ

)2
R
(
2i
π

λ

)
R (−2ϑc) ×

R

(
ϑc − iπ

λ− 1

λ

)
R (ϑc − iπ)R

(
ϑc − iπ

λ+ 1

λ

)
×

R

(
−ϑc − iπ

λ− 1

λ

)
R (−ϑc − iπ)R

(
−ϑc − iπ

λ+ 1

λ

) ∣∣∣

R (ϑ) = N exp

{
8

∫ ∞

0

dt

t

sinh t sinh t
λ sinh (1+λ)t

λ

sinh2 2t
sinh2 t

(
1 − iϑ

π

)}

N = exp

{
4

∫ ∞

0

dt

t

sinh t sinh t
λ sinh (1+λ)t

λ

sinh2 2t

}Mivel a B3 a legalasonyabb tömeg¶ instabil állapot, a sonkolási hibák minimalizálása éljábólérdemes erre konentrálni. Továbbá a δ = −π/2 pontban van egy Z2 szimmetria, amit a 7.2.2.2alatt leírtakat követve fel lehet használni a TCSA pontosságának növelésére.7.3.2. Rezonaniák jelei véges térfogatbanItt Lüsher eredeti ötletét [Lus91a℄ továbbfejlesztve bemutatok egy önkonzisztens és hatékonykeretet a rezonaniák véges térfogatbeli analízisére.Tegyük fel, hogy ismerjük a vizsgált kvantumtérelmélet véges térfogatbeli spektrumát, azazadottak az Ei(L) energiaszintek, amelyek az i-edik gerjesztett állapot alapállapothoz viszonyítottenergiáját adják meg véges L térfogatban. Legyen a vizsgált bomlási folyamat Ac → Aa + Ab(mc > ma +mb) és tegyük fel még, hogy van egy olyan ζ paraméterünk, amelynek ζ = 0 értékéreaz Ac részeske stabil.Ekkor a ζ = 0 spektrumot a 7.18 (a) ábrával illusztrálhatjuk. Az ábrán, ahogy a továb-biakban is, minden a térfogattal exponeniálisan leseng® végesméret korrekiót elhanyagoltam� ezeket reziduális (�maradék�) végesméret korrekiónak fogom hívni. A kétrészeske szinteket(2.3) alapján az
maL sinh θa + δab (θa − θb) = 2naπ

mbL sinh θb + δab (θb − θa) = 2nbπ (7.84)
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L0 Lmin7.19. ábra. A szintek viselkedése ζ = 0 illetve ζ 6= 0 esetén, az Ising modell numerikus adataivalillusztrálva (m1 a legkönnyebb részeske tömege ζ = 0-nál).és
Eab(L) = ma cosh θa +mb cosh θbösszefüggések írják le, ahol δab(θ) a rugalmas szórás fázistolása, ami a kétrészeske amplitúdóvala következ®képpen függ össze:

Sab (θ) = eiδab(θ)és n = na = −nb, mivel a zérus teljes impulzusú szektort vesszük. A kétrészeske energiaszinttehát 1/L2 szerint tart az ma +mb aszimptotikus értékhez, az egyrészeske állapot (2.1) véges-méret korrekiója ellenben exponeniálisan t¶nik el, következésképpen van egy olyan L0 térfogatérték, ahol a két szint metszi egymást:
Eab(L0) = Ec(L0) = E0Ha ζ 6= 0, de kisinek tekinthet®, akkor L ∼ L0 és ζ ∼ 0 mellett a degenerált perturbáiószámításel®írása alapján az energiaszinteket egy 2 × 2-es e�ektív Hamilton operátor adja meg:

H = E0 + (L− L0)

(
α1

α2

)
+ ζ

(
A(L) B(L)
B(L) C(L)

) (7.85)ahol a két állapot relatív fázisának megválasztásával elérhet®, hogy B valós és nemnegatív legyena (A, C valós, mivel H† = H). Az A, B és C együtthatók L-függését a továbbiakban elhanya-goljuk és L0-ban felvett értékeikkel helyettesítjük ®ket (lentebb látjuk majd, hogy ez konzisztenseljárás). Ennek megfelel®en a két szint felhasadása
δE(L) =

√
[(α1 − α2)(L− L0) + ζ(A− C)]2 + 4B2ζ2A minimális felhasadáshoz tartozó Lmin térfogat:
Lmin − L0 = −ζ A− C

α1 − α2
(7.86)vagyis a minket érdeml® tartományban L − L0 értéke ζ-ban els®rend¶, ezért az együtthatók

L-függésének elhanyagolása konzisztens. A minimális felhasadás értéke:
δE(Lmin) = 2|Bζ| (7.87)A szintek viselkedését 7.19 illusztrálja: jól látható, ahogy a szintmetszés elkerüléssé változik.A globális képet a 7.18 (a) ábra mutatja. ζ 6= 0 mellett nins olyan szint, amit Ac egyrészeske
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δ(E)

∆δ

2π∆δ

Ec
AaAb:λ=0

AaAb:λ≠0n=3

n=2

n=1

7.20. ábra. A 7.18 ábrán bemutatott kétrészeske nívókból számított δn(E) fázistolás függvényekaz Ec rezonania energia környezetébenállapotaként értelmezhetnénk: aszimptotikusan mindegyik állapotot AaAb kétrészeske állapot-ként azonosíthatjuk. A fenti mehanizmus folytán ezen szintek kiterjedt platókból álló mintázatotfognak mutatni, ez pedig annak felel meg, hogy a fázistolásban megjelenik egy Breit-Wignerrezonania:
δab(E) = δ0(E) + −i log E − Ec − iΓ/2

E − Ec + iΓ/2
(7.88)ahol a fázistolást most az E = Ea + Eb tömegközépponti energia függvényeként írtam fel, és δ0az ún. háttér fázistolás, Ec a rezonania súsának megfelel® energia és Γ a szélesség. Ha (amintaz az általunk vizsgált esetekben mindig teljesül)

β =
dδ0
dE

∣∣∣∣
E=Ec

< 0akkor a fázistolásnak két extrémuma van, ld. a 7.20 ábrán. A (7.84) leírást használva a szintekismeretében a fázistolás meghatározható: el®ször meg kell oldani a
E =

√
p2 +m2

a +
√
p2 +m2

b → p(E)egyenletet, és ebb®l
δ1(E) = −L1(E)p(E)

δ2(E) = −L2(E)p(E) (7.89)ahol L1,2(E) az E1,2(L) függvények inverze. A δ1,2(E) függvényekre
δ1(E) = δab (E) − 2n1π

δ2(E) = δab (E) − 2n2πés viselkedésüket a 7.20 ábra illusztrálja. Keskeny rezonaniára Γ-ban els®rendig számolva akövetkez® összefüggés adódik:
∆δ = min δ1(E) − max δ2(E) = 4

√
−βΓ (7.90)amit felhasználhatunk a bomlási szélesség meghatározására.Lüsher eredetileg azt javasolta, hogy a Γ szélesség a platók közepén számítható meredekség-b®l határozható meg. Egyszer¶ számolással meggy®z®dhetünk róla, hogy ez a meredekség Γ-val
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7.21. ábra. A reziduális végesméret e�ektusok bemutatása az Ising modell példáján, az A4 ésaz A1A1 állapotokat ábrázolva. A kétrészeske állapotok nagyon pontosan követik a (7.84) általmegadott viselkedést, de az A4 egyrészeske állapot viselkedése teljes egészében a reziduálisvégesméret e�ektusok következménye. A diagram a t = 0 esetben készült, amikor is a szintekmetszik egymást, de kis t-re a spektrum (a szint elkerüléseket leszámítva) gyakorlatilag teljesenazonos a fentivel.(azaz ζ2-tel) arányos. Keskeny rezonania esetén (7.90) ennél sokkal érzékenyebb módszert ad,hiszen a mérend® mennyiség els®rend¶ ζ-ban. A 7.18 (b) ábrára pillantva is teljesen világos, hogya felhasadást sokkal jobban észre lehet venni (és mérni), mint a platók hajlásszögét. Ráadásul afelhasadás mérése Lmin kis környezetének analízisével elvégezhet®, amivel a 7.21 ábrán illusztráltreziduális végesméret e�ektusok sokkal jobban kézben tarthatók (err®l kés®bb még részletesebbenlesz szó).Egy másik lehetséges módszer a numerikusan meghatározott δ(E) fázistolás Breit-Wigner gör-bével történ® illesztése. Ehhez azonban az L térfogat egy meglehet®sen nagy tartományából kell aspektrumot felhasználni (hiszen egy teljes platót tartalmaznia kell), és nagy tartományban a rezi-duális végesméret e�ektusok jelent®sen változnak, ezért a δ(E) nem fogja követni a Breit-Wigneralakot. A problémát a 7.21 ábra illusztrálja, ahol ráadásul Lüsher plató-meredekség módszereis s®döt mond, mert a �plató� pont az ellenkez® irányban hajlik, mint az várható lenne (7.84)és (7.88) alapján.A továbbiakban az egyszer¶ség kedvéért felteszem, hogy ma = mb = m1 (ahol m1 a leg-könnyebb részeske tömege). Az (7.85) e�ektív Hamilton operátorból és a (7.88) Breit-Wignerfázistolásból (7.84) alapján az energiaszintekre adódó eredményeket Γ-ban vezet® rendig össze-hasonlítva, a következ® összefüggéseket kapjuk [PT06℄:
δmc = Aζ

Γ =
B2ζ2

4α

√
m2

c − 4m2
1

E11 (L0) = mc + Cζahol δmc az Ac részeske els®rendben adódó tömegkorrekiója a ζ perturbáió hatására. Aform-faktor perturbáiószámítás (7.45,7.46,7.48) eredményeit felhasználva pedig a következ®kadódnak:
A =

fcc

mc

B =
2fc11

m
3/2
c

√(
−1

p

dp(L)

dL

)∣∣∣∣
L=L0

(7.91)
C =

(
−1

p

dp(L)

dL

)∣∣∣∣
L=L0

(
4f1111

m2
c

+ L0
4f11

mc

) (7.92)
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fcc = FΨ

cc̄ (iπ , 0) , f1111 = lim
δ→0

FΨ
1111

(
θ
(c11)
1 + iπ − δ,−θ(c11)

1 + iπ − δ,−θ(c11)
1 , θ

(c11)
1

)(7.93)
fc11 =

∣∣∣FΨ
c11

(
iπ, θ

(c11)
1 , θ

(c11)
1

)∣∣∣ (7.94)és p(L) az A1A1 állapotot alkotó részeskék impulzusa a térfogat függvényében, amennyiben ezta δ0 háttér fázistolással számítjuk ki:
pL+ δ0 (E) = 2nπ

E = 2
√
p2 +m2

1Megjegyzem, hogy Del�no, Grinza és Mussardo [DGM06℄ a (7.91) és (7.92) helyett más reláiókatírt fel, amelyekr®l a ikkben részletesen megmutattuk, hogy miért helytelenek, és megadtuk afönti összefüggések korrekt kvantumtérelméleti leszármaztatását. Ennek részleteire itt most nemtérek ki. Annyit jegyeznék meg supán, hogy a
(
−1

p

dp(L)

dL

)∣∣∣∣
L=L0faktorok megjelenése azzal kapsolatos, hogy a (7.84) egyenletek következtében a kétrészeskeállapotok s¶r¶sége nem egyezik meg az egyrészeske állapots¶r¶ség négyzetével (az egyezés sakakkor áll fenn, ha nins kölsönhatás, azaz δ = 0), és hogy ezek ugyanazok a korrekiós faktorok,amiket Lellouh és Lüsher (más meggondolások alapján) lokális operátorok mátrixelemeinekvéges és végtelen térfogatbeli értekei közti összefüggésére korábban leszármaztatott [LL01℄.7.3.3. A bomlási állandó meghatározása a TCSA spektrumból7.3.3.1. A form-faktor perturbáiószámítás összehasonlítása a TCSA-val (Isingmodell)A TCSA pontosságának ellen®rzése érdekében, valamint a (7.78) alatt de�niált t paraméterperturbatív tartományának meghatározása éljából a form-faktor perturbáiószámítás által jósolt(7.45) tömegkorrekiókat és (7.46) S mátrix korrekiót összehasonlítottuk a TCSA numerikusadataival. Az egyezést az A1 és A2 részeskék tömegkorrekióira a 7.22 ábra mutatja, az S-mátrixteszt pedig a 7.23 ábrán láthatók. Mindkét teszt azt mutatta, hogy a |t| ≤ 0.005 tartomány a

t-ben perturbatívnak tekinthet®.A DSG2 modell esetén a δ = −π/2 miatt az els®rend¶ korrekiók a 7.2.2.1 alatt tárgyaltaknakmegfelel®en elt¶nnek, így itt hasonló összehasonlítás nem végezhet®.7.3.3.2. Numerikus módszerek a bomlási szélességek meghatározásáraAz eredményekb®l a bomlásra jellemz® fc11 mátrixelemet értékeltük ki, három eljárással:1. A (7.90) Breit-Wigner kiértékelés alapján Γ kiszámítható:
min δ1(E) − max δ2(E) = 4

√
−βΓamib®l a (7.48) segítségével fc11 meghatározható.2. Az e�ektív Hamilton operátor módszerrel (7.87) alapján

δE(Lmin) = 2|Bζ|és (7.91) alapján
B =

√
−1

p

dp(L)

dL

∣∣∣∣
L=Lmin

2fc11

m
3/2
c

(7.95)
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7.22. ábra. Az A1 és A2 tömegkorrekiója. A TCSA adatokat a keresztek jelölik (a numerikushibák túl kisik az ábrázoláshoz), a vonalak a form-faktor perturbáiószámítás jóslatai.
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7.23. ábra. Az A1A1 fázistolás t = 0, 0.005, 0.01, TCSA-ból mérve és az elméleti jóslatok mintaz E tömegközépponti energia függvénye (az m1 (ζ = 0 melletti) részesketömeg egységeiben).A rezonania hatása az (7.46) els®rend¶ FFPT jóslattól való eltérésben jelentkezik: Ec ∼ mc ≈
2.405m1 körül egy �váll� jelenik meg. A (7.90) alapján végzett Breit-Wigner kiértékelésnél enneka �váll�-nak a nagy felbontású analízisét végezzük el.
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7.24. ábra. A min δ1(E)−max δ2(E) Breit-Wigner felhasadás mint t függvénye az Ising modellben
ecut = 11 és 29 esetén.ahol L0-t Lmin-re seréltük, ami t-ben vezet® rendig nem számít. Hasonlóképpen, az állapot-s¶r¶ség korrekiós faktort

pL+ δt=0(E(p)) = 2nπalapján számoljuk, ahol δt=0 a t = 0 integrálható modell fázistolása. Ezt fejlesztett e�ek-tív Hamilton módszernek neveztük el (az eredetiben �improved mini-Hamiltonian method�,rövidítve imH).3. Összehasonlítás éljából Del�no, Grinza és Mussardo összefüggéseit is teszteltük, amelyek abomlási állandó esetén abban térnek el, hogy B és fc11 kapsolatára a
B =

2fc11

L
1/2
minm

3/2
c

(7.96)összefüggést adják. Ezt naív e�ektív Hamilton módszernek neveztük el (az eredetiben �naivemini-Hamiltonian method�, rövidítve nmH).A rástérelméletben megszokott helyzettel ellentétben, ninsen jelent®s statisztikus hibák. ATCSA mátrixokat dupla (16 tizedesjegy) pontossággal diagonalizáltuk, így bármilyen ebb®ladódó hiba teljes mértékben elhanyagolható. Ezzel szemben van két szisztematikus hibaforrás:a sonkolási hibák és a reziduális végesméret korrekiók.A sonkolási hibák egy része abban nyilvánul meg, hogy a szintek az integrálható pontban nemmetszik egzaktul egymást, amit úgy lehet modellezni, hogy (7.85)-hoz egy korrekiós mátrixotadunk a következ® módon:
H = E0 + (L− L0)

(
α1

α2

)
+ ζ

(
A(L) B(L)
B(L) C(L)

)
+

(
δE0 + a b

b δE0 − a

) (7.97)Ennek megfelel®en a minimális felhasadás
δE(Lmin) = 2|b+Bζ| = 2 |B(ζ − ζ0)| (7.98)de a meredekségb®l B még mindig meghatározható. Az a paraméter az Lmin értékében, míg δE0az E0 rezonania energia értékében megnyilvánuló sonkolási hibának felel meg. A Breit-Wignerkiolvasás hasonló módszerrel korrigálható (ld. 7.24 ábra).Ezzel az ecut levágás és a vizsgált szintmetszés megválasztása függvényében adódik egy érték

fc11-re. Ezután az
f (ecut, L) = f(L) + a(L)e−x

cut (7.99)alakú függvénnyel ecut függvényére extrapoláljuk, ahol f(L) a mérend® f �zikai mennyiség végte-len levágáshoz, de véges L térfogathoz tartozó értéke. A páros és a páratlan ecut értékekre adódó
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(b) Breit-Wigner kiértékelés, R = 1.77.25. ábra. ecut szerinti extrapoláió a DSG2 modellben (r =

√
1+λ

2 a konform bozon kompakti-�káiós sugara)adatokat külön kell extrapolálni. Ennek oka, hogy a TCSA-ban sak akkor lépünk minden egyeskonform modulban pontosan egy szintet, ha ecut értékét kett®vel változtatjuk, így a páros éspáratlan értékeknél számolt adatok külön alkotnak konzisztens sorozatot. A módszert a 7.25ábra mutatja be.A másik szisztematikus hibaforrás a reziduális végesméret korrekiókból adódik. Lüshereredményei szerint ezek egy exp(−ML) alakú faktorral vannak elnyomva, ahol M egy jellemz®tömegskála (tipikusan a legkönnyebb részeske tömege). Amennyiben a bomlási állandót többszintmetszésnél is meghatároztuk, amelyek az L1, . . . , Ln térfogatoknál jelentkeztek, az fc11form-faktor Li-nél történt meghatározására úgy gondolhatunk, hogy az egy fc11(L) függvény
L = Li pontban felvett értéke, amelyre

fc11(L) = fc11 +O
(
e−ML

)ahol fc11 a végtelen térfogatban érvényes eredmény. Sajnos jelenlegi eredményeink ennek azextrapoláiónak a végrehajtását nem teszik lehet®vé11.7.3.3.3. Eredmények az Ising modellbenA A4 → A1 +A1 bomlást három szintmetszésnél mértük, az A5 → A1 +A1 bomlást egynél.Az eredményeket a 7.4 és 7.5 táblázat tartalmazza. 7.4-b®l azt látjuk, hogy míg a korrekt e�ektívHamilton operátorból (7.95) alapján számolt mátrixelem összhangban van a Breit-Wigner kiérté-keléssel, a Del�no-Grinza-Mussardo-féle (7.96) összefüggéssel számolt mátrixelem jelent®s eltéréstmutat, és nagy térfogatnál jóskán �túllövi� az elméleti jóslatot, míg a másik két módszer 1 %-onbelüli egyezést mutat vele. f511 esetén eleve nagyobb hibákat várunk (magasabb energiaszintr®llévén szó, a sonkolási hibák nagyobbak), de a 7.5 táblázat adatai szerint még így is pár %-onbelül egyezik az eredmény az elméleti várakozással.7.3.3.4. Eredmények a DSG2 modellbenKényelmi okokból a satolást az r kompakti�káiós sugárral paraméterezem:
β =

√
4π

r
, λ = 2r2 − 1Az eredményeket a 7.6 táblázat foglalja össze. Ismét látható, hogy a Breit-Wigner kiértékelésselaz imH módszer konzisztens, míg az nmH nem, továbbá abban a tartományban (r = 1.44 és11 A véges térfogatú form-faktorok jelenleg folyamatban lév® vizsgálatától (ld. 9.2 alatt) várható egy errealkalmas módszer kifejlesztése.
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n m1L0 nmH (o/e) imH (o/e) Breit-Wigner (o/e)1 18.152 37.658/37.662 33.422/33.426 33.255/33.3362 24.900 38.871/38.939 35.736/35.799 34.574/34.8873 34.184 39.099/* 36.829/* 36.318/*7.4. táblázat. f ′411 mért értéke. n a szintmetszés sorszáma, L0 a helye t = 0-nál,a többi oszlopbana három kiértékelés adatai, külön extrapolálva a páratlan és a páros ecut értékekre (�o�, illetve�e� jelöli; ∗ azt jelzi, amikor nem lehetett megfelel®en illeszteni az extrapoláiós függvényt. Azelméleti jóslat (7.79,7.80) alapján f ′411 = 36.730.

n m1L0 naive mH (27/28) improved mH (27/28) Breit-Wigner (27/28)1 23.206 21.011/21.120 20.244/20.349 18.551/18.6127.5. táblázat. f ′411 mért értéke. n a szintmetszés sorszáma, L0 a helye t = 0-nál,a többi oszlop-ban a három kiértékelés adatai. Mivel nem lehetett megbízhatóan elvégezni a levágás szerintiextrapoláiót, ezért az ecut = 27 és 28 mellett mért értékeket adom meg.
r = 1.5), ahol a reziduális végesméret e�ektusok (e−m1L0) kisik, az nmH szigni�kánsan eltér azelméleti jóslattól. Sajnos a kiértékeléshez sak a legkisebb térfogatértéknél el®forduló szintmet-szést lehetett felhasználni a sonkolási hibák nagysága miatt.7.3.4. Általánosítási lehet®ségekA rezonaniák szélességének végesméret spektrumból történ® meghatározására kifejlesztettBreit-Wigner (7.90), illetve e�ektív Hamilton mátrix módszer (7.95) 3 + 1 dimenzióra is általá-nosítható. Ehhez mindössze a (7.84) egyenletek Lüsher által levezetett megfelel®jét kell hasz-nálni [Lus91b℄. Vegyük észre továbbá, hogy nem kell feltételeznünk azt sem, hogy a bomlás egyolyan kölsönhatásnak lenne tulajdonítható, ami perturbatíve kezelhet® (azaz a hadronok gyengebomlásaival analóg). A (7.48) használatával fc11 a (7.95) kiértékelési formulából kiküszöbölhet®,és a szélesség közvetlenül kifejezhet® a szintek közötti minimális felhasadással:

∆E (Lmin) = 4
√

Γ

√
mc

21−δabma

∣∣sinh θ(cab)
∣∣ −1

p

dp

dL

∣∣∣∣
L=LminAz így kapott formula alkalmazhatóságának pedig semmi más feltétele nins, mint hogy a rezo-nania maga keskeny legyen. Érvelhetünk úgy is, hogy ha nins is külön paramétere a bomlástokozó perturbáiónak, egy keskeny rezonania esetén akkor is elképzelhetjük, hogy maga a Γbomlási szélesség játssza ζ szerepét (analóg érveléssel szoktak élni az analitikus S mátrix elmé-letben az instabil részeskék leírása során).7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektrumaEbben a fejezetben imagináriusan satolt a�n Toda térelméletekkel (a�ne Toda �eld theory,ATFT) és a redukiójukkal el®álló perturbált konform kvantumtérelméletekkel foglalkozom. EgyATFT úgy adható meg, hogy tekintünk egy ĝ a�n Lie-algebrát12, amelynek egyszer¶ gyökei12 Az a�n Lie algebrák elméletét ld. V. Ka [Ka℄ könyvében.
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r nmH imH BW (e/o) FFPT ML0 e−m1L01.44 0.931 ± 0.025 0.821 ± 0.021 */* 0.7759 16.469 10−71.5 1.328 ± 0.038 1.185 ± 0.034 */* 1.1694 12.398 2 · 10−61.6 0.959 ± 0.012 0.883 ± 0.011 0.904/0.893 0.9303 11.588 0.00021.7 0.630 ± 0.004 0.592 ± 0.003 0.584/0.587 0.6383 11.927 0.00051.9 0.286 ± 0.001 0.274 ± 0.001 */0.269 0.2917 13.615 0.00112.2 0.1076 ± 0.0002 0.1046 ± 0.0002 0.1100/0.1100 0.0999 17.475 0.00182.5 0.04867 ± 2 · 10−5 0.04767 ± 2 · 10−5 */0.0499 0.0392 22.309 0.00232.6 0.03845 ± 6 · 10−5 0.03773 ± 6 · 10−5 0.0412/0.0412 0.0295 24.089 0.00242.7 0.03075 ± 5 · 10−5 0.03022 ± 5 · 10−5 0.0334/0.0334 0.0224 25.946 0.00257.6. táblázat. s311 mért értékei. FFPT az elméleti érték, a két utolsó oszlopban a szintmetszéshelye, illetve a reziduális végesméret e�ektusokat jellemz® elnyomási faktor értéke látható. ∗jelöli azokat az eseteket, amikor a Breit-Wigner kiértékelést nem lehetett értelmesen extrapolálnia levágás függvényében.
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7.26. ábra. Az s311 (7.83) elméleti értéke ξ = 1/λ függvényében, a 7.6 táblázat numerikusadataival együtt (az imH módszer adatai a Breit-Wigner kiértékelést®l nem különböznek lénye-gesen, ezért az utóbbiakat mell®ztem). A besült hibák sak a sonkolási hibákat tartalmazzák,a reziduális végesméret e�ektusok beslését (tekintve, hogy minden satolási állandónál sak egyszintmetszés volt értékelhet®) nem lehetett elvégezni.



104 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákralegyenek ~α0, . . . , ~αr, ahol r az algebra rangja, és a gyökök r-dimenziós valós vektorok. Legyentovábbá a ~α0 ún. a�n gyök kifejezése a többivel
n0~α0 = −

r∑

i=1

niαiahol n0, n1, . . . , nr relatív prím egész számok. Legyen továbbá ~Φ egy r komponens¶ skalármez®.Ekkor a ĝ a�n Toda elméletet az
AATFT =

∫
d2x

(
1

2
∂µ
~Φ · ∂µ~Φ − m2

b2

∑

i

ni exp
(
b~αi · ~Φ

)) (7.100)klasszikus hatás adja meg. Amennyiben b = iβ imaginárius, akkor imagináriusan satolt ATFT-r®lbeszélünk. Ennek legegyszer¶bb példája a sine-Gordon elmélet, amelyre ĝ = a
(1)
1 , r = 1,

α1 = −α0 =
√

2 és ebb®l a hatásra
∫
d2x

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2

β2
cos

√
2βΦ

)adódik (ahol a paraméterezés a szokásos konveniónktól eltér). Az a�n Toda elméletek in-tegrálhatók, és valós satolás esetén unitér kvantumtérelméletek diagonális szórással [BCDS89,BCDS90, CDS93℄; egy jó összefoglalást ad róluk Corrigan [Cor94℄. Az imagináriusan satoltelmélet alapvet® gerjesztései a sine-Gordon modell természetes általánosításaként adódó szolito-nok; ezek egy nemlokális szimmetria, az Uq(ĝ) algebra multiplettjeibe rendez®dnek [BL91℄, ami-nek segítségével S mátrixuk egzaktul meghatározható [Smi91, Eft93, Hol93a, GM95, GMW96,Tak97b, Tak97℄. Bár az imaginárius satolás esetén (a sine-Gordon modell kivételével) a ha-tás és így a Hamilton függvény is komplex, Olive, Turok és Underwood észrevették [OTU93a℄,hogy a szoliton megoldások energiája és impulzusa valós, Freeman pedig megmutatta, hogy azösszes magasabb spin¶ lokális megmaradó mennyiség értéke is valós [Fre95℄, így az irodalombantöbbször is el®fordult az a felvetés, hogy ezek a modellek konzisztens módon unitérré tehet®k.Ezáltal remélhet® volt, hogy a szoliton dinamika nemtriviális modelljeit kaphatjuk meg. A va-lós satolású elméletben el®forduló gyenge/er®s satolás dualitás példájára azt gondolták, hogyezzel a húrelméletben és szuperszimmetrikus mértékelméletekben fontos szerepet játszó nemper-turbatív dualitási szimmetriák egyszer¶sített modelljeiként használhatók. A Dashen, Hasslaherés Neveu módszerét [DHN74, DHN75a, DHN75b℄ követ® szemiklasszikus kvantálás eredményeiazonban kezdeti sikerek [Hol93b℄ után problémákba ütköztek [DG95, MW95℄, mivel messze nemvolt világos, hogyan kell megválasztani a hermitikus konjugálást (vagy másképp a ~Φ tér valósságifeltételét). Khastgir és Sasaki a klasszikus megoldásokat vizsgálva olyan eseteket talált, ami-kor az energia komplex volt, maga a megoldás pedig véges id® alatt szingulárissá vált [KS96℄.Természetesen elképzelhet®, hogy ezek nem a �megengedett� kon�guráiók közé tartoznak.Másrészt ezek az elméletek, vagyis inkább a kvantumsoport szimmetriával kapott egzakt
S mátrixok megfelel® redukiójával [RS90, BL90, FL92, Smi91, Tak97a℄ sikeres leírást lehetettadni perturbált konform térelméletekre, többek között unitér modellekre is, ami ismét abba azirányba mutat, hogy mégissak létezik valamiféle konzisztens értelmezés.A fenti tisztázatlan kérdések motiválták Wattsot és engem arra, hogy részletesebben meg-vizsgáljuk ezen elméletek spektrumát [TW99, TW02℄. Az alábbiakban látni fogjuk, hogy ebbenaz analízisben a végesméret e�ektusokra vonatkozó ismeretek lényeges szerepet játszanak.



7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma 1057.4.1. Általános megfontolások7.4.1.1. Unitaritás és valós spektrumIntegrálható kvantumtérelmélet S mátrixát teljes mértékben meghatározzák a kétrészeskeamplitúdók13. Ezek minden esetben kielégítik a
∑

k,l

SBC(θ)kl
ijSCB (−θ)nm

lk = δm
i δ

n
j (7.101)feltételt. Ha az elmélet S mátrixa (az imaginárius a�n Toda térelméletekhez hasonlóan) vala-milyen nemlokális töltések által alkotott kvantumsoport alatt invariáns, akkor a kétrészeske

S mátrixok éppen a kvantumsoport ún. R mátrixaival arányosak, és a fenti reláió az algeb-rai struktúra egyik következménye, ezért a következ®kben soportunitaritásnak fogom nevezni.Amennyiben a kétrészeske S mátrix ezenfelül teljesíti a
(
SBC(θ)kl

ij

)∗
= SCB(−θ∗)jilk (7.102)ún. hermitikus analitiitási feltételt [Mir99℄ akkor SBC egyben egy unitér mátrix, azaz (valós

θ-ra, azaz a �zikai tartományban)
∑

k,l

(
SBC(θ)kl

ij

)∗
SBC(θ)kl

i′j′ = δi
i′δ

j
j′ (7.103)Egy kvantumtérelmélet akkor unitér, ha az állapottéren de�niált skalárszorzat pozitív de�nités az S mátrix erre nézve unitér. Ehhez (mint azt a Lee-Yang modell példáján C.1.2 alattillusztráltam) nem elégséges a kétrészeske S mátrix (7.103) szerinti unitaritása, mivel ez mégnem jelenti azt, hogy a skaláris szorzat pozitív de�nit lenne.Amennyiben a spektrum valósságát vizsgáljuk, érdemes megvizsgálni a 5.1.1 alatt leírt Bethe-Yang egyenleteket. El®ször is világos, hogy a spektrum akkor valós, ha a (5.2) transzfermátrixokvalamennyi sajátértéke (valós rapiditások mellett) egységnyi abszolút érték¶ komplex szám. Ezteljesül, ha a transzfermátrixok unitérek, és könnyen belátható, hogy mindig ez a helyzet, havalamennyi kétrészeske szórásmátrix unitér. Ezek szerint unitér kvantumtérelmélet spektruma(legalábbis a Bethe-Yang egyenlet által adott közelítésben, ami elég nagy térfogatban egzaktnaktekinthet®) mindig valós, ami persze nem meglep®. Sokkal érdekesebb az, hogy ezek szerint nem-unitér kvantumtérelmélet spektruma is valós, ha a kétrészeske amplitúdók mátrix értelemben(azaz (7.103)-nak megfelel®en) unitérek.Nem sak unitér mátrixok rendelkezhetnek azzal a tulajdonsággal, hogy minden sajátértékükegy fázis, az ilyen mátrixok azonban mindig hasonlóak egy unitér mátrixhoz. Mivel a spektrumvalóssága azt jelenti, hogy az összes multirészeske transzfer mátrixnak hasonlónak kell lennivalamilyen unitér mátrixszal a rapiditások tetsz®leges valós értéke mellett, ezt nem olyan könny¶teljesíteni. Egy lehet®ség az, ha létezik az egyrészeske állapotoknak egy (esetleg rapiditásfügg®)átde�niálása, ami a kétrészeske S mátrixot unitér mátrixszá teszi. Ahhoz, hogy ez konzisztenslegyen minden magasabb részeske állapotra is, elég az, ha a magasabb részeske állapotokon eza transzformáió az egyrészeske transzformáiók direkt szorzataként hat.A fentiekhez hasonló megfontolások tehet®k kinkek esetében is.7.4.1.2. A tanulmányozott modellekA következ® modelleket fogom elemezni:1. Az eredeti imagináriusan satolt ATFT modellek. A periodikus poteniál miatt ezeknekvégtelen sok degenerált vákuuma van, a spektrum egy fundamentális szoliton multiplettb®lépíthet® fel.13 Az egzakt S mátrix elmélet alapjait ld. C.1.1 alatt.
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1 elmélet a sine-Gordon modell:

AsG =

∫
d2x

(
1

2
∂νΦ∂

νΦ +
m2

0

β2
cos βΦ

)ami egy Uq(a
(1)
1 ) kvantum a�n szimmetriával rendelkezik, ahol q = exp(8π2i/β2)14.b) Az a(2)

2 elmélet a Zhiber-Mikhailov-Shabat (ZMS) modell, aminek hatása
AZMS =

∫
d2x

[
1

2
∂νΦ∂

νΦ +
m2

0

γ2

(
exp (2iγΦ) + 2 exp (−iγΦ)

)]A
q = exp(πi/γ2) (7.104)jelölés mellett a modell Uq(a

(2)
2 ) kvantumsoport szimmetriával bír. A fundamentálisgerjesztés egy szoliton triplett, és a kvantumszimmetria ennek kétrészeske S mátrixátteljesen meghatározza [Smi91℄. Bevezetve a

ξ =
2π

3

γ2

2π − γ2
(7.105)paramétert, a fundamentális kink S mátrixa

SK0K0 (θ) = R(x, q)S0 (θ, β) x = exp
2πθ

ξ
(7.106)ahol R(x, q) az Uq(a

(2)
2 ) fundamentális R mátrixa (expliite ld. [Smi91, Eft93, Tak97a℄) ésamennyiben ezt a mátrixot kell®en normáljuk, akkor S0 valós rapiditásokra fázis. ξ > π-rea fundamentális szoliton adja a teljes spektrumot. Amennyiben ξ < π, akkor lélegz®kjelennek meg, ξ < 2π/3 esetén pedig további (gerjesztett) szolitonok. A lélegz®ket tartal-mazó S mátrix amplitúdók skalárok, a gerjesztett szolitonok amplitúdói pedig mindig

SKm,Kn(θ) = Sm,n
0 (θ, γ)R( (−1)m+nx , q) (7.107)alakúak, ahol Smn

0 egy fázisérték¶ skalár faktor.) A továbbiakban szó lesz még az a(1)
2 elméletr®l, ami két skalár térrel (~Φ = (Φ1,Φ2)) írhatófel, a gyökök az SU(3) algebrának felelnek meg:

α1 =
√

2(1, 0) , α2 =
√

2

(
−1

2
,

√
3

2

)
, α0 =

√
2

(
−1

2
,−

√
3

2

) (7.108)
n0 = n1 = n2és a hatás (7.100) alapján egyszer¶en felírható. A modell fundamentális gerjesztése kétszoliton triplett, amelyek egymás konjugáltjai és a 3 illetve 3̄ ábrázolásoknak felelnek meg.A szolitonok S-mátrixát Nakatsu határozta meg [Nak91℄, munkáját kés®bb Hollowoodáltalánosította az a(1)

n esetre [Hol93a℄. A Gandenberger és munkatársai által használtkonveniókat követve [GMW96℄ bevezetem az
x = exp(3λθ) , q = − exp(iπλ) , λ =

4π

β2
− 1 (7.109)jelöléseket. A szoliton triplettek különböz® gerjesztettségi fokokban fordulhatnak el®;ezeket A(a)

k -val jelölöm, ahol k = 0, 1, 2, . . . , [λ] és a = 1 a 3, a = 2 pedig a 3̄ multiplettnekfelel meg. A megfelel® tömegek
M

(A)
k = 2M cos

(
π

3

(
1 − k

λ

))14 Itt β-t átde�niáltuk, hogy megegyezzen a szokásos konvenióval.



7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma 107és a töltéskonjugálás hatása a szolitonokon: A(2)
k = A

(1)
k . Ezenfelül jelen lehetnek lélegz®kis: a fundamentális szoliton kötött állapotaiként két egymáshoz konjugált lélegz® sorozatáll el®: B(a)

p ahol p = 1, 2, . . . [3λ
2 ] és tömegük
M (a)

p = 2M sin
( πp

3λ

)valamint B(2)
p = B

(1)
p a töltéskonjugálás alatt (a kvantumsoport szempontjából ezek azállapotok szinglettek). A szolitonok kétrészeske S mátrixai [Nak91℄
S

A
(a)
k A

(a)
l

(θ) = fkl(θ, λ)R33(ηkl x, q) (7.110)
S

A
(a)
k A

(b)
l

(θ) = f̃kl(θ, λ)R33̄(η̃kl x, q) a 6= bahol R33 és R33̄ a megfelel® kvantumsoport R mátrixok, fkl, f̃kl mindig fázis, ha θ valósés ηkl = −η̃kl = (−1)k+l.2. Hajtogatott modellek. A poteniál periodiitását kihasználva minden esetben lehet de�niálnia megfelel® hajtogatott elméletet. Itt sak az a(1)
1 és a(2)

2 esettel foglalkozom, ahol egyetlenskalártér van15. Az els® eset maga a 7.1.4 alatt tárgyalt hajtogatott sine-Gordon modell, amásodik eset pedig ezzel teljesen analóg módon kezelhet®, spektruma és szórási amplitúdóiaz eredeti ATFT segítségével könnyen felírhatók.3. Redukált (RSOS) modellek. A satolási állandó bizonyos �raionális� értékeinél az imagináriusATFT modellek konform minimálmodellek perturbáióira redukálhatók, amelyek a C.1.5 alatttárgyalt kink típusú S mátrixokkal rendelkeznek.a) Az Mp,p′ + Φ1,3 elmélet a sine-Gordon redukiója a β2 = 8πp/p′ satolásnál. A nemline-áris integrálegyenletre vonatkozó alatti eredményeket a hajtogatott sine-Gordon modellalatti analízisével összevetve, ennek a modellnek a véges térfogatbeli spektrumáról elmond-hatjuk, hogy a 2p-hajtogatott sine-Gordon modell spektrumának egy részével azonos (aredukió során � új skalár szorzat bevezetése mellett � a Hilbert teret is meg kell szorítani[RS90℄).b) Az Mp,p′ + Φ12 modell a ZMS modell redukiója γ2 = πp/p′ mellett [Smi91, Eft93℄. (A
Mp,p′ + Φ2,1 modellek is ebben az osztályban vannak az Mp,p′ + Φ2,1 ≡ Mp′,p + Φ1,2azonosítás révén). Ennek a modellnek az alapállapotaira Dorey és Tateo írták le a DdVegyenletet [DT00℄. Eredményeiket megvizsgálva adódik az a feltevés, hogy a perturbáltminimálmodell spektruma ebben az esetben a p-hajtogatott ZMS modell részét képezi.) Az Mp,p′ + Φ1,5 modell a ZMS modell redukiója γ2 = 4πp/p′ mellett, aminek S mát-rixát [Tak97a℄-ban határoztam meg (ld. még C.1.6). Dorey és Tateo fent idézett mun-kája nyomán az a feltevés t¶nik megalapozottnak, hogy ebben az esetben a spektrum a
2p-hajtogatott ZMS modell spektrumának része.Szeretném hangsúlyozni, hogy míg a Φ1,3 modellek esetén az összefüggés a hajtogatott sine-Gordonmodell spektrumával lényegében Al. B. Zamolodhikov [Zam94a, Zam94b℄ munkája óta ismert(bár a gerjesztett állapotokról ezt sak a Feveratival és Ravaninivel közös[FRT00℄ munkánk-ban mutattuk meg részletesen), a másik két esetben a kapsolatot el®ször a Watts-szal közös[TW02℄ ikkünkben fogalmaztuk meg és demonstráltuk (ugyanitt megjegyeztük, hogy hasonlókapsolatot várunk más ATFT modellek és a bel®lük redukióval kapható perturbált konformtérelméletek spektruma között is). Ez azért nemtriviális eredmény, mert a redukiót lehet®vé tév®kvantumsoport az elméletnek sak végtelen térfogatban szimmetriája, így a véges térfogatbelispektrumok közötti kapsolat messze nem egyszer¶ kérdés (a fenti állítások szigorúan véve masem tekinthet®k bizonyítottnak, de az ezeket alátámasztó ellen®rzések fényében nins okunkkételkedni bennük).15 Általános esetben a periodiitás a megfelel® Lie algebra súlyrásával adható meg



108 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra7.4.2. Imagináriusan satolt a�n Toda elméletek véges térfogatú spektruma7.4.2.1. a(1)
2A kétrészeske állapotok esetén a releváns transzfer mátrixok megegyeznek a megfelel® S mát-rixszal, így a spektrum vizsgálatakor élszer¶ ebb®l kiindulni. A (7.109) jelölésben az R33(x, q)mátrix sajátértékei

1 ,

(
1 + q

√
x

q +
√
x

)
,

(
1 − q

√
x

q −√
x

)mindegyik háromszorosan degenerált, ezek mindig fázisok, ha x > 0 and q fázis. Azonban
x < 0 esetén ez nem igaz, így (7.110) alapján az elmélet spektruma mindenképpen komplex, éssemmiképpen sem lehet unitér, ha a spektrumban jelen vannak gerjesztett szolitonok is. R33̄(x, q)sajátértékei pedig 1 (hatszorosan degenerált)�, valamint

(
1 − q x1/3

q − x1/3

)
,

(
1 − q x1/3 e2πi/3

q − x1/3 e2πi/3

)
,

(
1 − q x1/3 e4πi/3

q − x1/3 e4πi/3

)amik nem fázisok. Így (Hollowood állításaival [Hol93a℄ szöges ellentétben) az a(1)
2 elmélet nemunitér, s®t spektruma is mindig komplex (a taszító tartomány egyes diszkrét pontjaitól elte-kintve).A lélegz®k S mátrixát a vonzó tartományban Gandenberger [Gan95℄ határozta meg el®ször:

SAB = SBA = SA B = SBA = ,
{3 +B}{3 −B}
{−1 +B}{7 −B}

SBA = SAB = SB A = SAB =
{−7 +B}{1 −B}
{−3 −B}{−3 +B} (7.111)ahol

{x} = sinh

(
θ

2
+
iπ x

12

)
, B = − 1

2π

β2

1 − β2/4π
= − 2

λés rövid jelölésként A=A
(1)
0 a fundamentális szolitont, A az antiszolitont, B=B

(1)
1 az els® lélegz®t,

B=B
(2)
1 pedig a konjugáltját jelöli. Látható, hogy ezek a szórási amplitúdók sem fázisok, ennekoka, hogy nem teljesítik a (7.102) hermitikus analitiitási feltételt.7.4.2.2. a

(2)
2A (7.106) alatti S mátrixban szerepl® R(x, q) sajátértékei

1 ,

(
1 − q2

√
x

q2 −√
x

)
,

(
1 + q2

√
x

q2 +
√
x

)(mindhárom kétszeresen degenerált), valamint három másik λ sajátérték, amelyek a
(x− q4)(x+ q6)λ3 + q6(2 + q2)(λ2 + x2λ)

+ x (q2 − 1)(1 − 3q4 + q8)(λ2 + λ)
− q2(1 + 2q2)(x2λ2 + λ) + (1 − q4x)(1 + q6x) = 0egyenlet gyökei. Hasonlóan az el®z® esethez, ezek sem fázisok, ha x < 0 (kivéve, ha q4=1), azaza spektrum mindenképpen komplex, ha gerjesztett szolitonok is jelen vannak (ξ < 2π/3). Ezértaz alábbiakban feltesszük, hogy gerjesztett szolitonok a spektrumban ninsenek jelen.Ha x > 0, akkor a kétszeresen degenerált három sajátérték mindenképpen fázis, a harmadfokúegyenlet megoldásai azonban sak akkor, ha 1/4 < | arg(q)/π| < 3/4. Így tehát remény látszikarra, hogy ebben az esetben valós legyen a spektrum (a lélegz®ket tartalmazó szórásamplitúdókebben a tartományban mind fázisok).



7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma 109Az n-részeske transzfermátrixok vizsgálata16 azt mutatja, hogy azok sajátértékei akkor fá-zisok, ha
1

2
− 1

2n
≤
∣∣∣∣
arg(q)

π

∣∣∣∣ ≤
1

2
+

1

2nvalamint a ∣∣∣∣
arg(q)

π

∣∣∣∣ =
1

2
± 1

2m
, 1 ≤ m ≤ nizolált pontokban. Ez azt jelenti, hogy a modell spektruma (az összes állapotot �gyelembe véve)sak az ∣∣∣∣

arg(q)

π

∣∣∣∣ =
1

2

(
1 ± 1

n

) (7.112)izolált pontokban lehet valós.A magasabb k-hajtogatott modellek vizsgálata elvileg további kényszereket adhatna, mivelezek az eredeti modell spektrumán túl savart szektorokat is tartalmaznak. Számításaink szerintazonban ezek spektruma is pontosan a (7.112) által megadott satolási állandóknál valós.7.4.3. Klasszikus id®késések és S mátrixA fenti problémák mélyebb megértésének érdekében most egy rövid kitér®t teszünk végtelentérfogatba, hogy az ATFT klasszikus dinamikáját felhasználhassuk.Az a(1)
2 elmélet Lagrange-s¶r¶ségét

L
a
(1)
2

=
1

2
(∂t
~Φ · ∂t

~Φ − ∂x
~Φ · ∂x

~Φ) +
µ2

β2

2∑

i=0

(
exp

(
iβ~αi · ~Φ

)
− 1
) (7.113)alakba írva (a jelöléseket ld. (7.100), (7.108)), a vákuum állapotok

~Φ =
2π

β
(n1

~λ1 + n2
~λ2 ) , (7.114)ahol ~λi az a(1)

2 algebra fundamentális súlyai (azaz ~λi · ~αj = δij , i, j = 1, 2) és n1, n2 ∈ Z. A végesenergiás megoldások |x| → ∞ egy vákuumkon�guráióhoz tartanak, és a sine-Gordon elméletanalógiájára (ld. (C.10))
~Φ|x→∞ − ~Φ|x→−∞ =

2π

β
(m1

~λ1 +m2
~λ2 ) . (7.115)összefüggés de�niálja az (m1,m2) topologikus töltéseket. Az a(1)

n Toda elméletek szoliton meg-oldásait Hollowood adta meg [Hol92℄, a lélegz®ket Harder és munkatársai [HIM95℄, a szolitonokszórását pedig Olive és munkatársai [FJKO94℄. Az általános N -szoliton megoldás alakja az a(1)
2elméletben a következ®:

−β~Φ =

2∑

j=0

αj log τj =
1√
2

(
log(τ2

1 /(τ0τ2)), log(τ2/τ0)
) (7.116)

τj =

N∑

k=0

∑

1≤j1<···<jk≤N

k∏

i=1

ωjiajiX(θji , x, t)
∏

1≤i<i′≤k

Xaji
aji′

(
θji − θji′

)ahol
ω = exp(2πi/3) , X(θ, x, t) = exp(µ(x cosh θ − t sinh θ))

X11(θ) = X22(θ) =
cosh θ − 1

cosh θ + 1/2
, X12(θ) = X21(θ) =

cosh θ − 1/2

cosh θ + 116 A transzfer mátrixok sajátértékeit részben numerikusan, részben pedig a Lidskii�Vishik�Lyusternik-féleáltalánosított perturbáiószámítást [Lid66, MBO97℄ használva vizsgáltuk.
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m =

√
3µ, és a megoldás 3N paramétert®l függ (ai, θi, pi), ahol ai ∈ {1, 2}, θi ∈ C és pi ∈ C∗; amegoldás teljes energiája és impulzusa pedig

E = M
∑

i

cosh θi , P = M
∑

i

sinh θi , (7.117)ahol M = 8m/β2. Az egy-szoliton megoldások alakja
τj = 1 + ωajpX(θ, x, t)Ha bármelyik τj elt¶nik, a megoldás szinguláris: ez sak akkor teljesülhet, ha p3 = −1. Eza feltétel a komplex p síkot három olyan tartományra osztja, ahol a megoldás értelmes, és afüggvény részletes analízisével belátható, hogy a = 1 esetén ez a három megoldás a 3, a = 2esetén pedig a 3̄ multiplettnek megfelel® topológiai töltéseket adja.Az N -szoliton megoldások aszimptotikus id®kre mindig egyszoliton megoldások kombináióilesznek. Amennyiben az összes θi valós, akkor ezek szórási állapotokat írnak le, és könnyenbelátható, hogy az X11, X22, X12 és X21 függvények éppen a szóráskor fellép® id®késést adjákmeg. Két szoliton esetén

exp(m sinh θ1 ∆t1) = Xa1,a2(θ12) , exp(m sinh θ2 ∆t2) = Xa1,a2(θ12)
−1több szoliton szórásakor pedig a folyamatot kétrészeske szórásokra bontva, az id®késéseketpáronként összegezve kapjuk a teljes id®késést, ami a C.1.1 alatt leírt S mátrix faktorizáióklasszikus megfelel®je.Olyan megoldások, amelyben két szoliton rapiditása egymásnak komplex konjugáltja

θ1 = θ∗2 = θ + iαegy 2M cosα tömeg¶ θ rapiditású lélegz®t írnak le. Könnyen kiszámíthatjuk egy olyan lélegz®id®késését egy szolitonon, ami a legalasonyabb B1 kvantumállapot klasszikus határesete: ehhez
α = π/2 − ǫ paramétert kell tekinteni, és a végén az ǫ → 0 határesetet venni17. Az eredmény[TW02℄

∆Tclassical(E) =
cosh θ

m sinh θ

(
1

i sinh θ − 1
− 1

i sinh θ + 1/2

)Meglep® módon az id®késés komplexnek adódik (!), és további analízis azt mutatja, hogy ezösszefügg a lélegz® megoldások Khastgir és Sasaki által talált [KS96℄ szinguláris viselkedésével.Faddeev és Korepin szolitonok szemiklasszikus kvantálásával foglalkozó m¶véb®l tudjuk [FK78℄,hogy a kvantumos fázistolásból az id®késés a következ®képpen számolható. A lélegz® tömege aklasszikus határesetben jóval kisebb a szolitonénál, így a probléma a lélegz® szempontjából a szo-liton által megadott sztatikus poteniálon történ® szórás. Elemi kvantummehanikából ismert,hogy a ∆T (E) id®késés a δ(E) fázistolással a következ®képpen fejezhet® ki:
∆T (E) =

dδ(E)

dE
=

1

m sinh θ

d

dθ
(−i logSAB(θ))A klasszikus határeset megfelel®je β → 0, SAB pedig a (7.111) lélegz®-szoliton amplitúdó. Ennekeredménye

∆Tlimit(E) =
cosh θ

m sinh θ

(
1

i sinh θ − 1
− 1

i sinh θ + 1/2

) (7.118)ami tökéletesen egyezik a klasszikus megoldásból számolt id®késéssel.Vagyis összegezve: a klasszikus lélegz® megoldások patologikus viselkedése teljes egészébenmegfeleltethet® annak, hogy a kvantumos S mátrixra nemunitér eredmény adódik.17 A klasszikus határesetben az els® lélegz® tömege éppen a klasszikus m paraméterhez tart, de m/M ∝ β2így β → 0-ra a tömegarány elt¶nik.



7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma 111Az a(2)
2 klasszikus megoldásainak kérdése nem ennyire tiszta eset, mivel a szoliton tripletthárom tagja közül a semleges szolitonnak megfelel® megoldás nem ismert. Jelenleg a problémanyitott, bár a Beggs és Johnson által javasolt új módszer esetleg választ tud adni [BJ97, BJ98℄.Ennek ellenére Watts-szal együtt kiszámoltuk a töltött szolitonokat, illetve lélegz®ket tartalmazószórásokat, és semmilyen problémát nem találtunk: valamennyi id®késés valós volt, és megegye-zett a kvantumos amplitúdók klasszikus határesetével.7.4.4. Perturbált konform térelméletek7.4.4.1. Mr,s + Φ1,3Az a(1)
1 (sine-Gordon) modell esetén, mivel az eredeti modell és minden hajtogatott verziójaunitér, a spektrum valós, így a redukió és a hajtogatott modell közötti, alatt megfogalmazottreláió alapján minden Mr,s +Φ1,3 perturbált minimálmodell spektruma valós, függetlenül attól,hogy Mr,s unitér-e vagy sem18. Képletesen kifejezve:ATFT unitér ⇒ hajtogatott unitér ⇒ redukió valós ; redukió unitérAz azonban nem igaz, hogy ezek a modellek unitérek is egyben. Bár spektrumuk része azunitér hajtogatott modell spektrumának, a skalárszorzatuk nem egyezik meg azzal, mint eztmár Reshetikhin és Smirnov észrevette [RS90℄. Vegyük például a 8π/β2 = 2/5 esetet, amikor aredukió a skálázó Lee-Yang modellre vezet. A redukió után a szolitonok elt¶nnek a spektrum-ból, ami egyben azt jelenti, hogy az SBB(θ) lélegz® S-mátrix θ = 2πi/3 pólusát megmagyarázóColeman-Thun [CT78℄ diagram sem létezik. A redukált modellben ezt a pólust a B önmagábatörtén® fúziója magyarázza, ami viszont a reziduum �rossz� el®jele miatt azt jelenti, hogy aHilbert-téren a skalárszorzat inde�nit (ld. C.1.2 alatt).A 7.27 ábra illusztrálja a hajtogatott modell és a redukált modell transzfer mátrixai közöttikorrespondeniát (a redukált modell S mátrixát ld. [RS90℄). Ebben a számolásban és a továbbihasonló esetekben a következ® egyszer¶sítésekkel éltünk:1. Elhagytuk az S-mátrixok skalár prefaktorokat (a (C.11) sine-Gordon S mátrixban ez az S++

++amplitúdó). Ezek egyfel®l fázisok, vagyis a spektrum valósságát nem befolyásolják, másrésztpedig ugyanazok az eredeti és a redukált modellben.2. Másrészt az amplitúdó mátrix részére mindig igaz, hogy R(x, q∗) = R(x, q)∗ és R(x,−1/q) =
UR(x, q)U−1, ahol U egy diagonális mátrix, aminek a f®átlójában mindenütt ±1 áll. Az els®reláió következtében mindig elég a 0 ≤ arg(q) ≤ π esetet végigszámolni.7.4.4.2. Mp,p′ + Φ1,2/Φ2,1 és Mp,p′ + Φ1,5: általános megjegyzésekMind a három fenti modell osztálynál külön kell választani a π/γ > 1 esetet, amikor jelenvannak gerjesztett kinkek, és a π/γ < 1 esetet, amikor ninsenek. Mint azt az a(2)

2 ATFT 7.4.2.2alatti vizsgálatából tudjuk, az utóbbi esetben jóval több esélyünk van arra, hogy a spektrum valóslegyen. Az S mátrix fentebb említett szimmetriái miatt elegend® a 0 ≤ arg(q) ≤ π tartománnyalfoglalkozni. Két esetben lehetünk biztosak abban, hogy a spektrum valós: egyfel®l akkor, haa megfelel® hajtogatott a(2)
2 modell spektruma valós, másfel®l pedig az Mp,p±1 + Φ1,2 esetben,amikor a redukált modellr®l a konform térelmélet révén tudjuk, hogy unitér (a Φ1,5 operátorsoha nem releváns egyetlen unitér minimálmodellben sem).A hajtogatott modellek és a perturbált minimálmodellek közti kapsolatot a 7.28 és 7.29 áb-rákon a K0�K0 kétrészeske transzfer mátrixszal illusztrálom (hasonló vizsgálatokat végeztünk

K0�K1 és K0�K0�K0 transzfer mátrixokkal, ugyanilyen meggy®z® eredménnyel). Látjuk, hogy18 Bizonyos Mr,s + Φ1,3 modellekre az S mátrix hermitikus analitikus (pl. az s = r + 1 unitér esetben, vagy
r = 2 esetén), azaz ekkor a spektrum valóssága ebb®l is következik. A fenti érvelés azonban az általános esetbenis igaz.
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PSfrag replaements
arg(q)/π7.27. ábra. A M7,m +φ13 modellek és a 14�hajtogatott sine-Gordon modell kétrészeske transzfer mát-rixa sajátértékeinek összehasonlítása, a függ®leges tengelyen a sajátértékek fázisa látható. A hajtogatottmodellt a folytonos vonalak, a diszkrét értékeknél értelmezett redukált modelleket a pöttyök ábrázolják.A két részeske relatív rapiditását θ = 1/9-nek választottuk.vannak olyan tartományok, ahol a hajtogatott modell spektruma komplex, de az is jól látszik,hogy egyes redukiók �szerensésen� kiprojektálják az ezeknek megfelel® állapotokat (más reduk-iók ellenben nem). A spektrum valósságának eldöntése tehát további részletes analízist igényel,aminek eredményeit az alábbiakban ismertetem.7.4.4.3. Φ1,2 perturbáiók, π/γ > 1Ezen elméletekben van legalább egy K1 gerjesztett kink, és a leger®sebb megszorítást a K0és K1 közti S mátrixból kapjuk.A p′ = ±1 mod p �unitér típusúak�: S-mátrixaik és transzfer mátrixaik arányosak az unitér

Mp,p+1 + Φ1,2 és Mp,p+1 + Φ2,1 modelléivel (a kink S mátrixok sak a (7.107) alatti Smn
0 fá-zisfaktorok értékében különböznek), ezért ezek az S-mátrixok hermitikus analitikusak, és így azezekb®l felépített összes transzfer mátrix valós energiaszinteket ad.Numerikus számolások azt mutatják, hogy a transzfer mátrixok sajátértékei (a kinkek összeslehetséges két- és háromrészeske kombináióját tekintve) a p′ = (p ± 1)/2 mod p modellekbenis fázisok, de ennek semmilyen magyarázata nem ismert. Ezenkívül lehetséges, hogy a kötöttállapotként el®álló lélegz®k valamelyikének S mátrixa (az a(1)

2 elmélethez hasonlóan) nem leszfázis; erre semmilyen expliit példa nem ismert, másrészt azonban ezen modellek többségébennem ismert a bootstrap bezárása, így err®l nem mondhatunk többet.7.4.4.4. Φ1,2 perturbáiók, π/γ < 1Ezeket a modelleket (mivel itt p′ < p) konvenionálisan az Mp,p′ + Φ1,2 ≡ Mp′,p + Φ2,1 azo-nosításon keresztül Φ2,1 perturbáióként ismerik. Ezekben nins gerjesztett kink, és lélegz®b®l is(satolástól függ®en) legfeljebb egy, aminek összes amplitúdója fázis, vagyis a spektrum valóssá-gának eldöntéséhez elegend® a K0 sokrészeske transzfer mátrixok vizsgálata. Ennek eredményéta 7.30 ábra illusztrálja, ahol a hajtogatási szám 50-ig fut, és a transzfer mátrixokat 5 részeskéigbezárólag vizsgáltuk meg.A folytonos (vörös, kék és lila) vonalak azokat a modell sorozatokat jelölik, amikr®l az alábbi-akban a 3. pont alatt lesz szó, a szaggatott zöld vonalak azok a modellek, amelyek alapállapotairaismert a megfelel® TBA egyenlet (ld. az alábbiakban).Egy elég bonyolult mintázat látszik kialakulni: egyre magasabb transzfer mátrixokat �gye-
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7.28. ábra. Az M10,m +Φ1,2 minimálmodellek és a 10�hajtogatott a(2)
2 ATFT K0�K0 transzfermátrixai-nak összehasonlítása θ = 5 relatív rapiditás mellett. A vízszintes tengelyen arg(q)/π látható, a függ®legestengelyen a sajátértékek fázisszöge. A hajtogatott modell fázis sajátértékeket vékony zöld, a nem-fázissajátértékeket vastag rózsaszín vonal ábrázolja, a redukált modellek sajátértékeit pedig a sárga pöttyök.Ebben a speiális esetben a redukált modellek valamennyi transzfermátrix sajátértéke fázis.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

2

3

4

5

6

7.29. ábra. Az M5,m + Φ1,5 minimálmodellek és a 10�hajtogatott a(2)
2 ATFT K0�K0 transzfermátri-xainak összehasonlítása θ = 5 relatív rapiditás mellett. A gra�kon jelölései hasonlóak a 7.28 ábrához,azonban most vannak olyan sajátértékei a redukált modellek transzfermátrixának, amelyek nem fázisok:ezeket fekete pötty mutatja.
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7.30. ábra. Numerikus eredmények a K0 transzfer mátrixokra az Mrs + Φ1,2 modellekben. A feketepontok azokat a modelleket mutatják, amelyek spektruma 5 részeskéig bezárólag valós, a piros pontokazokat, amelyeké komplex, a függ®leges tengely koordinátája π/γ=s/r, a vízszintesen az r (ami a hajto-gatási számmal megegyezik) látható. A vízszintes vonalak a (7.112) értékek közül az n = 1, 2, 3, 4 eseteketmutatják.lembe véve újabb és újabb modellek bizonyulnak komplexnek. Mivel sak 5 részeskéig mentünkel, ezért sak sejtéseket tehetünk, de a kialakuló mintázat ezekkel teljesen összhangban van:1. Világos, hogy minden olyan γ satolás, amelyre a hajtogatott modell spektruma valós, arraa redukált modellé is az, ezek (7.112) alapján az M2m+1,4m + Φ2,1 és Mm+1,2m+1 + Φ2,1modellek.2. Az Mp,p+1 + Φ2,1 unitér minimálmodellek spektruma természetesen valós.3. Úgy t¶nik, hogy azon modellek sorozatai is valósak, amelyek mentén arg(q)/π a (7.112) alattispeiális értékek valamelyikéhez tart úgy, hogy adott hajtogatási számnál a megengedett ra-ionális satolások közül a lehet® legközelebb esik hozzá. Az unitér modellek is ilyenek, itt ahatáresetben el®álló speiális érték π/γ = 1, ami a (7.112) szerint az els® valós a(2)
2 modell(n = 1).A következ® példák: aM4k±1,3k±1+Φ1,2 sorozat, ami a arg(q)/π = 3/4-hoz tart,M3k±1,2k±1+

Φ1,2 az arg(q)/π = 2/3, M8k±3,5k±2 + Φ1,2 pedig az arg(q)/π = 5/8 értéknek felel meg, ésígy tovább. Az els® három pár ilyen sorozatot a 7.30 ábrán folytonos vonal jelöli.Némelyik modellt már korábban is vizsgálták. Ilyen például az M3,5 + Φ2,1, amir®l Mussardovette észre, hogy spektruma valós, annak ellenére, hogy az S mátrixa szemmel láthatóan nemunitér [Mus92a℄.Három másik sorozat esetén ismert az alapállapotot leíró TBA egyenlet, aminek alapján avákuum energiája véges térfogatban valós, ezek a következ®k:Mm+1,2m+1 +Φ2,1 [RST96, Mar92,Mar93℄, M2m+1,4m + Φ2,1 [Mel94℄, és M2m+1,4m−2 + Φ2,1 [DDT00℄; a 7.30 ábrán ezeket a szag-gatott zöld vonal jelöli. Azonban a vákuumállapot valós volta nem garantálja a gerjesztettállapotokét, erre példa az általunk korábban vizsgált esetben az ún. II típusba sorolt modellpá-rok esete [KTW97℄, ahol egy komplex spektrummal rendelkez® nemunitér rendszer alapállapotátleíró TBA egy az egyben azonos egy unitér modellével.
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7.31. ábra. Numerikus eredmények a K0 transzfer mátrixokra az Mrs + Φ1,5 modellekben. A feketepontok azokat a modelleket mutatják, amelyek spektruma 5 részeskéig bezárólag valós, a piros pon-tok azokat, amelyeké komplex, a függ®leges tengely koordinátája π/γ=4s/r, a vízszintesen az r (ami ahajtogatási szám fele) látható. A vízszintes vonalak a (7.112) értékek közül az n = 1, 2, 3, 4 eseteketmutatják.7.4.4.5. Φ1,5 perturbáiók, π/γ > 1Itt is van legalább egy gerjesztett kink, és numerikus vizsgálatok azt mutatják, hogy kétsorozat lehet valós: p′ = 2p ± 1 mod 4p ahol az S mátrix hermitikus analitikus, ami garantáljaa spektrum valósságát, és a p′ = ±1 mod 4p sorozat, amelynek esetén a valós spektrum okanem világos. Jegyezzük meg, hogy ezek mind nemunitér kvantumtérelméletek, mivel a konformtérelméletb®l örökölt skaláris szorzat inde�nit.7.4.4.6. Φ1,5 perturbáiók, π/γ < 1Ekkor (a Φ1,2 esethez hasonlóan) sak a K0 transzfer mátrixok vizsgálata szükséges. Ezt 4részeskéig tettük meg (a mátrixok mérete a részeskék számával itt jóval gyorsabban n®). Itta Φ1,2 eseténél még bonyolultabb mintázatot találtunk, amit nem is sikerült teljes egészébenszabályokba foglalnunk.1. Az |arg(q)/π| = (1±1/n)/2 modellek itt is valósak, ezekb®l azMp,2p+1+Φ1,5 ésM2p+1,4p+4+
Φ1,5 sorozatok adódnak.2. Itt is úgy t¶nik, hogy más végtelen sorozatok is vannak, az els® példák Mk,4k−1 + Φ1,5, ami
arg(q)/π = 1 felé tart és Mk,3k±1 + Φ1,5, ami arg(q)/π = 3/4-hoz tart.A következ® szinten azonban, meglep® módon, 4 sorozatot találtunk. Mindegyik arg(q)/π =
2/3-hoz tart, de a határvonalhoz legközelebbi modelleket tömörít® M3k±1,8k±3 +Φ1,5 soroza-ton túl az M6k±1,16k±2 + Φ1,5 sorozat is valósnak t¶nik. Az utóbbi sorozat esetén, mivel ezúj jelenség, leellen®riztük az 5 részeske transzfer mátrixokat is, és azok sajátértékei is mindfázisnak bizonyultak.



116 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákraA zöld szaggatott vonalak ismét olyan sorozatokat jeleznek, ahol TBA egyenletb®l tudjuk, hogyaz alapállapoti energia valós [DDT00℄, ám az el®z®ekben tett megjegyzéseinknek megfelel®en ezsemmit nem jelent a gerjesztett állapotok valósságát tekintve. Egy konkrét példát (M3,14 +Φ1,5)korábban már vizsgáltunk [KTW97℄, és éppen ebben az esetben láttuk az els® olyan elméle-tet, amelynek vákuumállapota valós, ám gerjesztett spektrumát mind a TCSA analízis, minta Bethe-Yang egyenletek komplexnek mutatta, ráadásul a két módszer által adott adatok (azelvárható pontosságon belül) teljességgel megegyeztek egymással.7.4.5. KövetkeztetésekLáttuk, hogy ezen modellek spektruma (leszámítva természetesen a sine-Gordon modellt)szinte mindig komplex, kivéve esetleg a satolási állandó diszkrét értékeit. Klasszikus szintenennek azonban nem mindig van jele.Az a(1)
2 esetben (a kvantumos S mátrixszal összhangban) a lélegz®-szoliton id®késés mindigkomplex, itt tehát klasszikus szinten is jól látszik az elmélet �patologikus mivolta�. Megjegyezzük,hogy itt is vannak unitér redukált modellek: a

β2

4π
=

m

m+ 1satolási állandóknál az ún. W3 minimálmodellek unitér sorozatának integrálható perturbáiójátkaphatjuk meg [dVF91℄. Ebben az esetben a lélegz®k egyszer¶en ninsenek a spektrumban, és aredukió éppen kiprojektálja a szoliton transzfer mátrixok nem fázis sajátértékeit. β2/(4π) < 3/4esetén a lélegz®k jelen vannak, ám q3 = ±1 esetén a redukió teljesen kiprojektálja a szolitonokatígy elvileg aW3 algebra megfelel® minimálmodelljeinek a spektruma esetleg valós lehet. Azonbantudjuk, hogy az egyik modell ebben a sorozatban azonos az M3,14 + Φ1,5 perturbált Virasorominimálmodellel, amelynek spektrumáról már korábbi vizsgálataink során láttuk, hogy komplex.Ennek oka, hogy a lélegz®k bootstrap-jének bezárásakor generálódnak olyan skalár részeskék,amelyeknek S mátrixa nem fázis [Tak97a, KTW97℄.Úgy t¶nik, hogy a lélegz®-szoliton S mátrixok patologikus viselkedése azon múlik, hogy van-nak nem önkonjugált multiplettek, és ez minden esetben tükröz®dik is a megfelel® klasszikusid®késések komplex voltában. Erre példa az a(1)
2 elmélet, ahol a két szoliton triplett egymás kon-jugáltja, és a lélegz®k sem önkonjugáltak. (A klasszikus szoliton-szoliton szórás ezzel szembenminden esetben valós id®késésekkel írható le). Az a(2)

2 elméletben a töltéskonjugálás a triplet-tet önmagára képezi, és a lélegz®k is önkonjugáltak: ebben az esetben valóban nem is láttunk aklasszikus esetben komplex id®késéseket. Gandenberger és MaKay megmutatták [GM97a℄, hogya klasszikus megoldásokat felépít® Xab(k) transzmissziós együtthatók és az a típusú szoliton btípusú lélegz®n való szórásának Sab kvantumos amplitúdója között a következ® szoros kapsolatvan, mégpedig
Xab(ma sinh(θ)) = lim

β→0
Sab(θ)ahol ma a lélegz® tömege. Ez könnyen ellen®rizhet® az a(1)
2 modellre. Az a(1)

n esetben a transz-missziós együtthatók [Hol93b℄
Xab(k) =

ik −ma cos((a− b)π/(n + 1))

ik −ma cos((a+ b)π/(n + 1))
, ma = 2m cos(aπ/(n + 1)) (7.119)és a(1)

2 esetén valóban
X11(k) =

sinh θ − i

sinh θ − i/2
= lim

β→0
SAB1(θ)Az összes ATFT transzmissziós együtthatói ismertek [OTU93b, KO96℄, és ezek pontosan akkornem fázisok, ha mindkét index (a és b) nem önkonjugált multipletthez tartozik: ilyen részes-
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n , d(1)

2n+1 és e(1)6 modellekben fordulnak el®19. Mivel ez a tulajdonság örökl®dik aszoliton-lélegz® S mátrixokra, azt várjuk, hogy ezen elméleteknek nins olyan konzisztens unitérredukiója, amelyikben a szolitonok és a lélegz®k egyaránt a spektrum részei maradnak.Az a�n Toda elméleteket kutatók között régóta ismert probléma (ld. pl. [Cor94℄), hogymennyiben értelmesek ezek a modellek imaginárius satolás mellett (ahol a sine-Gordon modelltermészetes kiterjesztését adnák magasabb szimmetriasoportok alatt transzformálódó szolitonmultiplettekre). A kételyeket az is táplálta, hogy a legegyszer¶bb (7.4.3 alatt röviden ismertetett)Ansatzzal megkapható megoldások általában nem töltik ki a kvantum S mátrixban feltételezettszoliton multipletteket [MG94℄ (ennek egy példája volt az a(2)
2 szoliton triplettjének semlegestagja). Hasonló problémákkal szembesülünk lélegz® megoldások esetén; azonban megfelel®enáltalánosított Ansatz segítségével Beggs és Johnson sokat megtalált ezen hiányzó klasszikus meg-oldások közül [BJ97, BJ98℄, és ennek alapján elképzelhet®, hogy valójában az összes szükségesmegoldás létezik.Bár a hatás komplex, felmerült többször is az a kérdés, hogy lehetséges-e valamiféle kon-zisztens redukiót adni � klasszikus esetben a megoldások valamely osztályát kiválasztva, kvan-tum esetben Reshetikhin és Smirnov munkáját általánosítva [RS90℄. Ezt az is er®sítette, hogy1997-ban publikált munkánkig [KTW97℄ senki nem talált olyan elméletet, amelyben a spektrumne lett volna valós, és az ismert klasszikus megoldások is teljesen konzisztensnek t¶ntek. Ered-ményeinkben az volt igazán meglep®, hogy annak ellenére, hogy az M3,14 + Φ1,5 minimálmodellspektrumát a TCSA adatok egyértelm¶en komplexnek mutatják, mégis nagyszer¶en egyezik anemunitér S mátrixokból a Bethe-Yang egyenletekkel számolt jóslatokkal, a Hamilton operátorkomplex sajátértékeit is beleértve. Hasonlóképpen, mint fentebb láttuk az a(1)

2 elmélet �pato-logikus� szoliton-lélegz® S mátrixai is teljes mértékben konzisztensek a (komplex) klasszikusid®késésekkel, még akkor is, ha megfelel® klasszikus megoldás esetleg szinguláris.Ennek alapján úgy vélem, hogy az integrálható struktúra és a kvantumsoport S mátrixokakkor is érvényben maradnak, amikor a spektrum nem valós, és a formális S mátrix leírás teljesmértékben m¶köd®képes. Másrészt azonban a fentiek alapján úgy t¶nik, hogy konzisztens uni-tér (vagy legalább valós spektrummal rendelkez®) redukiót találni sak a paraméterek nagyonspeiális értékei mellett lehet.Érdekes nyitott probléma az ATFT-k szemiklasszikus kvantálása: ez választ adhatna arra,hogy a korrespondenia a kvantumos S mátrixokkal fennáll-e a kvantumkorrekiók �gyelembevétele után is (a fentiekben mindig sak a szigorú klasszikus határesetet vizsgáltuk meg). Mintmár utaltam rá, a meglév® próbálkozások [Hol93b, DG95, MW95℄ közül az utóbbi kett®nekaz eredményei ellentmondanak egymásnak; ennek oka az, hogy nem tisztázott, pontosan milyenvalóssági feltételt kell a klasszikus megoldásokon kiróni, hogy az ennek alapján a klasszikus megol-dás körüli kis rezgésekre kapott bázis alapul szolgáljon a Dashen, Hasslaher és Neveu módszerén[DHN74, DHN75a℄ alapuló számításoknak (ez egyébként Hollowoodnál [Hol93b℄ sins tisztázva,daára annak, hogy az tömegkorrekióra kapott eredményei helytállónak t¶nnek). Mint fentebbemlítettem, az sem világos, a klasszikus megoldások (vagy általánosabban a kon�guráiók) melyhalmaza tekinthet® konzisztens kiindulópontnak.A redukált modelleket tekintve itt most nem bosátkozom részletes fejtegetésekbe, mivelvalamennyi lényeges következtetés megtalálható 7.4.4 alatt. Az alapvet® nyitott kérdés az, hogya hajtogatott modellb®l a redukáltra történ® projekiót expliite megadjuk; amennyiben ez sike-rülne (pl. a kvantumsoport szimmetria megfelel® módosításával, ami periodikus határfeltételekesetén is m¶ködik), a spektrum valós volta sokkal könnyebben lenne vizsgálható, mivel ehhez saka hajtogatott modell spektrumának ismerete kell. Ez utóbbihoz pedig a Dorey és Tateo által az
a

(2)
2 modell alapállapotára felírt DdV egyenlet [DT00℄ teljes spektrumra való kiterjesztése vezet-het el. Érdekes kérdés továbbá a bootstrap bezárása ezekben a modellekben; a legegyszer¶bb19 Az a�n Toda elméletekben minden részeske a megfelel® Lie-algebra ún. fundamentális ábrázolásaihozrendelhet®; a kvantumos szolitonok pontosan az adott ábrázolásban transzformálódnak, és a konjugáió pontosanmegfelel az ábrázolás kontragradiensének.



118 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákraolyan példa, amelyben ez mind a mai napig nem történt meg, az M3,5 + Φ1,2 modell (többen,köztük jómagam is, sikertelenül próbálkoztunk, még a TCSA spektrum részletes analízisével semtudtam el®bbre jutni).



8. Nyílt határfeltételek (peremeskvantumtérelméletek)Az eddigi vizsgálatok kiterjesztéseként most olyan modellekkel foglalkozom, amelyekben va-lódi, térben lokalizált határfeltétel (perem) van jelen. Els®ként a végesméret e�ektusok leírásáraalkalmas módszereket, a peremes Bethe-Yang egyenleteket, valamint a termodinamikai BetheAnsatz és a TCSA peremes kiterjesztését veszem sorra. Ezután alapvet® példaként megadom aperemes sine-Gordon modell véges térfogatbeli spektrumának TCSA segítségével történ® elemzé-sét, amivel számos olyan eredmény ellen®rizhet®, amelyek az egzakt re�exiós faktorok elméletéb®lszármaznak. Ilyenek pl. a Ghoshal és A. B. Zamolodhikov által származtatott (C.30,C.31)egzakt re�exiós faktorok [GZ94, Gho94℄, az Al. B. Zamolodhikov által meghatározott (C.33)összefüggés a Lagrange-i paraméterek és az egzakt re�exiós faktorok paraméterei között [Zam99℄,valamint a (C.34) peremes energiajárulék, továbbá a Dorey és Mattsson által Dirihlet határfel-tételek esetére megsejtett peremes gerjesztett állapot spektrum [MD00℄, amit Bajnok Zoltánnal,Palla Lászlóval és Tóth Gábor Zsolttal általánosítottunk tetsz®leges integrálható határfeltételekre[BPTT02℄.Közbevet®leg röviden ismertetem a peremes kvantumtérelmélet néhány alapvet® fogalmát,amelyek tisztázása Bajnok Zoltánnal, Böhm Gabriellával és Palla Lászlóval végzett közös munkaeredménye [BBT02, BBT04, BPT06a℄, és tetsz®leges térid® dimenzió esetén érvényes.Ezután [BPT05b℄ alapján rátérek a véges térfogatbeli spektrum szemiklasszikus elemzésére,aminek egyik haszna, hogy nagyon konkrét és expliit képet alkothatunk a peremes kvantumtér-elmélet jellemz® állapotairól, valamint fontos kiindulópont lesz a végesméret e�ektusok továbbielemzésében. Valójában az ennek során származtatott eredmények alapján sejtettük meg azezt követ®en ismertetett peremes Lüsher formulát, amit az ún. klaszter sorfejtéssel vezettünkle, és számos ellen®rzésnek vetettünk alá [BPT05a℄. Ennek kapsán vet®dött fel az egyré-szeske satolás kérdése, a tárgyalást az erre vonatkozó eredmények ismertetésével folytatom[BPT05a, BPT06a℄. A sort egy olyan alkalmazással zárom, ami ismét kilép az 1 + 1 dimenzióskvantumtérelméletek világából: a Casimir e�ektus egy olyan újszer¶ származtatását mutatombe, amely az eddigiek során szokásos módszerekhez képest teljesen más kiindulópontból, a kisenergiákon érvényes �zikai leírás fel®l közelít, ennek következtében automatikusan véges, renor-málást nem igényel, és tetsz®legesen kölsönható elméletben képes megadni a Casimir er® nagytávolságokra érvényes sorfejtését [BPT06b, BPT06a℄.8.1. Végesméret e�ektusok perem jelenlétében8.1.1. Peremes Bethe-Yang egyenletekA Bethe-Yang egyenletek peremes kiterjesztését nemdiagonális szórás esetére Ahn és Nepo-mehie adta meg [AN00℄ (diagonális szórásra korábban Fendley és Saleur már felírták [FS94℄).Mivel a gondolatmenet nagyon hasonló az 5.1.1 alattihoz, ezért most kevésbé részletezem, éstömörebb jelölésmódot használok ([BPT01℄ alapján).Tekintsünk N részeskét egy véges L hosszúságú intervallumon. Legyen az Ai részesketömege mi, rapiditása θi (amir®l feltehetjük, hogy pozitív, mivel a peremen történ® re�exióesetén az impulzus el®jelet vált, ezért sak a rapiditás abszolút értéke számít), valamint legyeneka bels® kvantumszámai αi (amelyek megkülönböztetik az mi tömeg¶ multiplett többi tagjától).



120 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)Az Ai részeske re�exiós faktorait a bal/jobb peremen jelölje R(i)
L (θi) illetve R(i)

R (θi), az Ai és
Aj kétrészeske szórásmátrixát pedig S(i,j)(θi−θj). Nemdiagonális szórás esetén ezek a következ®alakú mátrixok:
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}Egy olyan transzfer mátrix saládot vezetünk be, amely a V1 ⊗ · · · ⊗ VN téren hat, ahol Vi az abels® tér, aminek bázisán az Ai részeske αi multiplett indexe végigfut. A Tk transzfer mátrixa hullámfüggvény egy unitér transzformáióját írja le, amely annak a monodrómia m¶veletnekfelel meg, hogy az Ak részeskét elvisszük a bal peremig (miközben szóródik az útjába es® többrészeskén), azon visszaver®dik, eljut a jobb peremig, amin ismét visszaver®dik és aztán eredetihelyére tér vissza. Az eredmény nem függ a visszaver®dések és kétrészeske szórások részletessorrendjét®l (ezt a (C.5) és (C.28) faktorizáiós egyenletek garantálják), és a következ® alakbaírható:
T

(1,..., N)
k (θ1, . . . , θN ) = R

(k)
R (θk)

∏

j:j 6=k

S(j,k)(θk + θj)R
(k)
L (θk)

∏

j:j 6=k

S(j,k)(θk − θj)ahol a multiplett indexeket expliiten nem írtuk ki (az amplitúdókon feltüntetett fels® indexekalapján könnyen helyreállíthatók).A faktorizáió egy másik következménye, hogy a Tk mátrixok egymással felserélnek. Azállapot hullámfüggvénye egy olyan ψα1...αN
vektorral jellemezhet®, ami a V1 ⊗ · · · ⊗ VN tér egyeleme (és függ a részeskék rapiditásától). Ennek a hullámfüggvénynek a következ® egyenletnekkell eleget tennie:

exp (2imkL sinh(θk))T
(1,...,N)
k (θ1, . . . , θN )ψ = ψ , k = 1, . . . ,N (8.1)A transzfer mátrixot szorzó faktort az Ak részeskének megfelel® síkhullám komponens ered-ményezi. A (8.1) egyenleteket peremes Bethe-Yang egyenleteknek nevezzük. (Itt most nemtüntettem fel az η statisztikus fázisokat, amelyek standard bozonok/fermionok esetén � mivelmindig párban fordulnak el® � amúgy is kiesnek).Jelölje a T

(1,...,N)
k (θ1, . . . , θN ) transzfer mátrixok sajátértékeit λ(s)

k (θ1, . . . , θN ), ahol s =
1, . . . ,DN és DN = dimV1 ⊗· · ·⊗VN , a megfelel® közös sajátvektoraikat pedig ψ(s) (θ1, . . . , θN ).A (8.1) Bethe-Yang egyenletek megoldását a

ψ = ψ(s) (θ1, . . . , θN )amplitúdók adják, feltéve, hogy a rapiditások megoldják a
exp (2imkL sinh(θk))λ

(s)
k (θ1, . . . , θN ) = 1 , k = 1, . . . ,N (8.2)(rögzített s mellett). Ezek az egyenletek lényegében a véges térfogatbeli impulzus kvantálásifeltételeket adják meg peremes esetben. A részeskék teljes energiája pedig

E =

N∑

j=1

mj cosh θjA periodikus határfeltétel esetén érvényes (5.3) egyenletekhez hasonlóan, ez a megközelítés is sakaz 1/L-ben analitikus végesméret korrekiókat adja meg, azaz sak akkor érvényes, ha mkL≫ 1



8.1. Végesméret e�ektusok perem jelenlétében 121minden k-ra. Ha a részeskéknek ninsenek multipliitás indexei, a transzfer mátrixok skalárokés közvetlenül behelyettesíthet®k (8.2)-be.A periodikus esethez hasonlóan a (8.2) logaritmusát véve
2mkL sinh(θk) − i log λ

(s)
k (θ1, . . . , θN ) = 2πIk , k = 1, . . . ,N (8.3)ahol Ik ∈ Z az ún. Bethe kvantumszámok. Ilyen módon egy sokrészeske állapotot a sajátvektor

s indexével és az I1 , . . . , IN kvantumszámokkal jelölhetünk meg, általában egyértelm¶ módon,feltéve, hogy a logaritmus ágát konzisztensen választjuk meg.8.1.2. Peremes kötött állapotok leírása véges térfogatbanEgy M tömeg¶ skalár részeske esetén (8.3) a következ® alakot ölti:
2ML sinh(θ) − i logRL (θ) − i logRR (θ) = 2πI (8.4)A vákuum állapothoz képest az állapot energiája a következ® alakba írható:

E(L) − E0(L) = ER +EL +M cosh θahol ER,L a jobb/bal perem energiája (mivel a perem is lehet gerjesztett állapotban). Kis térfo-gatban (ML ≪ 1) az (8.4) egyenletnek mindig van valós megoldása, de ML nagyobb értékeireez nem mindig igaz. Legyen I = 0 és
ρL,R = i

∂

∂θ
logRL,R(θ)

∣∣∣∣
θ=0A re�exiós faktorok általános tulajdonsága, hogy i logRL,R(θ) határértékei végesek, ha θ → ±∞;(C.24) következtében pedig páratlan függvényei θ-nak. Ezért a

2ML sinh(θ) = i logRL (θ) + i logRR (θ) (8.5)egyenletnek mindig van két, egymással ellentett el®jel¶, nemzérus megoldása, ha
2ML < ρL + ρRHa L eléri az

L0 =
1

2M
(ρL + ρR)értéket, akkor a megoldások az origóban találkoznak.Mi történik ezután? Ha ML0 ≫ 1, a Bethe-Yang leírás a spektrum egy jó közelítése kelllegyen. De az energiaszintek nem t¶nhetnek sak úgy el, mivel minden nívó L-nek egy folytonosfüggvénye. Ha a TCSA módszerre gondolunk, az energiaszintek egy L-t®l simán függ® hermitikusHamiltoni mátrix sajátértékei, ezért nem válhatnak pl. komplexszé1.A megoldás az, hogy a két gyök nem t¶nik el, hanem két egymáshoz képest konjugált imagi-nárius megoldásban folytatódik. θ = iu helyettesítéssel

2ML sin(u) = logRL (iu) + logRR (iu) (8.6)Mivel a re�exiós faktorok értéke (C.25) következtében az imaginárius tengelyen mindig valós.Ennek az egyenletnek pontosan akkor van két, egymással ellentett el®jel¶ valós megoldása, ha
L > L0 és ekkor

E(L) − E0(L) = ER + EL +M cos u1 Itt felteszem, hogy a kérdéses kvantumtérelmélet unitér.



122 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)Azonban bármilyen valós részeske állapotnak legalább ER + EL + M energiája van, a fentienergia azonban ennél határozottan kisebb, vagyis az ennek megfelel® állapotot másképp kellinterpretálni. Legyen az RL és RR re�exiós faktorok imaginárius tengelyen lév® pólusai közül azorigóhoz legközelebb fekv® az iu∗ helyen és a határozottság kedvéért legyen ez az RL szingulari-tása. Ekkor
u → u∗ as L → ∞vagyis

E(L = ∞) − E0(L = ∞) = ER +EL +M cos u∗Ha u∗ a bal perem egy |B∗
L〉 peremes gerjesztett állapotának felel meg, akkor az egzakt R mátrixelmélet szerint egy ilyen állapot energiája

E∗
L = EL +M cos u∗vagyis kézenfekv®, hogy az adott energiaszint végtelen térfogatban egy olyan állapothoz tartozik,amelyben a bal perem gerjesztve van.Amikor a jobb és a bal peremfeltétel azonos, akkor u = u∗-nál kett®s pólus van. A fentimegoldás ekkor is létezik, de két olyan állapotnak kell lennie, amelyikben az egyik perem ger-jesztve van. Ekkor a fenti megoldást úgy foghatjuk fel, mint az egyik lehetséges hullámfüggvényrealizáióját. A 8.2.2 alatt tárgyalt peremes TCSA vizsgálatok azt mutatják, hogy a másiklehetséges állapot a (8.5) egyenlet egy olyan megoldásához tartozik, amelyre u′ > u∗ és L → ∞esetén szintén u∗-hoz tart. Az is világos, hogy véges térfogatban a két állapot közül ez utóbbinakvan alasonyabb energiája.Ha L∗ azonos az R peremállapottal, akkor �zikai alapon sak egy állapot létezhet, de a (8.5)egyenletnek továbbra is két megoldása van. Ez azt mutatja, hogy a (8.1) Bethe-Yang egyenletek-nek nem minden megoldása tartozik szükségszer¶en �zikai állapothoz. Ez a helyzet pl. abban azesetben is, ha az u∗ pólushoz nem tartozik peremes gerjesztett állapot, azaz ún. Coleman-Thunpólus. A 8.2 fejezetben mutatok majd példákat a fentebb tárgyalt mehanizmusokra.A fenti eredmények és velük kapsolatos további részletek megtalálhatók a Bajnok Zoltánnalés Palla Lászlóval közösen írott [BPT01℄ ikkben. Végezetül megjegyezzük, hogy analóg megfon-tolások a kétrészeske S mátrixok pólusaival kapsolatban is tehet®k, amint azt [KTW97℄-ben(periodikus határfeltétel mellett) Kaush-sal és Watts-szal együtt tárgyaltuk, és ahonnan a pe-remes esetre magát az ötletet átvettük.8.1.3. Peremes termodinamikai Bethe AnsatzA termodinamikai Bethe Ansatz egyenleteket LeClair, Mussardo, Saleur és Skorik terjesztetteki peremes kvantumtérelméletekre [LMSS95℄, a következ® feltételek mellett. Vegyünk egy integ-rálható kvantumtérelméletet, amelynek spektrumam1, . . . ,mn tömeg¶ részeskékb®l áll, amelyekközött nins tömegdegeneráió, valamint a peremes állapotok sem degeneráltak energiában. Aszórás tehát diagonális, ami most azt jelenti, hogy mind a kétrészeske S mátrix amplitúdók,mind pedig az R egyrészeske re�exiós faktorok egy rapiditásfügg® fázistolásra redukálódnak.Tekintsük az elmélet vákuumállapotát egy L hosszúságú intervallumon, az i típusú részeskere�exiós faktora a bal illetve jobb peremen legyen R

(i)
L (θ) illetve R(i)

R (θ). Tételezzük fel to-vábbá, hogy a re�exiós faktoroknak nins pólusuk a θ = iπ2 helyen (8.31 alatt majd látjuk, hogyennek az a következménye, hogy az ún. peremes egyrészeske satolások elt¶nnek). Ekkor avákuumállapot energiáját az L térfogat függvényében a
ǫi(θ) = 2miL cosh θ −

n∑

j=1

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
φij(θ − θ′) log

(
1 + χj(θ

′)e−ǫj(θ′)
) (8.7)



8.1. Végesméret e�ektusok perem jelenlétében 123peremes termodinamikai Bethe Ansatz egyenlet (�boundary thermodynami Bethe Ansatz�, BTBA)megoldását a
E0(L) = −

n∑

i=1

mi

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ log

(
1 + χi(θ)e

−ǫi(θ)
) (8.8)formulába helyettesítve nyerhetjük, ahol

φij(θ) = −i d
dθ

log Sij(θ) , χi(θ) = K̄
(i)
L (θ)K

(i)
R (θ) (8.9)

K̄
(i)
L (θ) = R

(i)
L

(
i
π

2
+ θ
)

, K
(i)
R (θ) = R

(i)
R

(
i
π

2
− θ
)A fenti egyenletek gerjesztett állapotokra való kiterjesztését Dorey és munkatársai adták meg aperemes Lee-Yang modell keretei között [DPTW98℄.8.1.4. A TCSA módszer peremes kiterjesztéseA TCSA módszert peremes kvantumtérelméletekre Dorey és munkatársai terjesztették ki[DPTW98℄, akik alapvet® példaként a peremes skálázó Lee-Yang modellt tárgyalták. Ebben adolgozatban nem foglalkozom peremes minimálmodellek perturbáióiként kapható modellekkel;sak a szabad bozon perturbáiójaként megkapható peremes sine-Gordon elméletet (ld. C.2.2alatt) tárgyalom. Ehhez nins szükség a peremes konform térelméletek apparátusára, ezért atovábbiakban sak a c = 1 peremes TCSA alkalmazásához szükséges részleteket ismertetem.A véges térfogatban a térid® most a 0 ≤ x ≤ L, −∞ < t < ∞ sáv. A sine-Gordon modellklasszikus hatása a sávon az

AbsG =

∫ ∞

−∞
dt

{∫ L

0
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2
0

β2
cosβΦ

)
+M0 cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0)

+ML cos
β

2
(Φ(t, x = L) − ΦL)

}alakot ölti. Az ennek megfelel® perturbált konform térelmélet Hamilton operátora a C.2.2 alat-tiakat követve általános esetben
HNN

sG = HN
c=1 −

µ

2

∫ 0

−∞
dx
(
V(2,0) + V(−2,0)

)

− µ̃0

2

(
e−βΦ0/2Ψ1(x = 0) + eβΦ0/2Ψ−1(x = 0)

)

− µ̃L

2

(
e−βΦL/2Ψ1(x = L) + eβΦL/2Ψ−1(x = L)

)ahol a bozon kompakti�káiós sugara2
r = 2

√
4π

β
(8.10)míg kétoldali Dirihlet peremfeltételek esetén

HDD
sG = HD

c=1 −
µ

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ 0

−∞
dx
(
V(1,0) + V(−1,0)

)2 A 4.2.2 alatt tárgyaltakhoz hasonlóan természetesen itt is lehet hajtogatott modelleket de�niálni, ahol
r = 2k

√
4π
β

és a perturbáló operátorok V(2k,0) + V(−2k,0), illetve e−βΦ0/2Ψk + eβΦ0/2Ψ−k. Erre a továbbiakbannem térek ki.
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Im z

Re zτ=0 −1 +1

x=Lx=0 8.1. ábra. A sáv leképezése a fels® félsíkraahol a kompakti�káiós sugár
r =

√
4π

β(kevert peremfeltételek esetén pedig sak a Neumann határfeltételnek megfelel® oldalon kell hoz-záadni peremes perturbáiót, és kompakti�káiós sugarat (8.10) adja meg). A fenti kifejezésekbenszerepl® konform térelméleti Hamilton és vertex operátorokat B.30 alatt tárgyalom.Bevezetve a τ = it euklidészi id®t és a ξ = τ − ix komplex koordinátát, a ξ → z = e
π
L

ξtranszformáió a sávot a z változóban a fels® félsíkra képezi (8.1 ábra). Ennek segítségével (Doreyés munkatársai [DPTW98℄ ikkét követve) a perturbáló Hamilton operátor mátrixa Neumannperemfeltétel esetén a
H

(N)
ΦΦ′ = −π

L

{
µL2−2∆

2π1−2∆

(
B

(2)N
ΦΦ′ +B

(−2)N
ΦΦ′

)
+
µ̃0L

1−∆

2π1−∆

(
e−βΦ0/2C

(1)+
ΦΦ′ + eβΦ0/2C

(−1)+
ΦΦ′

)

+
µ̃LL

1−∆

2π1−∆

(
e−βΦL/2C

(1)−
ΦΦ′ + eβΦL/2C

(−1)−
ΦΦ′

)}Dirihlet peremfeltételnél pedig a
H

(D)
ΦΦ′ = −π

L

µL2−2∆

2π1−2∆

(
B

(2)D
ΦΦ′ +B

(−2)D
ΦΦ′

)alakban állíthatjuk el®. A (4.13) alatti tömegrés összefüggés segítségével a fenti kifejezéseketaz M szoliton tömeggel dimenziótlanítva, a Hamilton operátor mátrixára a következ® eredményadódik:
h

(N)
ΦΦ′ =

1

M
H

(N)
ΦΦ′ = −π

l

{
κl2−2∆

2π1−2∆

(
B

(2)N
ΦΦ′ +B

(−2)N
ΦΦ′

)
+

µ̃0√
µ

κ1/2l1−∆

2π1−∆

(
e−βΦ0/2C

(1)+
ΦΦ′ + eβΦ0/2C

(−1)+
ΦΦ′

)

+
µ̃L√
µ

κ1/2l1−∆

2π1−∆

(
e−βΦL/2C

(1)−
ΦΦ′ + eβΦL/2C

(−1)−
ΦΦ′

)}

h
(D)
ΦΦ′ =

1

M
H

(D)
ΦΦ′ = −π

l

κl2−2∆

2π1−2∆

(
B

(2)D
ΦΦ′ +B

(−2)D
ΦΦ′

)ahol a
µ̃0,L√
µ



8.2. A peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: TCSA analízis 125paraméterek a peremes poteniál er®sségét jellemz® dimenziótlan satolási állandók. A (C.33,C.36)alatt megadott reláiók segítségével megadható az összefüggés a bal, illetve jobb oldali peremetjellemz®
µ̃0,L√
µ
, Φ0,Lparaméterek és a hozzájuk tartozó re�exiós faktorokat jellemz®

η0,L , ϑ0,LGhoshal-Zamolodhikov paraméterek között.8.2. A peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: TCSA analízisAz el®z® fejezet végén vázolt peremes TCSA módszert alkalmazva, Bajnok Zoltánnal és PallaLászlóval együttm¶ködésben megvizsgáltuk a peremes sine-Gordon modell spektrumát [BPT01,BPT02a℄. Az alábbiakban ennek a munkának az eredményeib®l adok ízelít®t.8.2.1. Általános (perturbált Neumann) határfeltételekA peremes TCSA-ban egy adott ecut levágás alatti állapotok száma er®sen függ a β satolástól(a (8.10) alatti r kompakti�káiós sugáron keresztül), mivel (B.32) szerint Neumann határfeltéte-lek mellett a konform Hilbert-tér több modul összege, és ezek száma er®sen függ r-t®l, mégpedig
r növelésével rohamosan n®. Másfel®l viszont éppen nagy r mellett konvergál jobban a TCSA alevágás függvényében: az ultraibolya divergeniák éppen r < 2-nél (β > √

4π) jelentkeznek, ésminél távolabb vagyunk ett®l a tartománytól, annál jobb a konvergenia.Ezen a problémán úgy lehet segíteni, hogy olyan határfeltételeket használunk, amelyekre
Φ0 = ΦL = 0 (azaz a Ghoshal-Zamolodhikov paraméterekkel ϑ0 = ϑL = 0), akkor ugyanis(a 7.2.2.2 alatt ismertetett eljárás analógiájára) a Φ 7→ −Φ Z2 szimmetria lehet®vé teszi aHilbert-tér páros/páratlan szektorokra történ® projekióját. Amennyiben a peremes kötött ál-lapotok spektrumát tekintjük (ld. C.2.2 alatt), ez nem függ ϑ-tól, ezért az általános spektrumebben az esetben is tanulmányozható.Megjegyzem, hogy (C.33) alapján a perturbálatlan Neumann határfeltételnek (µ̃ = 0) az

η = ηN = π
λ+ 1

2
, ϑ = 0paraméterek felelnek meg.8.2.1.1. A perem energiájaA numerikus adatok segítségével el®ször a (C.34) alatti peremes energiajárulékot teszteljük.Az alapállapot energiája nagy térfogatban

E0(L) = BM2L+ Eb(η0, ϑ0) + Eb(ηL, ϑL) +O(e−ML) (8.11)ahol B a (4.14) univerzális vákuumenergia állandó. Ezt a jóslatot a 8.2 ábrán hasonlítjuk össze aTCSA numerikus adatokkal. Az egyezés annyira jó, hogy a fenti jóslatot a numerikus adatokraillesztve az 5 ≤ ML ≤ 15 intervallumban, B és a peremes energiajárulékok összege elfogadhatópontossággal meghatározható.A peremes energiajárulék ϑ függését is ellen®riztük: az állapotok nagy számát azzal lehetkompenzálni, hogy mélyen a vonzó tartományban számolunk, ahol a TCSA gyorsan konvergál.A λ = 17 választással és ecut = 13 mellett 4147 állapottal kell számolni, és a 6 ≤ ML ≤ 17tartományban egyenest illesztve a peremes energiajárulék mérhet® volt: az eredményeket a 8.1táblázat tartalmazza.Megjegyezzük, hogy a fenti egyezés nem sak a (C.34) peremes energiajárulék formulát, dea (C.33) reláiót is alátámasztja, hiszen mint 8.1.4 végén írtam, a TCSA bemen® paramétereitennek segítségével lehet az η , ϑ paraméterekbe átszámolni.
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+ η = 0.9ηN

o η = 0.7ηN

x η = 0.5ηN l
E

0
/M

302520151050
0-0.2-0.4-0.6-0.8-1-1.2-1.4-1.6-1.8-2-2.28.2. ábra. Az E0(L) alapállapoti energia β =

√
π esetén, η0 = ηL = η és ϑ0 = ϑL = 0 mellett.

ϑ E(ηN , 0) + E(η, ϑ) (jósolt) E(ηN , 0) + E(η, ϑ) (TCSA)
5 −0.22259 −0.226959

10 −0.29012 −0.299868.1. táblázat. TCSA módszerrel mért peremes energiajárulékok ϑ-függése, ahol λ = 17 (β =
2
3

√
π) és η = 0.7ηN .8.2.1.2. Re�exiós faktorok és a peremes gerjesztett állapotok spektrumaAz összehasonlítást sak a ϑ0 = ϑL = 0 határfeltételekre végzem el. Ennek megfelel®enalkalmazhatjuk a paritás szerinti szektorokra bontást. Megjegyzem, hogy míg a Bn lélegz®paritása (−1)n, a szolitont és az antiszolitont a Φ → −Φ transzformáió felseréli. Az egyesperemes gerjesztett állapotok paritása annak alapján dönthet® el, hogy a megfelel® pólus a P±Qamplitúdók közül melyikben fordul el® (ld. (C.30); ϑ = 0 esetén P+ = P− = P ). A C.2.2 alattieredményeket analizálva az adódik, hogy az |n1, n2, . . . , nk〉 állapot paritása

(−1)
P

k nk(az alapállapotot minden esetben üres |〉 jelöli). A véges térfogatbeli állapot paritása természe-tesen a két perem, illetve a közéjük zárt részeskék paritásainak szorzata. A C.2.2 alatt szerepl®spektrumot λ (vagy másképpen β) és η számos különböz® értéke mellett ellen®riztük. Az egyikperemen mindig tiszta Neumann határfeltételt (η = ηN ) vettünk fel, az ennek megfelel® peremesállapotokat N index különbözteti meg. A két peremre várt gerjesztett állapotok ennek megfe-lel®en osztályozhatók. A λ = 7 és η = 0.9 ηN modell páros szektorát a 8.3 ábrán, a páratlanta 8.4 ábrán mutatom be amelyeken az M szoliton tömeggel dimenziótlanított energiaszinteketábrázoltam l függvényében, a (páros szektorban lév®) alapállapothoz viszonyítva. Mindkét áb-rán a folytonos vonalak az interpolált TCSA adatok, míg a különböz® szimbólumok a peremesgerjesztett állapotokra tett jóslatokat, illetve a (8.4) peremes Bethe-Yang egyenletekb®l számoltegyrészeske állapotokat mutatják3.Az ábrák egyértelm¶en mutatják, hogy az általunk [BPTT02℄-ban leszármaztatott gerjesztettállapoti spektrum helytálló. Különösen �gyelemre méltó, hogy nem látunk sehol |1, 1〉-nek megfe-lel® kötött állapotot. A részletes analízis szerint az ennek megfelel® pólust az adott paraméterekmellett egy Coleman-Thun diagram kell magyarázza (ami akkor létezik, ha w1 > ν1). Mindenütt3 A TCSA vonalakban látható törések a numerikus algoritmus eredménye: ilyenkor az adott helyen szintmet-szés van, de a magasabban lév® szint már nem került rá az ábrára.
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8.3. ábra. A páros szektor: x jelöli a |〉N ⊗ |0〉 és |〉N ⊗ |2〉-nek megfelel® energiát, + a |2〉N ⊗ |〉, ◦ az
|〉N ⊗|0, 2〉,• és az üres/teli négyzetek az |1〉N ⊗|1〉, |2〉N ⊗|0〉 and |1〉N ⊗|3〉 állapotokat, a∗ a |〉N ⊗|0, 1, 1〉állapotot, a teli/üres háromszögek pedig B2 egyrészeske állapotokra a Bethe-Yang egyenletekb®l kapottjóslatok alapállapotú (|〉N ⊗ |〉), illetve |〉N ⊗ |0〉 peremek esetén.
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8.4. ábra. A páratlan szektor: x jelöli az |〉N ⊗ |1〉 és |〉N ⊗ |3〉 energiáját , +: |〉N ⊗ |1〉N és |〉N ⊗ |3〉N ,
•:|1〉N ⊗ |0〉, ◦ : |〉N ⊗ |0, 1〉 , |〉N ⊗ |0, 3〉 és |〉N ⊗ |1, 2〉, ∗: |〉N ⊗ |0, 1, 2〉, a teli/üres háromszögek B1egyrészeske állapotok alapállapotú (|〉N ⊗ |〉), illetve |〉N ⊗ |0〉 peremek esetén
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10.50-0.5-1-1.5-28.5. ábra. A (8.11) által jósolt vákuum energia aszimptotika összevetése a TCSA eredményekkel:folytonos vonalakkal az egzakt jóslat, a pontok a TCSA adatokat mutatják, λ és f0 = βΦ0

2π = βΦL
2πkülönböz® értékeire.pontosan azok az állapotok jelennek meg, amelyeket a peremes Coleman-Thun mehanizmus nemzár ki. A fenti munka elvégzésének id®pontjában a Coleman-Thun mehanizmus peremes kiter-jesztése sejtéseken alapult, ezért a fenti meger®sítés nagyon fontos volt; azóta Bajnok Zoltánnalés Böhm Gabriellával együttm¶ködésben sikerült ezt a mehanizmust a peremes kvantumtér-elméletek alapvet® elveib®l levezetni [BBT04℄. Az egyrészeske állapotokra vonatkozó jóslatokegyezése a spektrummal pedig a megfelel® re�exiós faktorok helyességét támasztja alá.8.2.2. TCSA: Dirihlet határfeltételekDirihlet határfeltételek mellett a (B.36) Hilbert-tér egyetlen Fok modulból áll, és bázisaa paraméterekt®l függetlenül megadható. Ez azt is jelenti, hogy ilyenkor jóval magasabb ecutértékeket el lehet érni: a lentebb közölt numerikus adatokban ecut = 22, ami 4508 vektort jelent.Az összes számolás során a Φ0 = ΦL esetet vizsgáltuk, azaz amikor a két oldalon ugyanaza Dirihlet határfeltétel volt adott. A peremes energia járulékra kapott eredményeket a 8.5ábra foglalja össze, B1, B2 és B3 alapállapoti re�exiós faktorának ellen®rzésére egy példa a8.6 ábrán látható. A 8.7 ábrán egy példát mutatok a kötött állapotok térfogati korrekióinakmeghatározására a 8.1.2 alatt tárgyalt analitikus elfolytatás módszerének alkalmazásával.8.3. Peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: szemiklasszikuseredmények8.3.1. Vákuummegoldások végtelen térfogatbanA peremes sine-Gordon elmélet hatása:

AbsG =

∫ ∞

−∞
dt

{∫ 0

−∞
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2

β2
(cos βΦ − 1)

)
+M0

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0) − 1

)}(8.12)
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0.60.550.50.450.40.350.30.250.20.150.18.6. ábra. B1, B2 és B3 alapállapoti re�exiós faktorainak ellen®rzése λ = 31 és βΦ0

2π = 0.2 mellett.A pontok a (8.4) Bethe-Yang egyenlet által jósolt egyrészeske energiák, míg a folytonos vonalakaz interpolált TCSA adatok. Minden energiát az alapállapothoz viszonyítva és a szoliton tömegegységeiben mérve ábrázoltam. Az eltérések részben sonkolási hibák, részben pedig annaktudhatók be, hogy a Bethe-Yang egyenletek elhanyagolják a térfogattal exponeniálisan leseng®végesméret korrekiókat.
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l8.7. ábra. Peremes gerjesztett állapotok λ = 17 és βΦ0

2π = 0.485 mellett. A fels® vonal az I = 0
B1 egyrészeske állapot és annak folytatása imaginárius rapiditásokra, az alsó pedig a 8.1.2 alatttárgyalt másik megoldás (ami ugyanahhoz a pólushoz tart nagy térfogatban). A két vonal nagyonjól illeszkedik a |〉 ⊗ |0, 1〉 ± |0, 1〉 ⊗ |〉 állapotok nagy térfogatú viselkedéséhez.



130 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)ahol a potenuál normálása (C.29)-tól eltér, így mindkét poteniálfüggvény minimumértéke 0. Azegyszer¶ség kedvéért Dirihlet határfeltételek mellett illusztrálom az eredményeket (azaz M0 =
∞ határesetben). A Φ0 paraméter �zikailag inekvivalens értékei

0 ≤ β

2
Φ0 ≡ ϕ0 ≤ π

2A sztatikus mozgás egyenlet
∂2

xΦ =
m2

β
sin βΦ −→ 1

2
(∂xΦ)2 = Ĉ +

m2

β2
(1 − cos βΦ) (8.13)és energia funkionál

E[Φ(x)] =

∫ 0

−∞
dx

(
1

2
(∂xΦ)2 + V (Φ(x))

)
+ VB (Φ(0))A véges energiás megoldásokat egy szoliton/antiszoliton adja:

ϕ
0

π

0

2
π

0

ϕ
0

2
π

π

Φ+

(
x, a+

)
=

4

β
arctan

(
em(x−a+)

)
; Φ−

(
x, a−

)
=

2π

β
− 4

β
arctan

(
em(x−a−)

)ahol a határfeltételekb®l sinh(ma±) = ± cot(ϕ0). A megfelel® energiák
E±(ϕ0) =

4m

β2
(1 ∓ cosϕ0) (8.14)és x→ −∞ esetén exponeniálisan gyorsan tartanak az aszimptotikus értékhez:

Φ+

(
x, a+

)
= O

(
e−m|x|

)
, Φ−

(
x, a−

)
=

2π

β
+O

(
e−m|x|

)
as x→ −∞. (8.15)A megoldások körüli kis rezgéseket a

[
− d2

dx2
+m2 − 2m2

cosh2(m[x− a±])

]
ξ±(x) = ω2ξ±(x) ; ξ±(0) = 0 .Shrödinger típusú di�ereniál egyenlet írja le. Ennek diszkrét spektruma egyetlen normálhatómódust tartalmaz:

ξ±(x) ∝ emǫ(x−a±)(ǫ− tanh[m(x− a±)]) , ω2 = m2(1 − ǫ2) ahol ǫ ≥ 0A határfeltételekb®l ǫ = ∓ cosϕ0, tehát sak az antiszoliton vákuumállapotnak van diszkrét mó-dusa: ez a perem gerjesztett állapotát írja le. A folytonos spektrumhoz tartozó sajátfüggvények:
ξ±(x) = Ã±e

−iq(x−a±) iq +m tanh(m[x− a±])

iq +m
+ B̃±e

iq(x−a±) iq −m tanh(m[x− a±])

iq −m

ω2 = m2 + q2 , q ≥ 0



8.3. Peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: szemiklasszikus eredmények 131ahol az Ã±/B̃± arányok a határfeltételb®l határozhatók meg. Az aszimptotikus viselkedés x →
−∞ mellett

ξ±(x) → C±(eiqx + e−iqxeiδ
±(q)) (8.16)ahol a klasszikus re�exiós faktor:

eiδ
±(q) =

m− iq

m+ iq

± cosϕ0 + iq
m

∓ cosϕ0 + iq
m

(8.17)A diszkrét módus a re�exiós faktor ϕ0-tól függ® pólusának felel meg, a másik pólus kinematikaieredet¶. A módusok frekveniáinak összegzésével megkapható a vákuumállapot energiájánakvezet® kvantumkorrekiója:
Esemiclass

+ (ϕ0) −Esemiclass
− (ϕ0) = m

(
8

β2
− 1

π

)
cosϕ0 +m

(
1

2
− ϕ0

π

)
sinϕ0 +O(β2) (8.18)A fenti eredmények megkaphatók a C.2.2 alatti egzakt kvantum eredmények β → 0 határ-eseteként. Ebben az esetben a szoliton vákuumállapot |〉, az antiszoliton vákuumállapot |0〉klasszikus megfelel®je. A kett® energiakülönbsége:

E|0〉 − E|〉 =
m1

2 sin π
2λ

cos
(η
λ
− π

2λ

)ahol m1 a B1 els® lélegz® tömege. Amennyiben (C.36) felhasználásával kifejezzük η-t ϕ0-val:
ϕ0 =

η

λ+ 1és β = 0 körül sorba fejtünk, pontosan megkapjuk a (8.18) eredményt, ha az m és m1 értékétazonosítjuk (ezt annak a jól ismert ténynek alapján tehetjük meg, hogy az els® lélegz® felel mega sine-Gordon bozon elemi gerjesztésének [ZZ79℄). Ugyanebben a határesetben a B1 re�exiósfaktorai a megfelel® peremállapotokon átmennek a (8.17) klasszikus re�exiós faktorokba.A fenti eredmények megfelel®je általános határfeltételekre Kormos és Palla ikkében található[KP02℄.8.3.2. Véges térfogat: általános megfontolások8.3.2.1. Sztatikus megoldásokVéges térfogatban az elmélet klasszikus hatását az
AbsG =

∫ ∞

−∞
dt

{∫ L

0
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2

β2
(cos βΦ − 1)

) (8.19)
+ML

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − ΦL) − 1

)
+M0

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0) − 1

)}alakba írva, a mozgásegyenletek
∂2

t Φ − ∂2
xΦ +

m2

β
sin βΦ = 0

∂xΦ|x=z = −(−1)z/LβMz

2
sin

β

2
(Φ(z, t) − Φz) , z = 0, LA sztatikus megoldások energiája

E[Φ(x)] =

∫ L

0
dx

(
1

2
(∂xΦ)2 − m2

β2
(cos βΦ − 1)

) (8.20)
+ML

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − ΦL) − 1

)
+M0

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0) − 1

)



132 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)Az általános sztatikus megoldás egyszer¶en felírható
x =

∫ Φ(x)

Φ(0)

du

±
√

2
(
Ĉ − m2

β2 (cos βu− 1)
) (8.21)ahol a két integráiós konstansot (Φ(0) és Ĉ) a határfeltételek rögzítik. A fenti integrál kifejezhet®a Weierstrass-féle p-függvénnyel.Az L→ ∞ határesetben a véges energia feltétele, hogy

Φ(x) → 2πn

βaz x = 0 és x = L végpontoktól távol. Ebben az esetben a megoldás két félvégtelen vákuum-kon�guráió összevarrásával közelíthet® (exp(−mL) nagyságrend¶ korrekiók erejéig). Azonbansak olyan vákuummegoldásokat lehet összeilleszteni, amelyek aszimptotikus értéke azonos (ezbiztosítja az intervallum közepén a megoldás folytonosságát). Az illesztési feltételeket a követ-kez®képpen lehet leírni. De�niáljuk a peremes állapotok szoliton paritását úgy, hogy |〉 legyenpáros: ez a
Φ(x) → 0 ha x→ −∞ (8.22)aszimptotikának felel meg, |0〉 pedig páratlan, aszimptotikája

Φ(x) → 2π

β
ha x→ −∞ (8.23)Egy tetsz®leges

|n1, n2, . . . nk〉peremes gerjesztett állapotot úgy kapunk, hogy egymás után szolitonokat és antiszolitonokatfuzionáltatunk a peremmel; minden ilyen fúzió váltja az aszimptotikát, és ezzel a paritást is,ezért az ilyen állapot szoliton paritása nem más, mint (−1)k. Ez a paritásfogalom természeteskiterjesztése annak, amit Dirihlet határfeltételek esetén Mattsson és Dorey de�niált [MD00℄.A véges térfogatban az illesztési szabály ekkor azt mondja ki, hogy egy állapot sak akkor jöhetlétre, ha annak teljes szolitonikus paritása +1: ezt a két oldalon lév® peremállapot paritásának,valamint a köztük mozgó szolitonikus gerjesztések N számából számolt (−1)N szorzata adja4.Ezt nagyon könnyen lehet ellen®rizni a TCSA spektrumokon5.8.3.2.2. Kis rezgésekEgy φ(x) sztatikus megoldás körüli kis rezgéseket
Φ(x, t) = φ(x) + ξ(x) exp(−iωt)a mozgásegyenleteket ξ(x)-ben linearizált változata írja le:

− d
2ξ

dx2
+ V ′′ (φ(x)) ξ(x) = ω2ξ(x)

∂xξ(x)|x=z = (−1)z/LMz
β2

4
cos

β

2
(φ(z) − Φz) ξ(z) , z = 0, L (8.24)(Dirihlet határfeltétel esetén ξ(x)-nek el kell t¶nnie a megfelel® határpontban). A (8.21) álta-lános sztatikus megoldást behelyettesítve az ún. els®rend¶ Lamé egyenlet adódik.4 Mivel a (C.30) re�exiós faktorok általános határfeltételek mellett nem ®rzik meg a topologikus töltést, egyállapotban a szolitonok és antiszolitonok száma külön-külön nem jól de�niált, de a fenti paritás igen.5 A 8.3 és 8.4 ábrákon bemutatott spektrumok ezt a szabályt sak látszólag sértik, mivel a perturbálatlanNeumann határfeltétel esetén (általánosabban akkor, ha η = ηN ) |〉N és |0〉N degenerált, ezért nem tudjukmegkülönböztetni ezeket energiájuk alapján (ráadásul a re�exiós faktoruk is azonos). Ezért mindig meg lehettenni a |n1, n2, . . . nk〉N ≡ |0, n1, n2, . . . nk〉N azonosítást, de ekkor persze elveszítjük a szoliton paritást mintkvantumszámot és az általa de�niált kiválasztási szabályt is.
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x~1/m∆ x~1/m∆

x=0 x=L

+R1(k)e +R2(k)eikx −ik(x−L)ik(x−L)ee−ikx

8.8. ábra. A klasszikus Bethe-Yang egyenlet származtatásaAz L→ ∞ határesetben a hátteret a félvégtelen sztatikus megoldásokkal kifejezve, a megoldáskönnyen felírható:
ξ(x) ∼ A

(
e−ikx + r1(k)e

ikx
) ha x nagy

ξ(x) ∼ B
(
eik(x−L) + r2(k)e

−ik(x−L)
) ha L− x nagy(8.8 ábra) ahol r1(k) és r2(k) a megfelel® klasszikus re�exiós faktorok, amelyeket Dirihlet határ-feltételek mellett (8.16)-ben adtam meg, adott klasszikus re�exiós faktorok, általános határfelté-telekre Kormos és Palla ikkében megtalálhatók [KP02℄. A két aszimptotikus alaknak bármely

x-re meg kell egyeznie, ebb®l
r1(k)r2(k)e

2ikL = 1 (8.25)és ez pontosan a (8.4) Bethe-Yang egyenletek klasszikus határesete.8.3.3. EredményekA véges térfogatbeli kvantálási feltételt (amelynek aszimptotikus alakja (8.25)) számos határ-feltételre kiszámoltuk, és megadtuk a vákuummegoldás egzakt klasszikus energiáját is. Itt mostsak az energiakifejezés nagy térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését írom fel, mivel akés®bbiekben erre lesz szükségünk. A részletes analízis a Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóvalközös [BPT05b℄ ikkünkben megtalálható. Hasonló, bár a mienknél kevésbé részletes és kiterjedtanalízist végzett velünk párhuzamosan és t®lünk függetlenül Mussardo, Riva és Sotkov [MRS05℄.A következ® eseteket sorolom itt fel:
• Alapállapot (+) és gerjesztett állapot (-) a

βΦ(0)

2
= ϕ0 ,

βΦ(0)

2
= 0

• Alapállapot (A) és gerjesztett állapot (B) a
0 < ϕ0 <

π

2
, 0 ≤ ϕL ≤ π − ϕ0 ,

βΦ(0, L)

2
= ϕ0,LDirihlet-Dirihlet határfeltételekkel;

• Alapállapot (-1) a
0 < ϕ0 <

π

2
,

βΦ(L)

2
= ϕL − πDirihlet-Dirihlet határfeltételekkel;ahol emlékeztetek arra, hogy a félvégtelen esetben a ϕ0 paraméter inekvivalens értékeinek tarto-mánya

0 ≤ β

2
Φ0 ≡ ϕ0 ≤ π

2



134 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)és itt mind ϕ0, mind pedig ϕL értékét ebben a tartományban értjük. A fenti megoldásokat a 8.9ábrán szemléltetem.
• Alapállapot (DN) a következ® kevert típusú határfeltételek mellett

β

2
Φ(0) = ϕ0,

β

2
Φ′(x)|x=L = −mA−1 sin

(
β

2
Φ(x = L)

)
, A−1 =

MLβ
2

4m
.Az összes sztatikus megoldás kifejezhet® a következ® (elliptikus) integrálokkal

I1(a, b, C) =

b∫

a

dv√
sin2 v + C

, I2(a, b, C) =

b∫

a

dv
√

sin2 v + CBevezetve az l = mL jelölést a dimenziótlanított térfogatra, a következ®ket kapjuk:
(+) : l = I1(0, ϕ0, C) , E+(ϕ0, l) =

4m

β2
[I2(0, ϕ0, C) − Cl/2]

(−) : l = I1(ϕ0, π, C) , E−(ϕ0, l) =
4m

β2
[I2(ϕ0, π, C) − Cl/2]

(A) : l =
∑

i=0, L

I1(ǫ, ϕi,− sin2 ǫ) , EA(ϕ0, ϕL, l) =
4m

β2
[
∑

i=0, L

I2(ǫ, ϕi,− sin2 ǫ) +
l

2
sin2 ǫ]

(B) : l =
∑

i=0, L

I1(ϕi, π − ǫ,− sin2 ǫ)

EB(ϕ0, ϕL, l) =
4m

β2
[
∑

i=0, L

I2(ϕi, π − ǫ,− sin2 ǫ) +
l

2
sin2 ǫ]

(−1) : l = I1(0, ϕ0, C) + I1(0, π − ϕL, C)

E(−1)(ϕ0, ϕL, l) =
4m

β2
[I2(0, ϕ0, C) + I∈(0, π − ϕL, C) − Cl/2]

(DN) : l = I1(ϕL, ϕ0, C̃) , E(DN)(ϕ0,A, l) =
4m

β2
[−C̃ l

2
+ I2(ϕL, ϕ0, C̃) −A−1 cos(ϕL)]

C̃ = −(1 −A−2) sin2 ϕLA fenti kifejezések az energia térfogatfüggését parametrikus formában adják meg: valamennyiesetben a C vagy ǫ vagy ϕL integráiós konstans az els® egyenletet megoldva kapható meg, amita másodikba helyettesítve el®áll az energia kifejezése. Az energia aszimptotikus viselkedése nagytérfogatban zárt alakban megadható:
E+ (ϕ0, l) ∼ 4m

β2

(
1 − cosϕ0 + 4 tan2 ϕ0

2
e−2l

) (8.26)
E− (ϕ0, l) ∼ 4m

β2

(
1 + cosϕ0 + 4 cot2

ϕ0

2
e−2l

)

EA (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m

β2

(
2 − cosϕ0 − cosϕL − 8 tan

ϕ0

2
tan

ϕL

2
e−l
)

EB (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m

β2

(
2 + cosϕ0 + cosϕL − 8 cot

ϕ0

2
cot

ϕL

2
e−l
)

E(−1) (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m

β2

(
2 − cosϕ0 + cosϕL + 8 tan

ϕ0

2
tan

π − ϕL

2
e−l

)

E(DN)(ϕ0,A, l) ∼ 4m

β2

(
1 − cosϕ0 −A−1 − 4 tan2 ϕ0

2

1 −A−1

1 + A−1
e−2l

)Kés®bb látjuk majd, hogy ezek a kifejezések valóban megegyeznek a kvantumelmélet vákuumánakvezet® végesméret korrekiójával.
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136 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)8.4. Re�exiós faktor és peremállapot formalizmus tetsz®leges dimenzióbanTekintsük Φi, i = 1, . . . , n skalár mez®k euklidészi kvantumtérelméletét D + 1 dimenziós féltérid®n, amit az (x ≤ 0, y, ~r) koordinátákkal adunk meg, egy x = 0-nál lokalizált peremfeltételmellett. A korreláiós függvényeket a
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 =

∫
DΦ Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN ) e−S[Φ]

∫
DΦ e−S[Φ]

(8.27)funkionálintegrál de�niálja, ahol a mértéket a
S[Φ] =

∫
d~r

∫ ∞

−∞
dy

[∫ 0

−∞
dx

(
1

2
(∂x

~Φ)2 +
1

2
(∂y

~Φ)2 +
1

2
(∂~r

~Φ)2 + U(~Φ)

)
+ UB(~Φ(x = 0, y, ~r))

]klasszikus hatás adja meg, amely a mozgásegyenletek mellett a határfeltételeket is magábanfoglalja:
∂xΦi|x=0 = −∂UB

∂Φi

∣∣∣∣
x=0A fenti euklidészi kvantumtérelmélet két különböz® Minkowski térid®ben de�niált kvantumtér-elmélet imaginárius idej¶ verziójaként is felfogható.1. Ha az imaginárius id®: y = it, akkor a perem térben lokalizált: ezt nyílt satornának nevez-zük. Az egyidej¶ serereláiók:

[Φj(x, t, ~r), ∂tΦk(x
′
, t, ~r ′)] = iδjkδ(x − x

′
)δ(~r − ~r ′) ; x, x

′
< 0Az állapottér a peremen adott határfeltételt kielégít® állapotokat tartalmazza, és a |0〉Bperemes vákuumon az aszimptotikus részeskéket kelt® operátorral lehet felépíteni6. Azaszimptotikus múltban a részeskék a perem felé kell mozogjanak, ezért a Hilbert-tér azin-állapotokkal a következ® alakban írható fel:

HB =
{
a†b1(k1, ~k1)in . . . a

†
bN

(kN , ~kN )in|0〉B , ki > 0, i = 1, . . . ,N
}(b1, . . . , bN a részeskék típusát jelöli) ahol az ab†

in(k,~k) operátor kielégíti a
[ab(k,~k)in, a

†
c(k

′
, ~k ′)in] = (2π)Dδbcωb(k,~k)δ(k − k

′
)δ(~k − ~k ′) ; k, k

′
> 0 (8.28)serereláiót és egy mb tömeg¶ aszimptotikus részeskét kelt a peremre mer®leges (transzver-zális) k és a peremmel párhuzamos (paralel) ~k impulzussal, amelynek energiája ωb(k,~k) =√

k2 + ~k2 +m2
b . Az out állapotok alakja
a†b1(k1, ~k1)out . . . a

†
bN

(kN , ~kN )out|0〉B , ki < 0, i = 1, . . . ,Naz in állapotok (8.28) serereláiójához hasonlóan normáltak, és ugyansak teljes rendszertalkotnak a Hilbert-térben. A szórást a
Rαβ = out

B 〈α|β〉inBunitér re�exiós mátrix adja meg (ami a szokásos S mátrix megfelel®je). A legegyszer¶bbamplitúdó az egyrészeske re�exiós folyamatot írja le:
Rc

b(ω,
~k) (2π)D ωδ

(
ω − ω′) δ(D−1)

(
~k − ~k ′

)
= B〈0|ac(k

′, ~k ′)outa
†
b(k,

~k)in|0〉B (8.29)6 Be lehet vezetni a peremre lokalizált részeskeszer¶ gerjesztéseket is [BBT04℄, de az egyszer¶ség kedvéértezzel itt nem foglalkozom.



8.4. Re�exiós faktor és peremállapot formalizmus tetsz®leges dimenzióban 137ahol az energia és a parallel impulzus megmaradását az eltolásinvariania biztosítja, és are�exiós amplitúdó a peremmel párhuzamos irányokban fennálló forgásinvariania miatt sak
|~k|-tól függ. A fenti amplitúdót re�exiós faktornak fogom nevezni: ez a szóhasználat az 1+1dimenziós integrálható modellekre a korábbiakban használt fogalom természetes kiterjesztése.A Heisenberg képbeli id®fejl®dést

Φi(x, t, ~r) = eiHBtΦi(x, 0, ~r)e
−iHB ta

HB =

∫
d~r

[∫ 0

−∞
dx

(
1

2
~Φ2

t +
1

2
(∂x

~Φ)2 +
1

2
(∂~r

~Φ)2 + U(~Φ)

)
+ UB(~Φ(x = 0))

]peremes Hamilton operátor adja meg és a (A.1) korrelátor a t szerint id®rendezett operátorokszorzatának vákuum várható értékével egyezik meg:
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 = B〈0|Tt (Φi1(x1, t1, ~r1) . . .ΦiN (xN , tN , ~rN )) |0〉Bahol a |0〉B vákuumot 1-re normáljuk.2. Ha ellenben x = iτ az imaginárius id®, akkor a perem id®ben lokalizált, a rendszer maga aszokásos végtelen térfogatban adott: ez az ún. zárt satorna7. A Hilbert-tér a szokásos alakú:az in sokrészeske állapotok bázisában

H =
{
A†

b1
(κ1, ~k1)in . . . A

†
bN

(κN , ~kN )in|0〉
}ahol

[Ab(κ,~k)in, A
†
c(κ

′
, ~k ′)in] = (2π)Dδbcωb(κ,~k)δ(κ − κ

′
)δ(~k − ~k ′)Az id®fejl®dést

Φi(τ, y, ~r) = eiHτΦi(0, y, ~r)e
−iHτa szokásos Hamilton operátor generálja:

H =

∫
d~r

∫ ∞

−∞
dy

(
1

2
~Φ2

τ +
1

2
(∂y

~Φ)2 +
1

2
(∂~r

~Φ)2 + U(~Φ)

)A perem egy id®beli végállapotként jelentkezik a (A.1) korrelátorban:
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 = 〈B|Tτ (Φi1(τ1, y1, ~r1) . . .ΦiN (τN , yN , ~rN )) |0〉A 〈B| neve peremállapot, és a H tér azon eleme8, amit a korrelátor két alternatív Hamiltonikiértékelésének megegyezése de�niál:

〈B|Tτ (Φi1(τ1, y1, ~r1) . . .ΦiN (τN , yN , ~rN )) |0〉 = B〈0|Tt (Φi1(x1, t1, ~r1) . . .ΦiN (xN , tN , ~rN )) |0〉Bahol (iτ, y) ≡ (x, it). Az aszimptotikus állapotok teljességét kihasználva felírható a következ®kifejtés:
〈B| = 〈0|

{
1 + K̄b

1A
†
b(0, 0)in +

∫ ∞

0

dκ

2π

∫
d~k

(2π)D−1ωb(κ,~k)
K̄bc

2 (κ,~k)A†
b(−κ,−~k)inA†

c(κ,
~k)in + . . .

}(8.30)amit a peremállapot klaszter kifejtésének nevezünk (eltolásinvariania miatt sak zérus teljesimpulzusú állapotok jelenhetnek meg benne). A felülvonás a K együtthatókon azt jelzi, hogya fenti kifejtés a konjugált (�bra�) peremállapotra vonatkozik.7 A nyílt/zárt satorna elnevezés a húrelméletb®l származik: a húr mozgását leíró, az 1 + 1 dimenziós vi-lágleped®n értelmezett elméletben a beágyazó térid® szempontjából nézve a két satorna nyílt, illetve zárt húrokpropagálásaként fogható fel.8 Szigorúan véve a peremállapot hullámfüggvénye nem normálható, a Hilbert-tér vektoraival supán tetsz®-leges pontossággal közelíthet®.



138 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)A peremállapot els® részletes tárgyalását Ghoshal és A. B. Zamolodhikov adta az 1+1 dimenziósperemes integrálható kvantumtérelméletek elméletét megalapozó munkájában [GZ94℄, ahol azintegrálható esetre a peremállapotot zárt alakban megadták. Áttérve az 1 + 1 dimenzióbanszokásos rapiditás paraméterezésre, a C.2.1 alatti jelölésekkel
|B〉 = exp

(
g̃bA

†
b(θ = 0) +

∫ ∞

0

dθ

2π
Kbc(θ)A†

b(θ)A
†
c(−θ)

)
|0〉 (8.31)ahol |0〉 a zárt satorna vákuum állapota, és

Kab
2 (κ) = Kab(θ) = Rb

ā

(
i
π

2
− θ
)az Rb

a(θ) egyrészeske re�exiós faktorokkal kifejezve (itt feltettük, hogy a peremállapot szinglett,amennyiben ez nem teljesül, a megfelel® általánosítás a C.2.1 alatt leírtak alapján kézenfekv®).Ghoshal és Zamolodhikov az egyrészeske járulékot a re�exiós faktor θ = iπ2 -nél vett reziduum-ával adta meg, a következ® alakban:
Ka

1 = g̃a = ga , amennyiben Ra
a

(
θ ∼ i

π

2

)
∼ ig

2
a
2

θ − iπ2
(8.32)Látni fogjuk majd azonban, hogy ez az összefüggés nem helytálló; további vizsgálataink egyikélja éppen a helyes összefüggés tisztázása lesz.Nagyon könnyen látható, hogy az egyrészeske tag megjelenése a vákuum kon�guráióval vankapsolatban. Tegyük fel, hogy Oa az Aa részeske interpoláló tere, azaz

〈0|Oa(τ, y, ~r)|Ab(κ,~k)〉in =

√
Za

2
δabe

−iωa(κ,~k)τ ei(κy+~k·~r) (8.33)ahol Za a megfelel® hullámfüggvény renormálási faktor (kanonikusan normált mez®re ismert,hogy 0 < Za ≤ 1). Ennek vákuum várható értéke (8.30) segítségével a következ® alakba írható:
B〈0|Oa(x, t, ~r)|0〉B = 〈0|Oa|0〉 +

√
Za

2
g̃ae

max + O(e2mx)ahol 〈0|Φ|0〉 a szokásos (perem nélküli) vákuum várható érték. Amennyiben bevezetjük a ḡaparamétert a
B〈0|Oa(x, t, ~r)|0〉B = 〈0|O|0〉 + ḡae

max + . . . (8.34)alakban, akkor ez a következ® összefüggésre vezet:
ḡa =

√
Z

2
g̃a (8.35)amit [BPT06a℄-ban a Lehmann-Symanzik-Zimmermann-féle redukiós formalizmus peremes ki-terjesztését használva is beláttunk.A peremes LSZ formulákkal a K2 együttható is kifejezhet® az egyrészeske re�exiós faktorral.Az egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban sak egy skalármez® elméletével foglalkozom, és egyetlenrészeskét tételezünk fel a spektrumban, így az i, b indexeket elhagyom. Érdemes bevezetni az

meff(~k) =

√
m2 + ~k2paraméterezést, amivel a zárt satornában κ, ~k impulzusú részeskére a következ® alakú rapiditásparaméterezés írható fel:

ω = meff(~k) cosh θ , κ = meff(~k) sinh θ



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 139A nyílt satornában pedig a megfelel® rapiditás paraméterezés alakja:
ω = meff(~k) cosh θ , k = meff(~k) sinh θ(az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletekben szokásos jelölést használva, a két satorna rapidi-tás paramétere között nem tettem különbséget). A nyílt satornában de�niált (8.29) re�exiósegyütthatót ekkor tekinthetjük úgy, mint θ és ~k függvényét. A peremmel párhuzamos irányokbanfennálló forgási invariania miatt sak |~k| függvénye lehet, és ezt helyettesíthetjük az ma,eff(~k)-t®lvaló függéssel:

R(ω,~k) = R(θ,meff(~k))A (8.30) klaszter kifejtés ekkor a következ® alakba írható:
〈B| = 〈0|

{
1 + K̄1A(θ = 0, ~k = 0)in +

∫ ∞

0

dθ

2π

∫
d~k

(2π)D−1
K̄2(θ,~k)A(−θ,−~k)inA(θ,~k)in + . . .

}és a kétrészeske együtthatóra a peremes LSZ formulákkal a következ® eredmény adódik [BPT06a℄:
K̄2

(
θ,~k
)

= R

(
iπ

2
+ θ,meff(~k)

)
⇒ K2

(
θ,~k
)

= R

(
iπ

2
− θ,meff(~k)

) (8.36)ami Ghoshal és Zamolodhikov (8.31) eredményének általánosítása tetsz®leges dimenziós térel-méletre, amelynek integrálhatóságát sem kell feltenni.8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiókEbben a fejezetben végig 1 + 1 dimenziós térelméletekkel foglalkozom, az általános esetre8.6.2 alatt térek majd vissza.8.5.1. Klaszter kifejtésAz egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy a vizsgált (nem feltétlenül integrálható) peremeskvantumtérelmélet részeske spektruma egyetlen tömeges skalár gerjesztést tartalmaz. Jelöljüka véges L térfogat két peremén érvényes határfeltételeket α-val, illetve β-vel és tegyük fel, hogy afélegyenesen de�niált rugalmas egyrészeske re�exiós amplitúdók, Rα (θ) és Rβ (θ) ismertek. Az(euklidészi) id®irányban periodikus határfeltételeket feltételezve a rendszer partíiós függvénye �a zárt/nyílt satornában érvényes Hamiltoni formalizmusnak megfelel®en � két alternatív módonis reprezentálható:
Zαβ (R,L) = Tr e−RHαβ(L) = 〈α|e−LH(R)|β〉ahol H(R) a Hamilton operátor a zárt satornában (periodikus határfeltételek mellett), |α〉 és |β〉a megfelel® peremállapotok és Hαβ(L) a nyílt satorna Hamilton operátora α és β határfeltételekmellett. Az R → ∞ határesetben

e−RE0
αβ(L) ∼ 〈α|e−LH(R)|β〉ahol a jobb oldalon álló kifejezés egy teljes rendszer beszúrásával klaszter kifejtés alakjában írhatófel9

〈α|e−LH(R)|β〉 =
∑

n∈Hc

〈α|n〉〈n|β〉
〈n|n〉 e−LEn(R)9 Ezt a klaszter kifejtést el®z®leg Dorey és munkatársai is alkalmazták az ún. peremes entrópiafüggvénykiszámítására [DFRT04℄.



140 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)ahol Hc a zárt satorna Hilbert-tere. Részletesebben felírva:
〈α|e−LH(R)|β〉 =

〈α|0〉〈0|β〉
〈0|0〉 e−LE0(R)

+
∑

θn

〈α|θn〉〈θn|β〉
〈θn|θn〉

e−L(E0(R)+m cosh θn)

+
∑

θn,θm

〈α|θn, θm〉〈θn, θm|β〉
〈θn, θm|θn, θm〉 e−L(E0(R)+m cosh θn+m cosh θm)

+ magasabb részeske járulékok + . . . (8.37)El®ször tételezzük fel, hogy ninsenek egyrészeske járulékok; ekkor az R → ∞ határesetben(8.36) alapján
|β〉 =

(
1 +

∫ ∞

0

dθ

2π
Kβ (θ)A† (−θ)A† (θ) + . . .

)
|0〉 (8.38)(hasonló kifejezés írható |α〉-ra), ahol

Kβ (θ) = Rβ

(
iπ

2
− θ

)Az állapot összegzést integrállal helyettesítve:
∑

θn

→ mR

∫
dθ

2π
cosh θaz energia vezet® korrekiója nagy térfogatban:

Eαβ(L) = −m
∫ ∞

0

dθ

2π
cosh θK̄α (θ)Kβ (θ) e−2mL cosh θ (8.39)Integrálható elmélet esetén (8.31) felhasználásával

|B〉 = exp

(
1 +

∫ ∞

0

dθ

2π
K(θ)A†(θ)A†(−θ)

)
|0〉A 8.1.3 alatt tárgyalt peremes TBA egyenletet LeClair és munkatársai pontosan a klaszter kifejtésteljes felösszegzésével származtatta, és jól ismert, hogy a peremes TBA egyenlet megoldása nagytérfogatban éppen (8.39)-t adja.Egyrészeske járulék jelenlétében azonban (8.31)

|β〉 =

(
1 + g̃βA

† (0) +

∫ ∞

0

dθ

2π
Kβ (θ)A† (−θ)A† (θ) + . . .

)
|0〉Ghoshal és Zamolodhikov a g̃β együtthatót a re�exiós faktor (8.32) pólusát jellemz® gβ mennyi-séggel azonosította. Azonban Dorey és munkatársai egypont függvényeket számoltak a pere-mállapot kifejtése alapján form-faktor kifejtésben, és ezeket a peremes TCSA eredményeivel(numerikusan) összehasonlítva a következ® összefüggést találták [DPTW01℄:

g̃β =
gβ

2
(8.40)A következ®kben megmutatjuk, hogy ez a reláió valóban helytálló, és kiterjesztjük nemintegrál-ható elméletekre, valamint általános térid® dimenzióra is. A klaszter kifejtést alkalmazva

Zαβ (R,L) = 1 +mRg̃αg̃βe−mL + . . .



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 141és (8.40)-t használva:
Eαβ (L) = −mgαgβ

4
e−mL + . . . (8.41)A (8.39,8.41) eredményeket peremes Lüsher-formuláknak nevezzük, mivel ezek a periodikushatárfeltételekre érvényes (2.2) tömegkorrekiókkal analóg kifejezések, mégpedig (8.39) éppen az

F -tag, (8.41) pedig a µ-tag megfelel®jének tekinthet®. Vegyük észre, hogy ezek a formulák itta vákuumra vonatkoznak; a periodikus határfeltételek esetével szemben, a peremes esetben azegyrészeske állapotokkal már 1/L-ben hatványszer¶en viselked® korrekiókat mutatnak a (8.4)peremes Bethe-Yang egyenletek alapján.Megjegyezzük, hogy amennyiben gαgβ 6= 0, akkor a kétrészeske járulék (8.39) alatti naívalakjában az integrál szinguláris; a következ®kben látni fogjuk (bár sak az integrálható esetre),hogyan lehet ekkor szisztematikus módon reguláris kifejtést kapni10.8.5.2. A peremes TBA infravörös kifejtéseA (8.40) reláiót alátámasztandó, a következ®kben levezetem a peremes TBA egyenlet infra-vörös sorfejtését, ami önmagában is érdekes, mivel ez korábban nem volt ismert arra az esetre,ha az egyrészeske satolások nem t¶nnek el. Habár a LeClair és munkatársai által megadottlevezetés [LMSS95℄ sak arra az esetre vonatkozik, ha az egyrészeske satolások ninsenek jelen,nagyon könnyen látható, hogy (legalábbis naívan, ld. lentebb) akkor is érvényben marad, haezek nem t¶nnek el, és Dorey és munkatársai valóban sikeresen alkalmazták a (8.7) egyenleteketa peremes Lee-Yang modell keretében olyan határfeltételekre, ahol g̃ 6= 0 [DPTW98℄.Az alábbiakban egyszer¶ség kedvéért feltételezem, hogy a spektrum egyetlen skalár részeskéttartalmaz. Ebben az esetben a peremes TBA egyenlet alakja:
ǫ (θ) = 2mL cosh θ −

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
φ
(
θ − θ′

)
log
(
1 + χ

(
θ′
)
e−ǫ(θ′)

) (8.42)
Eαβ(L) = −m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ log

(
1 + χ (θ) e−ǫ(θ)

) (8.43)ahol
φ (θ) = −i d

dθ
log S (θ) , χ (θ) = K̄α (θ)Kβ (θ)és a (C.27) keresztezési unitaritást felhasználva látható, hogy χ(θ) θ páros függvénye. χ egyetlenlehetséges szingularitása a valós tengelyen θ = 0-nál van, az

Rα(θ) ∼ ig2
α

2θ − iπ
⇒ Kα(θ) ∼ −ig

2
α

2θ
, K̄α(θ) ∼ +i

g2
α

2θösszefüggésnek megfelel®en. Amennyiben a két perem közül legalább az egyiken az egyrészeskesatolás elt¶nik (gαgβ = 0) akkor χ(θ) θ reguláris függvénye. Ugyanis kölsönható integrálhatókvantumtérelméletben mindig fennáll, hogy
S(0) = −1és a (C.27) keresztezési unitaritásból

Kα(0) = −Kα(0)azaz K-nak vagy pólusa, vagy zérusa van θ = 0-nál, ezért χ-nek sak akkor van (másodrend¶)pólusa, ha mindkét K szinguláris. Ezt felhasználva nagy L-re
ǫ (θ) = 2mL cosh θ +O

(
e−2mL

) (8.44)10 Általános (nemintegrálható esetben) ez a kérdés még további tisztázásra szorul.
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Eαβ(L) = −m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh (θ)χ(θ)e−2mL cosh θ +O

(
e−4mL

)ami konzisztens a (8.39) peremes Lüsher formulával.Azonban ha gαgβ 6= 0, a fenti gondolatmenet naív alkalmazása divergens eredményre vezet,mert θ = 0 körül nem teljesül a logaritmus sorba fejtésének feltétele. Ilyenkor óvatosabban kelleljárni: az aszimptotikus viselkedést az
Eαβ(L) = −m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ log

(
1 + χ (θ) e−2mL cosh θ

) (8.45)alakban felírva és a ∫ ∞

−∞
dx log

a2 + x2

b2 + x2
= 2π(a− b) , a, b ≥ 0 (8.46)integrálformulát alkalmazva, a következ® eredményt kapjuk

Eαβ(L) = −m
∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ


log

(
1 +

g2
αg

2
β

4 sinh2 θ
e−2mL

)
+ log


1 + χ (θ) e−2mL cosh θ

1 +
g2

αg2
β

4 sinh2 θ
e−2mL






= −m |gαgβ|
4

e−mL −m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ


log


1 + χ (θ) e−2mL cosh θ

1 +
g2

αg2
β

4 sinh2 θ
e−2mL




 (8.47)ahol a második tag e−2mL nagyságrend¶, és az integrál alatti logaritmus teljesen reguláris hat-ványsorba fejtésével aszimptotikus sorfejtése nagy térfogatban tetsz®leges rendig el®állítható, míga vezet® tag konzisztens a (8.40, 8.41) eredményekkel, ha gαgβ > 0. Már Dorey és munkatársaiészrevették [DPTW98℄ (a peremes TCSA-val való összehasonlítás alapján), hogy a peremes TBAegyenlet sak ebben az esetben egyezik a korrekt alapállapottal, és a gαgβ < 0 esetben megfelel®analitikus elfolytatásra van szükség. Ennek a diszkusszióját Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóvalközös munkánkból idézem [BPT06a℄. Az elfolytatás eredménye, hogy az alapállapotot leíró TBAegyenlet helyes alakja ekkor

Eαβ(L) = m sinu−m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ log

(
1 + χ (θ) e−ǫ(θ)

)ahol ǫ(θ) az
ǫ (θ) = 2mL cosh θ − log

S(θ − iu)

S(θ + iu)
+

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
Φ
(
θ − θ′

)
log
(
1 + χ

(
θ′
)
e−ǫ(θ′)

) (8.48)egyenlet megoldása, u-t pedig
K̄β(iu)Kα(iu)e−ǫ(iu) = −1határozza meg. Nagy L-re ǫ(θ) = 2mL cosh θ ahonnan sinu ∼ u ∼ |gαgβ |

2 e−mL és ekkor
Eαβ(L) = −mgαgβ

4
e−mL + . . .vagyis az egyezés ebben az esetben is tökéletes.A fentiek azt jelentik, hogy LeClair és munkatársai levezetésének naív kiterjesztése valójábansak a gαgβ > 0 esetben m¶ködik, aminek részletes elemzésére itt most nem térek ki.



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 1438.5.3. A peremes Lüsher-formula alkalmazása a sine-Gordon modellreA peremes perturbált konform térelméleti keretben a modell hatása
ApCFT =

∫ ∞

−∞
dt

∫ 0

−∞
dx

1

2
(∂µΦ(x, t))2 + µ

∫ ∞

−∞
dt

∫ 0

−∞
dx : cos βΦ :

+ µ̃0

∫ ∞

−∞
dt : cos

β

2
(Φ(0, t) − Φ0) : +µ̃L

∫ ∞

−∞
dt : cos

β

2
(Φ(L, t) − ΦL) : (8.49)A két peremen a re�exiót a alatti leírt egzakt re�exiós faktorok adják meg, amelyek ηz, ϑz(z = 0, L) paraméterei (C.33) alapján a következ®képpen függnek össze a hatásban szerepl®paraméterekkel:

µ̃z

µ̃crit
sin

βΦz

2
= −(−1)z/L sin

ηz

λ+ 1
sinh

ϑz

λ+ 1

µ̃z

µ̃crit
cos

βΦz

2
= cos

ηz

λ+ 1
cosh

ϑz

λ+ 1
(8.50)ahol

µ̃crit =

√
2µ

sin β2

8

, λ =
8π

β2
− 1 (8.51)és a −(−1)z/L faktor abból ered, hogy a bal peremen (z = 0) a szoliton/antiszoliton szerepefelserél®dik a jobb peremhez (z = L) képest.

β2 < 4π esetén a spektrumban megtalálható az els® lélegz®, aminek re�exiós faktora (C.31)alapján
R

(1)
|〉 (θ)z =

(
1
2

) (
1
2λ + 1

)
(

1
2λ + 3

2

)
( ηz

πλ − 1
2

) (
iϑz
πλ − 1

2

)
( ηz

πλ + 1
2

) (
iϑz
πλ + 1

2

) , (x) =
sinh

(
θ
2 + iπx

2

)

sinh
(

θ
2 − iπx

2

) (8.52)és θ = iπ/2 környezetében
R

(1)
|〉 (θ) ∼ 4i

1 + cos π
2λ − sin π

2λ

1 − cos π
2λ + sin π

2λ

tan2 η

2λ
tanh2 ϑ

2λ

1

2θ − iπahonnan B1 egyrészeske satolása
g1 (η, ϑ) = 2

√
1 + cos π

2λ − sin π
2λ

1 − cos π
2λ + sin π

2λ

tan
η

2λ
tanh

ϑ

2λ
(8.53)Ez érvényes akkor, ha a perem a jobbszélen található (mint a félvégtelen esetben). Azonban abalszélen található perem esetén �gyelembe kell venni, hogy B1 a tértükrözésre páratlan, ezértegy extra negatív el®jel jelenik meg. Ennek megfelel®en (8.41)-ból a következ®t kapjuk:

Eαβ (L) = −1

4
m1g1 (ηL, ϑL) (−g1 (η0, ϑ0)) e−m1L (8.54)

= m1
1 + cos π

2λ − sin π
2λ

1 − cos π
2λ + sin π

2λ

tan
η0

2λ
tanh

ϑ0

2λ
tan

ηL

2λ
tanh

ϑL

2λ
e−m1L + . . .A szolitonokból adódó korrekiók mindig kisebbek, mivel a szolitonoknak nins egyrészeskesatolásuk a peremhez és m1 < 2M .Amennyiben a B2 második lélegz® is létezik (β2 < 8π/3) akkor

m2 = 2m1 cos
π

2λ
< 2m1amizt jelenti, hogy a B2 által adott egyrészeske korrekió nagyobb, mint a B1 által adott kétré-szeske tag (ezen felül az is igaz, hogy m2 < 2M). Ezenfelül, ha az ηz , ϑz (z = 0, L) bármelyike



144 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)elt¶nik, akkor (8.54) elt¶nik és ekkor a vezet® korrekiót B2 egyrészeske járuléka adja. B2re�exiós együtthatója:
R

(2)
|〉 (θ) =

(
1
2

) (
1
2λ + 1

) (
1
λ + 1

) (
1
2λ

)
(

1
2λ + 3

2

)2 ( 1
λ + 3

2

)

×
( ηz

πλ − 1
2 − 1

2λ

) (
iϑz
πλ − 1

2 − 1
2λ

)
( ηz

πλ + 1
2 − 1

2λ

) (
iϑz
πλ + 1

2 − 1
2λ

)
( ηz

πλ − 1
2 + 1

2λ

) (
iϑz
πλ − 1

2 + 1
2λ

)
( ηz

πλ + 1
2 + 1

2λ

) (
iϑz
πλ + 1

2 + 1
2λ

) (8.55)ahonnan
g2 (η, ϑ) =

2 tan
(

π
4λ − η

2λ

)
tan

(
π
4λ + η

2λ

)
tan

(
π
4λ − iϑ

2λ

)
tan

(
π
4λ + iϑ

2λ

)

tan π
4λ

√
tan π

2λ tan
(

π
4 + π

2λ

) (8.56)és ebb®l B2 egyrészeske járuléka:
−m2

g2 (η0, ϑ0)

2

g2 (ηL, ϑL)

2
e−m2L (8.57)(ahol felhasználtam, hogy B2 páros). A ϑ → ∞ határesetben (azaz Dirihlet határfeltételekre)pedig:

g1 (η,∞) = 2

√
1 + cos π

2λ − sin π
2λ

1 − cos π
2λ + sin π

2λ

tan
η

2λ

g2 (η,∞) =
2 tan

(
π
4λ − η

2λ

)
tan

(
π
4λ + η

2λ

)

tan π
4λ

√
tan π

2λ tan
(

π
4 + π

2λ

) (8.58)8.5.3.1. Összehasonlítás a peremes DdV egyenlettelEzeket az eredményeket összevethetjük a sine-Gordon modellre Dirihlet határfeltételek mel-lett felírt DdV egyenlettel, amit a két peremen azonos határfeltételek esetére (Φ0 = ΦL) LeClairés munkatársai származtattak le [LMSS95℄, és a Φ0 6= ΦL esetre Ahn, Bellaosa és Ravaniniáltalánosított [ABR04℄. Az egyenlet alakja11:
Z (θ) = 2ML sinh θ + P (θ |H0,HL) − i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x− iη) log

(
1 − eiZ(x+iη)

)

+i

∫ ∞

−∞
dxG(θ − x+ iη) log

(
1 − eiZ(x−iη)

) (8.59)ahol
P (θ |H0,HL) = 2π

∫ θ

0
dx (F (x,H0) + F (x,HL) +G(x) + J(x))

G(θ) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eikθ

sinh
(

π(1−λ)
2λ k

)

2 sinh π
2λk cosh π

2k

J(θ) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eikθ

sinh
(

π(1−λ)
4λ k

)
cosh

(
π(1+λ)

4λ k
)

sinh π
2λk cosh π

2k

F (θ,H) = sign(H)

∫ ∞

−∞

dk

2π
eikθ sinh(π

2

(
1 + 1

λ −H
)
k)

2 sinh π
2λk cosh π

2kés
H0 =

1 − 8
β Φ0

λ
, HL =

1 + 8
β ΦL

λ11 A levezetés kiindulópontja a (6.2) fénykúp rás Bethe Ansatz általánosítása arra az esetre, amikor arendszer nyílt, és a spinlán két végén nemzérus küls® mágneses tér van.



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 145(az egyenlet fenti alakja 0 < H0,L < 1 + λ−1 esetén érvényes). Az energia pedig
E(L) = −M ℑm

∫ ∞

−∞

dx

2π
sinh(x+ iη) log

(
1 − eiZ(x+iη)

) (8.60)és úgy van normálva, hogy
E(L) → 0 ha L→ ∞Ennek megfelel®en a perturbált konform térelmélet vákuum energiája a DdV egyenletb®l adódóeredménnyel (a (6.53) után tárgyaltakkal analóg módon) a következ®képpen fejezhet® ki:

EPCT(L) = EDdV(L) + BM2L+ Eb(η0) + Eb(ηL)ahol B a (6.53) univerzális vákuumenergia konstans és Eb(η) a (C.34) peremes energiajárulék. Ez-zel szemben viszont (8.60) pontosan úgy normált, hogy közvetlenül összehasonlítható a peremesLüsher formulával.A λ < 1 taszító tartományban
Z (θ) = 2ML sinh θ + P (θ |H0,HL)Ezt behelyettesítve (8.60)-be és az η → π

2 határesetet véve:
E = −M

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ

(
Kss̄

α (−θ)K s̄s
β (θ) +K s̄s

α (−θ)Kss̄
β (θ)

)
e−2ML cosh θ (8.61)ahol

Kss̄
β (θ) = Rα

(
i
π

2
− θ
)s

s
, K s̄s

β (θ) = Rβ

(
i
π

2
− θ
)s̄

s̄a (C.30) re�exiós faktorokkal kifejezve. Ez pontosan megegyezik a (8.39) alatti eredménnyel12 .A fenti eljárás a vonzó tartományban nem m¶ködik, mert a Z függvény analitiitási tartomá-nya nem teszi lehet®vé az η → π
2 határeset (legalábbis a fenti egyszer¶ módon történ®) elvégzését.A részletes elemzés helyett inkább numerikus összehasonlítást alkalmazok a továbbiakban, mivela DdV egyenlet numerikus iteratív megoldása igen gyorsan és nagy pontossággal konvergál. A8.10 ábrán mutatok be egy példát, ahol λ = 4 mellett log(|E|/M)-et ábrázoltam l = MLfüggvényében. A Φz, z = 0, L peremértékeket

Φz =
2π

β
ϕzalakban parametrizálva:

ηz = −(−1)z/Lπ(1 + λ)ϕzAz eredmények meggy®z®en alátámasztják a klaszter kifejtés révén kapott (8.41) egyrészeskekorrekió érvényességét és ezzel együtt a (8.40) reláiót.8.5.3.2. Klasszikus határesetAz alábbiakban megmutatom, hogy a (8.26) alatt adott klasszikus aszimptotikus kifejezésekpontosan megegyeznek a peremes Lüsher formulák klasszikus határesetével. Nagyon fontosészrevenni, hogy a (8.63)-nak megfelel® klasszikus határeset nem egyszer¶en β → 0: ebben azesetben szinte minden érdekes mennyiség divergensnek adódna. Az alapállapot szemiklasszikuskifejtése a következ®képpen fejezhet® ki euklidészi pályaintegrállal:
E(L) = lim

T→∞
− 1

~T
log

∫
DΦ exp

{
−1

~

∫ T/2

−T/2
dτ LE(Φ)

}12 A Dirihlet határfeltétel esetén szoliton szolitonként, antiszoliton pedig antiszolitonként ver®dik vissza,ezért a korrekió éppen két (a szolitonhoz, illetve antiszolitonhoz tartozó) járulék összege.
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lo
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|E
|/M

)

l8.10. ábra. A Dirihlet DdV összehasonlítása a peremes Lüsher formulákkal nagy térfogatban,
λ = 4 mellett. DdV eredmények: �: ϕ0 = −0.17, ϕL = 0.1, +: ϕ0 = 0.017, ϕL = 0.1, ×:
ϕ0 = 0, ϕL = 0, ⊙: ϕ0 = −0.08 , ϕL = 0. A fels® két vonal a (8.54) B1 egyrészeske korrekiót,az alsó kett® a B2 egyrészeske járulékát mutatja.ahol a (8.19) hatásnak megfelel®en

LE (Φ) =

∫ L

0
dx

(
1

2
(∂τΦ)2 +

1

2
(∂xΦ)2 +

m2

β2
cos βΦ

)

+ ML

[
1 − cos

β

2
(Φ(L, τ) − ΦL)

]
+M0

[
1 − cos

β

2
(Φ(0, τ) − Φ0)

]A satolási állandót kiskálázva és dimenziótlanítva
Φ = βΦ̄ , x̄ = mx , τ̄ = mτa standard módon elvégzett szemiklasszikus kifejtés eredménye

E(L) =
m

β2

(
F

(
mL,

M0β
2

m
,
MLβ

2

m
,βΦ0, βΦL

)
+O

(
~β2

)) (8.62)ahol F változóinak dimenziótlan függvénye. Az els® tag a klasszikus energia, ami β−2 rend¶,az összes kvantumkorrekiók pedig β → 0-ban regulárisak: a ~ szerinti kifejtés azonos a β2szerintivel. Ezek szerint a klasszikus határeset nem más, mint a vezet® β−2 tag a β = 0 körülikifejtésben. Fontos észrevenni, hogy azok a mennyiségek, amiket �xen kell tartani a klasszikushatáresetben, éppen F argumentumai:
mL ,

M0β
2

m
,
MLβ

2

m
, βΦ0 , βΦLvalamint m. A (8.26) végesméret korrekiók térfogatfüggéséb®l megtudhatjuk13, honnan jön amegfelel® járulék: e−l esetén a B1 egyrészeske járuléka, e−2l esetén pedig � legalábbis naívan �

B2-é (a klasszikus határesetben m2 = 2m1 = 2m).A klasszikus hatás (8.19) szerint
Aclass =

∫∞
−∞ dt

{ ∫ L

0
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2

β2
(cos βΦ − 1)

)
+ML

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − ΦL) − 1

)

+M0

(
cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0) − 1

)}13 Emlékezzünk, hogy l = mL.



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 147amelynek paraméterei a (8.49) perturbált konform térelméleti leírás paramétereivel a β → 0klasszikus határesetben
µ̃z →M , µ→ m2

β2alapján azonosíthatók, a re�exiós faktor paramétereit pedig a következ®képpen skálázzuk:
η = ηcl (1 + λ) , ϑ = ϑcl (1 + λ) (8.63)ahol ηcl, ϑcl véges marad. Ebb®l a következ® összefüggéseket kapjuk:

Mz

Mcrit
sin

βΦz

2
= − (−1)z/L sin ηcl sinhϑcl

Mz

Mcrit
cos

βΦz

2
= cos ηcl cosh ϑcl (8.64)

Mcrit =
4m

β2A (8.50) összefüggések szerint a Dirihlet határfeltételnek ϑ → ∞ felel meg, a Φ0 = 0perturbált Neumann határfeltételnek pedig ϑ = 0 (A−1 < 1) vagy η = 0 (A−1 > 1). A klasszikus(8.64) reláióból a esetben
ηcl,0 = −ϕ0 = −βΦ0

2
, ηcl,L = ϕL =

βΦL

2a perturbált Neumann esetben pedig
cos ηcl = A−1 (A−1 < 1) , cosh ηcl = A−1 (A−1 > 1)adódik.Ezzel a (8.54) B1 egyrészeske tag klasszikus határesetére

−32m

β2
tan

ϕ0

2
tan

ϕL

2
e−ladódik, ami megegyezik a (8.26) szerinti EA értékkel. EB egyszer¶en megkapható, ha észre-vesszük, hogy a kvantumelméletben az

η → η̄ = π (λ+ 1) − η (8.65)pontosan felseréli az alapállapotot az els® gerjesztett állapottal. A klasszikus határesetben ennek
ηcl → π − ηcl felel meg, azaz éppen EA és EB-t seréli fel. Hasonlóan látható, hogy E(−1)-re isegyezést kapunk.Az e−2l rend¶ korrekiók azonban nehezebb kérdésnek bizonyulnak. Pl. E+ esetén a B2(8.57) egyrészeske járulékának klasszikus határesete

32m

β2
tan2 ϕ0

2
e−2l (8.66)ami pont kétszer akkora, mint a megfelel® klasszikus formula (8.26) szerint.Azonban itt emlékeznünk kell arra, hogy a klasszikus határesetben

m1 = m , m2 = 2mvagyis a B1 kétrészeske tagja is e−2l korrekiót ad. A (8.39) kétrészeske járulékot átírhatjuk
−m

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θK̄α (θ)Kβ (θ) e−2mL cosh θ = −me−2mL

∫ ∞

− ∞

dθ

4π
f(θ)e−2mLθ2/2



148 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)alakba, ahol
f(θ) = cosh θK̄α (θ)Kβ (θ) e−2mL(cosh θ−1−θ2/2)Mivel f(θ) páros:

f(θ) = f0 + f1θ
2 + . . .és az integrált elvégezve

− m

4
√
πmL

e−2mL

(
f0 +

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2mL)n
fn

) (8.67)Itt újabb probléma adódik, mert az e−2l faktor mellett megjelenik egy L−1/2 együttható is, tehátennek alapján nem kapunk egyezést a klasszikus formulával. Ennek okát akkor láthatjuk, ha a(C.31) re�exiós faktorok behelyettesítése után elvégezzük a Taylor-sorfejtést:
fn ∼ λ2(n+1) ∼ 1

β4(n+1)ami azt jelenti, hogy a (8.67) sorfejtés a klasszikus határesetben érvénytelen. Ezért az integrálkiszámításánál óvatosabban kell eljárnunk. A probléma az, hogy mind
χ(θ) = K̄α (θ)Kβ (θ)mind pedig az összes deriváltja divergens θ = 0-ban, ha β → 0. A veszélyes járulék a (8.52)re�exiós faktor (

3

2
+

1

2λ

)tényez®jéb®l adódik. De�niáljuk χ0-t a következ®képpen
χ (θ) =

cosh θ + cos π
2λ

cosh θ − cos π
2λ

χ0 (θ)ekkor χ0(0) a klasszikus határesetben véges
χ0(0) =

(
cos π

4λ − sin π
4λ

cos π
4λ + sin π

4λ

tan
η0

2λ

)2

∼ tan2 ϕ0

2
+O

(
β2
)ezzel szemben a

g(θ) =
cosh θ + cos π

2λ

cosh θ − cos π
2λTaylor-együtthatói:

g(2n)(0)

(2n)!
= (−1)n4

(
2λ

π

)2(n+1)(
1 +O

(
1

λ2

))így (8.67) kis β-ra a következ® alakot ölti:
− 256m√

πmLβ4
tan2 ϕ0

2
e−2mL

(
1 +

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(
− 128

mLβ4

)n
)Látható, hogy az egymást követ® tagok egyre szingulárisabbak ahogy β → 0 és ráadásul azegyütthatók faktoriális növekedést mutatnak.A feladat tehát

−m1

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θχ (θ) e−2m1L cosh θ ∼ −m1

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ log

(
1 + χ (θ) e−2m1L cosh θ

) (8.68)



8.5. Vákuumállapot véges térfogatban: vezet® korrekiók 149kiszámítása, ahol
χ (θ) = R

(1)
|〉

(
i
π

2
− θ
)

0
R

(1)
|〉

(
i
π

2
+ θ
)

L
, η0 = ϕ0 (λ+ 1) , ηL = 0 , ϑ0 = ϑL = ∞

x = sinh θ helyettesítéssel és nagy L mellett a vezet® tagokat megtartva adódik
−m1

∫ ∞

−∞

dx

4π
log

(
1 +

(
1 + cos π

2λ + x2/2

1 − cos π
2λ + x2/2

− 1

)
χ0(0)e

−2m1L

)ahol a −1 levonás az integrál konvergeniáját biztosítja (és sak β0 járulékokat érint). Felhasz-nálva (8.46)-t
−m1

[√
sin2 π

4λ
+ cos

π

2λ
χ0(0)e−2m1L − sin

π

4λ

]
∼ −m1

2
χ0(0)

cos π
2λ

sin π
4λ

e−2m1LA kis β (nagy λ) határesetben a vezet® tagra
−16m

β2
tan2 ϕ0

2
e−2mLadódik, amit (8.66)-hoz hozzáadva, az egyezés a (8.26) alatti E+ eredménnyel helyreáll. E(DN)-reugyanez az érvelés m¶ködik, míg E− a (8.65) helyettesítéssel megkapható.8.5.4. A g-ḡ összefüggés igazolása és kiterjesztése tetsz®leges dimenziószámraLátjuk tehát, hogy a (8.40) alatti

g̃ =
g

2összefüggés integrálható modellekben számos különböz® módszerrel ellen®rizhet®. Bajnok Zol-tánnal és Palla Lászlóval megmutattuk, hogy amennyiben ezt a sejtést nemintegrálható kvan-tumtérelméletekre is kiterjesztjük, akkor számos szemiklasszikus konzisztenia ellen®rzést kiáll[BPT06a℄.Az alábbiakban megmutatom, hogy ez az összefüggés tetsz®leges (akár nemintegrálható) 1+1dimenziós modellben a peremes kvantumtérelmélet alapvet® elveib®l levezethet®, illetve megadomakármilyen térid® dimenzióban megfogalmazott kvantumtérelméletre való kiterjesztését is. Ehheza kétpont függvény klaszterezését használom fel.A peremes kvantumtérelméletekben általánosan megmutatható [BPT06a℄, hogy az euklidészikétpont függvény a peremt®l távol mindig a következ® alakot ölti:
B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x

′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B ≈ (8.69)

∫
dρ

2π

dk

2π

d~k

(2π)D−1

Z

ρ2 + k2 + ~k2 +m2
e−iρ(y−y

′
)ei

~k(~r−~r
′
)
{

e−ik(x−x
′
) +R(k,~k)e−ik(x+x

′
)
}A klaszterezés a következ® aszimptotikus viselkedést jelenti:

B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x
′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B = B 〈0|Φ(x, y,~r) |0〉B B 〈0|Φ(x

′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B + O(e−µ|y−y

′ |
)amit egy teljes rendszer beszúrásával lehet származtatni, a µ skála a vákuum feletti tömegrésnekfelel meg. (8.34) alapján ezt átírhatjuk:

B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x
′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B ∼ ḡ2em(x+x

′
) |y − y

′ | → ∞ (8.70)



150 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)Szabad elméletben Z = 1 és R(k,~k) = ±1 (Neumann/Dirihlet határfeltételnek megfelel®en),így (8.69) kiszámítható
1

2π
(K0 (mr−) ±K0 (mr+)) , r± =

√
(y − y′)2 + (x± x′)2 + (~r − ~r′)2ami exponeniálisan sökken, ha |y − y

′ | → ∞, azaz nins vákuumjárulék. Ez utóbbi állításegyébként mindig igaz, amikor R(k,~k) k = im-ben reguláris. Ezért tegyük fel, hogy a re�exiósfaktornak szingularitása van a k = im helyen, ami 1+1 dimenzióban a θ rapiditásban a következ®viselkedésnek felel meg:
R(θ) ∼ ig2/2

θ − iπ2
∼ − g2/2

cosh θEzt átírva a k változóra
R(k) ∼ − mg2/2√

k2 +m2Látható, hogy a szingularitás nem pólus, hanem annál enyhébb típusú (elágazási pont). Eza szingularitás zérus energiájú virtuális részeske emissziójaként interpretálható [GZ94℄, ennekmegfelel®en magasabb dimenzióban a ~k parallel impulzus komponens megmaradása miatt a kö-vetkez® alakot várjuk :
R(k,~k) ∼ − mg2/2√

k2 + ~k2 +m2
(2π)Dδ(~k) (8.71)A határozottság kedvéért tegyük fel, hogy y > y

′ : ekkor a ρ integrálás kontúrját az ℑmρ < 0félsíkban bezárva a szinguláris rész járuléka
B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x

′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B ∼ −

∫
dk

2π

Z

2
√
k2 +m2

e−
√

k2+m2(y−y′)
{
− mg2/2√

k2 +m2
e−ik(x+x′)

}Mivel x+ x′ < 0, a k kontúr az alsó félsíkban bezárható, ezzel
B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x

′
, y

′
, ~r

′
) |0〉B ∼ g2

8
Zem(x+x′) + . . .amib®l (8.70) alapján

ḡ =
g

2

√
Z

2és (8.35)-t felhasználva adódik, hogy
g̃ =

g

2Fontos megjegyezni, hogy magasabb dimenzióban ez a számolás mindössze a (8.71) feltevés kon-ziszteniáját mutatja a kétpont függvény klaszterezésével. 1 + 1 dimenzióban azonban, mivel a
θ = iπ2 szingularitás alakja ismert, a fenti érvelés megadja a (8.40) reláió bizonyítását.8.6. Alkalmazás a Casimir e�ektusraA peremes Lüsher formulák a 8.31 alatt tárgyalt általános térid® dimenzióra érvényes perem-állapot formalizmus alapján egyszer¶en kiterjeszthet®k tetsz®leges térid® dimenzióban de�niáltkvantumtérelméletre. Ennek eredménye pedig nem más, mint a jól ismert Casimir e�ektus egyújszer¶ leírása planáris elrendezésben. A Casimir e�ektus itt nem tárgyalt részleteivel kapso-latban a [BMM01, Mil04℄ összefoglaló m¶vekre, illetve Milton [Mil℄ könyvére utalok.
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1 2R+

T+

R−

T−

D

ny
ílt

 c
sa

to
rn

a

zárt csatorna

hajtogatás

D8.11. ábra. Defekt a kvantumtérelméletben8.6.1. Defektek a peremállapot formalizmusbanFeltételezve, hogy nins egyrészeske satolás, a (8.30) peremállapot (8.36) alapján a követ-kez® alakba írható:
|B〉 =

{
1 +

∫ ∞

0

dθ

2π

∫
dD−1~k

(2π)D−1
K2

(
θ,meff(~k)

)
A†

in(−θ,−~k)A†
in(θ,~k) + . . .

}
|0〉 (8.72)ahol

K2

(
θ,meff(~k)

)
= R

(
iπ

2
− θ,meff(~k)

)Amennyiben az elmélet S mátrixa triviális és a re�exió teljesen rugalmas, akkor könnyen meg-mutatható, hogy az integrálható térelméletekre vonatkozó Ghoshal-Zamolodhikov-féle (8.31)kifejezéshez hasonlóan a peremállapot a
|B〉 = exp

(∫ ∞

0

dθ

2π

∫
dD−1~k

(2π)D−1
K2

(
θ,meff(~k)

)
A†

in(−θ,−~k)A†
in(θ,~k)

)
|0〉 (8.73)zárt alakba írható.A Casimir e�ektus tanulmányozása során azonban olyan határfelületeket is megengedünk,amelyeken a re�exió nem teljes, azaz transzmisszió is megengedett: ezeket defektnek nevezzük.A defekt valójában nem más, mint a két oldalon de�niált, akár eltér® kvantumtérelméleti rend-szert összekapsoló határfeltétel. Tegyük fel, hogy x = x0-nál egy defekt helyezkedik el. A zártsatornában egy ilyen defekt egy operátornak felel meg, ami az x < x0 rendszer Hilbert-teréb®laz x > x0 rendszerébe képez. Jelölje az x < x0 tartomány aszimptotikus részeske kelt® ope-rátorát (a zárt satornában) A†

1, míg az x > x0 tartományét A†
2. A Bajnok és George általalkalmazott hajtogatási trükkel [BG06℄ a rendszer egy peremes térelméletbe képezhet®, ahol 1és 2 két részeske fajta indexe lesz, amik sak a peremen hatnak kölsön egymással. Ekkor négyegyrészeske amplitúdót adhatunk meg: R± meg®rzi az 1 illetve 2 tartomány indexet, míg T± 1-et

2-re illetve 2-t 1-re váltja. R± a defekt két oldalán történ® re�exióknak, míg T± az egyik oldalróla másikra történ® transzmisszióknak delel meg. A fentieket a 8.11 ábrán szemléltetem; ezen
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��������������������������������������������������

��������������������������������������������������

R l

R RL

x=0 D21D Rr
x8.12. ábra. A Casimir e�ektus kiszámításához felvett rendszerképet és a peremállapot formalizmust felhasználva könnyen belátható, hogy a defekt operátort

D = 1 +

∫ ∞

∞

dθ

4π

∫
dD−1~k

(2π)D−1

( (8.74)
R+
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A†

1(−θ,−~k)A†
1(θ,

~k) +

T+
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A†

1(−θ,−~k)A2(−θ,−~k) +

T−
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A1(θ,~k)A

†
2(θ,

~k) +

R−
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A2(θ,~k)A2(−θ,−~k)

)
+ . . .adja meg. Amennyiben az S mátrix triviális, és a defekten történ® szórás teljesen rugalmas14,akkor D a következ® zárt alakba írható:

D = exp

{∫ ∞

∞

dθ

4π

∫
dD−1~k

(2π)D−1
(8.75)

(
R+
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A†

1(−θ,−~k)A†
1(θ,

~k)+

T+
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A†

1(−θ,−~k)A2(−θ,−~k) +

T−
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A1(θ,~k)A

†
2(θ,

~k)

+R−
( iπ

2
− θ,meff(~k)

)
A2(θ,~k)A2(−θ,−~k)

)}8.6.2. A Casimir e�ektus származtatásaTekintsünk egy Φ(t, x, ~y) skalár mez®t D + 1 dimenzióban, amit x = −L/2 és x = L/2felületeken egy-egy defekt határol le. Mivel megengedjük, hogy a tartomány két falán transz-misszió lépjen fel, érdemes bevezetni két teljesen re�ektáló segédhatárfeltételt az x = ±(R+L/2)felületeken a 8.12 ábra szerint, és kés®bb majd elvégezzük az R → ∞ határátmenetet. Legyena segédhatárfeltételek re�exiós faktora Rl(θ,meff(~k)) és Rr(θ,meff(~k)), a két defektet pedig akövetkez® egyrészeske re�exiós-transzmissziós együtthatókkal jellemezhetjük15:
Di(θ,meff(~k)) =

(
R+

i (θ,meff(~k)) T−
i (θ,meff(~k))

T+
i (θ,meff(~k)) R−

i (θ,meff(~k))

)
, i = 1, 214 Megjegyzem, hogy 1 + 1 dimenzióban integrálható defektek sak akkor engedhetnek meg egyszerre nem-triviális transzmissziót és re�exiót, ha az S mátrix triviális [DMS94℄.15 Itt nem szükséges feltételezni, hogy a defekten a szórás elasztikus, és a kvantumtérelmélet maga is teljesenáltalános (kölsönható) lehet.



8.6. Alkalmazás a Casimir e�ektusra 153ahol i = 1, 2. A nyílt satorna Hamilton operátorát jelölje HB, a megfelel® Hilbert-teret pedig
HB. A Casimir e�ektus HB alapállapoti energiájának L-függéséb®l számolható: nevezzük ezt azenergiát Casimir energiának. Amennyiben az összes végtelen irányt (t, ~y) T kerület¶ körökrekompakti�káljuk, a rendszer partíiós függvényét a következ®képpen írhatjuk fel:

ZR(L, T ) = TrHB
e−THB

= 〈Bl| e−RH
(1)
x D1e

−LH
(2)
x D2e

−RH
(3)
x |Br〉ahol H(i)

x a periodikus határfeltételeknek eleget tev® Hamilton operátor az x satornában ahárom (i = 1, 2, 3) tartományban. Teljes állapotrendszert beszúrva az R → ∞ határesetbena következ® adódik (a periodikus satorna alapállapoti energiáját E0 = 0-ra normálva, ami a
T → ∞ határesetben a végtelen rendszer vákuumenergiájának levonását jelenti):

Z∞(L, T ) =
∑

n

〈Bl| 0〉 〈0|D1 |n〉 〈n|D2 |0〉 〈0 |Br〉 e−LEn

=
∑

n

〈0|D1 |n〉 〈n|D2 |0〉 e−LEnahol a Bl,r segédhatárfeltételekt®l való függés kiesik, mivel R → ∞ mellett |Bl,r〉 kifejtéséb®lsak a vákuum tag ad járulékot. A vezet® tagok:
1 +

∑

θ,~k

∑

θ′,~q

〈0|D1|θ,~k; θ′, ~q〉〈θ,~k; θ′, ~q|D2 |0〉 e−L(meff (~k) cosh θ+meff (~q) cosh θ′)

+O(e−3mL)A vezet® 1 a vákuum (|n〉 = |0〉) járuléka, a következ® járulékot (8.74) kétrészeske tagjai adják,a magasabb korrekiók a sokrészeske tagokból jönnek. Ez pontosan a (8.37) klaszter kifejtésmegfelel®je, és teljesen világos, hogy a vezet® kétrészeske korrekió sak az R−
1 és R+

2 re�exiósegyütthatóktól függ. A (felületegységre es®) alapállapoti energia az
E(L) = − lim

T→∞
1

TD
logZ∞(L, T )alakban fejezhet® ki, és az eredmény

E(L) = −
∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ

∫
dD−1~k

(2π)D−1

[
meff(~k)R−

1

(
iπ

2
+ θ,meff(~k)

)
R+

2

(
iπ

2
− θ,meff(~k)

)
×

e−2meff (~k) cosh θL
]

+O(e−3mL) (8.76)ahol a véges térfogatban diszkrét impulzus összegeket a szokásos módon a T → ∞ határesetbenintegrálással helyettesítettem.A (8.76) kifejezés megadja a Casimir e�ektus vezet® viselkedését nagy távolságokon, mégpedigteljesen általános módon kölsönható esetben. Az összes informáiót az R± re�exiós faktorokhordozzák, amelyek teljes mértékben véges, és a modell hosszútávú (infravörös) viselkedésérejellemz® mennyiségek. A szokásos megközelítésben a modell mikroszkopikus (ultraibolya) meg-fogalmazását veszik alapul, azonban ekkor a felmerül® divergeniák miatt renormálásra van szük-ség. Az is lehetséges, hogy a modell infravörös viselkedése jelent®sen különbözik attól, amit amikroszkopikus leírás alapján naívan várnánk (közismert példa erre a bezárás az er®s kölsön-hatásban). (8.76) ellenben az aszimptotikus részeskeállapotokkal van kifejezve, azaz a nagytávolságokon érvényes szabadsági fokok nyelvén, és a Casimir e�ektust a (8.39) peremes Lüsherformula magasabb dimenziós kiterjesztéseként fogalmazza. Ezen a nyelven a Casimir e�ektusnem más, mint peremes végesméret e�ektus.



154 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)További sajátsága ennek a kifejezésnek, hogy (impliite ugyan, de) tartalmazza a defektekrelokalizált gerjesztések (ún. felületi plazmonok, amelyek a defekt mátrix imaginárius tengelyrelokalizált pólusaként jelennek meg) járulékát. Ez úgy tehet® expliitté, ha a Casimir energiáta szokásos naív nullmódus összegzéssel írjuk fel (ehhez az kell, hogy a szórásmátrix triviális, adefekt mátrix pedig teljesen rugalmas legyen).Amennyiben a defekt állapot (8.75) alakban exponenializálható, a klaszter sorfejtés felössze-gezhet®16 és az eredmény
E(L) = ±

∫ ∞

−∞

dθ

4π
cosh θ

∫
dD−1~k

(2π)D−1
meff(~k) log

(
1 ∓

R−
1

( iπ
2

+ θ,meff(~k)
)
R+

2

( iπ
2

− θ,meff(~k)
)
e−2meff (~k) cosh θL

) (8.77)ahol a fels® el®jel Bose, az alsó el®jel pedig Fermi statisztikának felel meg.A peremállapot megközelítés egy nagy el®nye az univerzalitásában rejlik. A [BPT06b℄ ikkbenmegmutattuk, hogy a fenti eredmények alapján a planáris elrendezésben ismert legfontosabberedmények reprodukálhatók. Ilyenek pl. az elektromágneses mez® esete dielektrikumok között� az ún. Lifshitz-formula [Lif56, DLP61℄ � , a szabad bozon lineáris határfeltételekkel [dAC04℄,vagy szabad fermion ún. zsák határfeltételekkel [Joh75, Mil℄.

16 A felösszegzés módszerét tekintve ld. LeClair munkatársai [LMSS95℄ ikkében a termodinamikai BetheAnsatz származtatását (amit itt triviális S mátrix, és R−
1 /R+

2 által adott re�exiós faktorok esetére kell alkalmazni).Az általuk elvégzett számoláshoz képest annyi különbség van supán, hogy a re�exiós faktorok a transzmissziójelenléte miatt nem tiszta fázisok (ez a levezetésre nins érdemi hatással), illetve az általuk feltételezett Fermistatisztika helyett mindkét lehet®séggel számolni kell.



9. Összegzés és kitekintés9.1. ÖsszefoglalásA dolgozatban megkíséreltem bemutatni, hogy a végesméret e�ektusok mennyire fontos sze-repet töltenek be a kvantumtérelméletben. Láthattuk, hogy segítségükkel számos új ismeretretehetünk szert a kvantumtérelméletek dinamikájával kapsolatban. Az alábbiakban rövidenösszegzem a fontosabb pontokat.A kvantumtérelméletek alapvet® nemperturbatív megközelítése a rástérelmélet, amelyneksorán teljesen magától értet®d® módon véges térfogatbeli rendszerekkel dolgozunk. Lüsheralapvet® m¶veiben megmutatta, hogy a végesméret e�ektusok számos fontos informáiót tar-talmaznak a kvantumtérelméletr®l, még abban az esetben is, ha valójában a végtelen térfogat-ban jellemz® jelenségek iránt érdekl®dünk. A végesméret spektrumból kinyerhet® az S mátrix,meghatározhatók a spektrum fontos jellemz®i, az instabil részeskék (rezonaniák) paraméterei.Ezek között számos olyan mennyiség van, amir®l a termodinamikai határesetben nem is kapnánkinformáiót (Maiani-Testa �no-go� tétel), de a végesméret e�ektusokból kinyerhet®k.
1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletekben további kérdések vethet®k fel. Integrálható kvan-tumtérelméletek esetén az egzakt S mátrix (peremes esetben az egzakt R mátrix elmélet) éskiterjesztései (pl. a form-faktor bootstrap [Smi92, BPT06℄) segítségével nagyon sok nempertur-batív, mi több, egzakt informáiót nyerhetünk, ám ezekben a megközelítésekben nem tisztázotta kapsolat a kvantumtérelmélet dinamikájával. A bootstrap módszerek ugyanis általános elvek-b®l, a magasabb dimenzióban is jól ismert analitikus S mátrix elmélet integrálható modellekrespeializált változatából indulnak ki, ahol a szórás faktorizáiója elegend® informáiót biztosítahhoz, hogy lényegében egyértelm¶en megadhassuk a szórási amplitúdókat és a lokális operátorokmátrix elemeit. Azonban az egzakt S mátrix amplitúdók egyfel®l függhetnek bizonyos szabadparaméterekt®l, másfel®l pedig az egyértelm¶ség sak egy bizonyos minimalitás megköveteléséveladódik (ezt CDD határozatlanságnak nevezzük [CDD56℄).Számos példát mutattam arra, hogy a végesméret e�ektusok segítségével ezek a kérdésekmegoldhatók: az S mátrix amplitúdók közvetlenül mérhet®k, egzakt reláiók adhatók meg abootstrap paraméterek és a kvantumtérelmélet Lagrange-függvényében szerepl® satolási állan-dók között (ennek a módszerét ugyan nem részleteztem, de több ilyen eredményt idéztem), aspektrumra vonatkozó jóslatok (pl. peremes kötött állapotok) közvetlenül vizsgálhatók. Nem-egyszer ilyen vizsgálatok vezettek kés®bb egzakt módon bebizonyított eredményekre, erre voltpélda a peremes egyrészeske satolás és a re�exiós faktor reziduuma közti kapsolat. A véges-méret e�ektusok segítségével direkt kapsolatot tudunk teremteni az S mátrix (amely a nagytávolságokon érvényes részeske képen alapszik) és az ultraibolya �xpont közeléb®l induló nagyenergiás leírás között, integrálható térelméletben (mint ezt a Destri-de Vega egyenlet analízisemutatta) ezt a kapsolatot egzakt módon meg tudjuk határozni, akár az egyes állapotokra kiter-jed® részletességgel.
1 + 1 dimenzióban igen hatékony eszközök állnak rendelkezésre akkor is, ha a térelmélet nemintegrálható (vagy az integrálhatóság nem lényeges szempont). Ilyen módon vizsgálható vákuum-állapotok közti alagutazás jelensége (ϑ-vákuumok, instantonok), vagy a tömegspektrum. Ezzelegy fontos ellen®rzési lehet®séget kapunk olyan módszerek tesztelésére, mint a ritka instantongáz közelítés vagy a Goldstone-Jakiw-féle form-faktor módszeren alapuló szemiklasszikus meg-közelítés � éppen az utóbbi esetén láthattuk, mennyire fontos lehet ez, hiszen ezek a módszerekkönnyen tévútra is vezethetnek.



156 9. Összegzés és kitekintésAmi talán még fontosabb, egyfajta fejlesztési-kísérleti terepet is nyújtanak ezek a model-lek, erre mutattam példát a rezonaniák analízise kapsán. Hasonló eredményekr®l számoltambe a kétfrekveniás sine-Gordon modell fázisdiagramjával kapsolatban, ahol � túl azon, hogymaga a modell is számos térelméleti/statisztikus �zikai alkalmazás szempontjából érdekes � egyolyan módszert vázoltam, amivel a véges térfogatban érvényes energiaspektrumból eldönthet® afázisátalakulás rendje, és megadható annak típusa (univerzalitási osztálya).A peremes végesméret e�ektusok vizsgálata újabb ismereteket nyújt a kvantumtérelméleteknemperturbatív viselkedésér®l. Azt is láttuk, hogy az ezzel kapsolatos eredmények általánosít-hatók magasabb dimenziós elméletekre. Ennek kapsán megmutattam, hogy a Casimir e�ektusnem más, mint peremes végesméret e�ektus, valamint hogy az 1 + 1 dimenzióban kifejlesztettleírás (peremállapot formalizmus) kiterjesztésével megfogalmazhatók.Végezetül az 1 + 1 dimenziós modellek szerepét szeretném kissé jobban tisztázni. Világosankell látni, hogy jóval többr®l van szó, mint hogy ezzel egzaktul (integrálható esetben) vagylegalábbis nemperturbatíve nagy hatékonysággal és pontossággal (nemintegrálható esetben) ta-nulmányozható példáit kapjuk a kvantumtérelméleteknek. Egyfel®l számos példát lehet hozniarra, amikor ezek a modellek közvetlenül valódi �zikai rendszereket írnak le (�kvantum dot�-ok,Kondó e�ektus, kvantum Hall-e�ektus, e�ektív egydimenziós mágneses rendszerek � spin-lánok,spin-létrák �, vagy meglep® módon a réz-benzoát fajh®je). Másfel®l két esetben is láthattuk (re-zonaniák, illetve Casimir e�ektus), hogy az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletek vizsgálatávalmagasabb dimenziós rendszerekben is érvényes tanulságokhoz, illetve alkalmazható módszerekhezjuthatunk.9.2. Érdekes kérdések, nyitott irányokÉrdekes nyitott probléma az aszimptotikusan konform térelméletek végesméret e�ektusainakleírása a nagy energiás (ultraibolya) néz®pontból. Amennyiben ugyanis az alasony energiás (inf-ravörös) szabadsági fokok fel®l nézzük, Lüsher formalizmusa, illetve annak kiterjesztései mindentovábbi nélkül alkalmazhatók, hiszen ennek egyetlen feltétele a tömegrés léte. A nagy energiásnéz®pontból a kérdés korántsem megoldott, hiszen a naív megközelítésben a satolás a térfogattalnem fut (ellentétben az ultraibolya konform térelméletek esetével, ld. a 4.1 alfejezetben), azonbanaz ultraibolya divergeniák renormálásának eredményeként logaritmikus futást várunk. Teljesenvilágos, hogy ehhez renormálási soport alkalmazása szükséges, és amennyiben nemperturba-tív keretben, valamint nemintegrálható elméletekben1 gondolkodunk, ezt érdemes a sonkoltkonform állapottér közelítésben implementálni. Ebben az irányban egy els® lépést jelentenekFeverati és munkatársai [FGP+06℄ eredményei. Itt megjegyzem, hogy integrálható σ-modellekesetén Fendley [Fen01℄, illetve Balog János és Heged¶s Árpád [BH01, BH04a, Heg05, BH05℄ je-lent®s eredményeket értek el a termodinamikai Bethe Ansatzon, illetve Destri-de Vega egyenletenalapuló leírás kiterjesztésében, azonban ezek a tehnikák sak integrálható esetben m¶ködnek.A dolgozat nagy részében a végesméret e�ektusokat a spektrum szempontjából vizsgáltam,azaz a kvantumtérelmélet energiaszintjeit tanulmányoztam véges térfogatban. Ezt más szem-pontból úgy is felfoghatjuk, hogy a termodinamikai jellemz®k (pl. szabadenergia) által a közép-pontban, hiszen a véges h®mérséklet egyenérték¶ egy kompakt euklidészi id®dimenzióval. Bárígy is igen sok érdekes kérdésre kaphatunk választ, érdemes továbblépni és vizsgálatainkat másmennyiségekre is kiterjeszteni.A kvantumtérelmélet alapvet® mennyiségei a lokális operátorok korreláiós függvényei, ame-lyek ismeretében a teljes elmélet rekonstruálható. Ezek véges térfogatbeli viselkedésér®l messzeninsenek olyan kiterjedt ismereteink, mint a spektrumról. Els® lépésként tekinthetjük a loká-1 Ez már sak azért is fontos, mert integrálható modellek nagyon egyszer¶, de fenomenológiai szempontbólérdekes kiterjesztései is gyakran elvesztik az integrálhatóságot. Ilyen pl. az O(3) σ-modell a QCD-vel analóg
ϑ-taggal.



9.2. Érdekes kérdések, nyitott irányok 157lis operátorok mátrixelemeit, az ún. form-faktorokat. Ennek vizsgálata éppen most folyik2, anumerikus hátteret a sonkolt konform állapottér módszere adja, a példaként szolgáló modelleka skálázó Lee-Yang modell és az Ising modell mágneses térben, ahol a végtelen térfogatbeliform-faktorok egzaktul ismertek. Jelenleg már le tudjuk írni olyan form-faktorok végesméretkorrekióit, amelyek a vákuum és egy tetsz®leges másik sokrészeske állapot között értelmezet-tek, mégpedig 1/L tetsz®leges rendjéig egzaktul (vagyis a térfogattal exponeniálisan sökken®reziduális végesméret korrekióit elhanyagolva) és számottev® el®relépés van az általános mátrix-elemek terén, ami el®reláthatólag hamarosan elvezet egy teljes leíráshoz. E munka eredményekénttisztázni reméljük a véges térfogatbeli form-faktorok keresztezési tulajdonságait, ami nagy el®-relépés lenne afelé, hogy integrálható esetre további, lehet®leg egzakt eredményeket kaphassunk,kapsolódva az irodalomban már megkezdett munkához [Smi98, KS99, Smi, MRS03℄.Ennek jelent®sége kett®s, mivel a véges térfogat egyben véges h®mérsékletként is interpre-tálható, vagyis a jelenleg futó kutatásoknak egyszerre két szálába is kapsolódna, mivel a végesh®mérséklet¶ várható értékek, form-faktorok és korrelátorok jelenleg szintén élénk érdekl®dés tár-gyát képezik, számos tisztázatlan kérdéssel [LM99, Sal00, Del01, Mus01, Doy05, AKT06, Doy06℄.A lokális operátorok véges térfogatbeli vizsgálatát tervezem kiterjeszteni peremes elméletekreis, így kapsolódva a Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóval együttm¶ködésben kifejlesztett pe-remes form-faktor bootstrap-hoz [BPT06℄. Jelenleg még a végtelen térfogatú form-faktorokraaz ultraibolya konform térelméleti leírással való összeegyeztetés folyik, ennek eredményei mármegvannak, hamarosan tervezzük a publikálásukat3.A fenti irányokhoz részben kapsolódva, egy másik nagyobb ív¶ terv a form-faktorok alkal-mazása peremes renormálási soport folyamok leírására, ami Kormos Márton [Kor06, Kor07℄(volt doktoranduszom) témájának szerves továbbvitelét jelentené. Ebben a munkában a renor-málási soportfolyamok vizsgálatának alapvet® eszköze a sonkolt konform állapottér módszerevolt. Elképzelhet® egy másik, ett®l független megközelítés, ami a perem nélküli renormálási so-portfolyamokra Zamolodhikov [Zam86℄ által megkonstruált c-tétel analógján, az ún. g-tételen[FK04℄ alapul, ahol g az A�ek és Ludwig [AL91℄ által bevezetett peremes entrópia (nem össze-tévesztend® a peremes egyrészeske satolással). Ezt szeretném a peremes form-faktorok segítsé-gével összegszabályként megfogalmazni (Cardy [Car88℄ c-tételre vonatkozó munkáját, valamint[CFL91, FLV91℄ ugyansak a c-tételre vonatkozó eredményeit általánosítva). Ehhez többek kö-zött a peremes form-faktor programot is általánosítani kell tömegrés nélküli elméletekre, mivela peremes renormálási soport folyamok esetén els®sorban az az eset igazán érdekes, amikora peremt®l távol az elmélet kritikus marad (a lehetséges húrelméleti, valamint a szilárdtestekszennyez®ivel kapsolatos alkalmazások is ilyen modellekre vezetnek).Egy másik érdekes kutatási irány ugyansak a peremes form-faktor programhoz kapsolódva, aform-faktor perturbáiószámítás általánosításával szennyez®k realisztikusabb modellezését tennélehet®vé. Ez jelenleg még sak a tervek szintjén létezik.A két utóbbi problémakörben, bár magában a megfogalmazásban nem, de a vizsgálatok sorána végesméret e�ektusok segítségével kinyerhet® informáiók várhatóan alapvet® szerepet játsza-nak majd.A Casimir e�ektussal kapsolatos vizsgálatok továbbvitele is érdekes iránynak ígérkezik. Azáltalam bemutatott eredmények planáris elrendezésre vonatkoztak. Azonban semmilyen elviakadálya nins annak, hogy a peremállapot formalizmust más elrendezésre általánosítsuk; perszemegfelel® módszert kell találni a peremállapot meghatározására. Ebben az esetben a módszer el®-nye az infravörös irányból történ®, a regularizáió és a renormálás problematikájától mentes voltalehetne, ami igen érdekes annak fényében, hogy a divergeniák kezelését tekintve még számostisztázatlan kérdés van a szakirodalomban (ld. pl. [MCPW06℄). A peremállapot formalizmusilyen kiterjesztése azonban ma még teljesen felderítetlen probléma (bár lehetségesnek látszik),így egyel®re nem dönthet® el az sem, mekkora el®rehaladás lehetséges ebben a kérdésben.2 Ezt a kutatási irányt Pozsgay Balázs, vezetésem alatt dolgozó doktorandusszal közösen visszük.3 Ezt a munkát Sz®s Miklós végzi a vezetésem alatt, diplomamunkásként.



A. Jelölések és konveniókA.1. Kvantumtérelméleti konveniókTekintsük egy D = d+ 1 dimenziós Minkowski térben de�niált Φ skalármez® kvantumtérel-méletét. A korreláiós (Wightman) függvényeket a
〈Φ(x1) . . .Φ(xN )〉 =

∫
DΦ Φ(x1) . . .Φ(xN ) e−S[Φ]

∫
DΦ e−S[Φ]

(A.1)funkionálintegrál de�niálja, és ezekkel az elmélet összes �zikai mennyisége kifejezhet®. A funk-ionálintegrál mértékét a
S[Φ] =

∫
dDx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ − U(Φ)

)klasszikus hatás határozza meg. A Φ mez® egy operátor érték¶ disztribúió, amely kielégíti azegyidej¶ kanonikus serereláiókat
[Φ(t, ~r), ∂tΦ(t, ~r ′)] = iδ(~r − ~r ′)Az aszimptotikus bejöv® (in) illetve kimen® (out) multirészeske állapotok kifeszítik a teljesHilbert teret (aszimptotikus teljesség), amelynek (két) bázisa így felépíthet® az aszimptotikusrészeskék kelt® operátorai segítségével:

H = span
{
a+

in(~p1) . . . a
+
in(~pN )|0〉

}
= span

{
a+

out(~p1) . . . a
+
out(~pN )|0〉

}ahol az a+
in/out(~p) operátorokat a következ®képpen normáljuk:

[ain/out(~p), a
+
in/out(~p

′)] = (2π)dω(~p)δ(d)(~p− ~p ′)aholω(~p) =
√
~p2 +m2, m a részeskék �zikai tömege.1 A továbbiakban a p = (ω(~p), ~p) jelöléstfogom használni a kovariáns energia-impulzus vektorra.A fentieknek megfelel®en a sokrészeske állapotok skalárszorzatai a következ® alakot öltik

in/out〈A(~q1) . . . A(~qM )|A(~p1) . . . A(~pN )〉in/out = δMN

∑

π∈SN

N∏

i=1

(2π)dω(~pi)δ
(d)
(
~pi − ~qπ(i)

) (A.2)ahol SN az {1, . . . , N}számok permutáióinak soportja (a permutáiókra vett összegzés a ré-szeskék Bose statisztika szerinti megkülönböztethetetlenségét veszi �gyelembe).Heisenberg képben az id®fejl®dést
Φ(x, t, ~r) = eiHtΦ(x, 0, ~r)e−iHta következ® Hamilton operátor adja meg:

H =

∫
dd~r

(
1

2
(∂tΦ)2 +

1

2
(~∂rΦ)2 + U(Φ)

)1 Ez egy kettes faktorral eltér a szokásos konveniótól, amelyben [ain/out(~p), a+
in/out

(~p′)] = (2π)d2ω(~p)δ(d)(~p−

~p ′), amit a kés®bbiek során �gyelembe is kell venni, pl. a rugalmas kétrészeske szórási amplitúdóra vonatkozó(A.3) összefüggésnél.



A.2. Konveniók D = 2 esetén 159Az (A.1) alatti korrelátor ebben a Hamiltoni képben az id®rendezett vákuum várható értékkelazonosítható
〈Φ(t1, ~r1) . . .Φ(tN , ~rN )〉 = 〈0|Tt (Φ(t1, ~r1) . . .Φ(tN , ~rN )) |0〉A szórás operátora (S) az az unitér transzformáió, amely az out állapotok bázisát az inbázisra képezi. Ennek az operátornak a mátrixelemei adják meg a különböz® szórásfolyamatokkvantumelméleti valószín¶ségi amplitúdóit, és ezeket összefoglaló néven S mátrixnak nevezzük.A fenti konveniók értelemszer¶en kiterjeszthet®k több mez® esetére, illetve amikor az aszimp-totikus részeskék bels® kvantumszámokkal is rendelkeznek (multiplett szerkezet), valamint többkülönböz® nyugalmi tömeggel jellemezhet®k, de egyszer¶ség kedvéért ezek részletes felírásátólmost eltekintünk. Fermionok esetén értelemszer¶en a megfelel® kommutátorokat antikommutá-torra kell kiserélni, és a skalárszorzatban a permutáió megfelel® el®jelét �gyelembe kell venni.Egy fontos mennyiség az

Aa(~p) +Ab(~q) → Aa(~p
′) +Ab(~q

′)rugalmas kétrészeske szórás folyamat amplitúdója, amit a következ® összefüggés ad meg:
out〈Aa(~p

′)Ab(~q
′)|Aa(~p)Ab(~q)〉in = (2π)2dωa(~p)ωb(~q)δ

(d)(~p− ~p ′)δ(d)(~q − ~q ′) (A.3)
+
i

4
(2π)d+1δ(d+1)(p′ + q′ − p− q)Tab

(
~p ′, ~q ′|~p, ~q

)ahol Tab az ún. átmeneti amplitúdó (ha a = b, akkor az els® tagot (A.2)-nak megfelel®en szimmet-rizálni kell). Ennek azt a speiális esetét, amikor a kimen® részeskék impulzusai megegyezneka bejöv®kével
Fab (~p, ~q) = Tab (~p, ~q|~p, ~q) (A.4)el®reszórási amplitúdónak nevezzük.A.2. Konveniók D = 2 eseténKétdimenziós kvantumtérelméletek esetén számos egyszer¶sítésre nyílik lehet®ség. A részes-kék energiája és impulzusa az ún. rapiditás változóval paraméterezhet®:

p1 = ma sinh θ , p0 = ω =
√
p2 +m2

a = ma cosh θ (A.5)A θ rapiditású részeske sebességét c = 1 egységrendszerben tanh θ adja meg. Egy szórásfolyamatbemeneti állapotában a leggyorsabb részeske balra van a többiekt®l, amelyek a sebesség szerintsökken® sorrendbe rendez®dnek. Ezért bevezethetjük a következ® jelölést:
|Aa1(p1) . . . Aan(pn)〉in = |θ1, . . . , θn〉a1...an , θ1 > · · · > θnHasonlóan, a kimeneti állapotban a sorrend pont fordított, ezért jelölhetjük a kimeneti állapotota következ®képpen:

|Aa′
1
(p′1) . . . Aa′

m
(p′m)〉out = |θ′1, . . . , θ′m〉a′

1...a′
m

, θ′1 < · · · < θ′mEbben a jelölésben az egyrészeske állapotok normálása
a′〈θ′|θ〉a = 2πδaa′δ(θ − θ′)[KM91℄ nyomán2 tekintsük most a

Aa(~p) +Ab(~q) → Aa′(~p ′) +Ab′(~q
′)kétrészeske folyamatot, ahol vagy ma = ma′ és mb = mb′ , vagy pedig ma = mb′ és mb =

ma′ (vagyis ugyanaz a két részeske van a kezd® és a végállapotban). Az energia és impulzusmegmaradási egyenletének ekkor összesen két lehetséges megoldása van:2 Akársak az el®bbiekben, itt is tekintettel kell lenni arra, hogy az itt használt normálás az egyrészeskeállapotokra egy kettes faktorral különbözik attól, amit [KM91℄ használ.



160 A. Jelölések és konveniók1. θa′ = θa, θb′ = θb2. θa′ = θR
a , θb′ = θR

b (visszalök®dési � �reoil� � megoldás), ahol
θR
a = θb + log

mae
θa +mbe

θb

maeθb +mbeθa
, θR

b = θa + log
mae

θa +mbe
θb

maeθb +mbeθaAz általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy θa > θb és θa′ > θb′ (ekkor automatikusan
θR
a < θR

b ). A szórásamplitúdót ezekkel a jelölésekkel a következ® mátrixelem adja
b′a′〈θb′θa′ |θaθb〉ab =

{
(2π)2δ (θa′ − θa) δ (θb′ − θb)Sa′b′

ab (θ1 − θ2) , ma = ma′ , mb = mb′

(2π)2δ
(
θa′ − θR

b

)
δ
(
θb′ − θR

a

)
Ra′b′

ab (θ1 − θ2) , ma = mb′ 6= mb = ma′ahol
Sa′b′

ab (θa − θb) = δa′aδb′b +
iTa′b′,ab (θa, θb|θa, θb)

4mamb sinh (θ1 − θ2)

Ra′b′
ab (θa − θb) =

iTa′b′,ab

(
θR
b , θ

R
a |θa, θb

)

4mamb sinh (θa − θb)(az, hogy ezek az amplitúdók sak a θa−θb relatív rapiditástól függnek, a Lorentz-invarianiábólkövetkezik). Amennyiben léteznek olyan lokális tenzoriális megmaradó áramok, amelyek Lo-rentz spinje nagyobb mint 2 (azaz a kvantumtérelmélet integrálható), a második amplitúdó (R)azonosan elt¶nik.



B. Konform térelméleti módszerekB.1. Konform térelmélet a komplex síkonMinden relativisztikus skálainvariáns elmélet egyben invariáns a konform (szögtartó) transz-formáiók soportja alatt, ami 1 + 1 térid® dimenzióban végtelen dimenziós. Belavin, Polyakovés A. B. Zamolodhikov [BPZ84℄ megadták az ilyen elméletek általános felépítését, és ikküknyomán a konform térelmélet önálló disziplínává lépett el®, amelynek az elméleti �zika rengetegágában van jelent®s alkalmazása, a kondenzált anyagok elméletét®l a húrelméletig. Itt sak egynagyon rövid összefoglalót adok azokról az alapvet® fogalmakról, amelyek a dolgozatban szerepetjátszanak.Az euklidészi térid®t a komplex síkkal azonosítva, koordinátaként a holomorf/antiholomorfkoordinátákat használhatjuk:
z = τ + ix , z̄ = τ − ixA konform szimmetria következtében az energia-impulzus tenzor nyoma elt¶nik

Tzz̄ = 0és a megmaradási tételek következtében a másik két komponense tisztán holomorf/antiholomorf(balra/jobbra mozgó):
∂z̄Tzz = 0 = ∂zTz̄z̄A konform transzformáiókat T (z) = Tzz és T̄ (z̄) = Tz̄z̄ generálják, és a szimmetria szempont-jából a z és z̄ koordináta külön kezelhet®: az egyiken a holomorf, a másikon az antiholomorftranszformáiók hatnak.Egy Φ mez® ∆, ∆̄ súlyú primér tér, ha a komplex sík egy w = f(z), w̄ = f̄(z̄) konformtranszformáiója alatt (ahol f és f̄ két tetsz®leges független komplex analitikus leképezés) akövetkez® módon transzformálódik:

Φ(z, z̄) =

(
∂f

∂z

)∆(∂f̄
∂z̄

)∆̄

Φ(w, w̄) (B.1)Az energia-impulzus tenzor transzformáiója ett®l eltér, mivel nem primér térr®l van szó:
T (z) =

(
∂f

∂z

)2

T (w) +
c

12
{f ; z} (B.2)

T̄ (z) =

(
∂f̄

∂z̄

)2

T̄ (w̄) +
c

12

{
f̄ ; z̄
}ahol

{f ; z} =
f ′′′(z)
f ′(z)

− 3

2

(
f ′′(z)
f ′(z)

)2az ún. Shwarz-derivált, c pedig az elmélet ún. entrális töltése. Fizikai korrelátorban z̄ = z∗-tkell helyettesíteni a következ®képpen:
〈O1(z1, z

∗
1) . . .On(zn, z

∗
n)〉



162 B. Konform térelméleti módszerekA kanonikus hamiltoni kép a síkon az ún. radiális kvantálással adható meg, amiben az id®fejl®déssugárirányú, ennek megfelel®en a korrelátorban a terek id®rendezett szorzatának a radiális rende-zés felel meg (ez a 2.2 ábrán látható exponeniális leképezéssel van összhangban). A továbbiakbanminden operátorszorzatot radiálisan rendezettnek tételezünk fel:
O1(z, z̄)O2(w, w̄) =

{
O1(z, z̄)O2(w, w̄) , |z| = |z̄| > |w| = |w̄|
O2(w, w̄)O1(z, z̄) , |z| = |z̄| < |w| = |w̄|A primér terek jellemezhet®k az energia-impulzus tenzorral vett operátorszorzat kifejtésükkel is

T (z)Φi(w, w̄) =
∆iΦi(w, w̄)

(z − w)2
+
∂wΦi(w, w̄)

(z − w)
+O(1)

T̄ (z̄)Φi(w, w̄) =
∆̄iΦi(w, w̄)

(z̄ − w̄)2
+
∂w̄Φi(w, w̄)

(z̄ − w̄)
+O(1)Az energia-impulzus tenzor önmagával vett operátorszorzatának kifejtése ezzel szemben a követ-kez® alakú:

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w
+O(1)

T̄ (z̄)T̄ (w̄) =
c/2

(z̄ − w̄)4
+

2T̄ (w̄)

(z̄ − w̄)2
+
∂w̄T̄ (w̄)

(z̄ − w̄)
+O(1)ami ismét azt mutatja, hogy az energia-impulzus tenzor nem primér tér.Az energia-impulzus tenzor módus kifejtése a következ® alakú

T (z) =

∞∑

n=−∞

Ln

zn+2
, T̄ (z̄) =

∞∑

n=−∞

L̄n

z̄n+2
(B.3)Az Ln, L̄n módusok generálják a kétdimenziós konform szimmetria algebrát, ami nem más, mintkét (bal, illetve jobb) Virasoro algebra

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
n(n2 − 1)δn,−m (B.4)

[
L̄n, L̄m

]
= (n−m)L̄n+m +

c

12
n(n2 − 1)δn,−m

[
Ln, L̄m

]
= 0Abból, hogy T és T̄ a Minkowski formalizmusban hermitikus, következik, hogy a hermitikuskonjugálás a következ®képpen hat a Virasoro generátorokon:

L†
n = L−n (B.5)

L̄†
n = L̄−nEzen generátorok közül L0 + L̄0 a dilatáiókat, L0 − L̄0 a Lorentz boostokat, míg L−1 és L̄−1a z, illetve a z̄ szerinti eltolásokat generálja. A Virasoro generátorok hatása az operátorokonkontúrintegrálokkal reprezentálható:

(LmO)(z, z̄) =

∮

z

dζ

2πi
(ζ − z)m+1T (ζ)O(z, z̄) (B.6)

(L̄mO)(z, z̄) =

∮

z̄

dζ̄

2πi
(ζ̄ − z̄)m+1T̄ (ζ̄)O(z, z̄)ahol a ζ(ζ̄) kontúrok a z (z̄) pontot fogják körül. A mez®k adjungáltját a következ® (természetes)módon de�niáljuk:

〈O1(z1, z
∗
1) . . .On(zn, z

∗
n)〉∗ = 〈O+

1 (z∗1 , z1) . . .O+
n (z∗n, zn)〉 (B.7)



B.1. Konform térelmélet a komplex síkon 163Az operátorok teljes rendszert alkotnak, vagyis bármely kett® szorzata kifejthet® a Wilson-féleoperátorszorzat kifejtés alapján
Oa(z)Ob(w) =

∑

k

Cc
abOc(w, w̄)

(z − w)∆a+∆b−∆c(z̄ − w̄)∆̄a+∆̄b−∆̄c
(B.8)ahol az egyenl®séget egy korreláiós függvénybe beszúrva kell érteni (vagyis a gyenge operá-tortopológiában). A Cc

ab hárompont satolások a primér terek közti Ck
ij hárompont satolásokismeretében mind meghatározhatók, ennek módszerét a B.4 függelékben tárgyalom. A primértereket egypont és kétpont függvényére a konform szimmetria segítségével a következ® adódik

〈Φi(z, z̄)〉 = δ∆i,0A

〈Φi(z, z̄)Φj(w, w̄)〉 =
δ∆i,∆jδ∆̄i,∆̄j

Bij

(z − w)2∆i(z̄ − w̄)2∆̄ihárompont függvényeik alakja pedig
〈Φi(z1, z̄1)Φj(z2, z̄2)Φk(z3, z̄3)〉 = Cijk · (z1 − z2)

∆k−∆i−∆j(z̄1 − z̄2)
∆̄k−∆̄i−∆̄j (B.9)

·(z1 − z3)
∆j−∆i−∆k(z̄1 − z̄3)

∆̄j−∆̄i−∆̄k

·(z2 − z3)
∆i−∆j−∆k(z̄2 − z̄3)

∆̄i−∆̄j−∆̄kahol
A = 〈1〉 = 〈0|0〉 , Bij = δijC

1
ii〈1〉 , Cijk = Ci

jkC
1
ii〈1〉A Cc

ab hárompont satolások ismeretében elvileg az összes korrelátor meghatározható, vagyiskvantumtérelméleti szempontból a satolások ismeretében az elmélet megoldottnak tekinthet®.A Virasoro algebra ábrázolásai egy valós számmal jellemezhet®k, ami L0 sajátértéke az ún.legmagasabb súlyú vektoron
L0 |∆〉 = ∆ |∆〉 (B.10)
Ln |∆〉 = 0 , n > 0a teljes ábrázolás pedig az ún. Verma modul segítségével adható meg, amit a

L−n1 . . . L−nk
|∆〉 , 0 < n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nkún. leszármaztatott vektorok feszítenek ki. Egy ilyen vektoron L0 sajátértéke ∆ +n1 + · · ·+nk;az N = n1 + · · · + nk egész számot a vektor (leszármaztatási) szintjének nevezzük. A Vermamodul nem mindig alkot irreduibilis ábrázolást: ∆ speiális értékeinél ún. null-vektorok lehetnekbenne, amelyek maguk is eleget tesznek a legmagasabb súlyú vektor feltételeinek. Ilyenkor ezenvektorok kifaktorizálásával kaphatunk irreduibilis ábrázolást, erre a B.2 függelékben leírok egyalgoritmust. A ∆ legmagasabb súlyhoz tartozó irreduibilis ábrázolást V∆-val fogom jelölni.A teljes elmélet Hilbert tere a kett®s (bal/jobb) Virasoro algebra irreduibilis ábrázolásainakdirekt összegeként áll el®:

H =
⊕

i

V∆i ⊗ V∆̄iahol egy adott V∆⊗V∆̄ ábrázolás többször is el®fordulhat. A V∆⊗V∆̄ modul legmagasabb súlyúállapotát |∆, ∆̄〉-vel jelöljük. A legmagasabb súlyú állapotok skalárszorzatát a következ®képpenrögzíthet®:
〈∆i, ∆̄i|∆j , ∆̄j〉 = aiδij (B.11)ahol ai megválasztása konvenió kérdése (ld. (B.15)-ban ai kifejezését az operátorszorzat algebrahárompont satolásainak normálásával). A leszármaztatott állapotok skalárszorzata ezek után(B.4,B.5) alkalmazásával egyértelm¶en kiszámítható.



164 B. Konform térelméleti módszerekA konform térelméletben az állapotok és operátorok között egy-egy értelm¶ megfeleltetés állfenn. Minden |Ψ〉 állapothoz egyértelm¶en rendelhet® egy OΨ(z, z̄) mez®, ami a vákuumból azadott állapotot kelti:
|Ψ〉 = lim

z,z̄→0
OΨ(z, z̄)|0〉ahol a vákuumállapot egy olyan legmagasabb súlyú vektor, amely egyben eltolásinvariáns is, azaz

L−1|0〉 = L̄−1|0〉 = 0. A konform vákuumhoz rendelt O operátor az I egységoperátor, amelyneksúlyai ∆ = ∆̄ = 0.A Hilbert tér minden V∆i ⊗V∆̄i
moduljának legmagasabb súlyú vektorához egy ∆i, ∆̄i súlyú

Φi primér tér tartozik
|∆i, ∆̄i〉 = lim

z,z̄→0
Φi(z, z̄)|0〉 (B.12)A leszármaztatott állapotokat a megfelel® leszármaztatott terek keltik, a lokális operátorok tehátaz állapotokkal azonos módon a Virasoro algebra ábrázolásaiba szervezhet®ek. A leszármaztatottállapotok (B.6) alkalmazásával kontúrintegrálokkal reprezentálhatók.A legmagasabb súlyú állapotok hermitikus konjugáltja a következ® módon állítható el®:

〈∆i, ∆̄i| = lim
z,z̄→∞

(−1)∆i−∆̄i〈0|z̄ −2∆iz −2∆̄iΦ+
i (z̄, z) (B.13)ahol a + a (B.7) szerinti adjungálást jelenti. A konjugált állapot a radiális rendezésnek megfe-lel®en a z = z̄ = ∞ pontban lokalizálható, a fenti kifejezést a z → 1/z, z̄ → 1/z̄ transzformáióalkalmazásával kaphatjuk meg, megfelel® fáziskonvenió választása után. A végtelen távoli pon-tot hozzávéve a síkhoz, az elmélet így valójában a komplex számgömbön de�niált. A konjugáltállapotok leszármaztatottjait a következ® kontúrintegrálokkal állíthatjuk el®:

(LmO)(∞) = −
∮

∞

dζ

2πi
ζ−m+1O(∞)T (ζ) (B.14)

(L̄mO)(∞) = −
∮

∞

dζ̄

2πi
ζ̄−m+1O(∞)T̄ (ζ̄)amit megkaphatunk, ha (B.6)-ra a z → 1/z, z̄ → 1/z̄ transzformáiót alkalmazzuk.Mivel primér tér adjungáltja is primér, ezért létezik egy olyan Kij mátrix, hogy

Φ+
i (z̄, z) =

∑

j

KijΦj(z̄, z)Ennek segítségével a legmagasabb súlyú állapotok (B.11)-beli normálása a következ®képpen fe-jezhet® ki a primér terek hárompont satolásaival:
ai =

∑

j

(−1)∆i−∆̄iKijC
1
ij〈0|0〉 (B.15)B.2. Virasoro ábrázolás bázisának el®állításaA következ®kben egy rekurzív módszert ismertetek egy Virasoro ábrázolás bázisának meg-határozására el®re adott maximális szintig bezárólag. Tegyük fel, hogy adott az ábrázolás ∆legmagasabb súlya és a Virasoro algebra c entrális töltése.A |∆〉 primér állapot mindig lineárisan független, és a nulladik szint bázisát alkotja. Ezzeladott a rekurzió kezd® lépése. Tegyük fel, hogy az N − 1 szintig ismerjük az egyes szintek egyfüggetlen vektorokból álló bázisát, amiket jelöljünk a következ®képpen:

Basl = {|Ψlm〉 : m = 1, . . . , dl} , l = 0, . . . ,N − 1



B.3. Bels® szorzatok számítása Virasoro ábrázolásokban 165ahol l az adott szintet jelöli, dl az adott szinten létez® lineárisan független vektorok (a báziselemeinek) száma. Az el®bbi megjegyzés miatt Bas0 = {|∆〉}. Ezek a vektorok mind a következ®alakba írhatók:
|Ψlm〉 = L−n1 . . . L−nk

|∆〉 , 0 < n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk,
∑

k

nk = l(azt, hogy sak az elemi L-monomok fordulnak el®, lineáris kombináióik nem, az ismertetend®algoritmus garantálja). Készítsük el az N -edik szint vektorainak egy listáját úgy, hogy L−N -nelhatunk Bas0 elemeire, L−N+1-gyel Bas1 elemeire és így tovább:
B̃asN = L−NBas0

⋃
L−N+1Bas1

⋃
· · ·
⋃
L−1BasN−1 (B.16)(ahol˜arra utal, hogy ez még nem feltétlenül bázis, hiszen bár az el®z® szinteken már kifaktorizál-tuk a nem független vektorokat, ezen a szinten még nem tettük meg ezt a lépést). Célszer¶ ezt ahalmazt rendezett listaként elképzelni, vagyis a m¶veletek során az elemek felsorolási sorrendjétmindig megtartjuk.Ezután a BasN a következ®képpen áll el®. Vesszük B̃asN els® vektorát, és elkészítjük avektorok Virasoro bels® szorzataiból alkotott mátrixot (ennek kiszámítására az eljárást ld. B.3alatt). Ebben a lépésben ez egy 1 × 1-es mátrix. Amennyiben ennek a determinánsa (azazegyetlen eleme) nem zérus, akkor a vektort hozzáírjuk a bázishoz, ha nem, továbblépünk addig,amíg egy nemzérus hosszúságú vektort találunk. Az els® ilyet beleírjuk a BasN bázisba. Ezutána következ® vektorral megkíséreljük a bázist b®víteni. A b®vítést akkor fogadjuk el, ha a b®vítettbázis bels® szorzataiból alkotott 2 × 2-es mátrix determinánsa nem 0, ha ez nem teljesül, akkortovább ugrunk a következ®re. Ha megtaláltuk a második elemet a bázishoz, akkor a listábankövetkez® vektort próbáljuk meg hozzáadni a bázishoz az immár 3 × 3-as bels® szorzat mátrixvizsgálatával. Ezt az eljárást addig folytatjuk, amíg B̃asN összes vektora sorra nem kerül.A fenti eljárás eredménye az, hogy BasN a B̃asN egy olyan maximális részhalmaza lesz, amina Virasoro bels® szorzat nem fajul el. A Virasoro algebra ábrázoláselméletének segítségévelbelátható, hogy ezzel a kérdéses modul N -edik szintjének egy bázisát kapjuk.Ez az eljárás megfelel® szimbolikus szoftver (Mathematia, Maple) segítségével automati-zálható, és eredményeként el®áll a V∆ modul egy bázisa az N -edik szintig bezárólag, ráadásulazonnal a szint szerint gradált alakban. Az eredményt a bemeneti paraméterek (∆, c) feltünte-tésével

N⋃

k=0

Bask(∆, c) (B.17)alakba írhatjuk, ahol k a leszármaztatási szint által adott gradálást jelenti. Ez az eredményképezi az alapját a sonkolt konform állapottér bázisa 4.2.1 alatti el®állításának.B.3. Bels® szorzatok számítása Virasoro ábrázolásokbanLegyen most adott a konform Hilbert-tér két vektora:
Ψ = L̄−m1 . . . L̄−ml

L−n1 . . . L−nk
|i〉 , m1 ≥ · · · ≥ ml > 0 , n1 ≥ · · · ≥ nk > 0

Ψ′ = L̄−m′
1
. . . L̄−m′

l′
L−n′

1
. . . L−n′

k′

∣∣i′
〉

, m′
1 ≥ · · · ≥ m′

l′ > 0 , n′1 ≥ · · · ≥ n′k′ > 0ahol |i〉 és |i′〉 legmagasabb súlyú állapotok és a leszármaztató operátorokat a feltüntetett kon-venió alapján sorbarendezettnek tételezzük fel (a B.2 alatt ismertetett eljárás mindig ilyen



166 B. Konform térelméleti módszerekbázisvektorokat eredményez). A skalárszorzat elt¶nik, ha a két vektor bal, illetve jobb szintjeinem egyeznek meg, illetve ha i 6= i′:
(Ψ′,Ψ) = 0 ha

m1 + · · · +ml 6= m′
1 + · · · +m′

l′

vagy n1 + · · · + nk 6= n′1 + · · · + n′k′

vagy i 6= i′Amennyiben a skalárszorzat a fenti feltételek alapján nem t¶nik el, a következ® rekurzív eljárástalkalmazhatjuk:Válasszuk le az els® (bal) Virasoro generátort Ψ′-r®l és használjuk a (B.5) összefüggést:
Ψ′ = L−n′

1
Ψ′′

(Ψ′,Ψ) = (Ψ′′, Ln′
1
Ψ)A Virasoro algebra (B.4) reláiói és a legmagasabb súlyú vektor (B.10) de�níiója segítségével az

Ln′
1
Ψ vektor kifejezhet® (n′1-vel) alasonyabb szint¶ vektorok lineáris kombináiójaként, mégpe-dig egyszer¶en úgy, hogy az L operátorok index szerinti sorbarendezését elvégezzük, minden fel-serélésnél a megfelel® kommutáiós reláiót alkalmazva. Ezt az eljárást ismételjük, amíg a végénaz összes L operátor el nem fogy, aztán hasonlóan járunk el az L̄ generátorokkal. A végeredményaz lesz, hogy a skalárszorzatot kifejezzük a legmagasabb súlyú állapot (B.11) normájával, amitpedig (B.15) alapján kifejezhetünk az operátorszorzat algebra (primér terek közötti) hárompontsatolásaival. A diagonális minimálmodellek esetén a hárompont satolások Dotsenko és Fateevmunkáiból [DF85, DF84℄ expliite ismertek; a jelen dolgozatban sak ilyenekkel foglalkozom. Ahárompont satolások konkrét felírásától a kifejezések bonyolult volta miatt itt most eltekintek.A fenti eljárás szimbolikus algebra szoftverek (Maple, Mathematia) segítségével teljes mér-tékben automatizálható.B.4. Leszármaztatott terek hárompont satolásainak számításaLegyenek

Oa(z, z̄) =
(
L̄−m1 . . . L̄−ml

L−n1 . . . L−nk
Φi1

)
(z, z̄)

Ob(z, z̄) =
(
L̄−m′

1
. . . L̄−m′

l′
L−n′

1
. . . L−n′

k′
Φi2

)
(z, z̄)

Oc(z, z̄) =
(
L̄−m′′

1
. . . L̄−m′′

l′′
L−n′′

1
. . . L−n′′

k′′
Φi3

)
(z, z̄) (B.18)tetsz®leges lokális konform terek, amelyek a Φi1 , Φi2 , Φi3 terek leszármaztatottai. A feladat a(B.8) operátorszorzat kifejtésben szerepl® Ca

bc operátorszorzat kifejtési együtthatók kifejezése aprimér terek közti Ci1
i2i3

hárompont satolással. Jelöljük az ezen operátorokhoz tartozó állapotokata következ®képpen:
|Ψa〉 = Oa(0)|0〉 , |Ψb〉 = Ob(0)|0〉 , |Ψc〉 = Oc(0)|0〉ekkor B.1 alapján

Ca
bc = 〈Ψa|Ob(1)|Ψc〉A bels® szorzat B.3 alatt ismertetett kiszámításához hasonlóan most is a Virasoro algebra tulaj-donságait fogjuk felhasználni. El®ször megszabadulunk a bal oldali vektoron szerepl® L operá-toroktól. Ha leválasztunk egy Virasoro generátort

|Ψa〉 = L−m|Ψ′
a〉 , m ≥ 1



B.4. Leszármaztatott terek hárompont satolásainak számítása 167akkor (B.14)-t felhasználva
Ca

bc = −〈Ψa|
∮

∞

dζ

2πi
ζm+1T (ζ)Ob(1)|Ψc〉amit a kontúrt áthúzva a z = 1 és z = 0-ban található szingularitások köré, és a radiális rendezéstfelhasználva a következ® alakot ölti:

Ca
bc = 〈Ψa|

(∮

1

dζ

2πi
ζm+1T (ζ)Ob(1)

)
|Ψc〉 + 〈Ψa|Ob(1)

∮

0

dζ

2πi
ζm+1T (ζ)|Ψc〉Az els® tagban a ζ−m−1 (nemnegatív kitev®s) függvényt ζ = 1 körül a binomiális tétel sze-rint sorba fejtve, a második tagban pedig direktben alkalmazhatjuk a (B.6) formulát, amivel akövetkez® eredményt kapjuk:

Ca
bc =

m∑

k=−1

(
m+ 1

k + 1

)
〈Ψa| (LkOb(1)) |Ψc〉 + 〈Ψa|Ob(1)|LmΨc〉Az ebben szerepl® tagokat a skalárszorzat kiszámításánál ismertetett módon, a Virasoro algebrakommutáiós reláiót használva kifejezhetjük újra a (B.18)-hoz hasonló alakú operátorok három-pont függvényeinek kombináiójaként. Ezt ismételve, minden L generátort eltüntethetünk a baloldali vektorról. Az L̄ generátorokkal hasonlóképpen járhatunk el (ez a kés®bbiekben is így lesz,ezért a releváns formulákat a továbbiakban sak az L generátorokra fogalmazzuk meg). Ennekeredményeként a hárompont satolást kifejezhetjük
〈Φi1 |Ob′(1)|Ψc′〉alakú mátrix elemekkel, ahol a bal oldali vektor már primér.Ezután hasonló módon megszabadulhatunk a jobb oldali vektor L és L̄ generátoraitól, akövetkez® típusú (az el®z® gondolatmenethez hasonlóan származtatott) azonosságot használva

〈Φi1 |B(1)L−m|C〉 = −
∞∑

k=−1

(−m+ 1

k + 1

)
〈Φi1 |(LkB)(1)|C〉 (B.19)ahol kihasználtuk, hogy a baloldali vektor már primér. A végtelen összegnek sak véges sok tagjaad járulékot, mert LkB ≡ 0, ha k nagyobb B (baloldali) Virasoro leszármaztatási szintjénél.Ezzel

〈Φi1|B(1)|Φi3〉alakú mátrixelemekre jutunk, ahol most már sak a középs® operátorról kell letávolítani a Vira-soro generátorokat. Az erre szolgáló reláió
〈Φi1 | (L−mB) (1)|Φi3〉 = −

∞∑

k=−1

(−1)m+k

(−m+ 1

k + 1

)
〈Φi1|B(1)Lk|Φi3〉Ett®l a jobb oldali vektoron ismét megjelennek az L generátorok. Valójában sak az L−1 lépfel, mivel a jobb oldali vektor már primér, ezért Lk eltünteti, ha k > 0, ha pedig k = 0,akkor egyszer¶en felveszi rajta a ∆i3 sajátértéket. Az L−1 generátorokat (B.19) segítségévelvisszadobhatjuk középre.A folyamat tehát véges sok lépésben véget ér, amennyiben �gyelembe vesszük, hogy a középs®vektorról azonban sak azokat az L−m generátorokat érdemes eltávolítani, amelyekre m ≥ 2.Ugyanis a fenti formulák alkalmazásával látható, hogy

〈Φi1 | (L−1B) (1)|C〉 = −〈Φi1 |B(1)L−1|C〉



168 B. Konform térelméleti módszerekEnnek következtében az L−1 generátorok egyszer¶en oda-vissza �pattognának� a középs® és ajobb oldali mez® között. Ez nem más, mint az elmélet eltolás invarianiájának kifejezése ahárompont satolások szintjén. L−1 (és hasonlóan L̄−1) ugyanis nem más, mint a z (illetve z̄)változóban vett eltolás generátora. Ha a fentieket követve minden L−1 (valamint L̄−1) operátortközépre viszünk, akkor végeredményként a problémát
〈Φi1|Ln

−1L̄
m
−1Φi2(1)|Φi3〉alakú mátrixelemek kiszámítására redukáltuk. Azonban tudjuk, hogy az eltolás generátoránakhatása minden mez®re a következ® alakú:

(L−1B) (z, z̄) = ∂zB(z, z̄) ,
(
L̄−1B

)
(z, z̄) = ∂z̄B(z, z̄)valamint (B.9)-ból (B.13) felhasználásával

〈Φi1 |Φi2(z, z̄)|Φi3〉 = const. · z∆i1
−∆i2

−∆i3 z̄∆̄i1
−∆̄i2

−∆̄i3így
〈Φi1 |Ln

−1L̄
m
−1Φi2(1)|Φi3〉 = (∆i1 − ∆i2 − ∆i3) . . . (∆i1 − ∆i2 − ∆i3 − n+ 1)

·(∆̄i1 − ∆̄i2 − ∆̄i3) . . . (∆̄i1 − ∆̄i2 − ∆̄i3 −m+ 1)

·〈Φi1 |Φi2(1)|Φi3〉és mivel a primér hárompont satolás éppen
Ci1

i2i3
= 〈Φi1|Φi2(1)|Φi3〉ezzel a feladatot megoldottuk. A bels® szorzat B.3 alatt ismertetett kiszámításához hasonlóan ahárompont satolásokat Dotsenko és Fateev munkáiból [DF85, DF84℄ vehetjük.Ez az eljárás is teljes mértékben automatizálható megfelel® szimbolikus algebra szoftverek(Maple, Mathematia) segítségével.B.5. A szabad konform skalármez®Ebben a függelékben a c = 1 entrális töltés¶ konform térelmélet, azaz a szabad konform ska-lármez® olyan alapvet® összefüggéseit tárgyalom, amelyekre a tárgyalt eredmények ismertetésénélszükség lesz.B.5.1. Kompakt szabad bozon periodikus határfeltételekkelTekintsünk egy szabad, zérus tömeg¶ skalármez®t egy L méret¶ dobozban periodikus ha-tárfeltételekkel (azaz egy L kerület¶ körön), ami egy r sugarú körön veszi fel az értékeit (azazkompakt); az r paramétert kompakti�káiós sugárnak nevezzük. Ez azt jelenti, hogy a mez®nekki kell elégítenie a következ® kváziperiodikus határfeltételt:

ϕ(L, t) ≡ ϕ(0, t) + 2πrmahol m ∈ Z az ún. savarodási szám. Az elmélet hatása
A =

1

8π

∫ ∞

−∞
dt

∫ L

0
dx∂µϕ∂

µϕ (B.20)A kanonikus kvantálás eredményeként el®álló kvantumos mez® módus kifejtése a következ®:
ϕ(x, t) = ϕ0 +

4π

L

(
π0t+

rM

2
x

)
+ i
∑

k 6=0

1

k

(
ake

i 2π
L

k(x−t) + āke
−i 2π

L
k(x+t)

)



B.5. A szabad konform skalármez® 169ahol π0 nem más, mint a kanonikusan konjugált mez®
π(t, x) =

1

4π
∂tϕ(t, x)nullmódusa (a mez®impulzus � nem tévesztend® össze a térid®beli értelemben vett impulzussal!):

π0 =

∫ L

0
π(t, x)dx

M a savarodási operátor, aminek sajátértéke az m savarodási szám, a nem elt¶n® kommutá-torok pedig
[ϕ0, π0] = i ; [ak, al] = kδk+l , [āk, āl] = kδk+l (B.21)A Hamilton függvény ζ-függvény regularizáióval számolható:
H =

2π

L

(
π2

0 +

(
rM

2

)2

+
∑

k>0

a−kak +
∑

k>0

ā−kāk − 1

12

)Áttérve a τ = it euklidészi id®re és a ξ = τ − ix,ξ̄ = τ + ix komplex koordinátákat bevezetve,a rendszert a ξ → z = e
2π
L

ξ leképezéssel átvihetjük a komplex síkra (2.2 ábra), ahol a mez®tszétbonthatjuk holomorf és antiholomorf komponensekre:
ϕ(z, z̄) = φ(z) + φ̄(z̄)

φ(z) = φ0 − ia0 ln z + i
∑

k∈Z

ak
z−k

k
; φ̄(z̄) = φ̄0 − iā0 ln z̄ + i

∑

n∈Z

ān
z̄−k

k

a0 = π0 +
rM

2
, ā0 = π0 −

rM

2
, φ0 + φ̄0 = ϕ0Hasznos bevezetni a duális mez®t a

ϕ̃(z, z̄) = φ(z) − φ̄(z̄)összefüggéssel, amelynek nullmódusa
ϕ̃0 = φ0 − φ̄0nem fordul el® az eredeti ϕ bozontérben, tehát az eredeti operátoralgebra kiterjesztésének te-kinthet® (az összes többi módus kifejezhet® ϕ módusaival).Ez a konform térelmélet a Virasoro algebra mellett invariáns az Û(1) × Û(1) áramalgebra(Ka-Moody algebra) alatt, amit a

J(z) = i∂zφ(z) , J̄(z̄) = i∂z̄φ̄(z̄)királis áramok generálnak. Ezek módusai éppen az an és ān operátorok, a két megmaradó U(1)töltés operátora pedig az a0 és ā0 nullmódus operátorokkal azonos.Egy Φ(z, z̄) mez®t az áramalgebrára nézve primér térnek nevezünk, ha az áramokkal vettoperátorszorzataira a
J(z)Φ(w, w̄) =

qΦΦ(w, w̄)

z − w
+O(1)

J̄(z̄)Φ(w, w̄) =
q̄ΦΦ(w, w̄)

z̄ − w̄
+O(1)összefüggések teljesülnek, ahol qΦ és q̄Φ a Φ mez® U(1) töltései. A Virasoro algebrát a

T (z) =
1

2
: J(z)J(z) : , T̄ (z) =

1

2
: J̄(z)J̄(z) :



170 B. Konform térelméleti módszerekalakban adott konform energia-impulzus tenzor generálja, ami alatt a Φ(z, z̄) a B.1 alatt de�-niált értelemben is primér tér, mégpedig ∆Φ =
q2
Φ
2 , ∆̄Φ =

q̄2
Φ
2 konform súlyokkal. A Virasorogenerátorok kifejezése a módusokkal:

Ln =
1

2

∞∑

k=−∞
: an−kak : , L̄n =

1

2

∞∑

k=−∞
: ān−kāk :A fenti modellben az áramalgebrára nézve primér terek összességét a

V(n,m)(z, z̄) = : ei
n
r
ϕ(z,z̄)+i mr

2
ϕ̃(z,z̄) := : eiqφ(z)+iq̄φ̄(z̄) : (B.22)vertex operátorok adják 1, ahol q és q̄ nem más, mint az U(1) töltések sajátértékei. A továb-biakban mind az (n,m), mind pedig a (q, q̄) parametrizáiót használni fogjuk, a kett® köztiösszefüggés:

q =
n

r
+
mr

2
, q̄ =

n

r
− mr

2A vertex operátorok operátorszorzat kifejtésének vezet® tagja
V(q,q̄)(z, z̄)V(q′ ,q̄′)(w, w̄) = (z −w)qq

′
(z̄ − w̄)q̄q̄

′
: V(q,q̄)(z, z̄)V(q′ ,q̄′)(w, w̄) :

= (z −w)qq
′
(z̄ − w̄)q̄q̄

′
V(q+q′ ,q̄+q̄′)(w, w̄) + . . . (B.23)A Hilbert-tér Fok modulokból épül fel, amelyek alapállapotai a vákuumból a következ®képpenállítható el®:

|n,m〉 = V(n,m)(0, 0)|0〉 = ei n
r

ϕ0ei mr
2

ϕ̃0|0〉Az ilyen állapotokra a következ®k teljesülnek:
π0|n,m〉 =

n

r
|n,m〉 , M |n,m〉 = m|n,m〉

ak|n,m〉 = 0 = āk|n,m〉 , k > 0(az áramalgebra nyelvén ezt úgy mondjuk, hogy az |n,m〉 állapot egy legmagasabb súlyú vektor).Az els® összefüggés konzisztens azzal, hogy π0 nem más, mint a ϕ0-hoz kanonikusan konjugáltimpulzus; a második ugyanilyen reláiót mutat ϕ̃0 és Mr
2 között. A fentiek következtében fenn-állnak az

ei n′
r

ϕ0 |n,m〉 = |n+ n′,m〉 , ei m′r
2

ϕ̃0|n,m〉 = |n,m+m′〉 (B.24)összefüggések is 2.Az Fn,m Fok modul, amelynek bázisát a
a−k1 . . . a−kr ā−l1 . . . ā−ls |n,m〉 (B.25)vektorok alkotják, nem más, mint az áramalgebra egy (legmagasabb súlyú) irreduibilis ábrázo-lása. A teljes Hilbert teret ilyen modulok direkt összegeként építhetjük fel:

H =
⊕

(n,m)∈S

Fn,m (B.26)1 A kett®sponttal jelölt normálrendezést úgy kell érteni, hogy k ≥ 1 esetben a−k balra áll ak-tól, q pedigugyansak balra p-t®l.2 Látható, hogy φ és φ̃ (és ezzel együtt az n mez®impulzus és az m savarodási szám) szerepe teljesenfelserélhet®, ha ezzel egyid®ben végrehajtjuk az r → 2/r helyettesítést. Ez a húrelméleti irodalomban ismert
T -dualitás legegyszer¶bb példája.



B.5. A szabad konform skalármez® 171Az operátor algebra lokalitása megszorítja az (n,m) kvantumszámok lehetséges spektrumát.Amennyiben megengedünk nemtriviális (m 6= 0) savarodási számokat, akkor r generikus érté-keinél sak két inekvivalens lehet®ség van [KM93℄:
S =

{
SB = {(n,m) : n,m ∈ Z}
SF =

{
(n,m) : n ∈ Z, m ∈ 2Z vagy n ∈ Z + 1

2 , m ∈ 2Z + 1
} (B.27)Mivel a V(n,m) operátor konform spinje

∆(n,m) − ∆̄(n,m) = nmaz SB algebra teljes mértékben bozonikus. Az SF algebrát az operátorszorzatra nézve a V± 1
2
,±1fermionikus operátorok generálják, amelyek pontosan egy Dira spinor négy komponensét adják:az n = ±1

2 a spinnek, az m = ±1 a részeske/antirészeske indexnek feleltethet® meg.B.5.2. Konform invariáns határfeltételekHa a kompakt bozon egy L kerület¶ kör (periodikus határfeltétel) helyett egy intervallumonde�niált, akkor feltehetjük azt a kérdést: milyen határfeltételek ®rzik meg a modell áramalgebraszimmetriáját. A konform szimmetria felhasználásával ezt a kérdést feltehetjük a komplex fels®félsíkon is: a határfeltételek ekkor olyanok kell legyenek, hogy
L(z) = L̄(z̄) , J(z) = ΩJ̄(z̄) ;teljesüljön a valós egyenesen (z = z̄) ahol Ω a (B.21) algebra automor�zmusa[PZ00℄. A lehetségesválasztások: Ω = 1 vagy Ω = −1 [RS99℄. Az els® esetben a ϕ mez® Neumann, a második esetbenDirihlet határfeltételnek tesz eleget. A duális mez®re ez a kett® szerepet serél, azaz Ω = 1tartozik a Dirihlet, míg Ω = −1 a Neumann határfeltételhez.B.5.2.1. Neumann határfeltételA módusokra nézve az Ω = 1 határfeltétel az ān = an reláióhoz vezet:

ϕ(z, z̄) = ϕ0 − ia0(ln z + ln z̄) + i
∑

n∈Z

an

n
(z−n + z̄−n) .A valós Minkowski térid®be a következ® módon térhetünk vissza. A 0 ≤ x ≤ L, −∞ < t < ∞sávon bevezetve a τ = it euklidészi id®t és a ξ = τ − ix komplex koordinátát, a ξ → z = e

π
L

ξtranszformáió a z változóban a fels® félsíkra képezi (8.1 ábra). Ennek segítségével kifejezhetjüka skalármez®t a sávon:
ϕ(x, t) = ϕ0 +

4π

L
π0t+

∑

n 6=0

an

n
(ei

π
L

n(x−t) + e−i π
L

n(x+t)) (B.28)Az x-függés világosan mutatja, hogy Neumann határfeltételek teljesülnek:
∂xϕ(0, t) = ∂xϕ(L, t) = 0 ; ∀tA Hamilton operátor (B.28)-b®l kapható (ζ-függvény regularizáióval)

HN =
2π

L
π2

0 +
π

L


∑

n 6=0

na−nan − 1

24


 (B.29)Visszatérve a síkra, egyszer¶ számolással meggy®z®dhetünk arról, hogy a naív exponeniálisalakban de�niált V(n,0)(z, z̄) operátorszorzatának vezet® tagja nem egyezik meg a (B.23) alattieredménnyel, és emellett nem is viselkedik primér térként az energia-impulzus tenzorral vett



172 B. Konform térelméleti módszerekoperátorszorzatát tekintve. Mivel azonban a vertex operátor ezen tulajdonságai teljes egészébensak a lokális viselkedés függvénye, ezért amennyiben ténylegesen a V(n,0) vertex operátor peremesmegfelel®jét keressük, az operátor normálását megfelel®en módosítani kell (ami a normálrendezésátde�niálásával lehetséges):
V(n,0)(z, z̄) = |z − z̄|q2

: eiqϕ(z,z̄) : ; q =
n

r
(B.30)Ezek az operátorok már primér terek, és konform súlyuk megegyezik a síkon felvett q2

2 értékkel,valamint operátorszorzatuk is pontosan megfelel a (B.23) alattinak.A peremes konform térelméletben vannak a határon lokalizált mez®k is, és az elmélet álla-pottere ezekkel hozható egy-egy értelm¶ kapsolatba. A jelen esetben ezek a peremes vertexoperátorok
Ψn(x) = : ei

n
r

ϕ(z,z̄)|z=z̄=x : (B.31)Ezeken a konform szimmetriának az a része ábrázolódik, ami a peremet (a valós egyenest) önma-gára képezi. Ez a síkon de�niált kett®s Virasoro algebrával szemben a Virasoro algebra egyetlenkópiájaként áll el®, ami alatt a fenti operátor hn = 2 n
r2

2 súlyú primér térként transzformálódik.A duális mez® a peremen elt¶nik, és ennek megfelel®en a peremes Hilbert-térben ninseneksavarodási számmal jellemezhet® szektorok. A teljes peremes állapottér a következ®képpen állel® Fok modulok direkt összegeként:
HN =

⊕

n∈Z

FN
n (B.32)

FN
n = span {a−k1 . . . a−kr |n〉}
|n〉 = Ψn(0)|0〉További részletek tekintetében Reknagel és Shomerus munkájára [RS99℄ utalok.B.5.2.2. Dirihlet határfeltételAz Ω = −1 határfeltétel eredményeképpen ϕ(z, z̄) a következ® alakot ölti:

ϕ(z, z̄) = ϕ0 − ia0(ln z − ln z̄) + i
∑

n∈Z

an

n
(z−n − z̄−n)A sávon fennálló határfeltételt itt is úgy lehet meghatározni, ha visszaképezzük a rendszert a

ξ → z = ei
π
L

ξ leképezés inverzével. Ekkor
ϕ(x, t) = φ0 +

2π

L
rMx− i

∑

n 6=0

an

n

(
ei

π
L

n(x−t) − e−i π
L

n(x+t)
) (B.33)ahol M = φL−φ0

2πr . Látható, hogy ϕ kielégíti a
ϕ(0, t) = φ0 ; ϕ(L, t) = φL ∀tDirihlet határfeltételeket, ahol φ0 és φL a mez® peremen felvett értékét megadó c-számok. AHamilton operátor kifejezése a módusokkal

HD =
2π

L

(
rM

2

)2

+
π

L


∑

n 6=0

na−nan − 1

24


 (B.34)A vertex operátorokat ezúttal a következ®képpen kell átde�niálni:

V(n,0)(z, z̄) = |z − z̄|−q2
: eiqϕ(z,z̄) : ; q =

n

r
(B.35)Mivel ϕ a határon egy c-szám, a (B.31) alatti peremes vertex operátorok triviálisak. A Hilbert-tértehát egyetlen Fok modulból áll:

H = FD
φ0,φL

(B.36)
FD

φ0,φL
= span {a−k1 . . . a−kr |0〉φ0,φL

}



B.6. Vertex operátorok mátrixelemeinek számítása 173B.6. Vertex operátorok mátrixelemeinek számításaB.6.1. Periodikus határfeltételekAhhoz, hogy a sonkolt konform állapottér módszerét a c = 1 konform térelmélet perturbá-ióra alkalmazhassuk, (4.5) alapján a következ® mátrixelemekre van szükségünk:
〈Φ′|V(a,0)(1, 1)|Φ〉ahol V(a,0)(z, z̄) a (B.22) alatt de�niált vertex operátor,

|Φ〉 =
1

NΦ

∞∏

k=1

ark
−kā

sk
−k|n,m〉

|Φ′〉 =
1

NΨ

∞∏

k=1

a
r′k
−kā

s′k
−k|n′,m′〉a szabad bozon (B.26) Hilbert-terének két bázisvektora, amiket most úgy paraméterezünk, hogymegadjuk a jobb/bal oszillátorok rk, sk (illetve r′k, s′k) betöltési számait, amelyek minden vektoresetén sak véges sok oszillátorra különböznek nullától, így a fenti szorzatok végesek, NΦ és

NΨ pedig pozitív valós számok, amiket úgy választunk meg, hogy a vektorok normája egységnyilegyen. Ennek következtében az ilyen vektorok ortonormált bázist alkotnak:
〈Φ′|Φ〉 = δn n′δm m′

∞∏

k=1

δrkr′k
δsks′kExpliiten

V(a,0)(1, 1) = eiαϕ0

∞∏

k=1

e−α
a−k

k eα
ak
k e−α

ā−k
k eα

āk
k

α =
a

rLátható, hogy minden mátrixelem számítása módusonként faktorizálódik. A normálási faktorok(a (B.21) serereláiók felhasználásával) a következ®képpen számíthatók:
N2

Φ =

∞∏

k=1

〈ark
k a

rk
−k〉〈ā

sk
k ā

sk
−k〉 =

∞∏

k=1

(rk! k
rk) (sk! k

sk) (B.37)ahol 〈. . . 〉 a módusonkénti átlagot jelöli. A vertek operátorok mátrixelemei pedig a következ®-képpen írhatók:
〈Φ′|V(a,0)(1, 1)|Φ〉 = N−1

Φ N−1
Φ′ δn′,n+aδm′ m

∞∏

k=1

〈ar′k
k e−α

a−k
k eα

ak
k ark

−k〉〈ā
s′k
k e−α

ā−k
k eα

āk
k āsk

−k〉ahol felhasználtuk (B.24)-t. Egy módus járuléka pedig az
〈ar′k

k e−α
a−k

k eα
ak
k ark

−k〉 =

∞∑

j′=0

∞∑

j=0

(−1)j
′

j! j′!

(α
k

)j+j′

〈ar′k
k a

j′

−ka
j
ka

rk
−k〉

〈ar′k
k a

j′

−ka
j
ka

rk
−k〉 = kj+j′

(
rk
j

)(
r′k
j′

)
j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′formulákkal számítható. A minimálmodellek esetével szemben (ld. B.3 és B.4) a fenti képletekegyszer¶en implementálhatók közvetlenül C nyelven, mindenféle szimbolikus algebra szoftver köz-beiktatása nélkül, ami azonban szükséges is, mert a kell® pontosságot sak a minimálmodellekénéljóval nagyobb dimenziószámú sonkolt állapottérrel lehet elérni.



174 B. Konform térelméleti módszerekB.6.2. Vertex operátorok mátrixelemei a peremes esetbenAz alábbiakban megadjuk a sonkolt konform állapottér módszer alkalmazásához szükségesmátrixelemek kiszámításának módszerét Neumann és Dirihlet határfeltétel esetére.B.6.2.1. Neumann határfeltételEbben az esetben a (B.32) Hilbert-tér két bázisvektora legyen
|Φ〉 =

1

NΦ

∞∏

k=1

ark
−k|n〉

|Φ′〉 =
1

NΨ′

∞∏

k=1

a
r′k
−k|n′〉normájuk a (B.37) kifejezéssel analóg módon

N2
Φ =

∞∏

k=1

〈ark
k a

rk
−k〉 =

∞∏

k=1

(rk! k
rk)Ezúttal kétféle mátrixelemet kell kiszámolni. A sáv belsejében elhelyezked® (�bulk�) vertex ope-rátorok mindig a térben kiintegrálva jelennek meg:

B
(a)
ΦΦ′ =

1

L

∫ L

0
dx 〈Φ′|V(a,0)(z, z

∗)|Φ〉
∣∣
z=ei π

L
x (B.38)a peremes vertex operátorok ellenben x = 0 vagy x = L pozíióban

C
(a)±
ΦΦ′ = 〈Φ′| : ei

a
r
ϕ(z,z̄) : |Φ〉

∣∣∣
z=±1

(B.39)(mindenütt t = 0). (B.28) és (B.30) alapján
V(a,0)

(
ei π

L
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)(
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)
j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′Az elvégzend® integrálok pedig visszavezethet®k a következ® összefüggésre:

1
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)α2 (
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)
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2

) (B.40)



B.6. Vertex operátorok mátrixelemeinek számítása 175A peremes vertex operátorok a sáv két szélén a következ® alakot öltik:
x = 0 : : eiαϕ(1,1) := eiαϕ0

∞∏

k=1

e−2α
a−k

k e2α
ak
k

x = L : : eiαϕ(−1,−1) := eiαϕ0

∞∏

k=1

e−2(−1)kα
a−k

k e2α(−1)k ak
k(B.39) mátrixelemeinek kiszámítását nem részletezzük, a B.6.1 alatt leírt módszerek alkalmazá-sával egyszer¶en adódnak.B.6.2.2. Dirihlet határfeltétel(B.36) alapján az állapotok alakja
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rk)a szükséges mátrixelemek pedig
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L
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0
dx 〈Φ′|V(a,0)(z, z

∗)|Φ〉
∣∣
z=ei π

L
x (B.41)(B.33) és (B.35) alapján
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j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′az integrálok pedig (B.40)-hoz hasonlóan számolhatók.



C. Integrálható kvantumtérelméletekC.1. Integrálható elméletek S mátrixaC.1.1. Az egzakt S mátrix elmélet alapjaiAz egzakt S-mátrix elméletet (�S matrix bootstrap�) A. B. Zamolodhikov és Al. B. Za-molodhikov fogalmazta meg [ZZ79℄. Egy kvantumtérelméletet akkor nevezünk integrálható-nak, ha létezik végtelen sok, egymással kommutáló, egynél magasabb Lorentz spin¶ megmaradómennyiség, amelyek megmaradó lokális áramokból származtatott s¶r¶ség integráljaként állnakel® (olyan mindig van, ami egyes spinnel rendelkezik, ez maga a szokásos energia és impulzus).Ha egy általános szórásfolyamatot (C.1 (a) ábra)
Ak1(p1) + · · · +Akn(pn) → Al1(q1) + · · · +Alm(qm)tekintünk, akkor a magasabb spin¶ megmaradó mennyiségek annyira megszorítják a folyamatot,hogy1. a részeskék száma nem változhat, m = n;2. a bemen® és kimen® impulzusok halmaza megegyezik:

{p1, . . . , pn} = {q1, . . . , qm}3. az el®z® pont következtében részeske típus váltó folyamatok sak akkor lehetségesek, havannak azonos tömeg¶, de különböz® típusú részeskék, és ilyenkor egy adott részeske sakvele megegyez® tömeg¶be alakulhat át;4. a sokrészeske folyamat amplitúdója kétrészeske szórások egymásutánjaként állítható el®, az
S mátrixot tehát a kétrészeske amplitúdók összessége teljesen meghatározza.A részeskék energiáját és impulzusát a (A.5)-nek megfelel®en a θ rapiditással paraméterezzük.A Lorentz-invariania következtében a szórás amplitúdók sak a relatív rapiditásoktól függnek.Amennyiben minden lehetséges tömegértékhez sak egy részeske típus tartozik, akkor akétrészeske amplitúdók mindegyike egy, a részeskék rapiditásától függ® komplex skalár. Az

Aa(θa) + Ab(θb) → Aa(θa) + Ab(θb) folyamat során nem történik más, mint hogy a részeskékfázistolást szenvednek:
Sab (θa − θb) = eiδab(θa−θb)Egy adott multipletthez tartozó, egymással tömegben degenerált részeskék szórása egy mátrix-szal jellemezhet®. Legyen a két multiplett a B és C, ekkor az ABi(θ1) + ACj (θ2) → ABk

(θ1) +
ACl

(θ2) folyamatokat az i, j, k, l multiplett indexek tetsz®leges értékeire tekintve, az amplitúdóka következ®képpen írhatók:
SBC (θ1 − θ2)

kl
ijEnnek gra�kus reprezentáiója a C.1 (b) ábrán látható. Az analitikus S mátrix elmélet axiómáia következ®k:1. A kétrészeske S mátrix amplitúdók a komplex rapiditás paraméter meromorf függvényei a

0 ≤ ℑmθ ≤ π sávban. Minden ebben a sávban az imaginárius tengely mentén találhatópólus �zikai eredet¶, azaz vagy egy kötött állapothoz, vagy egy úgynevezett Coleman-Thundiagramhoz tartozik [CT78℄, ami a négydimenziós térelméletekb®l ismert anomális küszöbszingularitások kétdimenziós megfelel®je.



C.1. Integrálható elméletek S mátrixa 177
1 n2 ...

m1 2 ...

(a) n → m szó-rásfolyamat
C

B C

B(θ )

(θ ) (θ )

(θ )

i j

kl

1 2

2 1

(b) Kétrészeske folya-mat B C(θ ) (θ )i j1 2

(θ )C 2l Bk(θ )1

C (θ )B (θ )1 2m n

j

m n

=

i() A (C.1) reláióC.1. ábra.2. A kétrészeske S-mátrixok eleget tesznek az
∑

k,l

SBC(θ)kl
ijSCB (−θ)nm

lk = δm
i δ

n
j (C.1)feltételnek (C.1 () ábra). Amennyiben a kétrészeske S mátrix ezenfelül teljesíti a

(
SBC(θ)kl

ij

)∗
= SCB(−θ∗)jilk (C.2)ún. hermitikus analitiitási feltételt [Mir99℄ akkor SBC egyben egy unitér mátrix, azaz (valós

θ-ra, azaz a �zikai tartományban)
∑

k,l

(
SBC(θ)kl

ij

)∗
SBC(θ)kl

i′j′ = δi
i′δ

j
j′ (C.3)Ez minden unitér kvantumtérelméletben teljesül, de fordítva ez nem igaz: a kétrészeske Smátrix lehet unitér anélkül, hogy a teljes sokrészeske S mátrix unitér lenne. Erre látunkmajd példát a skálázó Lee-Yang modell esetén. Ha a modell id®tükrözésre invariáns:

SCB(θ)jilk = SBC(θ)kl
ijakkor a hermitikus analitiitás ekvivalens a közismertebb valós analitiitással:

(
SBC(θ)kl

ij

)∗
= SBC(−θ∗)kl

ij3. A kétrészeske S mátrixok eleget tesznek a keresztezési reláiónak:
SBC(iπ − θ)kl

ij =
∑

j′l′

CB
jj′CC

ll′SCB(θ)j
′k

l′i (C.4)ahol CB és CC a B és C multiplettre érvényes töltéstükrözési mátrixok.4. Az S mátrixok eleget tesznek a faktorizáiós (Yang-Baxter) egyenletnek (C.2 ábra)
SCD (θ2 − θ3)

j3k3

j2k2
SBD (θ1 − θ3)

i3k2
i2k1

SBC (θ1 − θ2)
i2j2
i1j1

= (C.5)
SBC (θ1 − θ2)

i3j3
i2j2

SBD (θ1 − θ3)
i2k3
i1k2

SCD (θ2 − θ3)
j2k2

j1k1amelyek azzal kapsolatosak, hogy minden háromrészeske folyamatot kétféleképpen is fellehet írni kétrészeske folyamatok egymásutánjaként, de ennek a két felírásnak meg kellegyeznie. Itt az ismétl®d® indexekre összegzést kell érteni.
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θ2 θ3 θ1 θ2 θ3θ1

k3 j3 i3

k2

j2

1i 1j k1 1i 1j k1

j2

k3 j3 i3

k2i2

i2

=

C.2. ábra. A Yang-Baxter egyenlet5. A kötött állapotok az ®ket alkotó részeskékhez hasonlóan részei az elmélet spektrumának(�nukleáris demokráia�). A kötött állapotok S mátrixát az összetev®k S mátrixa egyértel-m¶en meghatározza. Az ezt leíró fúziós (�bootstrap�) reláió felírásától most eltekintek, azirodalomban (pl. a Zamolodhikov testvérek fentebb hivatkozott ikkében) megtalálható.A töltéskonjugálás (C), tértükrözés (P ) és id®tükrözés (T ) hatása a kétrészeske S mátrixon akövetkez®képpen adható meg:
C P T

SAB(θ)kl
ij → SA B(θ)k̄l̄

īj̄
SBA(θ)lkji SBA(θ)jilk

(C.6)ahol most az egyszer¶ség kedvéért a C töltéskonjugálás mátrixok expliit kiírása helyett egysze-r¶en felülvonással jelöltem az antirészeskét.Egy integrálható relativisztikus kvantumtérelmélet S mátrixát akkor tekintjük ismertnek,ha ismert egy részeske spektrum és a köztük lehetséges összes kétrészeske folyamat S mát-rixelemeinek egy rendszere úgy, hogy a kétrészeske S mátrixok összes �zikai sávban találhatószingularitását a megadott részeske spektrum segítségével meg tudjuk magyarázni vagy kötöttállapotként, vagy pedig mint anomális küszöböt leíró (Coleman-Thun) diagram segítségével. Ateljes spektrum meghatározását a szakzsargon a �bootstrap bezárása� néven ismeri. Az egzakt Smátrix program egy nagyon alapos, szinte minden részletre kiterjed® összefoglalása Mussardo ik-kében olvasható [Mus92b℄. Az alábbiakban a jelen dolgozatban érintett és ismertnek feltételezettegzakt S mátrixok felsorolására szorítkozom.C.1.2. A skálázó Lee-Yang modellA fejezet bevezet®jében említett skálázó Lee-Yang modell az M2,5 minimálmodell perturbá-iója a Φ1,2 primér térrel:
ASLY = A2,5 + ig

∫
d2xΦ1,2(x)A g satolási állandó normálását azzal rögzíthetjük, hogy a perturbáló tér konform kétpontfüggvényére el®írjuk a

〈Φ1,2(x)Φ1,2(0)〉 =
1

|x|4∆1,2feltételt. A modell integrálható, spektruma egyetlen részeskét tartalmaz, amelynekm tömegévela g satolási állandó a következ® kapsolatban áll:
g = (0.09704845636 . . . )m12/5



C.1. Integrálható elméletek S mátrixa 179az univerzális bulk energia konstans értéke
B = − 1

4
√

3
(C.7)(ld. [YZ90℄) és a kétrészeske S mátrixa [CM89℄

S(θ) =
sinh θ + i sin 2π

3

sinh θ − i sin 2π
3Ez a modell a kétdimenziós kvantumtérelméletek �állatorvosi lova�: egyszer¶sége miatt szinteminden az irodalomban kifejlesztett módszer (pl. a TCSA, a termodinamikai Bethe Ansatzvagy az ezen dolgozatban nem tárgyalt form-faktor módszer) ezen került kipróbálásra. A jelendolgozatban is el®fordul hasonló szerepkörben.Az S mátrix pólusa a θ = 2π

3 i pontban annak felel meg, hogy a részeske el®fordul mintönmaga két példányának kötött állapota (ez az ún. φ3 tulajdonság, mivel szemléletesen ez azinterpoláló tér hárompont satolásának felel meg). Ennél a pólusnál a reziduum értéke:
Res

θ= 2π
3

i
S(θ) = ig , g = −2

√
3Az analitikus S mátrix elméletb®l következik, hogy unitér elméletben (diagonális szórás esetén)

g > 0 kell legyen (értéke pontosan a tömeghéjon vett háromrészeske satolás abszolút értékéneknégyzetével egyezik). A skálázó Lee-Yang modell azonban nem unitér, a Hilbert téren de�niáltmetrika inde�nit [CM89℄ (egészen pontosan az állapotok normája attól függ®en pozitív/negatív,hogy páros vagy páratlan számú részeskét tartalmaznak).C.1.3. A kritikus Ising modell mágneses perturbáiójának S mátrixaA kritikus Ising modellt az M3,4 minimálmodell írja le, amelynek entrális töltése c = 1/2, ésmegfogalmazható egy zérus nyugalmi tömeg¶ Majorana fermion térelméleteként. Az elméletbenaz egységoperátor mellett két nemtriviális primér tér van:
ǫ : ∆ǫ = ∆̄ǫ =

1

2

σ : ∆σ = ∆̄σ =
1

16Ez egyben azt jelenti, hogy modellnek két releváns perturbáiója van: az els® a h®mérsékletnek(pontosabban a kritikus értékt®l való eltérésének), a második a küls® mágneses térnek felel meg;itt ez utóbbit tárgyaljuk (a h®mérsékleti perturbáió egy szabad tömeges Majorana fermionnakfelel meg).A hatás
A (h) = Ac= 1

2
− h

∫
dtdxσ(t, x)



180 C. Integrálható kvantumtérelméletekEz a modell integrálható, S mátrixát a nevezetes E8 faktorizált szórás adja meg [Zam89℄. Aspektrum 8 részeskét tartalmaz (Ai, i = 1, . . . , 8) amelyeknek tömegarányait az
m2 = 2m1 cos

π

5

m3 = 2m1 cos
π

30

m4 = 2m2 cos
7π

30

m5 = 2m2 cos
2π

15

m6 = 2m2 cos
π

30

m7 = 2m4 cos
π

5

m8 = 2m5 cos
π

5összefüggések adják meg. A tömegskála és a satolási állandó közötti reláió [Fat94℄ alapján
m1 = (4.40490857 . . . )|h|8/15vagy másképp kifejezve

h = κhm
8/15
1 , κh = 0.06203236 . . . (C.8)Két A1 típusú részeske közti szórásamplitúdó

S11(θ) =

[
1

15

] [
1

3

] [
2

5

]
, [x] =

sinh θ + i sinπx

sinh θ − i sinπx
(C.9)ahonnan a többi kétrészeske S mátrix a �bootstrap� módszer segítségével meghatározható[Zam89℄, részletes felsorolásukat ld. Mussardonál [Mus92b℄.C.1.4. A sine-Gordon elmélet S mátrixaA sine-Gordon modell klasszikus hatása

AsG =

∫
d2x

{
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2

β2
cos βΦ

}A modell spektrum egy szoliton-antiszoliton dublettb®l és ennek kötött állapotaiként el®állólélegz®kb®l áll. Klasszikusan a szolitonok tömege
Mszoliton =

8m

β2a lélegz®k spektruma pedig folytonos, tömegük 0 és 2Mszoliton között bármilyen értéket felvehet.A kon�guráiók topologikus töltése
Q =

β

2π

∫ ∞

−∞
∂xΦdx =

β

2π
(Φ(+∞) − Φ(−∞)) (C.10)ami egy (a mozgásegyenlett®l függetlenül) megmaradó mennyiség. A szoliton topologikus töltése

+1, az antiszolitoné −1, a lélegz®ké pedig 0.



C.1. Integrálható elméletek S mátrixa 181A klasszikus elmélethez hasonlóan a kvantumelmélet is integrálható, és a szoliton dublettegzakt S mátrixa a következ® [ZZ79℄ :
S++

++(θ) = S−−
−−(θ) = −

∞∏

l=1

[
Γ(2(l − 1)λ+ λθ

π )Γ(2lλ+ 1 + λθ
π )

Γ((2l − 1)λ+ λθ
π )Γ((2l − 1)λ+ 1 + λθ

π )
/(θ → −θ)

] (C.11)
S+−

+−(θ) = S−+
−+(θ) =

sinh(λθ)

sinh(λ(iπ − θ))
S++

++(θ) ; λ =
8π

β2
− 1

S−+
+−(θ) = S+−

−+(θ) =
i sinh(λπ)

sinh(λ(iπ − θ))
S++

++(θ)A lélegz®k spektruma a kvantumelméletben diszkrét. Ha λ < 1, akkor egyetlen lélegz® sinsjelen, ezt nevezzük a satolási állandó taszító tartományának. A λ > 1 vonzó tartományban akövetkez® tömegekkel rendelkeznek:
Bn : mn = 2 sin

nπ

2λ
, n = 1, 2, · · · < λ (C.12)A többi szórásamplitúdó felírásához élszer¶ bevezetni a

{y} =

(
y+1
2λ

)(
y−1
2λ

)

(
y+1
2λ − 1

)(
y−1
2λ + 1

) , (x) =
sinh

(
θ
2 + ixπ

2

)

sinh
(

θ
2 − ixπ

2

) (C.13)függvényeket. A Bn és Bm lélegz®k szórására
Sn,m(θ) = {n+m− 1}{n +m− 3} . . . {n−m+ 3}{n −m+ 1} (C.14)adódik, ahol az általánosság megszorítása nélkül feltettük, hogy n ≥ m, míg egy szoliton (vagyantiszoliton) és Bn szórásamplitúdója1

Sn(θ) = S+ n
+n(θ) = S−n

−n(θ) = {n − 1 + λ}{n − 3 + λ} . . .
{
{1 + λ} , ha n páros
−
√

{λ} , ha n páratlan (C.15)C.1.5. Kink S mátrixokA szokásos részeskék mellett a kétdimenziós kvantumtérelméletekben a lokalizált gerjesz-téseknek létezik egy másik fontos osztálya is. Tegyük fel, hogy az elmélet több (véges sok),egymással degenerált vákuumot is megenged (pl. valamilyen diszkrét szimmetria spontán sér-tése folytán). Ebben az esetben a kon�guráiók között vannak olyanok, amelyek több doménreoszthatók, ahol egy domén belsejében a rendszer egy kiválasztott vákuum közelében van. A do-méneket falak választják el, amelyek pontszer¶en lokalizáltak és véges energiával rendelkeznek,Lorentz-transzformáiók alatt pedig mozgó, lokalizált, részeskeszer¶ gerjesztésként viselkednek.Az ilyen doménfalakat kinkeknek nevezzük.Egyszer¶en látható, hogy a szokásos részeskékkel ellentétben az ilyen kinkekb®l álló sokré-szeske állapotokban spei�kus kiválasztási szabályok érvényesülnek abban a tekintetben, hogymilyen kinkek kerülhetnek egymás mellé. Jelölje Kab azt a kinket, amely balról a, jobbról b vá-kuum között visz át. Amennyiben a 6= b, az adott kink két különböz® vákuum között interpolál,ami egyenérték¶ azzal, hogy nemtriviális topológiai töltést hordoz. Egy általános elméletbena mez® kon�guráiók topológiai töltése a G/H faktoron veszi fel az értékét, ahol G az elméletdiszkrét szimmetriasoportja, H pedig a vákuumok által sértetlenül hagyott alsoport. A Kabkink topológiai töltése a G azon elemei által alkotott osztály, amelyek az a vákuumot a b-beviszik át. A C.1.6 alatt látni fogjuk, hogy elképzelhet®ek semleges kinkek is, amelyekre a = b.1 Vegyük észre, hogy {λ} egy teljes négyzet.



182 C. Integrálható kvantumtérelméletekFeltételezzük, hogy az összes kink tömege azonos, azaz egy multiplettet alkotnak (a többmultiplettre való általánosítás teljesen természetes módon megadható), valamint az egyszer¶ségkedvéért egy a, b párhoz sak egy kink tartozik. A kink mozoghat, ezért a szimmetria kvantum-számai mellett egy rapiditás paraméterrel is rendelkezik. Egy aszimptotikus sok-kink állapot(amiben a kinkek egymástól nagyon távol vannak)
|Ka1a2(θ1)Ka2a3(θ2) . . . Kanan+1(θn)〉alakú, ahol az A.2 alattiakhoz hasonlóan θ1 > θ2 > · · · > θn esetén bejöv® (in), míg θ1 < θ2 <

· · · < θn esetén kimen® (out) állapotról van szó. Az {a1, . . . , an+1} egy ún. vákuumszekvenia;minden modellre jellemz®ek azok az ún. szomszédsági szabályok, amelyek megadják, hogy egyilyen szekveniában melyik két vákuum kerülhet egymás mellé (azaz melyik kett® között vaninterpoláló kink). Egészen pontosan egy olyan részeske multiplettet nevezünk kink multiplett-nek, amelyikb®l a sokrészeske állapotok nem az egyrészeske állapotok szabad kompozíiójávalképezhet®k (mint a szokásos Fok térben), hanem a fenti módon nemtriviális szomszédsági sza-bályok szorítják meg a lehetséges állapotokat.A doménfalak mozgás közben egymással találkozhatnak, és ekkor szóródnak egymáson. In-tegrálható modellekben ilyenkor semmi más nem történik, mint hogy a két fal áthatol egymásonés a köztük lév® vákuum típusa megváltozik, azaz a folyamat a
Kab(θ1) +Kbc(θ2) → Kad(θ2) +Kdc(θ1)egyenlettel adható meg. Ezen folyamat valószín¶ségi amplitúdóját

@
@

@
@�

�
�

�

θ1 θ2

a

b

c

d

Scd
ab (θ1 − θ2) =

alakban reprezentálhatjuk. Az egzakt S mátrix-elmélet összes axiómája megfelel® módon átír-ható kink gerjesztések esetére [KM92℄. A (C.1) helyett az S mátrix a
∑

d

Scd
ab(θ)S (−θ)cead = δe

b (C.16)feltételnek kell eleget tegyen (C.16 ábra). Amennyiben a kétrészeske S mátrix ezenfelül teljesítia
Scd

ab(θ)
∗ = Scb

ad(−θ∗) (C.17)ún. hermitikus analitiitási feltételt akkor a szórás unitér, amit most
∑

d

Scd
ab(θ)S

cd
ae(θ)

∗ = δe
a (C.18)fejez ki.A töltéskonjugálás a Kab kinket a Kba kinkbe viszi át, egy cab töltéskonjugáiós faktor erejéig.A (C.4) keresztezési reláiók megfelel®je

Scd
ab(θ) =

cad

cbc
Sbc

da(iπ − θ) (C.19)míg a (C.5) Yang-Baxter egyenlet helyett
∑

g

Sde
fg(θ1 − θ2)S

gf
ab (θ1 − θ3)S

dg
bc (θ2 − θ3) =

∑

g

Sef
ag (θ2 − θ3)S

de
gc (θ1 − θ3)S

cg
ab(θ1 − θ2) (C.20)
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θ θ1 2

da c

e

b

= δb
e

C.3. ábra. A (C.16) összefüggés gra�kus reprezentáiója

θ2 θ3 θ1 θ3θ1 θ2

=

b c

ef

ga d a

f

b

g d

e

cC.4. ábra. Kink faktorizáiós egyenletjelenti a faktorizáió konzisztenia feltételét (C.4 ábra).A dolgozatban el®forduló, kink gerjesztéseket tartalmazó elméletek a minimálmodellek in-tegrálható perturbáió (Φ1,3, Φ1,2/Φ2,1, illetve Φ1,5 operátorral), valamint a sine-Gordon modell
k > 1 hajtogatási számmal jellemzett verziói. Ezek közül a következ® alfejezetben példaként egyolyan S mátrixot mutatok be, amelynek meghatározása saját eredményem.C.1.6. A Virasoro minimálmodellek Φ1,5 perturbáiójának egzakt S mátrixaAz Mp,q minimálmodell egyik lehetséges integrálható perturbáióját a Φ1,5 operátor adja,ami azonban sak nemunitér elméletekben (|p− q| 6= 1) releváns. Ennek a modellsaládnak az
S mátrixát a modell kvantumsoport szimmetriáját felhasználva határoztam meg [Tak97a℄; aikkben szerepl® elírásokat kés®bb egy Watts-szal közös ikkünkben helyesbítettem [TW02℄.A modell hatása

A = Ap,q − λ

∫
dtdxΦ1,5(t, x)ahol Ap,q a konform térelmélet hatása. Az elmélet alapvet® gerjesztéseit egy kink multiplett írjale, a megengedett vákuumok egy j (fél)egész számmal indexelhet®k:

j = 0, 1/2, . . . , jmaxahol jmax = (p−2)/2. A {j1, . . . , jn} vákuumszekveniák akkor megengedettek, ha eleget teszneka
|jk+1 − jk| = 0 vagy

1

2szomszédsági szabályoknak, amelyeket a (C.5) ábrán illusztráltam. Ha a két vákuum azonos, amegfelel® kink semleges, ellenkez® esetben pedig topológiai töltést hordoz.
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...

PSfrag replaements
0 1

2 1 jmax − 1
2 jmaxC.5. ábra. Φ15 perturbáiók vákuum szomszédsági gráfjaA

q = exp

(
iπp′

4p

)

y = exp

(
π

ξ
θ

)
, ξ =

4

3

πp

p′ − 2p

[z]4 =
q4z − q−4z

q4 − q−4jelöléseket bevezetve, a töltött kinkek szórási amplitúdói a következ® alakba írhatók:
Scd

ab =

(
−
(
y2

q
− q

y2
− 1

q
+ q

)
δac

(
[2b+ 1]4[2d+ 1]4
[2a+ 1]4[2c+ 1]4

)1/2 (C.21)
+

(
y2

q5
− q5

y2
− 1

q
+ q

)
δbd

)
S0(θ)ahol

S0(θ) = ± 1

4i

(
sinh

π

ξ
(θ − πi) sinh

π

ξ

(
θ − 2πi

3

))−1

×

exp


−2i

∫ ∞

0

sin kθ sinh πk
3 cosh

(
π
6 − ξ

2

)
k

k cosh πk
2 sinh ξk

2

dk


 . (C.22)A többi amplitúdó semleges kinkeket is tartalmaz:

Saa
aa =

q6y2 + y2q8 − q8 − q4y2 + y2 − q10y2 + y4q2 − y2q2

y2q5
S0(θ) (C.23)

Sba
ab =

(y2 + q6)(y2 − 1)

y2q3
S0(θ)

Sba
aa = −(q4 − 1)(y2 + q6)

yq5
S0(θ)

Saa
ab = i

caa

cba

(q4 − 1)(y2 − 1)

q2y
S0(θ)

Sab
aa = i

cab

caa

(q4 − 1)(y2 − 1)

q2y
S0(θ)ahol a cab faktorok a Kab kink töltéskonjugálásakor fellép® együtthatók, amelyek megjelennek a(C.19) keresztezési reláiókban:

cab =

{
α1(−1)2a

√
[2b+1]4
[2a+1]4

a = b± 1
2

α2 a = b



C.2. Re�exiós faktorok peremes integrálható modellekben 185amelyekben α1,2 tetsz®leges (konveniótól függ®) szorzófaktorok.A teljes spektrum elvileg az S mátrix szingularitásainak analízisével kapható meg, de a mainapig sak a (p, q) értékek egy bizonyos tartományában ismert, általánosságban a problémanem megoldott. Azt azonban tudjuk, hogy a gerjesztett állapotok spektruma további, magasabbtömeg¶ kink multipletteket, illetve skalár lélegz®ket tartalmazhat. A magasabb kink multiplettek
S mátrixai sak egy y → ηy helyettesítéssel, illetve az S0(θ) skalárfaktor értékében különböznek(C.21,C.23)-t®l, ahol η = ±1,±i lehet.C.2. Re�exiós faktorok peremes integrálható modellekbenC.2.1. Az egzakt R mátrix elmélet alapjaiTekintsünk egy kvantumtérelméletet a ∞ < x <≤ 0 félegyenesen, ahol x = 0-ban a mez®k va-lamilyen határfeltételnek tesznek eleget. Távol a peremt®l a �zikai viselkedés lényegében azonos aperem nélküli elméletével. Az aszimptotikus állapotok a A.2 alatti jelölésekkel a következ®képpenadhatók meg:

|Aa1(p1) . . . Aan(pn)〉αin = |θ1, . . . , θn〉αa1...an , θ1 > · · · > θn > 0A bemen® állapotban minden részeske rapiditása pozitív, hiszen a részeskék a végtelen távolimúltban mind a perem felé haladnak. A kimeneti állapotban hasonlóképpen:
|Aa′

1
(p′1) . . . Aa′

m
(p′m)〉βout = |θ′1, . . . , θ′m〉α′a′

1...a′
m

, θ′1 < · · · < θ′m < 0az összes részeske már visszaver®dött a falról és a peremt®l távolodik. Az α és α′ indexek aperem állapotát adják meg; látni fogjuk, hogy a peremnek is lehetnek gerjesztései, illetve ezektartozhatnak adott szimmetria alatt transzformálódó multiplettekbe is.Amennyiben a perem nélküli elmélet integrálható, kereshetünk olyan határfeltételeket, hogya magasabb spin¶ megmaradó mennyiségek egy része továbbra is megmaradjon. Nem mindenmennyiségre lehetséges ez: pl. maga az impulzus megmaradása is sérül az eltolásinvarianiamiatt, azonban Ghoshal és A. B. Zamolodhikov számos példát talált olyan határfeltételekre,amelyek a perem nélkül megmaradó mennyiségek felét megtartják. Ebben az esetben a perem-feltételt integrálhatónak nevezzük, és a C.1.1 alatti egzakt S mátrix elmélethez nagyon hasonlómódon egy faktorizált szóráselmélet építhet® fel, a következ® tulajdonságokkal:1. a részeskék száma egy folyamatban nem változhat, m = n2. a bemen® és kimen® rapiditások halmaza el®jelt®l eltekintve megegyezik:
{θ1, . . . , θn} =

{
−θ′1, . . . ,−θ′m

}3. részeske típus váltó folyamatok sak akkor lehetségesek, ha vannak azonos tömeg¶, de kü-lönböz® típusú részeskék, és ilyenkor egy adott részeske sak vele megegyez® tömeg¶bealakulhat át. A perem bemeneti és kimeneti állapotának energiája megegyezik: Eα = Eβ.4. a sokrészeske folyamat amplitúdója kétrészeske szórások és a peremen történ® egyrészeskere�exiók egymásutánjaként állítható el®, az átmeneti amplitúdókat tehát a (peremt®l füg-getlen) kétrészeske S mátrix amplitúdók és a (peremfeltételt®l függ®) egyrészeske re�exiósfaktorok összessége teljesen meghatározza.Az egyrészeske re�exiós faktort a
|θ〉αa = Rα′a′

αa (θ)| − θ〉α′a′összefüggés de�niálja.Az analitikus R mátrix elmélet axiómái a következ®k:



186 C. Integrálható kvantumtérelméletek1. Az egyrészeske re�exiós faktor a komplex rapiditás paraméter meromorf függvényei a 0 ≤
ℑmθ ≤ π/2 sávban. Minden ebben a sávban az imaginárius tengely mentén található pólus�zikai eredet¶, azaz vagy egy gerjesztett peremállapothoz, vagy egy úgynevezett peremesColeman-Thun diagramhoz tartozik [DTW99, BBT04℄.2. Az egyrészeske re�exiós faktorok eleget tesznek az

∑

α′,a′

Rα′a′
αa (θ)Rα′′a′′

α′a′ (−θ) = δα′′
α δa′′

a (C.24)feltételnek. Amennyiben ezenfelül teljesül a
(
Rα′a′

αa (θ)
)∗

= Rαa
α′a′(−θ∗) (C.25)hermitikus analitiitási feltétel, akkor a re�exió unitér, azaz (valós θ-ra, azaz a �zikai tarto-mányban) ∑

α′,a′

(
Rα′a′

αa (θ)
)∗
Rα′a′

α′′a′′(θ) = δα
α′′δa

a′′ (C.26)3. Az egyrészeske re�exiós faktorok eleget tesznek a keresztezett unitaritásnak. Ennek felírá-sához érdemes bevezetni a
Kαβ,ab(θ) =

∑

α′,a′

Caa′ C̃αα′
Rβb

α′a′

(
i
π

2
− θ
)mennyiségeket, ahol C a részeskék, C̃ a perem állapotainak viselkedését írja le töltéskonju-gálás alatt. A keresztezett unitaritás követelménye a következ®:

Kαβ,ab(θ) =
∑

a′b′

Sab
a′b′(2θ)K

βα,b′a′
(−θ) (C.27)4. Az egyrészeske re�exiós faktorok eleget tesznek a következ® faktorizáiós (peremes Yang-Baxter)egyenletnek

Rα4a4
α3a3

(θ1)S
a3b4
a2b3

(θ1 + θ2)R
α2b3
α1b2

(θ2)S
a2b3
a1b2

(θ1 − θ2) = (C.28)
Sa4b4

a3b3
(θ1 − θ2)R

α3b3
α2b2

(θ2)S
b2a3
b1a2

(θ2 + θ1)R
α2a2
α1a1

(θ1)ahol az ismétl®d® indexekre összegzést értünk.5. A perem gerjesztett állapotai részei az elmélet spektrumának, az ilyen állapoton való re�e-xiós faktorok egy fúziós (bootstrap) reláió segítségével a kétrészeske S mátrixokkal és azalapállapoti re�exiós faktorral kifejezhet®k, a részleteket ld. [GZ94℄.6. Ha valamely részeske két másik kötött állapotaként áll el®, akkor re�exiós faktorai megkap-hatók a konstituensek re�exiós faktorai és S mátrix amplitúdói ismeretében [Gho94℄.A fentiek a C.1.5 alatt leírtakkal analóg módon általánosíthatók kink multiplettekre is, de ennektárgyalásától itt most eltekintek, a peremes szuperszimmetrikus sine-Gordon modellr®l BajnokZoltánnal és Palla Lászlóval közösen írott munkánkban [BPT02b℄ a részletek megtalálhatók.C.2.2. A peremes sine-Gordon elmélet re�exiós faktoraiAz alábbiakban a perem nélküli (�bulk�) sine-Gordon elmélet jellemz® mennyiségeire a C.1.4alatt bevezetett jelöléseket használjuk. A legáltalánosabb olyan integrálható modell, amely asine-Gordon modellb®l egy peremre lokalizált poteniál hozzáadásával kapható meg, Ghoshal ésZamolodhikov nyomán [GZ94℄ a következ® klasszikus hatással de�niálható:
AbsG =

∫ ∞

−∞
dt

{∫ 0

−∞
dx

(
1

2
∂µΦ∂µΦ +

m2
0

β2
cos βΦ

)
+M0 cos

β

2
(Φ(t, x = 0) − Φ0)

} (C.29)



C.2. Re�exiós faktorok peremes integrálható modellekben 187(a Dirihlet határfeltétel az M0 → ∞ határesetnek felel meg).A peremes Yang-Baxter egyenletet, unitaritást és keresztezett unitaritást, valamint a mini-mális analitikus szerkezet követelményét kielégít® legáltalánosabb megoldást a szoliton dublettre�exiós faktorára szintén Ghoshal és Zamolodhikov határozta meg [GZ94℄:
R(η, ϑ, θ) =

(
Rs

s(η, ϑ, θ) Rs̄
s(η, ϑ, θ)

Rs
s̄(η, ϑ, θ) Rs̄

s̄(η, ϑ, θ)

)
=

(
P+(η, ϑ, θ) Q(η, ϑ, θ)
Q(η, ϑ, θ) P−(η, ϑ, θ)

)

=

(
P+

0 (η, ϑ, θ) Q0(θ)
Q0(θ) P−

0 (η, ϑ, θ)

)
R0(θ)

σ(η, θ)

cos(η)

σ(iϑ, θ)

cosh(ϑ)

P±
0 (η, ϑ, θ) = cosh(λθ) cos(η) cosh(ϑ) ± i sinh(λθ) sin(η) sinh(ϑ)

Q(θ) = i sinh(λθ) cosh(λθ) (C.30)ahol η és ϑ a megoldást jellemz® két valós paraméter,
R0(θ) =

∞∏

l=1

[
Γ(4lλ+ i2λθ

π )Γ(4λ(l − 1) + 1 + i2λθ
π )

Γ((4l − 3)λ+ 2λθ
π )Γ((4l − 1)λ+ 1 + 2λθ

π )
/(θ → −θ)

]és
σ(x, θ) =

cos x

cos(x− iλθ)

∞∏

l=1

[
Γ(1

2 + x
π + (2l − 1)λ+ iλθ

π )Γ(1
2 − x

π + (2l − 1)λ+ iλθ
π )

Γ(1
2 − x

π + (2l − 2)λ+ iλθ
π )Γ(1

2 + x
π + 2lλ+ iλθ

π )
/(θ → −θ)

]A sine-Gordon modell peremes alapállapota (valamint minden kés®bb tárgyalandó gerjesztettperemállapot is) szinglett, ezért nins hozzájuk rendelt multiplett index. A re�exióban a topo-logikus töltés kett®vel változhat, vagyis a szoliton szám paritása megmarad.A lélegz®k re�exiós faktorai ennek ismeretében már egyértelm¶en meghatározhatók [Gho94℄:
R(n)(η, ϑ, θ) = R

(n)
0 (θ)S(n)(η, θ)S(n)(iϑ, θ) (C.31)ahol

R
(n)
0 (θ) =

(
1
2

) (
n
2λ + 1

)
(

n
2λ + 3

2

)
n−1∏

l=1

(
l

2λ

) (
l

2λ + 1
)

(
l

2λ + 3
2

)2 ; S(n)(x, θ) =

n−1∏

l=0

(
x
λπ − 1

2 + n−2l−1
2λ

)
(

x
λπ + 1

2 + n−2l−1
2λ

)(a jelöléseket ld. (C.13)-ben).A gerjesztett peremes állapotok spektrumát Bajnok Zoltánnal, Palla Lászlóval és Tóth GáborZsolttal együttm¶ködésben határoztuk meg [BPTT02℄, Mattsson és Dorey Dirihlet peremfel-tételekre vonatkozó eredményeit általánosítva [MD00℄. A spektrum egész számok sorozataivalparaméterezhet®: az
|n1, n2, . . . , nk〉állapot akkor létezik, ha teljesül a

π

2
≥ νn1 > wn2 > · · · ≥ 0feltétel, ahol νn = η

λ − (2n+1)π
2λ és wn = π − η

λ − (2n−1)π
2λ . Az ilyen állapot energiája (az alapálla-potéhoz viszonyítva)

E|n1,n2,...,nk〉 = M
∑

i páratlan cos(νni) +M
∑

i páros cos(wni)Megjegyzem, hogy a peremes alapállapotot |〉-vel jelöljük; a |0〉 már a ν0 pólusnál keltett (els®)gerjesztett állapotot jelöli.



188 C. Integrálható kvantumtérelméletekA re�exiós faktorok k paritásától függnek. Ha k páros, akkor a szoliton dublett amplitúdói
Q|n1,n2,...,nk〉(η, ϑ, θ) = Q(η, ϑ, θ)

∏

i odd ani(η, θ)
∏

i even ani(η̄, θ)és
P±
|n1,n2,...,nk〉(η, ϑ, θ) = P±(η, ϑ, θ)

∏

i odd ani(η, θ)
∏

i even ani(η̄, θ)ahol
an(η, θ) =

n∏

l=1

{
2
( η
π
− l
)}

; η̄ = π(λ+ 1) − η(ismételten (C.13) jelöléseit alkalmazva).A lélegz®k re�exiós faktoraira
R

(n)
|n1,n2,...,nk〉(η, ϑ, θ) = R(n)(η, ϑ, θ)

∏

i odd bnni
(η, θ)

∏

i even bnni
(η̄, θ)adódik, ahol

bnk(η, θ) =

min(n,k)∏

l=1

{
2η

π
− λ+ n− 2l

}{
2η

π
+ λ− n− 2(k + 1 − l)

}Páratlan k-ra a fenti formulákban fel kell serélni a szolitont és az antiszolitont (s↔ s̄), valamintaz
η → π(λ+ 1) − ηhelyettesítést kell elvégezni.Az R mátrix paramétereit a kvantumtérelmélet satolásainak függvényében Al. B. Zamolod-hikov határozta meg [Zam99℄. A satolási állandókat a perturbált konform térelméleti leírásbande�niáljuk, azaz a (C.29)-nak megfelel® peremes kvantumtérelméletet egy Neumann határfel-tételeknek eleget tev® c = 1 szabad bozon kett®s (�bulk� és peremes) perturbáiójaként adjukmeg:

ApCFT
sG = AN

c=1 +

∫ ∞

−∞
dt

{
µ

2

∫ 0

−∞
dx
(
V(2,0) + V(−2,0)

)
+
µ̃

2

∫ ∞

−∞
dt
(
e−βΦ0/2Ψ1 + eβΦ0/2Ψ−1

)}(C.32)ahol a V(±2,0) és Ψ±1 vertex operátorokat a (B.30) és (B.31) kifejezések alapján de�niáljuk, és abozon kompakti�káiós sugara2
r = 2

√
4π

βAz R mátrix paraméterei és a (C.32) hatás satolási állandói közötti összefüggés:
cos

(
η

λ+ 1

)
cosh

(
ϑ

λ+ 1

)
=

µ̃

µ̃crit
cos

(
βΦ0

2

)

sin

(
η

λ+ 1

)
sinh

(
ϑ

λ+ 1

)
=

µ̃

µ̃crit
sin

(
βΦ0

2

) (C.33)ahol
µ̃crit =

√√√√
2µ

sin
(

πλ
λ+1

)2 A 4.2.2 alatt tárgyaltakhoz hasonlóan természetesen itt is lehet hajtogatott modelleket de�niálni, ahol
r = 2k

√
4π
β

és a perturbáló operátorok V(2k,0) + V(−2k,0), illetve e−βΦ0/2Ψk + eβΦ0/2Ψ−k.



C.2. Re�exiós faktorok peremes integrálható modellekben 189Zamolodhikov a perem energiáját is meghatározta:
Eb(η, ϑ) = − M

2 cos π
2λ

(
cos
(η
λ

)
+ cosh

(
ϑ

λ

)
− 1

2
cos
( π

2λ

)
+

1

2
sin
( π

2λ

)
− 1

2

) (C.34)Ezen reláiók levezetése [BPT02a℄-ban található.A Φ(x, t) = Φ0 Dirihlet peremfeltétel esetén a hatás alakja
ApCFT

sG = AD
c=1 +

µ

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ 0

−∞
dx
(
V(1,0) + V(−1,0)

) (C.35)ahol a V(±1,0) vertex operátorok a (B.35) alapján de�niáltak és a kompakti�káiós sugár az
r =

√
4π

βkapsolatban áll a β paraméterrel. A re�exiós faktorokban a Dirihlet határfeltétel a ϑ → ∞határesetnek felel meg, és a fennmaradó paraméter az
η = (λ+ 1)

βΦ0

2
(C.36)kapsolatban áll a mez®nek a peremen felvett értékével [GZ94℄, a peremes energiajárulék pedig[LMSS95℄

Eb(η) = − M

2 cos π
2λ

(
cos
(η
λ

)
− 1

2
cos
( π

2λ

)
+

1

2
sin
( π

2λ

)
− 1

2

) (C.37)
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