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1. Bevezetd és attekintés: végesméret effektusok
szerepe a kvantumtérelméletben

Kozismert, hogy a kvantumtérelméletek nagyon széles teriileten alkalmasak fizikai rendszerek
modellezésére. A modern részecskefizika elképzelhetetlen lenne nélkiiliik, de kvantumtérelmé-
leti modszereket hasznalnak a modern szilardtestfizikiban (vagy altalanosabban a kondenzalt
anyagok fizikdjaban) is, illetve a statisztikus fizika szamos teriiletén, tipikusan fazisatalakulasok
modellezésére.

Fontos észrevenni, hogy a val6sadgban szinte soha nem talalkozunk idealizalt, végtelen térfogat-
ban létezd rendszerekkel, és még a szokasos végtelen térfogatban megfogalmazott kvantumtérel-
méletben is szamos alkalommal hasznélunk véges térfogatbeli megfogalmazast, mint pl. a szorasi
hataskeresztmetszet kiszamitasakor. Az ezzel modellezett fizikai jelenségek is véges térfogatban
mennek végbe, hiszen a gyorsitokban a részecskenyalabok &altalaban nem végtelen kiterjedést
vikuumban, hanem a gyorsité kamrajaban talalkoznak. Ennek a térfogatnak a skaldja persze
sokkal nagyobb, mint a modellezni kivant elemi folyamatokra jellemz§ skéla, ezért a szamitott
és mért hataskeresztmetszetek fiiggése ettdl a véges mérettsl és a peremfeltételektdl elhanyagol-
hatd, és a kvantumtérelméleti szamitasokban a megfelel§en értelmezett mennyiségek végtelen
térfogatbeli hataresetét szamoljuk ki. Hasonléan, szilardtestfizikai alkalmazasokban tipikusan a
minta mérete joval nagyobb, mint az atomok kozti tavolsag, igy a legtobb esetben a végtelen
nagy mintara vonatkoz6 idealizaci6 megengedhetd.

Azonban rengeteg olyan fizikai szitudcié van a valdsdgban is, amikor a végesmeéret effektusok
jelentds szerepet jatszanak. Példaul mésodrendii fazisatalakulasi pontban (idealizalt végtelen
rendszerben) a korrelacios hossz divergal. Egy véges mintaban azonnal jelentds fiiggést tapasz-
talunk a minta méretétsl, amint azzal a korrelacios hossz 6sszemérhetéve valik. Az idedlis érte-
lemben vett fazisdtalakulds mint olyan maga is csak végtelen rendszerekben létezik; a valdosdgban
mindig véges rendszerekkel van dolgunk!.

A masik jellemz6 alkalmazasi teriiletet az erds kolcsonhatas racstérelméleti megkozelitése ki-
nalja. A térids racs mindenképpen véges rendszer, ilyen médon a végesméret effektusok mindig
jelen vannak. Természetesen gondolhatunk arra, hogy a termodinamikai hataratmenet alkal-
mazaséaval (azaz a térfogatot végtelenbe extrapolalva) ezektsl megszabaduljunk, 4am ezt részben
a numerikus szamitasok nehézségei miatt reménytelen teljes mértékben keresztiilvinni, részben
pedig még ha lehetséges lenne is, az extrapolacidhoz akkor is ismerniink kell a véges mérettsl vald
fliggés jellegét. Sokkal termékenyebbnek tiinik az a hozzaallas, amely Liischer attéré munkaja
[Lus86a, Lus86b| nyoman a végesméret effektusokat megprobalja kiaknazni a kvantumtérelmé-
letre jellemz6 mennyiségek, pl. az S matrix meghatarozasara. Valojaban a szorasamplitadok
meghatarozasara, valamint pl. rezonancidk mérésére racstérelméletben nincs is més eszkoziink;
ennek oka, hogy a termodinamikai hataresetben minden, a vikuumtol véges tavolsaghan fekvé
allapot zérus impulzust részecskék Osszességéhez tart, vagyis a kiiszobparamétereken kiviil mést
nem is lehet meghatarozni (lényegében erre vonatkozik a Maiani-Testa-féle ,no-go” tétel [MT90],
aminek egy fontos kovetkezménye, hogy racson rezonancidkat nem lehet termodinamikai hatar-
esetben tanulmanyozni). Vegyiik figyelembe azt is, hogy kvantumtérelméleti végesméret korrek-
ciok ma mar kozvetleniil kimérheték laboratoriumban is: meg fogom mutatni, hogy a Casimir
effektus pontosan ilyen természeti jelenség.

! Leszamitva esetleg a kozmologiai meéretskalat.



10 1. Bevezeld és dttekintés: végesméret effektusok szerepe a kvantumtérelméletben

A jelen munka alapja éppen ez a megkdzelités, amelyben a végesméret effektusokra ugy
tekintiink, mint egy lehetséges eszkozre annak érdekében, hogy tébbet megtudjunk a kvantum-
térelméletek minket érdekls kérdéseirsl. Ehhez elGszor is minél alaposabban meg kell érteniink a
végesméret effektusok természetét, kapcsolatat a kvantumtérelmeéleti formalizmussal, hogy aztan
az igy szerzett tudast hasznosithassuk.

Ennek megfelelgen a dolgozat sordn elGszor a végesméret effektusok kvantumtérelméleti ta-
nulményozasat targyalom. A 2. fejezetben emlékeztetek arra, ami a térfogat két aszimptotikus
tartomanyaban ismert. Nagy térfogatban, tetszéleges téridé dimenzidban a Liischer altal kifej-
lesztett formalizmus alkalmazhato, kis térfogatban pedig (1 4+ 1 téridé dimenziéban) Cardy-t
kovetve konform térelméleti leirast hasznalhatunk [CP88|. Ezutan nagyrészt 1 + 1 dimenzios
kvantumtérelméletekre koncentréalok, de tobb helyen latni fogjuk majd az eredmények altalano-
sitasat magasabb dimenzids elméletekre is.

A 3. fejezetben bevezetem az 1 + 1 dimenzi6s kvantumtérelméletek esetén nagyon hatékony
perturbalt konform térelméleti leirdst, amikor a vizsgélni kivant rendszert az ultraibolya renor-
malasi csoport fixpontot leir6 konform térelmélet relevans operatorral torténé perturbaciojaként
fogalmazzuk meg. Az igy kapott fogalmi rendszer lényegében a masodrendii fazisatalakulasok
statisztikus fizikai leirdsabol szarmazik; valojaban egy kvantumtérelméletre mindig tekinthetiink
gy, hogy az egy diszkrét racson megfogalmazott statisztikus fizikai rendszernek a renormélési
csoport fixpontja kornyezetében érvényes leirasat adja. Megforditva, a statisztikus fizikai rend-
szert ilyenkor a kvantumtérelmélet regularizéciojaként foghatjuk fel, és a fizikai mennyiségek
fliggetlensége a regulariziciéo megvalasztdsatol az tn. univerzalitdsban jut kifejezésre.

A perturbalt konform térelméleti leiras modot ad két igen hatékony kozelité modszer be-
vezetésére, amiket a 4. fejezetben targyalok. A fixpontban értelmezett kétdimenziés konform
térelméletet ugyanis, annak nagyfoku szimmetridja miatt, igen sok esetben egzakt médon meg
tudjuk oldani; ekkor érdemes a fixpontot deformal6 relevans operator csatolasaban perturbécio-
szamitast végezni a szokasos, szabad térelméletbdl indulo kifejtés helyett. Ez a konform pertur-
bécidszamitas, ami kis térfogatban ad megbizhatd eredményt. Masrészt azonban amennyiben
varidcios problémaként tekintiink a spektrum meghatarozasara, akkor a csatolasi allandéban
(illetve a térfogatban) nemperturbativ kozelitést kapunk. Ez a csonkolt konform &llapottér
kozelités, amelynek tovabbfejlesztéséhez és kiterjesztéséhez szamos sajat eredményem fiiz6dik.
Elénye, hogy minden olyan elméletben alkalmazhatd, amikor a perturbdld operator relevans, és
ilyen modon nem fiigg az elmélet integralhatosagatol; nemintegralhato 1 4+ 1 dimenziés kvan-
tumtérelméletek tanulmanyozasara jelenleg ez a leghatékonyabb eszkoz, alkalmazasanak csak a
rendelkezésre 4116 szamitéasi kapacitds szab hatart (ennyiben hasonlithaté a racstérelmélethez, de
a 3+1 dimenzios racs szamitasokhoz képest joval nagyobb pontossagot tesz lehetévé). Azt is latni
fogjuk, hogy a modszer kittinden hasznalhaté integralhato rendszerek tanulményozasara is, pl. az
egzakt S méatrix elméletbdl vagy més modszerekkel adodo sejtések ellendrzésére, illetve konkrét
kérdések eldontésére. Az integralhato rendszerekben az egzakt eredményeket ugyanis legtobbszor
olyan megkdzelitésben kapjuk, amikor az elmélet konkrét Lagrange-fiiggvénye, dinamikaja csak
nagyon attételes szerepet jatszik. Eppen ezért nagyon fontos az egzakt eredmények (amik emiatt
mindig csupén sejtések) és a konkrét kvantumtérelmélet kozti kapcesolat megteremtése, amiben
a végesmeéret effektusok tanulmanyozasa donté szerepet jatszik, és a csonkolt konform allapottér
kozelités a jelenleg 1étez6 leghatékonyabb numerikus eljaras.

Amennyiben a rendszer integralhato, a végesmeéret spektrum egzakt modszerekkel is tanulma-
nyozhat6 (5. fejezet). A Bethe-Yang egyenletek (a kétrészecske allapotokra Liischer altal adott
leirds természetes altalanositasa) lehetévé teszik sokrészecske allapotok végesméret korrekcioi-
nak 1/L sorfejtésének minden rendjében egzakt leirdsat (de elhanyagoljak azokat a korrekciokat,
amelyek a térfogattal exponenciélis csengenek le). Egy masik, minden szempontbol egzakt le-
irdst ad a termodinamikai Bethe Ansatz modszere. Harmadik lehetGség a Destri-de Vega-féle
fénykuapracs regularizicion alapulé komplex nemlinearis integralegyenlet modszere, amit kiilon
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targyalok a 6. fejezetben, mivel ennek kifejlesztéséhez szamos hozzajarulast tettem, és ennek
kapcsan részletesen ismertetem sajat eredményeimet.

A fentiek mind a végesméret effektusok alaposabb megértését célozzak, a 7. fejezetben viszont
ratérek a kifejlesztett eljarasok konkrét kvantumtérelméleti problémékra torténé alkalmazasara.
Latni fogjuk majd, hogyan alkalmazhatok a vikuumok kozotti alaguteffektus tanulmanyozasara,
a ritka instanton géz kozelitéssel valo Osszevetésre; hogyan ellenérizhetSk az egzakt S métrix
elmélet joslatai a csonkolt konform &allapottér segitségével, illetve hogyan szamithatok ki lokalis
operatorok varhato értékei. Javaslok majd egy hatékony modszert fazisatalakulasok rendjének
és univerzalitasi osztalyanak meghatarozésara is, és bemutatom alkalmazasat a kétfrekvencias
sine-Gordon modellben. Megadom a véges térfogatbeli spektrum alapjan a rezonancidk para-
méterei meghatarozésédnak egy tjszerd moédszerét, ami kiilondsen alkalmas keskeny rezonanciak
tanulmanyozésara. Itt roviden targyalom majd, hogyan altalanosithatok ezek az eredmények
realisztikus (3 + 1 dimenzios) téridén definialt modellek esetére. Végiil pedig az imaginariusan
csatolt affin Toda térelméletek és a perturbalt minimélmodellek konzisztencidjat (unitarités,
illetve spektrum valossaga) elemzem, az ennek soran kapott eredményekkel hozzajarulva az ide
kapcsolodo, méig eldontetlen problémak felderitéséhez.

A periodikus hatarfeltételeken kiviil definidlhatunk valodi peremfeltételeket is, amikor a rend-
szer ténylegesen nyilt, hatarfeliiletekkel koriilvett térrészben van. Az ilyen modelleket peremes
kvantumtérelméleteknek nevezziik, 14 1 dimenzidéban ez egy félvégtelen egyenesnek vagy térbeli
intervallumnak felel meg. A valosdgban a véges térfogatu rendszerek mind ilyenek, periodikus ha-
tarfeltételek csak elméleti konstrukcioként valosithatok meg. Ilyen rendszereket tanulményozok
a 8. fejezetben, ahol elgszor a Bethe-Yang egyenletek, majd pedig a csonkolt konform allapottér
kozelités peremes kiterjesztését targyalom. FEzeket elészor is a peremes sine-Gordon elmélet
tanulméanyozasara hasznalom, ahol az egzakt S matrix elmélet peremes megfelelGje, az egzakt
R maétrix elmélet, illetve a termodinamikai Bethe Ansatz modszer peremes kiterjesztése altal
megadott eredményeket ellenérzom. Ezutan ratérek a klasszikus peremes sine-Gordon elméletre,
aminek tanulmanyozasa elvezet Liischer formalizmusédnak a peremes rendszer vakuumallapotaira
torténd kiterjesztéséhez. Kiilon targyalom az egyrészecske jarulékok problémajat, amelynek kap-
csan az irodalomban szamottevs érdeklédés mutatkozott, ennek kapcsan igazolok egy Dorey és
munkatérsai altal felvetett sejtést, mégpedig tetsz6leges (nemcesak integralhatd) kvantumtérelme-
letre kiterjesztve. Végezetiil pedig ismét visszatérve 3+ 1 (illetve tetszdleges) téridé dimenzioba,
megmutatom, hogy a Casimir er§ nem méas, mint peremes végesméret effektus. Ennek a megkoze-
litésnek djszertisége abban rejlik, hogy a Casimir effektust nem a mikroszkopikus, hanem a nagy
skalakon érvényes leirds felgl kozeliti meg, ezzel egyfel6l mentes az ultraibolya divergencidktol,
mésfeldl tetszlegesen kolecsonhatd kvantumtérelmeéletekre is természetes modon alkalmazhato.

Végezetiil a 9. fejezetben rovid Gsszegzést és kitekintést adok: kapcsolédo problémékat, az
eredmények lehetséges alkalmazasait, illetve jelenleg folyd kutatésokat vazolok.

Hogy az alapvet§ gondolatmenetet ne torjék meg, a sziikséges hattérismereteket fiiggelé-
kekbe rendeztem (ezek nem egy esetben sajat eredményt, pl. a ®; 5 perturbalt minimalmodellek
egzakt S méatrixat, vagy a csonkolt konform allapottér kozelitéshez kifejlesztett eljarasokat is
tartalmaznak). A dolgozat végén, az irodalomjegyzéket kovetGen taldlhato targymutato segiti az
eligazodést a fontosabb fogalmak kozott.



2. Periodikus hatarfeltételek: aszimptotikus viselkedés
nagy és kis térfogatban

2.1. Nagy térfogat: vezets végesméret korrekcidok

A nagy térfogatil hataresetben a végesméret korrekciokat Liischer jellemezte a 80-as évek
kozepén [Lus86a, Lus86b|. Eredményei szerint a vezets végesméret korrekciokat a végtelen térfo-
gatban adott S matrix (pontosabban annak analitikus elfolytatasa) segitségével lehet kifejezni.
A tovabbiak megalapozésa érdekében roviden felidézziik ezeket az eredményeket.

2.1.1. Toémegkorrekcidk

Tegyiik fel, hogy az elmélet spektruma az Ay, ..., Ay (egyszeriiség kedvéért skalar) részecs-
kéket tartalmazza, amelyek tomege (végtelen térfogatban) my < -+ < my és m; > 0 (azaz
nincs zérus nyugalmi tomegii gerjesztés), a részecskék energidja végtelen térfogatban pedig
wq (P) = /P2 + m2 alakban fejezhet6 ki a pimpulzus segitségével. A stabil egyrészecske allapo-
tok végesmeéret korrekcidja a tomeg térfogatfiiggésével jellemezhets. d + 1 dimenzids euklidészi
téridében, amennyiben a térszerd dimenziok mindegyike egy L keriiletd korre kompaktifikalt

0<z'<L , i=1,....d

és periodikus hatarfeltételeket feltételeziink, a témegspektrumot a kétpont fiiggvények idGirany-
ban vett hossziatava aszimptotikajabol definialjuk:

(Oa(T)O4(0))f, ~ e ™D 7, o
ahol 7 = 29! az euklidészi id6 koordinata és az O, lokalis operatorok a részecskék interpolalo
mezdi, azaz végtelen térfogatban fenndll a

0104 (0)| (7= 0)) = |/ 260
osszefiiggés, ahol Z, az un. hullamfiiggvény renormélési alland6. (Az L alsé index a tovabbiak-
ban mindig a véges térfogatban definidlt kvantumtérelméleti mennyiségekre — varhato értékekre,
allapotvektorokra —utal).
A fenti jelolésekkel az A, részecske tOomegének térfogatfiiggését — feltételezve, hogy m, <
2my, azaz A, bomlasa kinematikailag tiltott vezetd rendben a kovetkezs Osszefiiggés adja meg
|[KM91]:

ma(L) = ma+Amgﬂ>(L)+Amg (L) + O (e77F) (2.1)
d—1 —L\/@ 12,
AmiL) =~y S0 ([ = ml) M, [ G e
4m2 (2m)d—
@ pe 2 q +uabc

41 da® e L (49)2+¢% +p2,  [my
Am{I(L) = Z/ 27) qu_l /i Fap <—Z —q0>

2
" 2\/(q0)2 + a7+ 2 o
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(a) p-tag (b) F-tag

2.1. abra. A (2.2) tomegkorrekci6 grafikus szemléltetése 1 + 1 dimenzioban

A jelolések a kovetkezok:

1 ,2>0
O(z)=93 ,z=
0 ,z<0
P pedig a féértékintegralt jeloli. Tovabba
b mpme

Habe = MpSinusy, = mg sinu,, = sin up.

a
ahol a 0 < up, < 7 fzids szoget” az

2

m2 =mi +m2 + 2mym, cos uf,

egyenlet definialja, Fy; a
Aa(P) + Ap(q) — Aa(P) + Ap(7)
folyamatot jellemz6 tin. el6reszorasi amplitudo (1d. (A.4)) mint a

—

L wa (P)wy (@) =P+ q = /Mgy cosh §

memy

kinematikai valtozo fiiggvénye (6 az un. rapiditds valtozo)

Y

Aabe = —Mape Res2 Fu (v(s))

a tomeghéjon vett (,on-shell”) szimmetrikus haromrészecske csatolas, ahol s a szokésos Mandel-
stam valtozo

s = mg + m% + 2/mgmpv

végiil pedig M. 1, ha A, (A, antirészecskéje) el6all b és c kotott dllapotaként (ez a fizikai feltétele
annak, hogy Fy;-nek a megfelels helyen polusa legyen), és 0 egyébként. Ay, gy is megkaphato,
mint az egyrészecske irreducibilis (1PI) vertexfiiggvény tomeghéjon vett értéke

)\abc - I‘abc (paapbypc)
Patpbtpc=0
pe=mg, py =mj , p; =m;

A hibara (az elhanyagolt magasabb rendii korrekciokra) jellemz6 o, egyiitthato értéke fiigg attol,
milyen vertexek léteznek az adott elméletben. d > 1 esetén és altalanos vertexeket feltételezve
0o = V2ia11, a részletes analizis tekintetében 1d. [KMI1].
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1+ 1 dimenzioban (A.2 jeloléseit hasznélva) a fenti formuldk lényegesen leegyszertisodnek:

Amg(L) = - Z 0 (m2 — ‘mg — mz‘) fabe Rapee Haver (2.2)
b,c

_ 2{;73 / %e—mchosthb cosh 6 (Sgg (9 + zg) _ 1) +0 (e—UaL)

ahol
Rape = —i Res Sgllyj (9)
O=iul,

ha A, elgall A, és A, kotott allapotaként, egyébként pedig Rgpe = 0. A fenti kifejezés fizikai
jelentését a 2.1 dbra szemlélteti, ahol a vonalak az egzakt propagitoroknak, a vertexek az egzakt
vertexfiiggvényeknek feleltethet6k meg; jol lathato, hogy a vezetd korrekcié azon grafok felosszeg-
zésének felel meg, amelyekben pontosan egy hurok keriili meg a hengert a (kompakt) térszerii
irdnyban.

Lényeges tulajdonsiaga a tomegkorrekcionak, hogy a térfogat novekedésével exponencidlisan
csokken (ez egyébként a tomeges Feynman propagétor térszert irdnyban mutatott hasonlo visel-
kedésének a kovetkezmeénye). Ha a végesméret korrekciokat 1/L szerinti sorfejtésben tekintjiik,
akkor a tomegkorrekcié ebben a kifejtésben nem analitikus. Ez a késGbbi megfontolasokban
nagyon fontos szerepet jatszik majd. Az is szembetiing, hogy a korrekcio kifejezésében a szorasi
amplitiidéonak minden esetben a fizikai tartoményon tulra térténd elfolytatasa szerepel, kiszami-
tasdhoz tehat az analitikus S matrix elméletbdl ismert elfolytatésra van sziikség.

2.1.2. Kétrészecske allapotok

A kétrészecske allapotokat Liischer elGszor az 1/L szerinti sorfejtésben vizsgalta [Lus86b|. A
részletes formulak kozlésétol itt most eltekintek, de a legfontosabb megallapitasokat felidézem.
Az 1/L-ben analitikus korrekciok minden esetben kifejezheték a rugalmas kétrészecske szorasi
amplitudoval, mégpedig a tomegkorrekciok esetétdl eltéren ennek a fizikai tartomanyban felvett
értékeivel. Ezenfeliil az 1/L sorfejtés minden tagja a parcialis hullam amplitudok an. kiiszébpa-
ramétereivel, azaz a fizikai kiiszobnél vett Taylor-egyiitthatoival fejezhetd ki.

A kés6bbiek soran sikeriilt egy olyan modszert talalnia, amivel az 1/L-ben analitikus korrek-
ciok elvileg egzakt modon kezelhetGek [Lus91lb|. A gyakorlati alkalmazis sordn azonban mindig
egy olyan kozelitést kell alkalmazni, amelynek soran egy adott levagasi értéknél magasabb per-
diilethez tartoz6 parcidlis hullamok jarulékat elhanyagoljuk.

Ez a korlatozas nem &ll fenn 1 4+ 1 dimenziéban, mivel itt a Poincaré csoport kiscsoportja
trivialis (nincsenek térbeli forgatasok). Ennek megfelelGen ha a részecskék a tomeget tekintve
nem degeneraltak (vagyis nincsenek belsg kvantumszamaik), akkor a rugalmatlan kiiszob alatt
a szords egyetlen fazistolassal jellemezhets! (nincsenek parcialis hullamok). A tovdbbiakban
egyszertség kedvéért erre az esetre szoritkozom.

A rugalmatlan folyamatok hidnyaban a hullamfiiggvényre kirétt periodikus hatarfeltétel a
kiovetkez egyenletekre vezet [Lus86b]:

eimaL sinh 6, Sab (ea o Hb) - 1
SO G, (0 —0,) = 1 (2.3)

(a jeloléeseket 1d. A.2 alatt), amelyekbdl a két részecske rapiditasa a térfogat fiiggvényében
meghatarozhat6 és az energiajuk kifejezhet§ mint

FE = m, cosh 8, + my cosh 6,

! Amennyiben integralhaté kvantumtérelméletrsl van szé, akkor még az utébbi feltételt sem kell kikétni,
hiszen ebben az esetben nem léteznek rugalmatlan szorasi folyamatok.
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ahol a kétdimenzios kvantumtérelméletekben szokasos moédon bevezettem az
Sab (0a — 05) = S (60 — 65)

jelolést. Az 5.1 fejezetben megadom majd ennek egy leszarmaztatésat (és egyben éltalanositasat
sokrészecske allapotok esetére) integralhato kvantumtérelméletekben.

A (2.3) egyenletek logaritmusat véve és kihasznalva Sy, unitaritasat a kovetkezd osszefiigge-
seket kapjuk:

meLsinh @, + dgp (0, — 0) = 27ny,
mpLsinh 0 — 04 (6, — 0p) = 21y

ahol a fazistolast a

dab (ea - eb) = —ilog Sap (ea - 91))

osszefliggés definialja, és ng, np a lehetséges megoldasokat (kétrészecske allapotokat) jellemzd
kvantumszamok. Ennek egyik kovetkezménye, hogy

2
mg sinh 6, + my sinh 6, = % (ng + np)

ami a teljes impulzus kvantilasanak felel meg véges térfogatban. Masrészt ha L > m !, mb_l

akkor kihasznélhatjuk a fazistolds viselkedését a kiiszobnél
5ab(0) =km

ahol k = 0 vagy 1 lehet. Ennek megfelelGen a részecskék impulzusai aszimptotikusan 1/L szerint
zérushoz tartanak

2
mgsinh 6, ~ il (na — E)

L 2
2 k
mpsinh 6, ~ %(nb+§>

és ezért eléggé nagy térfogatban, amennyiben a kétrészecske allapotot a legkisebb tomegi ré-
szecske két példanya alkotja (m, = myp = my), az éllapot energiaja a rugalmatlan szorés kiiszobe
alatt marad. Ez lehet6vé teszi ennek a formulanak az alkalmazéasat nemintegralhaté kvantum-
térelméletekben is (magasabb dimenzioban is, pl. a QCD két-pion allapotaira [Lus86b]).

2.2. Kis térfogat: konform térelmélet

2.2.1. A nagy energias viselkedés osztalyozasa 1+ 1 dimenzids
kvantumtérelméletekben

Egy tomeges kvantumtérelmélet nagy energias (ultraibolya, UV) viselkedését a csatolasi al-
land6 futasatol fiiggden osztalyozhatjuk, amit a

dg
Tlosh — B(9)

egyenlet ad meg, ahol ((g) az elmélet 3 fiiggvénye (az egyszertiség kedvéert itt most csak egy
csatolasi dllandot tételezek fel). Amennyiben g = 0 az elmélet ultraibolya vonzo fixpontja, akkor
két lehetség adodik:
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1. Aszimptotikusan szabad. Ilyenkor a g csatolési alland6 S-fiiggvényének alakja

B(9) = —Bg* — B39° + O (¢")

ahol By > 0, O3 sémafiiggetlen egyiitthatok. Nagy energian a csatolasi allando futésa ilyenkor

logaritmikus:
1

B2 log (%)
Az ilyen elméletek véges térfogatbeli viselkedése jelenleg (a nagy térfogaton érvényes aszimp-

totikat leszamitva) kevéssé ismert.
2. Ultraibolya szabad. A (-fiiggvény alakja ilyenkor

g(p)

B(g) = —Big + O (¢°)

Ilyenkor csak a (1 egyiitthato sémafiiggetlen, és nagy energidn a csatoldsi allandé futasa
hatvanyszerti:

g~ () (2.4

Mindkét fenti esetben van egy (a renormaéléasi sématol fliggs) A tomegskéala, ami jellemzi az
elméletet (dimenzios transzmutacio).

Abban az esetben, ha a §-fliggvény kis g-re pozitiv, a csatoléasi dllando nagy energian novek-
szik. Ilyenkor is két eset lehetséges:

1. Van egy nemtriviélis ultraibolya fixpont, ahol 3(g«) = 0 és amelyik ultraibolya stabil. Ekkor
a csatolasi allandot atdefinidlva ¢’ = g— g4 szerint az 0j ¢’ csatolasi allandoban a fenti két eset
valamelyike &ll eld, viszont az ultraibolya fixpont altaldban valamilyen nagyon nemtriviélis
kolesonhato konform térelmélet. Az igy adodo két lehetséges viselkedés:

a) aszimptotikusan konform, ha 3'(g.) = 0. Ilyenkor az ultraibolya fixpont skalaz6 (konform)
viselkedéséherz logaritmikus skalasérts korrekciok adédnak véges energidn, hasonléan a
QCD-hez.

b) ultraibolya konform, ha 3'(g.) # 0. Ekkor a skalasértés az energia novelésével hatvany-
szerten tiinik el.

2. Ha nincs ultraibolya fixpont, akkor az elmélet csak véges ultraibolya levagas mellett érvényes,
azaz (a Liischer-Weisz-féle értelemben [LW87, LW88, LW89|) trividlis. Ilyen elmélet nem
tekinthetd érvényesnek tetszGlegesen nagy energiaskilaig, ehelyett alacsony energias effektiv
elméletként kezelendg.

A tovabbiakban felteszem, hogy az elméletnek létezik ultraibolya fixpontja, tovabbd, hogy a
csatolasi allandot ugy valasztottuk meg, hogy a fixpont értéke g, = 0. Ezenfeliil csak azt az
esetet targyalom részletesen, amikor (3'(g.) > 0, vagyis amikor az elmélet az ultraibolydban
konform.

2.2.2. Végesméret effektusok kis térfogatban: konform térelméleti leiras

Az ultraibolya fixpontot skalainvarians, relativisztikus kvantumtérelmélet irja le, abban az
értelemben, hogy a korrelacios fiiggvények rovidtava (skalazo) aszimptotikus viselkedése egy
ilyen elmélet korrelacios fiiggvényeivel adhato meg. A konform térelmélet itt sziikséges alapvetd
fogalmairdl a B fiiggelékben adok révid attekintést.

A végesmeéret effektusok leirdsahoz tekintsiik a konform térelméletet egy hengeren, ahol az x
térkoordinata L periddussal rendelkezik. Egy ilyen hengeren bevezethetjiik a

(=717—1ix, (=T+1ix
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s =0

x=L/2

x

2.2. dbra. A henger leképezése a komplex sikra

komplex koordinatékat (ahol 7 az euklidészi idG). Ez a henger a kovetkezs leképezéssel a teljes
komplex sikba megy at (2.2 abra):

2 21
Z = exp % , Z=exp %{ (2.5)

A leképerzés végtelenszer differencialhato, ezért ez egy konform transzformacio.
A hengeren definidlt elmélet Hamilton operatora egyszertien az idGirdanyu eltolds

1 Feyl
H:L(t_}’1+LC_)/1

ahol a cyl fels6 index a hengerre utal. Felhasznélva a (B.2) dsszefiiggést és a (B.3) moduskifejtést,
a transzformacio elvégzése utdn H a kovetkezd alakot olti:

2 - c
H="T(Lo+ Lo - 55) 2.6
7 \lo + Lo 2 (2.6)
ahol a fels¢ index nélkiili operatorok méar a komplex sikon definidltak. A sikon a rendszer
Hilbert-tere ismert, és Lo, Lo kozos sajatvektorai feszitik ki. Az energia sajatértéke egy Ay,
Ay sulyokkal jellemzett® allapotban tehét

Fo(L) = 2% (A +2s-2) (2.7)

vagyis a konform elmélet spektruma véges térfogatban jellegzetes 1/L fiiggést mutat, és az egyes
szintek esetén ennek egyiitthatoja kozvetleniil megadja az adott energiaszint dilatéacio alatti si-
lyat (Ag + Ag). Az impulzus hasonloképpen fejezhetd ki

2T

1 7yl T
P:Lc—yl_Lc—ylzf(LO_LO)
és sajatértéke egy adott W allapotban
2 -
Py(L) = T (Ay — Ay) (2.8)

ami egyben azt is jelenti, hogy az allapotok tin. Lorentz vagy konform spinje (Agy — Ayg) egy
lokalis konform térelméletben csak egész értékeket vehet fel.

Az alapallapot a minimalis stilyt primér térnek felel meg. A Lorentz-invariancia miatt ennek
konform spinje csak zérus lehet, vagyis

Ag = Ay = Apin
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Ezzel az alapéllapoti energia a kovetkezs alakba irhato [CP88|

T Ceff

Eo(L) = oL

ahol
Ceff = C — 24Amin

az un. effektiv centralis téltés. Unitér konform térelméletben minden allapot silya nemnegativ,
igy a minimélis sulyu allapot maga a konform vikuum, vagyis Ay, = 0 és az effektiv centréalis
toltés megegyezik c-vel.

Minden olyan elmélet esetén, amelyiknek létezik ultraibolya fixpontja, az energiaspektrum
kis térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését az ultraibolya fixpontban érvényes konform
térelmélet irja le a fentiekben részletezett modon. Ennek feltétele L < 1/A, ahol A az el§z6ekben
bevezetett, a csatolasi allando futdsat jellemzs energiaskala.



3. Perturbalt konform térelméleti megkozelités

3.1. Relativisztikus kvantumtérelmélet mint egy konform térelmélet
deformacidja

A perturbalt konform térelméleti keretben egy relativisztikus kvantumtérelmélet hatasa meg-
adhato az ultraibolya fixpont konform térelmélethez tartozo hatas deformaciojaként!':

A= Acpr - / Y i0i(x)

ahol az O; operatorokrdl feltessziik, hogy az ultraibolya hataresetben homogénen transzformé-
lodnak a dilatacié és a Lorentz transzformécio alatt, azaz hatarozott A;, A; konform stlyokkal
jellemezhetSk (az ilyen operatorok teljes és az operatorszorzat kifejtésre nézve zart rendszert
alkotnak, 1d. a B fiiggeléket). A relativisztikus invariancia megkoveteli, hogy a perturbélo
operatorok Lorentz spinje legyen zérus: A; = A;. Ez a megkozelités kiilontsen gyiimolcsozo-
nek bizonyult integralhato térelméletek vizsgalataban |[Zam89|, de a dolgozat soran latni fogjuk
majd, hogy nemintegralhaté esetben is sikerrel alkalmazhaté. Az egyszeriiség kedvéért most

egyparaméteres perturbaciokra szoritkozom?, azaz a hatas alakja

A=Acrr — ¢ / d?z0(x)

a Hamilton operator pedig
H = Hcpr + g/d:ﬂ@(:n) (3.1)

0

3.1. abra. Trrelevans (1) és relevans (Os) perturbaciok egy fixpont kornyezetében. A nyilak a
renormélési csoportnak megfelels (magasabb energiaskalatol az alacsonyabb felé haladd) iranyt
jelolik.

Egyszerti dimenzidanalizis alapjan meggy&zddhetiink réla, hogy ¢ dimenzidja [témeg]Q_QA.
Az elmélet [ fliggvénye a legalacsonyabb rendben

Blg) = —(2—2A)g + O(g?)

! Ttt a kétdimenzios esetre korlatozodom, bar elvileg ilyen megkozelités barmilyen téridé dimenzioban lehet-
séges. Azonban a kétdimenzios konform térelméletek nagyfoki szimmetriaja jelentGsen megkonnyiti a targyalast.

2 A kétfrekvencias sine-Gordon modell és a rezonancidk elemzése kapcsan szé lesz majd tébbparaméteres
perturbaciokrol is.
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alaki. A perturbald operator A dimenziojatol fiiggGen a kivetkezs esetek lehetségesek (3.1 abra):

1. A > 1: ekkor a perturbélo operatort irrelevansnak nevezziik (a masodrendi fazisatalakuléasok
elméletébdl kolesonzott szohasznalattal). Ilyenkor az ultraibolya hataresetben a perturbacio a
fixponttol eltaszitja a renormalasi csoport folyamot, hosszu tavolsdgokon (infravorésben) pe-
dig a perturbécié hatasa eltiinik. Eppen ezért ezt infravoros fixpontok kornyezetének leirasara
lehet hasznélni. Egy ilyen alkalmazast latunk majd 7.2.3 alatt a kétfrekvencias sine-Gordon
modell fazisdtalakuldsdnak targyaldsakor.

2. A = 1: ekkor harom eset lehetséges, a (-fliggvény pontos viselkedésétsl fliggden.

a) A [-fiiggvény egzaktul elttinik. Ekkor a perturbalt elmélet konform invaridns marad. Az
ilyen in. margindlis perturbaciok a konform térelméletek tn. modulus terének feltérké-
pezésénél jatszanak szerepet.

b) A p-fiiggvénynek a g = 0 ultraibolya stabil fixpontja. Ekkor a 2.2.1 alatti osztalyzas
szerint aszimptotikusan konform elmélettel van dolgunk.

c) A p-fiiggvénynek a g = 0 infravords stabil fixpontja. Ekkor ismét egy irrelevans pertur-
béciorél van szd, ami jelen esetben infravordsben lesz aszimptotikusan konform.

3. A < 1: ekkor a perturbacié relevans, a 2.2.1 alatti osztalyzés szerint az elmélet ultraibolya
konform. Itt két esetet kiilonboztethetiink meg?:

a) Tomegtelen folyamok. Ekkor kis energian a (-fiiggvény egy infravords fixpontba folyik.
Ez lehet perturbativ vagy sem, attol fiiggGen, mekkora az infravords fixpontnak megfelels
g« kritikus csatolas. A fixpont kdrnyékén az infravoros viselkedést egy konform térelmélet
valamilyen irrelevans operatorokkal térténé perturbacioja irja le.

b) Tomeges folyamok. Az effektiv csatolas a skalaval lefelé haladva minden hataron tul ndg,
a hosszutava viselkedés nem perturbativ. Az elmélet ilyenkor tomegréssel rendelkezik, és
az alacsony energids spektrum a témeges kvantumtérelmeélet eszkozeivel kezelhetd.

A jelen dolgozatban a 3. pont alatti esetekkel foglalkozom.

3.2. Konform perturbéaciészamitas: altalanos megjegyzések

Természetes otlet a perturbélt konform térelméleti megkdzelitésben, hogy a térelméleti mennyi-
ségeket a g csatolasi dlland6 szerint fejtsiik perturbéciés sorba. Pl. egy kétpont korrelacios
fiiggvény A. B. Zamolodchikov nyomén a kovetkez6képpen allithato el§ [Zam91b| (euklidészi
formalizmusban):

@@e0) = Y- L [@@2000m) .. Om)crrdur ..y,
n=0

Az egyes tagok a konform térelméleti korrelatorok segitségével allithatok el6. Azonban ebben a
naiv megkdzelitésben kétféle divergenciaval taldlkozhatunk:

1. Ultraibolya divergencidk. Ezek abbdl erednek, amikor a konform tébbpont fiiggvényben két

operator pozicidja egymashoz kozel keriil. Amikor A < 1, valamennyi ilyen divergencia az
operatorok renormalasaval eltavolithato. A A =1 esetben a g renormalésa is sziikséges.
Ha A < 1/2, akkor az OO operatorszorzatokbol nem jonnek ilyen divergencidk, az elmélet
Hamilton operatora nem igényel renormalast. A A < 1 esetben ilyen divergenciak csak egy
véges nmax rendig fordulnak eld, azaz az elmélet a konform perturbicidészamitasban szuper-
renormalhaté; az aszimptotikusan konform esetben pedig az elmélet a szokésos értelemben
véve renorméalhato.

3 Bzt a két esetet természetesen a 2 (a) alatti aszimptotikusan konform elméleteknél is szét lehet valasztani.
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2. Infravords divergencidk. Ezek alapvets oka, hogy a konform korrelatorok tomegrés hianyé-
ban nagy tavolsagon nem csokkennek eléggé. A témeges elmélet korrelatora a Wilson-féle
operatorszorzat kifejtéssel a kovetkezSképpen allithato eld:

(@(2)®(0)) = Z Ci(x) (®:(0))

A perturbative szamolhaté mennyiségek az operatorszorzat kifejtésben szerepls C;(x) Wil-
son egyiitthato fiiggvények, a lokalis operatorok varhatoé értékei ellenben nemperturbativ,
az infravoros tartomanyra (hosszutéava viselkedésre) jellemz mennyiségek, amelyeket a per-
turbacioszamitds nem tud elGéllitani, és mas megkdzelitésbél kell venni ezeket inputként.
Integralhato elméletben ezek sok esetben egzaktul ismertek [LZ97, FLZZ97, FLZZ98|.

A perturbacidszamitas fentebb vazolt infravords viselkedése teljes mértékben analog a perturbativ
QCD-vel. A modszer részletes kifejtését 1d. A. B. Zamolodchikov mar idézett cikkében [Zam91b|.
A konform perturbéacioszamitas megfogalmazhato a végesméret korrekciok kis térfogatban tor-
ténd kiszamitasara is; ezt a 4.2 alfejezetben targyalom.



4. Kozelité modszerek a spektrum leirasara véges
térfogatban

A Liischer altal szarmaztatott Osszefiiggések, amelyekrsl a 2.1.1 fejezetben volt sz6 minden
(tomeges) kvantumtérelméletben érvényesek. Ezek a végesmeéret effektusokra nagy térfogat ese-
tén adnak kifejezést, mégpedig a végtelen térfogatban definidlt spektrum és S matrix segitségével,
azaz az alacsony energias (infravords) fizika adatait hasznaljak inputként.

A kovetkez6kben két olyan kozelité modszert mutatok be, amelyek a perturbalt konform
térelmélet, azaz a nagy energias (ultraibolya) leirds oldalarol kozelitenek a probléméahoz. Ezen
modszereket az infravords megkozelitéssel Gsszevetve megprobalhatunk hidat verni a két leiras
kozott, amit méasképpen ugy fejezhetiink ki, hogy 6sszekotjiik az analitikus S méatrix elméletet a
kvantumtérelmélet hamiltoni lefrasaval.

4.1. Konform perturbaciészamitas

Ebben a fejezetben A. B. Zamolodchikov targyalasat kovetem |[Zam90|. A perturbalt konform
térelmélet (3.1) Hamilton operatora véges térfogatban a kovetkezs alakba irhato:

L
H = Hcpr +g/ dzO(z) (4.1)
0

ahol feltessziik, hogy az O tér primér (unitér elméletben ekkor lehet relevans). Az (euklidészi)
téridé most egy L keriiletd henger. Egy tetsz6leges allapot energiajat g szerint a kovetkezd
modon fejthetjiik perturbativ sorba:

By = BT LY / (WO0)O(23) . .. On)[Wegtcom s . .. e
n=1

ahol a cyl index a henger téridére, a conn pedig a korrelacios fiiggvény Osszefiiggs részére utal.
A (2.5) leképezes és (B.1) felhasznalasaval ez a kifejezés atirhaté mint

o ) . o [ gn [\ A2
Bo = I (Bvrduog5)-13] (%)

1 A—1
/<\IJ‘O(1,1)(’)(22,2:2)...O(Zn,zn)’\lf>connn( ) d222...d2zn>

ZiZq
1=

azaz
2T >
E Ay + Ay — — § (gL*7?2) U
"o L ( \P—’_ ! +n=1 ( )>

ahol az €, () egyiitthatok egyszertien kifejezhet6k a konform korrelatorokkal és a gL?~22 kifeje-
zés a dimenziotlan kifejtési egyiitthato. Ez konzisztens azzal, hogy relevans perturbéacio (A < 1)
esetén varakozasunk szerint a kis L hatéresetben visszakapjuk a konform spektrumot, valamint
azt is jelenti, hogy a fenti sorfejtés a kis L tartomanyban érvényes.

A perturbécié megsérti a skalainvarianciat: az igy bevezetett skalat a g'/( mennyiséggel
jellemezhetjiik, ami Osszhangban van a csatolasi allando (2.4) alatt megadott futésaval. Ezt

2-2A)
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kifejezhetjiik tigy is, hogy a konform perturbécioszamitas (A < 1 esetén, 1d. lentebb) egy olyan
renormalési séméat definial, amelyben az egzakt (3 fliggvény

Blg) =—Pg , PL=2-2A

tehat az effektiv csatolasi allando a relevans skala (jelen esetben 1/L) (2A —2)-ik hatvanya szerint
fut.

A végesméret spektrum konform perturbéacioszamitasi kifejtésében infravords divergenciak
nem lépnek fel (a véges L térfogat jelenléte miatt). Ezzel szemben tovabbra is fellépnek ult-
raibolya divergencidk, amennyiben 1/2 < A. Az 1/2 < A < 1 esetben ezek a kdlcsonhatasi
Hamilton fiiggvény additiv renorméalaséval eltavolithatok. Az ilyen ultraibolya divergencidkrol
megmutathato, hogy az energiaszintek kiilénbségeinek kifejezésébdl kiesnek, az ellentag nem mas,
mint az egységoperator egy L-fliggd egyiitthatoval.

A A =1 esetben a csatolasi allandot is renormaélni kell, ennek kovetkeztében a fenti analizis
nem helytéllo, a naiv varakozassal ellentétben (miszerint a csatolési allando nem fut) logaritmikus
futast kapunk a 2.2.1 alatt targyaltaknak megfelelGen.

Az alapallapot energidjat akkor kapjuk, ha ¥ helyébe a minimalis konform salyu W, alla-
potot helyettesitjiik. Ekkor a 2.2.2 alatti jeldléseket hasznalva

T 2T _
Fo() = =67+ T 20 (017) " o (W)
n=1

Maésrészt altalanos elvekbdl tudjuk, hogy nagy térfogaton
Ey(L) ~ BL

ahol B a vikuum energiastirtisége (a statisztikus fizika nyelvén ez a lineéris viselkedés nem maés,
mint a szabadenergia extenzivitasa). Amennyiben A < 1/2 (nincsenek ultraibolya divergenciak)
akkor ennek az értéke g fiiggvényében jol definialt és dimenzids okokbol

B =Bg"/0=4) (4.2)

ahol B’ egy jol definiélt, az elméletre jellemz6 dimenzidtlan szdm, amit vakuumenergia konstans-
nak nevezhetiink. A gerjesztett allapotok viselkedése nagy térfogatban hasonl6an alakul

Ey(L) ~ BL
igy a vakuumhoz viszonyitott energidjuk
Ey(L) — Eo(L)

nagy L-re konstans értékhez tart (egyrészecske allapotok esetén ez a részecskére jellemz6 tomeg,
kétrészecske dllapotok esetén pedig az allapotban jelenlevs részecskék tomegének Gsszege), amint
ezt Liischer analizisébdl (2.1 alfejezet) tudjuk.

A fejezet elején emlitett infravords-ultraibolya Gsszevetésre a konform perturbéacioszamitas
onmagédban nem alkalmas, mivel az érvényességi tartoménya az L térfogat til kis értékeire kor-
latozodik, ahol a Liischer altal szarmaztatott kifejezések mar nem adjik meg kell6 pontossaggal
az energiaszintek térfogatfiiggését. Mas modszerekkel, pl. a termodinamikai Bethe Ansatzzal
kombindlva azonban fontos egzakt eredményeket lehet nyerni vele integralhatoé kvantumtérelmé-
letekben, mint errél majd a TBA kapcsan 5.2 alatt roviden szot ejtek.
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4.2. Konform variaciészamitas: a csonkolt konform allapottér kozelités

A fentiekben ismertetett perturbativ megkozelités mellett lehetséges egy nemperturbativ,
variacios modszer is. Ezt Yurov és Al. B. Zamolodchikov eredeti munkéaja [YZ90| alapjan ismer-
tetem. Ebben az esetben a perturbalt elmélet allapotait a konform térelméleti allapotvektorokkal
kozelitjitk. Idézziik fel ismét a konform Hilbert-tér szerkezetét (B fliggelék):

H=EDVa, @ Vs,

Amennyiben a megengedett dbrazolasok (A;, A;) legmagasabb stlyai diszkrét halmazt alkotnak,
a (2.6) alatti véges térfogatbeli konform Hamilton operétor

27 - c
H="2" (L Lo— —)
L\t
spektruma diszkrét és alulrol korlatos, hiszen a leszarmartatott szintek silyai a legmagasabbtol
csak pozitiv egészben (az allapot szintje) térhetnek el. Amennyiben az Lo + Lo sajatértéke
szerint feliilrél levagjuk a Hilbert-teret, annak egy véges dimenzios alterét kapjuk, amit csonkolt
konform allapottérnek (,truncated conformal space”, TCS) neveziink:

Hres (o) = {\\w eH: <L0 v Lo— 1—02) W) = e[ W), e < ewt}

Innen ered a modszer neve is: csonkolt konform allapottér kozelités (,truncated conformal space
approach”, TCSA).

Mivel a perturbaci6 Lorentz-invaridns, ezért a kiilonbo6z§ térszerd impulzussal rendelkezé
szektorok nem keverednek egymaéssal, tehat értelmes ezt a Hilbert-teret tovabbi alterekre bontani
a konform spin sajatértéke szerint:

Hros(Ceus, 8) = {|¢,> eH: (Lo + Lo %) W) = €| W), € < e, (Lo — Lo) [¥) = s|\11>}
(4.3)
ahol s € Z. Egyes esetekben tovabbi megmaradé mennyiségek alapjan még kisebb alterekre lehet
bontani a levagott Hilbert-teret.

A perturbalt elmélet véges térfogatu allapotait a Hros(ecut, $) dllapotainak linearis kombi-
nicidjaként elGallitva, az egyiitthatokra torténd standard kvantummechanikai varidcidszamités
arra vezet, hogy az energiaszintek kozelité meghatarozasdhoz a (4.1) Hamilton operatornak a
Hrcs(ecut, s) altéren vett matrixelemeibdl alkotott matrixot kell diagonalizalni.

Vegyiik fel Hrog(ecut,s) egy olyan {|¥;),i =1,...,dim Hrpcs(ecut, s)} bazisat, amelyen a
konform Hamilton operator diagonalis':

(Lo + Lo — %) |U;) = (Ai +A; — %) |Ws)

Ez a bazis dltalaban nem ortonormaélt, és gyakran nem is célszert végrehajtani rajta a Gram-Schmidt
ortogonalizaciot. Jeloljiik a bels6 szorzat matrixat a kdvetkezéképpen:

Gij = (V;|¥;) (4.4)
A perturbalé Hamilton operator
L
Hyent (1) = g / dzO(t,z)
0

! A konform térelmélet Hilbert-terének leszarmaztatott allapotok szerinti rendezése mindig ilyen bazist ad.
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matrix elemeinek meghatarozasdhoz célszeri elvégezni a komplex sikra torténd (2.5) exponen-
cialis leképezeést (B.1) felhasznéalasaval. Ezzel az operator matrixelemei (¢ = 0 idépillanatban
szamolva?) a kovetkezd alakot oltik:

o 2A
<\I’i|Hpcrt|\Ijj> = gL (f) Bijésisj (45)

Bij = (|01, 1))

ahol s; = A; — A; az i-edik allapot konform spinje, az erre vonatkozo kivalasztasi szabalyt az
szerinti integral elvégzésével kapjuk, az L faktorral egyiitt. Amennyiben egy hatarozott konform
spinnel rendelkez altérben szdmolunk, a Kronecker ¢ elhagyhat6. Ahhoz, hogy ebb6l Hperg-nek
a linedris operator értelemben vett matrixat kapjuk az adott bazisban, be kell szoroznunk a
G metrika inverzével (azaz at kell konvertalnunk az operator méatrixanak elsg indexét a dudlis
bazisra). Végeredményképpen tehat a kovetkezs matrixot kell diagonalizalni:

27 - c gL?2A
TCS _ , s+ 22 (g
Hy™ =+ {(A, + 4, 12) 8ij + (2n) %A (G7'B),; (4.6)
Ezt az operatort a numerikus szamitasok céljabol dimenzidtlanitani kell. Amennyiben az el-
méletnek tomeges spektruma van, dimenzids alapon a legkdnnyebb részecske tomege (mqp) a
kovetkezSképpen hozhato kapcesolatba a g csatolasi allanddval:

g= /ﬁ;m%_QA (4.7)

ahol K egy, az adott modellre jellemz§ dimenzidtlan szam. Ezzel az 6sszefiiggéssel bevezethetjiik
az mq-hez rogzitett egységrendszert, amelyikben az energiat mq, a tavolsagot ml_1 egységeiben
mérjiik. Ezzel a dimenziotlan Hamilton métrix a kdvetkezd alakot olti:

2w - c K[272A
TCS , . . (a1

ahol
= mlL

a dimenzidtlanitott térfogat. Ennek a sajatértékei (I fiiggvényében)

Ei(L = l/ml)
mi

alakban fejezhetSk ki a fizikai F;(L) energiaszintekkel.

Integralhato kvantumtérelméletekben a k allando (példaul a kovetkezs fejezetekben ismer-
tetett termodinamikai Bethe Ansatz alkalmazésaval) egzaktul kiszdmithat6. Nemintegralhato
elméletekben k onnan hatarozhato meg, hogy a numerikusan kiszamitott TCSA spektrumban
a zérus konform spini (s = 0) szektorban a tomegrést dimenzidtlan egységekben egységnyire
hangoljuk, azaz megkoveteljiik, hogy az els6 gerjesztett allapot és az alapallapot kiilénbsége
aszimptotikusan egyhez tartson:

e1(l) —eg(l) = 1, 1 — o0

Gyakran azonban (mint a késébb ismertetett kétfrekvencias sine-Gordon modellben) més skala
véalasztasa bizonyul célszertinek.

Amennyiben az elmélet spektruma az infravords hataresetben nem témeges, akkor mq-nek
az ultraibolya és infravoros kozotti atmenet (,crossover”) régio skalajat lehet valasztani, amit

2 Egyszeriien lathato, hogy a ¢t # 0 id6pillanatban vett Hamilton operatort a konform idéfejleszts operatorral
torténd hasonlosagi transzforméacio allitja el6 a ¢ = 0 idépontbeli Hamilton operatorbol, igy a spektrum fiiggetlen
t megvalasztasatol.
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valamilyen jellemz§ fizikai mennyiség segitségével lehet rogziteni, de a jelen dolgozatban ilyen
eljarast nem fogok alkalmazni.

Mint minden varidciés modszer, a TCSA pontossagat is alapvetGen az hatdrozza meg, hogy
mennyire fednek at az egzakt hullamfiiggvények a csonkolt konform allapottér vektoraival. A
térfogat novekedésével ez az atfedés romlik: egyre inkdbb ng a levagasndl magasabban fekvd
allapotok siilya. Hasonléan romlik a pontossig, ha egyre magasabban fekvs energiaszinteket
tekintiink. A levagéasbol eredd ilyen hibdkat csonkolési hibanak (,truncation error”) nevezziik. A
csonkolasi hiba becslésére jelenleg nem létezik elméleti titon szarmaztatott eljaras, a gyakorlat-
ban a levagast valtoztatva a spektrum megvaltozasibol becsiilhetd meg a levagéastol valo fliggés
mértéke? .

Mivel ez a megkozelités ugyanazt a dinamikai rendszert kezeli (csak éppen varidcios modszer-
rel), mint a konform perturbécioszamitas, a 4.1 alfejezetben targyaltakhoz hasonloan ultraibolya
divergencidk lépnek fel, ha A > 1/2. Azonban a divergenciak a relativ (alapallapothoz képest
szamitott)

éi(l) = ei(l) — eo(l)

energiaszintekbdl kiesnek, ezért ezek a fiiggvények elvileg mérheték, am ekkor a fellénd hibak joval
nagyobbak. A pontossagon ugyan lehet javitani a levagas novelésével, de az ultraibolya diver-
gencia miatt a relativ energiaszintek szamitésakor két egyre nagyobb szam (a levagas novelésével
elvben korlatos) kiilénbségét kell venni, ami ugyancsak ront a modszer pontossagan. Altalaban is
romlik a médszer konvergencidja A névekedésével, és a csonkolt allapottér dimenzioja tipikusan
exponencidlisan né az eq,t novelésével. Ennek az exponensnek az értéke a modell c.g effektiv
centralis toltésével aranyos, ezért elény, ha c.g megfeleléen kicsi. Eddig a modszert cog < 1
(Virasoro minimalmodellek), ¢ = cep = 1 (szabad bozon perturbaciéi) és ¢ = cop = 3 (szuper-
szimmetrikus sine-Gordon esetén) sikeriilt megvalositani, bar az utobbi esetben mar leginkabb
csak kvalitativ jellegi eredményeket kaptunk [BDP104].

Nemperturbativ jellege miatt ez a mddszer az energiaspektrumot szamos modellben nagy
térfogatértékekre is elég jo kozelitéssel megadja. Amennyiben a vizsgédlt modell integralhaté és
az egzakt S matrix ismert, az egyrészecske és kétrészecske allapotokhoz tartozo vezets végesmeé-
ret korrekciok a 2.1 alfejezetben ismertetett modszerekkel egyszeriien kiszamithatok. Az (2.2)
egyrészecske korrekciok TCSA-val torténd egybevetését Klassen és Melzer végezte el [KMI1|,
a (2.3) alapjan szamitott kétrészecske korrekciokat pedig szdmos mas cikk, (a teljesség igénye
nélkiil) pl. [LMC91, Mus92a, KTW97], illetve t6bb a jelenlegi dolgozatban késébb ismertetett
munka targyalta, és minden alkalommal a kiilonféle elméleti varakozasokkal Gsszevetve nagyon
jO egyezés adodott.

4.2.1. TCSA perturbalt konform minimalmodellekben

A konform minimalmodelleket el@szor Belavin, Polyakov és A. B. Zamolodchikov targyalta
részletesen |BPZ84|. Ezek az elképzelhetd legegyszertibb nemtrivialis konform térelméletek, mégis
érdekesek, mert szamos fontos statisztikus fizikai rendszer kritikus viselkedését ilyen modell irja le
(pl. Ising és multikritikus verziéi, haromallapoti Potts modell, illetve ennek trikritikus verzioja,
vagy az Ising modellben imaginarius mégneses térben fellépd Lee-Yang szingularitas).

Tekintsiik az M, , konform minimalmodellt, ahol p,q > 2 két relativ prim egész szdm. A
modell centréalis toltése
(» — )

pq

c=1-—6

3 Itt jegyezziik meg, hogy a csonkolasi hiba megbizhat6 becslése egy, a levagasra alkalmazott renormalasi cso-
port kifejlesztésével lehetséges, az els6 lépéseket ebben az irdnyban Feverati és munkatarsai tették meg friss munka-
jukban [FGPT06]. Ennek segitségével lehetségesnek latszik tovabba a csonkolasi hibak csékkentése a renormalasi
csoport felhasznaldsaval, hasonl6an ahhoz, ahogy ezt a kvantumtérelméletekben a kovaridns perturbaciészamitas,
illetve a racstérelmélet alkalmazasakor teszik.
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és az allapottérben a Virasoro algebra dbrazolasai koziil csak véges sok fordulhat el§, mégpedig
a kovetkezd legmagasabb sulyokkal

A, —ps—ar) = (p—0”

: , r=1,....p—1 , s=1,...,q—1
4pq

Ezek kozott fennall a A, = Ap_, s relacid, ezért az ezekhez tartozé abrazolds azonos. A
miniméalmodellek csak akkor unitér kvantumtérelméletek (azaz rendelkeznek pozitiv definit ska-
larszorzattal), ha ¢ = p + 1.

A kovetkez6kben csak az tin. diagonalis modellekkel foglalkozom, amelyek Hilbert-tere csak
olyan modulokat tartalmaz, amelyekre A = A:

Hig = P Va®@Va
Ae{A, s}

ahol az Osszegzés soran minden kiilénboz6 A, ¢ érték pontosan egyszer fordul el§ (az unitér
esetben ezek a modellek a kritikus Ising modell és multikritikus altalanositédsainak viselkedését
irjak le; p = 3 a szokasos Ising modell, p = 4 a trikritikus). Ezen elméletek primeér tereit a konform
stlyokkal azonos modon lehet indexelni: a ®, ¢ primér tér mindkét silya megegyezik A, -sel.
A TCSA-val a valamelyik ®, ¢ térrel perturbalt minimalmodell spektrumat lehet meghatarozni:
az ilyen modellt ezentil a kovetkezGképpen fogom jeldlni: M, , + ®, .. Vegyiik észre, hogy
My g+ @ s s My, + @y, egyszertien azonosithato egyméssal.

Az els ilyen szamitast Yurov és Al. B. Zamolodchikov végezte az tin. skilazé Lee-Yang mo-
dellben [YZ90], ahol igen kis dimenzioju altéren szamolva® sikeriilt az elsé néhany energiaszintet
egy elég széles térfogattartomanyban (0 < < 30) néhéany ezrelékes pontosséaggal meghatarozni.
Ennek a sikernek az oka egyrészt az volt, hogy ennek az elméletnek a legkisebb az effektiv centralis
toltése az Osszes nemtrivialis miniméalmodell kéz6tt (ceg = 2/5), valamint a perturbéal6 operator
is ergsen relevans (A = —1/5).

A t6bbi miniméalmodell esetén joval nagyobb dimenzios térre van sziikség hasonld pontossag
elérésehez. A Lissig és Mussardo [LM91] altal javasolt matematikai eljaras jelentés hatranya,
hogy csak az L_1 operatorral torténd leszarmaztatast automatizalja. Az L_1-gyel nem elérhetd
(in. kvéaziprimér) allapotvektorokra a méatrixelemeket tovabbra is kézzel kiszamolt kiilsg input-
ként kell megadni, ezért csak az eqy levagas kis értékeire alkalmazhato, ami nagyon behatéarolja
a pontossigot és a tanulményozhaté modellek korét.

Kausch-sal és Watts-szal a [KTW97]| cikk munkai sorén kifejlesztettiink egy olyan modszert,
ami teljesen automatizalt, ennek megfelelen tetsz6legesen nagy levagasig skalazhato, csak a
rendelkezésre all6 gépidd és memoria mennyisége szab hatart. Az eljaras lényegét a B.2, B.3 és
B.4 alatt ismertetett, teljesen mértékben automatizalhaté szamitasi eljarasok képezik, amik az
eredetileg Kausch altal Maple ald megirt szimbolikus konform térelméleti csomag jelentds mértéki
tovabbfejlesztésén alapulnak. Az algoritmust mind Maple, mind pedig Mathematica segitségével
implementaltuk, és a kés6bbiek soran ismertetett numerikus eredmények egy jelentss részét ezzel
allitottam el6. Mivel azonban ezt az eljarast — bar azéta Watts is, magam is szamos alkalommal
hasznéltuk a mai napig nem publikaltuk, lényegét az alabbiakban ismertetem.

A csonkolt konform allapottér bazisat (Hrcs(ecut, s)) ugy allitjuk els, hogy a B.2 fiiggelékben
ismertetett modon megfelelGen magas (eqyt dltal meghatarozott) szintig elkészitjiik az egyes Va
modulok (B.17) szerinti bézisat, majd a diagonélis Hilbert-térben szerepld tenzor szorzataikbol

1 Az altaluk hasznalt ecu; = 10 mellett, a spin-0 szektorban minddssze 17, a spin-1 és 2-es szektorban pedig
12, illetve 9 dimenzi6s béazis adodik.
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kivalogatjuk azokat a vektorokat, amik eleget tesznek a (4.3) egyenletben megadott feltételeknek.
Ennek eredménye (B.2 jeloléseit hasznédlva) a kovetkezs bazis:

NA (ecutvs)

Bastcs(ecut, s) = @ U Bask1s(A, c) ® Basg (A, ¢)
A€{Ar} k=0

ahol  Na(eut,5) = [e;‘“ A+ i - 3/2]

és [r] az = egészrészét jeldli.

Ezutdn a B.3 és B.4 alatt ismertetett eljarasokkal kiszamitjuk a (4.6) Hamilton matrixhoz
sziikséges G (4.4) és B (4.5) matrixokat. Az O perturbalé operator tipikusan valamelyik @,
primér tér, mégpedig olyan, amelyik relevans is egyben (A, < 1). A matrixelemek kiszami-
tasahoz sziikséges a primér terek kozti harompont csatolédsok ismerete, ez azonban Dotsenko és
Fateev munkéja [DF84, DF85| révén adott. Igy a G és a B méatrix kiszamitdsa a bazis felira-
sahoz hasonléan egy jol definialt algoritmikus probléma, amit teljes altalanossigban meg lehet
valositani valamilyen szimbolikus algebra program segitségével irott programmal, erre alkalmas
pl. a Maple vagy a Mathematica.

Abban az esetben, ha a vizsgalt perturbécid integrdalhato, a ¢ csatolasi dllando és az mg
tomegrés kozti (4.7) relacioban szereplé x paraméter egzaktul ismert, Fateev munkéja nyoman
[Fat94] (a @13 perturbaciokra méar korabban Al. B. Zamolodchikov is meghatarozta [Zam95]).
Ugyaninnen ismert a (4.2)-ban definialt B’ vikuumenergia konstans is, ami helyett inkdbb a

B = Bm? (4.9)

relacioval definidlt B mennyiséget fogjuk a késGbbiekben hasznalni, amit az irodalomban uni-
verzalis vakuumenergia konstansnak (,universal bulk energy constant”) neveznek. A ketts kozti

kapcsolatot
B — Blﬁl/(l_A)

adja meg.

A fiiggelékben felsorolom a k és B paramétereket azokban a konkrét perturbalt miniméalmo-
dellekben, amelyekre a dolgozat sorén sziikség lesz: ezek a skalazoé Lee-Yang modell (C.1.2) és a
kritikus Ising modell mégneses térben (C.1.3).

4.2.2. TCSA a ¢ =1 szabad bozon relevans perturbacidjara

Ennek kifejlesztése teljes mértékben sajat eredményem, a modszer és kiterjesztései szamos
publikécio létrejottében jatszottak alapvets szerepet [FRT98b, FRT99, FRT98a, BPTW00, BPTWO01,
BPTO01, BPT02a, BDP104, TW06, PT06|. A lényeges felismerés, hogy a kompakt bozon alla-
potterében (Id. B.5.1) véges térfogatban a Hamilton operator spektruma diszkrét, ezért ha
bevezetjiik a TCSA levagast, ismét egy véges Hilbert-tér adodik. Ennek bazisat nagyon egyszert
elgallitani, mivel a (B.25,B.26) értelmében a modusok keltd operatorai azt teljesen szabadon ge-
neraljak. Lentebb latni fogjuk, hogy a sz6bajové perturbédld operatorok csavarodasi szama zérus,
ezért a Hilbert-teret a konform spin mellett a csavarodasi szdm szerint is érdemes szektorokra
osztani:

Hrcs (ecuts S,q) = { A_fy - Ak, A, ...a_lp]n,m> :
n\ 2 mr\ 2 - P 1
(;) +<7) +Zki+zli_ﬂ§€cuta
i=1 i=1
r p
s:nm—i-Zki—Zli,m:q}
i=1 i=1
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ahol az (n,m) parok valamelyik lokalis algebranak megfelel spektrumon (Sp vagy Sp) futnak
végig, r pedig a bozontér B.5.1 alatt bevezetett kompaktifikdciés sugarat jeloli.
Egy konkrét példa ilyen elméletre a sine-Gordon modell:

1
Asq = 58,0(1)8”(1) + oz cos BP : (4.10)
amire a modszert eredetileg kifejlesztettem. Figyelembe véve a @ sine-Gordon tér és a (B.20)

hatassal definidlt ¢ konform skalartér eltéré norméalasat

1
b =—
\/47T(p

a perturbal6 operatort a kdvetkezd moédon azonositva

1
: cos 3P = 3 (Vo +V_ipo)

a konform bozon kompaktifikiciés sugarara a

Vi
B

kifejezés adodik. Mint latszik, ugyanaz a sine-Gordon modell t6bb kiilénb6z6 konform Hilbert-térrel
realizalhato véges térfogatban, amiket (til az Sp/Sp vilasztdson) egy pozitiv egész szdm, a k
yhajtogatasi szam” (folding number”) indexel. Ez ugy értelmezhetd, hogy bar a cosinus potencial
periodusa 27/, a sine-Gordon teret csak

r==k (4.11)

2T
P=d+k—
B

altal meghatéarozott periodustinak tekintjiik. Igy véges térfogatban ugyanazon 3 paraméter mel-
lett a sine-Gordon elméletnek végtelen sok véltozata jon létre [FRT98a|, amiket k-szorosan haj-
togatott sine-Gordon modellnek neveziink [BPTWO00]. A konform skalar m csavarodési szamat
a sine-Gordon modell topologikus toltésével lehet azonositani.

A perturbdalé operator konform térelméletbeli siilya azonban k-tol fiiggetleniil mindig

2
AcA=P
8

vagyis a perturbacié akkor relevans, ha %2 < 8. A felsé hatéart az tn. Kosterlitz-Thouless pont
adja; a 32 = 87 értéknél a sine-Gordon modell egy aszimptotikusan szabad modellel, az SU(2)
Gross-Neveu-modellel ekvivalens.

Megjegyzem, hogy a bozonikus (Sp) és a fermionikus (Sg) lokalis algebra kozti valasztas
pontosan ekvivalens a sine-Gordon és tomeges Thirring modell kozotti dualitassal [KM93]. A
tomeges Thirring modellt a

Au = [ @ (90,0 + mo)0 — S0y win, v) (4.12)

hatés definialja, ahol ¥ egy Dirac fermion mezs. Coleman [Col75] klasszikus eredménye, hogy
a két modell a zérus topologikus toltést szektorban ekvivalens, amennyiben a csatolési allandok
kozott fennéll a

3 1

Ezl—l—g/ﬂ

relacio; ez az ekvivalencia kiterjeszthets az 6sszes paros topologikus toltést szektorra, hiszen ezek
a ket lokalis algebraban teljesen azonosak. Mar Klassen és Melzer is észrevette azonban [KM93|,
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hogy a sine-Gordon szoliton és a Thirring fermion nem feleltethet6 meg trividlisan egymésnak,
mivel az egyikhez egy bozonikus dublett (a Vj +1 vertex operatorok altal keltett allapotok), mig a
mésikhoz egy Dirac-fermion (V:I:%,:tl) tartozik, de a hatarfeltételek periodikusrél antiperiodikusra
cserélésével a kettd egyméasra képezhetd [FRT98al.

A TCSA konkrét kiszamitasahoz tudnunk kell, hogyan szamoljuk ki a vertex operatorok
matrixelemeit a bazisvektorok kozott; ennek modszerét B.6.1 alatt ismertetem. Ez adja a (4.6)
TCSA Hamilton matrix B 6sszetevGjét; a G metrikara nincs sziikség, mivel az altalunk hasznalt
Fock bazis eleve ortogondlis és konnyen ortonorméltta tehet6. A dimenzidtlanitds az Al. B.
Zamolodchikov [Zam95| 4ltal meghatéarozott kovetkezd Gsszefiiggés

po= kgM*A (4.13)

2—2A )
o - 2@ Vi RN

=87\ or () T (+35)

alapjan végezhetd el, ahol M a sine-Gordon szoliton (egzakt kvantumos) tomege, igy a térfogatot
és az energiaértékeket M egységeiben meérhetjiik. Az univerzalis vakuumenergia konstans (M
egységeiben)

B:—itan% , )\:Z—Z—l (4.14)
A ¢ = 1 elméletben megfelel6 pontossag eléréséhez tobbezer, esetenként 10-15 ezer dimenzids
csonkolt konform allapotteret kell figyelembe venni. Ennek megfelelGen a programok futtatiasara
a szimbolikus algebra szoftverek mar nem elég gyorsak, és memoriakezelésiik sem eléggé haté-
kony. A sine-Gordon TCSA-t ezért C nyelven irott programmal automatizaltam; a késébbiek
soran megalkotott peremes és egyéb kiterjesztések fejlesztése is ezen a C programon alapult. Ezt
megkonnyiti, hogy a béazis B.5.1 alapjan nagyon egyszertien konstrualhato (nincsenek kifaktori-
zélando szingularis vektorok), és a kolcsonhatdo Hamilton matrix elemeire zart kifejezés adhato
(Id. B.6.1. alatt), szemben a miniméalmodellek esetén sziikséges, B.3 és B.4 alatt ismertetett
meglehetdsen bonyolult rekurziv szimbolikus algebrai szamitasi modszerekkel.



5. Egzakt modszerek integralhato
kvantumtérelméletekben

Szemben az eddigiek sorén ismertetett kozelitd modszerekkel, 1 + 1 dimenziés integralhato
kvantumtérelméletekben a véges térfogatbeli spektrum egzakt médon is tanulményozhaté. A
kovetkezGkben a harom legfontosabb ilyen mddszert ismertetem.

A Bethe-Yang egyenletek valojaban csak  félegzakt” leirdst adnak, abban az értelemben,
hogy a sokrészecske allapotok energidjat csak az 1/L-ben analitikus tagok erejéig adjak meg,
azaz minden a térfogattal exponencidlisan lecsengd jarulékot elhanyagolnak.

A termodinamikai Bethe Ansatz egyenletek ellenben a vakuum (és megfelelen analitikus
kiterjesztéssel a gerjesztett allapotok) energidjat az S méatrix ismeretében egzakt modon leirjak.
Hasonl6 igaz a Destri-de Vega egyenletre is, aminek a részletes targyalas miatt kiilon fejezetet
szentelek.

5.1. Bethe-Yang egyenletek

A 2.1 fejezetben csak az egy-, illetve kétrészecske allapotok végesméret korrekcidirdl volt szo.
A 2.1.2 alfejezetben lathattuk, hogy a kétrészecske allapotok leirasa kiilondsen egyszerd 1 + 1
dimenzids térelméletekben, ha az allapot energidja a rugalmatlan széras kiiszobe alatt van, és
a szoras diagondlis, azaz a részecskék kozott nincs tomegdegeneracié (nem tartoznak nemtri-
vialis multiplettekbe), ebben az esetben ugyanis a rugalmatlan kiiszob alatt a szoras egyetlen
(energiafiiggs) fazistolassal jellemezhetd.

Tobbrészecske dllapotok esetén minden esetben a rugalmatlan szorés kiiszdbe feletti energi-
akrol van sz6, vagyis esély sem latszik hasonléan egyszerd modszer szarmaztatasara. Integral-
hato térelméletekben azonban egyaltalan nincs rugalmatlan szoéras, tehat ez nem jelent akadalyt.
Az alabbiakban bemutatom azt a mdodszert, amelynek segitségével integralhatd térelméletekben
barmilyen sokrészecske allapot 1/L-ben analitikus korrekcioi egzaktul kiszamithatoak, tovabba
amellyel tetsz6leges részecske multiplett struktura is kezelhet6. Ez a technika lényegében azonos
az un. Bethe Ansatzzal, am mig a Bethe Ansatz az energiaszintekre egzakt eredményt ad,
az aldbbiakban targyalt egyenletek nem tartalmazzdk az L térfogattal exponencidlisan lecsengd
korrekciokat. Az irodalomban a modszer egy jo Gsszefoglalasat a [TW99, TWO02| cikkek tartal-
mazzak, az ezekben talalhato targyaldst vessziik alapul a tovdbbiakban.

5.1.1. Sokrészecske allapotok végesmeéret korrekciéi nemdiagonalis szdéras esetén

Tegyiik fel, hogy egy kétrészecske dllapotot egy m 4 és egy mp tomegi részecske alkot, ame-
lyek lehetnek valamilyen bels§ szimmetridnak megfelel6 multiplettek tagjai, tehat rapiditasuk
mellett egy belsé kvantumszammal is rendelkeznek. Jeldlje a két részecskét A, (04) és By (0p),
ahol 04 és Op a rapiditasok, a és b a bels§ kvantumszamok. Legyen v (xy1,x9) a kétrészecske
hullamfiiggvény, ami eleget kell tegyen a periodikus hatarfeltételnek:

(x4 Ly xo) = (a1, m0) = (21,29 + L)

Amikor x1 és x9 messze van egymastol, akkor ¢ sikhullambazisban kifejthetd:

W1, w9) = Y 0 (04,08) |Aq (04) By (08))

a,b
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(az integralhatosag miatt csak olyan sikhullamok fordulhatnak els, ahol a részecskék rapiditésa
az elére adott értéket veszi fel). A maximalis tavolsag a két pont kozott L, ezért ennek a koze-
litésnek a pontossaga e #F nagysagrendii, ahol p a kolesénhatas hatotavolsagat jellemzé skala.
Ha most az z; koordinatat korbevissziik a kordn, akkor a hullamfiiggvény egyrészt megszorzodik
a sfkhulladm fazisdval, masrészt pedig a kétrészecske szorast jellemz§ S-méatrixszal, hiszen ekkor
pontosan az torténik, hogy a hullamfiiggvény bejovs aszimptotikus tartomanyabol a kimendébe
jutunk, valamint a részecskék relativ statisztikajat jellemz6 nap statisztikai faktorral (amely egy
komplex fazis lehet, standard bozon/fermion részecskékre +1):

Yap — nape" A IS 5 (04 — 05) % Doy
Ezzel a kiovetkezs egyenleteket kapjuk:

: ; 1

VYap = napemALSN0AG, (04— 05)% Yy
_1 y 3 / !

Gap = Mape"PEIBSE (0 — 04)h Yare

(a masodik egyenletet akkor kapjuk, ha a fenti meggondolast a masik részecskére végezziik el).
Ez a két egyenlet konzisztens, ha a Sap(0) és Spa(—6) matrixok felcserélnek egymassal. Az
egzakt S matrixok elméletébdl |ZZ79| ismert, hogy ennél sokkal szigorubb feltételnek is eleget
tesznek (1d. (C.1)):

Sap(0)Spa(—0) =1 (5.1)
azaz egymas inverzei. KEzért az allapotok a két méatrix kozos sajatvektoraival fejezheték ki,
amiket jeloljiink 1/1((112(6’,4, 0p)-vel, Sap(04 — 0p) ezen vektorhoz tartozo sajatértéke pedig legyen
SE;)B (04 — 0p). Az i-edik sajatvektorral rendelkez6 allapot azonban csak akkor oldja meg a fenti
egyenleteket, ha 04 és Op eleget tesznek az

i Lsinh 6 i
,,,,ABezmA sin. ASEq)B(HA _ GB) = 1
ei(mALsinhGA-i-mBLsinhGB) - 1

egyenleteknek, amik a diagondlis szordsra érvényes (2.3) egyenletek altalanositésai, és trivialis
multiplett strukttura esetén azokra redukalodnak. Ha ezen egyenleteknek megtaldltuk egy meg-
oldasat, akkor az allapot energiajat

my cosh 04 + mpcoshfp

adja meg.

Ennek a modszernek az altalanositasa tetszéleges szami részecskére teljesen nyilvanvalé. Le-
gyenek k darab részecskénk, az A, B,..., N multiplettek tagjai, a,b,...,n belsé indexekkel.
Minden egyes részecskére kiilon elvégezhetjiilk a monodrémia operaciot, amint azt az alabbi
diagramokon az A és a B esetére illusztraltam, a C.1.1 fejezet grafikus jeloléseit alkalmazva:

a b’ c a . n a’ b’ c a . n

.

a

Ennek eredményeként a hullamfiiggvény monodrémidjat az egyes koordindtakban a kovetkezd
un. transzfer matrixok jellemzik:

Ty (04,05, ...,08)% " = Sap(0a—08)% Sac (04 —00)% ... San (04 — On)"0E ),
Ty (04,08, ....08)5 " = Spc (05 —00)y Spp (05 —00)0y" ... Spa (05 —04)56 ),

etc. (5.2)
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A konzisztencia feltétele az, hogy ezek a matrixok egymassal felcseréljenek; ezt az egzakt S matrix
elméletben ismert Yang-Baxter egyenlet (C.5), valamint (5.1) biztositja. Kovetkezésképpen ezek
a matrixok egyszerre diagonalizalhatok: szimultan sajatértékeiket jelolje t%) (04,0B,...,0N),
tg) (04,0B,...,0N),..., tg\i,) (04,0B,...,0n), ahol i a kozos sajatvektorokat indexeli. Az i-edik
sajatvektornak megfelelg allapotban megengedett rapiditasokat a kovetkezd egyenletek megol-
déasa adja:

tg)(9,4,93,...,9N)eimALsmh0A = MNABMAC ---TAN (5.3)
t%) (04,05,...,05)™mBLS00s = ppo npNTBA

és ezen egyenletek megoldasanak ismeretében az allapot energiaja
macoshfs +mpcoshfpg + -+ mpy cosh Oy

A (5.3) logaritmusat véve az
m;Lsinh(6;) — z'logtg-i) (O1,...,0p)=2nl; , j=1,...,k (5.4)

egyenleteket kapjuk, ahol I; € Z + ¢; az tun. Bethe kvantumszamok, amelyek §; tortrészeit az
n faktorok fazisa rogziti. Ilyen moédon egy sokrészecske allapotot a sajatvektor ¢ indexével és
az Iy, ..., I} kvantumszamokkal jel6lhetiink meg, dltaldban egyértelmd médon, feltéve, hogy a
logaritmus agéat konzisztensen véalasztjuk meg.

5.1.2. Sokrészecske allapotok végesméret korrekcidi kink elméletekben

Amennyiben a gerjesztések nem a hagyomanyos sokrészecske allapotokba, hanem un. kink
allapotokba szervezhetsk (1d. C.1.5), akkor a fenti transzfer matrix megfogalmazast ennek meg-
felelGen altalanositani kell. Az egyszertiség kedvéért most csak egyetlen, m témegd kink multip-
lettet tesziink fel, mivel a késébbiekben tigyis csak ilyen alkalmazas fordul majd els. Periodikus
hatarfeltételek mellett egy N-kink allapot

|Ka1a2 (91)Ka2a3 (92) s Kanan+1 (en»

eleget kell tegyen az a; = any1 feltételnek. Elvégezve az elgzéekben ismertetett monodrémia
miiveletet a k-adik kinkre, a kovetkezd amplitudot kapjuk a tobbi kinken valo szordsra [KM92|:
T (01, )02 e = b [T Syt (0 — 6))
J#k
ahol apy1 = a1 és byy1 = by, és az ismétl6ds indexekre itt nem értiink Osszegzést. Ezzel a
hullamfiiggvény periodicitasanak feltétele a kivetkezGképpen irhato:

ez‘mLsinthTk (017 o ’9")211?122......17:“ pMa2an — (_1)F1/}b1b2...bn , k=1,...,n

ahol (—1)F" a kinkek relativ statisztikéjatol fiiggs fermion-szam faktor, és az ismétl6ds indexekre
ezuttal Osszegzés all fenn. Az el6zGekben targyaltakhoz hasonloan a T} transzfer matrixok is

kommutalnak', igy szimultdn diagonalizalhatok; legyenek a kozos sajatvektoraik Pl araz...an
az ezekhez tartozd sajatértékeik )\,(CZ) (01,...,0n). Ekkor a rapiditasokra vonatkozd kvantélési
feltételek:

eimLsinth)\l(ci) (91, . ,en) = (_1)F ’ k= 17 SN

és az allapot energiajat
n
m Z cosh 6y,
k=1

adja meg.

' Ez a (C.16) és (C.20) alatti tulajdonsagok kévetkezmeénye.
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5.2. Termodinamikai Bethe Ansatz

A termodinamikai Bethe Ansatz moédszerét elGszor A. B. Zamolodchikov alkalmazta 1 + 1
dimenzi6s integralhaté kvantumtérelméletek leirdséara [Zam90|. A modszernek mara kiterjedt
irodalma van, de a jelen dolgozatnak nem célja a részletes targyalés, ezért csak olyan mélységben
ismertetem, amennyire a késébbiek megértéséhez sziikséges.

A kovetkezdkben ezért a diagondlis szoras esetére szoritkozom. Tételezziik fel, hogy az elmélet
spektruma az Ay ,. .., A, részecskéket tartalmazza, nemdegenerélt my,... m, tomegekkel. Legyen
az A; (01) és Aj (62) részecskék egymason szorodasakor felléps S matrix amplitado Si; (01 — 602)
(amit ismertnek tételeziink fel). Ekkor a véges L térfogatban a vakuum energidjat a

Eo(L) = — ZZZ; m; /_O; % cosh 0 log (1 + e_ei(e))

alakban allithatjuk eld, ahol az ¢;(6) un. pszeudoenergia fiiggvények a
[ de ,
€(0) = m;Lcosh 6 — Z/ 66— 0')log (1—|—e_6j(9))
P 27

termodinamikai Bethe Ansatz (TBA) egyenletek megoldasai ahol a ¢;; magfiiggvények az S;;
amplitudok logaritmikus derivéltjai:

615(6) = i35 105 535(6)
A fenti egyenletek leszarmaztatasat 1d. Zamolodchikov idézett cikkében.

A TBA egyenleteket Bazhanov, Lukyanov és Zamolodchikov [BLZ97|, valamint t6liik fiig-
getleniil Dorey és Tateo terjesztette ki tetszGleges gerjesztett allapot leirasara [DT96, DTI8].
Az irodalomban a TBA modszert szamos nemdiagondlis szoraselmeéletre is sikeriilt kiterjeszteni,
azonban a hivatkozasok nagy szdma miatt ezek felsoroldsatol most eltekintek.

Fontos hangsulyozni, hogy a modszer az egzakt energiaszinteket allitja el6, az elzGekben
ismertetett Bethe-Yang egyenletekkel szemben az 1/L-ben nem analitikus végesméret korrek-
cidkat is teljes mértékben figyelembe veszi. Ezt szdmos més megkozelitéssel, tobbek kozott a
Liischer-féle (2.1 alatt ismertetett) formulakkal, a TCSA modszerrel és a kovetkezdekben ismerte-
tendd Destri-de Vega egyenletekkel valo dsszevetésben is igazoltak. A TBA segitségével modszer
adhato a (4.7)-ban szerepld k tomegrés konstans és a (4.9) alatti B univerzélis vikuumenergia
konstans egzakt kiszadmitasara integralhato kvantumtérelméletekben [Zam90].
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Az ebben a fejezetben targyaltak tulajdonképpen az elGzéek szerves folytatasat jelentik: a
véges térfogatbeli spektrum egzakt leirdsdnak egy mésik modszerérdl lesz szo, amit eredetileg
Destri és de Vega javasolt [DAV92, DAV95]. A mddszer az in. XXZ modell fénykuip-réacs vélto-
zatabol indul ki [DAV87|, ami a sine-Gordon/témeges Thirring kvantumtérelmélet integralhato
regularizaciéja térids racson'. Hasonld megkézelitést alkalmazott Kliimper, Batchelor és Pearce
a kondenzalt anyagok fizikdjanak keretében |[KP91, KBP91|. Az eredeti valtozatdban csak az
alapallapotot leiré egyenletet irték fel, de nem sokkal késébb Fioravanti és munkatarsai szarmaz-
tattak a megfelelg egyenleteket bizonyos egyszerii (csak azonos toltést szolitonokat tartalmazo
un. multiszoliton) gerjesztett allapotokra [FMQR97|. Ezt kovetGen Destri és de Vega vizsgalta
az altalanos gerjesztett allapotokat leirasat [DAV9T|, bar munkéjukat szdmos pontatlansag jel-
lemezte, aminek kovetkeztében a kvantumtérelmeélettel valo viszonya, legf6képpen az ultraibolya
fixpont és a lokalitas kérdései tisztazatlanok maradtak.

Pontosan ezen problémak motivaltak a csonkolt konform éallapottér modszer (TCSA) 4.2.2
alatt vazolt tovabbfejlesztését, amelynek segitségével el@szor sikeriilt a multiszoliton &llapo-
tok kvantalasa és a lokalitas kozti viszonyt tisztézni Feveratival és Ravaninival egyiittmiikodve
[FRT98b|. Erre az eredményre épitve megadtuk a Destri-de Vega (tovabbiakban DdV) egyenlet
korrekt alakjat és szdrmaztatasat a racs regularizaciobol szarmazo tetszéleges gerjesztett alla-
potra, az eredményt a TCSA-val Gsszevetve is alatamasztottuk, és részletes leirasat adtuk az
infravords és ultraibolya aszimptotikus viselkedésnek [FRT00].

A racs regularizacio csak olyan allapotokat ir le, amelyeknek topologiai téltése paros. Azonban
észrevettiik, hogy a paratlan allapotokra az egyenlet egyszerii modon kiterjeszthetd [FRT98a| és
ezzel sikeriilt megadnunk a pontos Gsszefiiggést a lokalis algebra (B.27) szerinti bozonikus/fermionikus
alakja és a kiterjesztett DAV egyenlet altal leirt szektorok kozott. A lélegzd allapotokat pedig
[FRT00|-ban vizsgaltuk meg, ahol egyben megadtuk a minimalmodellek ®; 3 perturbéciojanak
leirasat is, amelyek a sine-Gordon modell restrikciojakeént allnak elg [Smi89, RS90].

Megjegyzem, hogy a Destri-de Vega egyenlet volt az els§ olyan megkozelités, amely képes
volt a sine-Gordon modell teljes véges térfogatbeli spektrumanak egzakt leirdsara, a gerjesztett
allapotokat is beleértve. Balog Janos és Hegediis Arpad |[BH04b| munkdjinak eredményeként
ma mar ismert a megfelel6 termodinamikai Bethe Ansatz leirds is, amelynek helyességét éppen
az ebben a fejezetben ismertetett eredményekkel vald Gsszevetésben igazoltdk. Ugyancsak Balog
Janos és munkatarsai nevéhez kot6dik a paratlan topologiai toltést allapotokra vonatkozé kiter-
jesztett egyenlet altal a véges térfogatbeli tomegrésre adott egzakt joslat Gsszevetése perturbativ
és racstérelméleti szamitasokkal [ BKKW03, BKKWO04].

A sine-Gordon modellt és a hozzd tartozé minimdalmodelleket leird eredeti DAV egyenlet
az agl) Kac-Moody algebrdhoz rendelhetd. Ennek az egyenletnek egy ADE kiterjesztését va-
kuumallapotra Mariottini adta meg [Mar96|, P. Zinn-Justin |[ZJ98| pedig felirta a gerjesztett
allapotokhoz tartozo egyenleteket. Az a§2) esetre (az un. Zhiber-Mikhailov-Shabat modellre) és
a miniméalmodellek ennek restrikciojaként el6allo ®qo/Pq1/®P1 5 perturbacidira Dorey és Tateo
adtdk meg a vikuum &llapotot leir6 egyenletet [DT00]. A Destri-de Vega egyenleteket kiter-
jesztették o-modellekre [Heg05|, a szuperszimmetrikus sine-Gordon modellre [Dun03, HRS07],
illetve az un. SS modellre [Heg04]; az itt targyalt munkankbol kiindulva szémos eredmény

! Ezt az idézett cikkben egy olyan fermion operator mez& konstrukcidjaval igazoltak, ami kielégiti a tomeges
Thirring fermion mez6re vonatkozo (kvantumos) mozgasegyenleteket.
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6.1. dbra. Fénykup racs 1+ 1 dimenziéban

sziiletett peremes kvantumtérelméletekre [ANO4, ABR04, ABNT05, ANS06], illetve Feverati és
munkatérsai sikerrel alkalmazték a hurelméleti AdS/CFT korrespondencia keretében operatorok
anomalis dimenzi6inak kiszamitasara [FFGRO6].

A Destri-de Vega egyenlet lényeges szerepet jatszik a kozonséges differencidlegyenletek és
a Bethe Ansatz kozotti, Dorey és Tateo altal felfedezett Osszefiiggésben is (,ODE/IM”, azaz
,Ordinary Differential Equations/Integrable Models” korrespondencia) [DT99], ennek részletes
targyaldsatol, vagy akar csak a kiterjedt irodalom idézésétdl itt most eltekintek, a legfrissebb
osszefoglalo munka |[DDT04].

6.1. A DdV egyenlet szaArmaztatasa

6.1.1. Fénykip racs regularizicio

Ebben az alfejezetben a tomeges Thirring modell Destri és de Vega altal bevezetett fénykip
racs regularizaciojat ismertetem (a reészletek tekintetében 1d. [DdV87|). Tekintsiik az 1 + 1
dimenzi6s Minkowski térids egy diszkretizdciojat a fénykup irdnyok mentén, a (diagonélis) ra-
csallandoval. A téridé geometriaja legyen egy henger, . = Na keriilettel, ahol N a racspontok
szama a térszert iranyban (6.1 abra). Ezen a racson egy inhomogén 6-vertex modellt definidlunk
a kovetkez6képpen. A jobb/bal élek mentén ©, illetve —O rapiditést csupasz részecskék propa-
galjanak, amelyek egy részecske-antirészecske dublettet alkotnak, £1 toltéssel. A racspontokban
ezek a részecskék egyméson szorodnak, és ekdzben a téltés megmarad. A szorasi amplitudokat
az in. 6-vertex R-matrix elemei adjik:

sinh I (im — 6)
1sin vy
sinh 26

sinh X (im + 0)

R{L(0)=R-Z(0) =

R{Z(0)=RZ1(0) =
R (0)=R.T(9) =

Egy S megmaradé toltést definialhatunk agy, hogy egy adott idépillanatban 6sszeadjuk a lin-
kekhez rendelt £1 toltéseket, és az Osszeget osztjuk kettével.

A fénykup iranyok menti id6fejleszt6 operatorok definialjak a H Hamilton és a P impulzus
operatort:

Uy — e~ i5(H£P)
Bevezetve a

tN(0,{O:}im1. V)55 = Y REB(9—0))... RUEN (- 6Oy) (6.1)

a1l aANaN
al,...,.GN
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in. inhomogén transzfer métrixot, ©; = (—1)"*10 valasztasaval egyszertien lathato, hogy

U, = t(N)(+@7 {)‘l})
Ug' = t™M(=0,{\})
A (6.1) transzfer métrixok egymaéssal a € minden értékére felcserélnek (rogzitett ©; mellett), és

egy un. inhomogén XXZ spinlancot definidlnak, amelynek spektruma az algebrai Bethe Ansatz
keretében a kovetkez6 Bethe egyenletek megoldasaval allithatok eld:

<sinhl[9»+@+”]sinm[9 @+”> _Hsth—eHm] 62)

sinh 2 [0, +© — Z]sinh 2 [9; — © — ] 81nh70—9k—z7r]

ahol 6; , i =1,..., M < N az un. Bethe gyokok. A fenti egyenleteket ezekre mint ismeretlenekre
kell megoldani, minden egyes megoldasahoz a spektrum egy &llapota tartozik, amelynek energiaja
és impulzusa a kovetkezGképpen adodik:

(ia(BEP)/2 _ (LM ﬁ sinh 7 [© £6; + %r]
sinh 2 [@ +0; - %]

+0(1) (6.3)

Az XXZ leirasban az S toltés nem mas, mint az allapot spinjének harmadik komponens, ami egy
M gyokkel leirt Bethe allapotban éppen

S=N-M

6.1.2. A szamlalo fiiggvény és a Bethe gy6kdk osztalyozasa

Az un. szamlalo fiiggvényt

E

Zn(0) = Nlp1a(0+0)+ d12(0 — O)] Z (0 — 0) (6.4)

sinh 2 (imv + 6)
sinh X (imv — 6)

gbu(e) =1 IOg

definialja, ahol (ahogy a tovabbiakban mindig) a logaritmus fiiggvény agat az
—mT<SQmlogz<m

konvencioval rogzitjiik, aminek megfelel§en a vagast a negativ valés tengely mentén vessziik fel.

Ennek segitségével a Bethe egyenletek atirhatok a

ZN(HJ‘) :27TIj , I €L+ ——1 , (65)

alakba, ahol 6 = M mod 2 =0 vagy 1. A Bethe egyenletek periodicitasa miatt elegendd a
2
1Smé| < ;T—

tartoményra korlatozodni.
A (6.2) Bethe Ansatzrol a kovetkezs tények ismertek:

1. A gyokok szama csak M < N lehet. Az alapéallapotban M = N és valamennyi gytk valos.
2. Gerjesztett dllapotokban lehetnek olyan h; pontok a valds egyenesen, amelyekre

eiZN(hj) — (_1)(5+1

de nem tartoznak a gyokok kozé. Ezeket lyukaknak nevezziik, és szdmukat Npg-val jeloljiik.
Megmutathato, hogy ezek szama mindig csak péaros lehet.
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3. A gerjesztett dllapotokban el6fordulhatnak komplex gyokok, amelyek két osztalyba sorolha-
tok:
a) kozeli gyokok c;j, j =1,..., Mc, amelyekre

|Sm ¢;| < 7 min <1, T 1)
Y

b) tavoli gyokok wj, j =1, ..., My, amelyekre mmin <1, % — 1) < [Smuw;| < g—z
4. A komplex gyokok mindig komplex konjugélt parokban jelennek meg, kivéve azokat a tévoli
gyokoket, amelyekre

mivel ezek a periodicitds miatt onkonjugaltak.

Zn(0) a valos tengelyen valos, korlatos és folytonos, igy barmilyen Ij-re, ami Zn(6) minimuma és
maximuma kozé esik (6.5) rendelkezik legalabb egy megoldassal, ami lehet valos gyok vagy lyuk.
A val6s 2 megoldasokat normélisnak nevezziik, ha Z/ () > 0 és specialisnak, ha Z’ (z) < 0.
Ha y specialis, akkor a hozzatartoz6 I kvantumszam degeneralt, azaz létezik legalabb még egy
maésik z valés megoldas ugyanazzal a kvantumszammal:

In(y)=2nl =Zn(z), y#=x

Ez annak a kovetkezménye, hogy Zn(f) (ha N elég nagy) mindig ,globalisan névekvs” (azaz
csak véges sok, kiilon-kiilon véges hosszusdgu intervallumon csokkenhet). Ebbél az is vildgos,
hogy egy adott I kvantumszamhoz mindig paratlan sok megoldas tartozik.

6.1.3. A DdV egyenlet a racson és a kontinuum hatareset

A szamlélofiiggvényt atirhatjuk a kovetkezd alakba:

Mp+Npy
Zn(0) = Nlp1/2(0+0O)+ ¢1/2(0 — O)] Z $1(0 — x; +Z¢1 (6 —h;) (6.6)
Mc My,
+Y d0—c)+ D (0 —wy)
j=1 j=1

ahol x; az Gsszes olyan hely a valos egyenesen, amire a (6.5) kvantalasi feltétel teljesiil (valos
gyokok és lyukak egyiitt). A
6 ,tiZn (0 ;
(—1)°e= N0 (£i)Z), (6)
1+ (—1)3eFiZn ()

RF(0) =

fliggvények azzal a tulajdonsiaggal rendelkeznek, hogy pontosan azokban a pontokban van pélusa
(egységnyi reziduummal), amelyek eleget tesznek a (6.5) kvantalasi feltételnek. Naivan R;F(e)
éppen a

log (1 + (—1)5eiiZN(9))

derivéltja, de dvatosan kell eljarni a logaritmus fiiggvény againak megvalasztasandl. Destri és
de Vega a gerjesztett allapotokra vonatkozo levezetésében [DAV97| pontosan itt kovet el hibat,
emiatt a § = 1 esetre naluk nem a korrekt integralegyenlet adodott.

Maga a levezetés Otlete egyszerti: hasznaljuk fel a Cauchy-féle reziduum tételt a kovetkezd
alakban



6.1. A DAV egyenlet szdrmaztatdsa 39
X
X
X
......................... _< S
vl \
n_l N - r
_________________________________ P oo
X
X

6.2. abra. A T" kontur. A keresztek a gydkoket, az iires korok a lyukakat szemléltetik.

Mpr+Npg

> S0 —m) =
k=1

dp
]i 2_7f¢¢1(9 — p)Ry (p)

ahol a I' gorbét a 6.2 dbra mutatja. I'-t6l megkoveteljiik, hogy a —n— < Iméb < n4 savban

legyen, ahol

0<ng,n- < gmin{l,)\_

LViSmey|, k=1,...,Mc}

vagyis a sav belsejében ne legyenek komplex gyokok. Minden tovabbi nélkiil valaszthatd ny =
n— =mn, és I' a sav hatarat alkoto ket egyenesbe deformélhato (a végtelenben qﬁ’y eltiinik).

Az also kontiron

R{(0) — Ry (9)

—iZn(0)

segitségével atalakitjuk az integralt a kovetkezGképpen:

¢ (0 — p+in)RF (p—in)

[
oo 2T

> dp ; - ;
/_Oo %%(9 = p+in)Rs (p—in)
> d . .
—/ ﬁé’l(@—pﬂn)Z}v(p—m)

A mésodik tagban n = 0-t helyettesithetiink, és bevezetjiik a K konvoluciés operatort a kovet-

kez6képpen

(5 23)0) = [

—00

kapjuk, hogy

(1+ K) x Z\(0)

J=1
00

of

dp

2

[e.9]

d
5264 (6~ ) Ziv(0)

Ny Me
N[@) 20+ ©) + ¢ 150 — ©)] + D> _ ¢ (0 — ) + Y ¢1(6 — ¢;) (6.7)

J=1 Jj=1

My ) [ dp . ‘ N ‘
+3 0w —i [ L0 p—mRi o+ in)

P10 — p+in)Ry (p — in)

Az 1+ K konvolucios operator inverzével beszorozva, bevezetjiik a

1 _
G() = 5= (1= K) V1) (6)
fliggvényt, amely Fourier transzformaci6 segitségével expliciten kiszamithato:
' inh(Z — )k
. sinh(Z —
GO) = 5= [ dke'H 2 7 (6.8)
7r

— 00

2 sinh M cosh Lf
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Ezzel a kovetkezd eredmény adodik:

1 1 N Me
70 = N Losh(e— SR @)] +;G(6’ — ) — ;G(e —) (6.9
My o
=Y G0 — w) —i/ dpG(0 — p —in)Ry (p — in)
i=1 -

—l—i/ dpG(0 — p+in) Ry (p — in)

ahol és Gy; a G fiiggvény tin. masodik determindcioja?. Tetsz6leges f(0) fiiggvény masodik
determinaciojat a kovetkezSképpen definialjuk:

i (0 :{ f(0) + f (0 — imsign (Imh)) L0 <y <m/2

70) = £ (6= iZ(x = y)sien (Smo)) , 7/2<y < (6.10)

Most atirjuk az R(:SIE fliggvényeket

log [1 4 (- 1)6e:|:iZN(:c:|:i77)}

derivaltjaként, de Ovatosan kell eljarnunk, mert a specidlis gyokok/lyukak melletti integréalés
soran a logaritmus fiiggvény argumentuma athalad a vagason. Amennyiben Z} (z) > 0, akkor
elegendGen kis n értéket valasztva

‘e:l:iZN(:c:l:in)‘ - ‘e:l:iZN(:c)e—Z}\,(:c)n‘ <1

és a logaritmus argumentuma nem keriil a negativ valds féltengelyen 1évE vagasra; ellenkezd
esetben a vigéson bekovetkezd ugrast is figyelembe kell venni. Fzzel a kévetkezs eredményre
jutunk [FRT00]:

Zy(0) =

1 1 Na Mg
N [COSh (0—-0) * cosh (6 + @)] i ; 2rG(0 — hi) — ; 2rG(0 — ¢;) (6.11)

Mw Ng
- Z 27Grr(0 — w;) — Z ArG(0 — yi)
i=1 i=1

_i/ dpG(0 — p — zn)dip log [1 + (—1)5eiZN(p+in)}

—00

oo d . .

+i / dpG(0 — p + in)— log [1 + (—1)5e—ZzN<p—“7>]
o dp

ahol yr a specidlis lyukak/gyokok helyeit jeloli a valos tengelyen (a lyukak esetén ezt tgy ért-

jiik, hogy ugyanezek a poziciok szerepelnek a h; felsorolasban is), és a hozzajuk tartozd tag a

logaritmus ugrasanak jaruléka. Ezt az egyenletet integralva adodik:

sinh 6 ki) Me, M
Z — 92N —h) — o) — —w) (612
~(0) arctan o + ZZ:;X(‘9 hi) ZZ_;X(‘9 ¢i) ;XH(Q w;)  (6.12)

Ng o

=2 2x(0 — i) - 1/ dpG(0 — p —in)log [1 + (—1)‘5e"ZN(P+in>}
=1 —00

+1 / dpG(0 — p + in) log [1 + (_1)6e—iZN(p—z'n>} LC

2 A tavoli gyokok esetén a konvolicidban analitikusan folytatni kell a konttir eltolasaval a ¢ valos tengelyhez
legkdzelebbi polusan at, ennek jaruléka eredményezi Gr; megjelenését.
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ahol

0
X0 = 2 / () (6.13)
0

w(1-N)k
2

oo .
dk ;.o sinh
ik € 2g¢inh 7k h 7k
? S11 BN COS -5

—00

ahol A=

=7

(6.14)

A C integracios allandot ugy hatarozhatjuk meg, ha Zy(0) (6.4)-b6l adodo aszimptotikus vi-
selkedését Osszevetjiik azzal, amit (6.12)-b6l kapunk. Ebbél kideriil, hogy C 27 egész szamu
tObbszorose, amit nyugodtan elhagyhatunk, mert ez minddssze azt jelenti, hogy at kell definiél-
nunk az I; Bethe kvantumszamokat (mégpedig éppen % levonéasaval).

A kontinuum hatéareset gy adodik, hogy a — 0 és N — oo, mikézben az L = Na térfogatot
rogzitve tartjuk. A renormalt tomegskala

M = 4a e ©

amit a kontinuum hataresetben ugyancsak roégzitiink. Ennek eredményeképpen a kontinuum
hatéresetben N — oo, mikézben a kovetkezd relacio 4ll fenn [DAV92]:

AN
— Jog ——
O =log WL

Definialjuk a kontinuum szamlalofiiggvényt a kovetkezSképpen:

Z(0)= lim Zn(0)
— OO
Itt fontos észrevenni, hogy az eredeti (6.2) Bethe Ansatz egyenleteken ez a hatérdtmenet nem
végezhetS el, mivel azok csak N véges értékére definidltak. Azonban a szamlalofiiggvénnyel
felirt (6.12) integréalegyenlet mér jol definialt marad. Azok az éallapotok, amelyek ebben a ha-
taratmenetben értelmesek maradnak, gy kaphatok meg, hogy egyben a valos gyokok szamaéval
is végtelenhez tartunk, és a vakuumadllapottol vald eltérést megadd lyukak és komplex gyokok
szamat tekintjiik rogzitettnek. A © — oo azt jelenti, hogy a csupasz részecskék rapiditasa is
végtelenhez tart, ami egyenértéki azzal, hogy nyugalmi tomegiik zérussa vélik.
Ekkor

o0

Z(0) = lsinhé’—i—g(@]é’j)—i/

— 00

dpG(0 — p —in)log [1 + (—1)6eiz(p+m)] (6.15)

+i/ dpG(0 — p + in)log [1 + (_1)5e—iZ(p—z’n)]

—00

ahol | = ML a dimenziotlanitott térfogat, g(0|6;) az an. forrastag

Ny Ng Mg Mw
g(010;) = " x(0 — i) = 2> X0 —yr) = > _x(0 —cx) = > xar(0 — wy,)
k=1 k=1 k=1 k=1

A forrastagban szereplé hj, ¢j, y; és w; poziciokat a (6.5) kvantalasi feltételek rogzitik, ahol a
tavoli gyokok esetén Z helyére a lentebb megadott Z;; méasodik determinéciot kell helyettesiteni.
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Az energia és impulzus (6.3) kifejezését hasonlo reziduum triikkel integrél alakba irhatjuk, és
a kontinuum hatardtmenet elvégzése utan a kévetkezd adodik:

Ng Ng Mc
E=Boux = M (Z cosh(hg) =2y  cosh(ye) = > Cosh(ck)> (6.16)
k=1 k=1 k=1
My % g ' |
+M )~ coshyr(wy) + M 23m / =2 sinh(p + in) log [1 + (—1)%e# (P+“7>]
k=1 —o0 2

Ny Ng Me My
P =M (Z sinh(hy) — 2 Z sinh(yg) — Z sinh(cg) + Z sinhH(wk)> (6.17)
> d o
+M 2%?’71,/ 2_,0 COSh(p + ’577) ]Og |:1 + (_1)561Z(p+m):|
oo 2T

ahol az energiabol levontam a (kontinuum hataresetben divergens) L-ben linearis an. ,bulk”
tagot.
A (6.15) egyenlet a szamlalofiiggvényt csak az

1Smé| < 7 min (1, T 1> (6.18)
v

elsGdleges analiticitasi tartoményban allitja eld, ezt a Z els§ determinédcidjanak nevezziik. Az
ezen kiviili tartoméanyra G szingularitasai miatt analitikus folytatéssal lehet meghatarozni, az
eredmény a Z fiiggvény mésodik determinécioja, ami

o0

Zi(0) = l(sinh@)n—i-gn(é’\ej)—z’/

—00

dpGrr(6 — p —in)log [1 + (—1)5eiZ(p+i’7) (6.19)

+i/ dpGr1(8 — p+in)log [1 + (_1)5e—iZ(p—in)}

alakban allithato eld.

Ahhoz, hogy egy allapot energiajat mint L fiiggvényét meghatarozzuk, inputként ismerni kell
a lyukak, kozeli és tavoli gyokok szamat, és eld kell irni a hozzajuk tartozé Bethe kvantumszamo-
kat. A specialis gyokok/lyukak megadasa nem sziikséges, mivel elég nagy l-re Z viselkedését az
[ cosh 6 tag dominélja ((6.15) integraltagja exponenciélisan kicsi), ezért ekkor Z mindig monoton
novekszik, és specialis gyokok/lyukak nem fordulnak elg. Ezutan (legalabbis elvileg) minddssze
annyit kell tenni, hogy l-et fokozatosan csokkentve figyelni kell, hogy Z’(6) mikor vélt elGjelet
valamelyik valos gyok/lyuk poziciojanal és ennek megfelelGen kell bevezetni a specialis forrasta-
gokat. Magukat az egyenleteket dltalaban rendkiviil gyorsan meg lehet oldani numerikusan egy
olyan iterativ modszerrel, ami egyszerre iterdl Z-re és a forrastagot meghatarozo hj, c;, y; és w;
poziciokra®.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a Zx fliggvény aszimptotikus értékeit megvizsgalva Gsszefiiggést
lehet taldlni a lyukak, komplex gyokok és specidlis forrasok szdma, valamint az allapot spinje
kozott, ami a kontinuum hataresetben a kovetkezs alakot 6lti [DAV9IT7]:

Ny —2Ng =25+ Mg + 279(71' — 2’)’)MW (6.20)
ahol
1 >
Iy = =0
0 <0

Ezt szamlalo egyenletnek nevezziik.

3 Mindmaig megoldatlan probléma egy konvergens iteracios eljaras kifejlesztése arra az esetre, ha specialis
forrasok is jelen vannak.
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6.2. Nagy térfogat (infravoros) hatareset

A nagy térfogata hataresetben azt varjuk, hogy a véges térfogatu spektrumot leird egyenle-
tek atmennek az (5.4) Bethe-Yang egyenletekbe. Ez igy is van, mivel [ — oo esetén a (6.15)
egyenletben szerepl6 konvolicios tag O (e_l) és ezért elhagyhato.

6.2.1. Csak lyukakat tartalmazé allapotok
Ekkor nagy [-re

Ny
Z(0) = Isinh0+Y x(0—hj) , Z(hj)=2rl (6.21)
j=1
Ny
E— Ebulk = M Z cosh hj
j=1

Ny
P = MZsinh h;
j=1
adodik. Ugyanakkor

x(0) = —ilog STT(0) (6.22)

ahol ST (0) a sine-Gordon elmélet (C.11) alatt felirt szoliton-szoliton szérdsi amplitadoja, és az
itt definidlt A paraméter éppen egybeesik a sine-Gordon modellnél hasonloképpen jelélt mennyi-
séggel. Ennek megfelelGen feltehetjiik, hogy a kontinuum térelmélet a sine-Gordon modell,
és ebben az esetben (6.21) a csak szolitonokat (vagy antiszolitonokat) tartalmazé allapotok
Bethe-Yang leirasat adja, a lyukak h; pozicioi éppen a részecskék rapiditasanak, az M tomegskala
pedig a szoliton tomegének feleltethetd meg. Ezenfeliil pedig a teljes spin kétszerese a topologiai
toltéssel azonosithato:

Q=25

6.2.2. Semleges kétrészecske allapotok

A semleges s5 allapotok a hullamfiiggvény paritasa alapjan egy (s$)4 szimmetrikus és egy
(s8)_ antiszimmetrikus komponensre bonthatok. A Bethe-Yang transzfer matrix azonos az S
méatrix kovetkezd 2 x 2-es blokkjaval:

St (61 —05) S
Si(61—65) S

Ennek sajatértékei:

sinh ()\ 6";”)
2 25t 6.23

sinh ()\—9_2”) ++(0) ( )
cosh ()\GJF—”)
S_() = ——225TF(@
® = e o
Az S, amplitado polusai a § = im(1—2k/\), k=1,2,--- < A\/2 a By, péaros index lélegzéknek,
mig az S_ 0 =im(l — 2k +1)/N), k =1,2,--- < (A —1)/2 polusai a Bogy1 péaratlan indexii
lélegzGknek felelnek meg.

A kovetkezGkben egyszeriiség kedvéeért feltessziik, hogy A\ < 1, azaz (6.14) alapjan 0 < v <

/2 (taszito tartomény). A (6.20) szamlalo egyenlet alapjan a DAV egyenletnek ilyenkor két
olyan semleges (S = 0) megoldésa van, amelyben nagy térfogaton két lyukat taldlunk.
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1. Két lyuk (h;2) és egy komplex par (p=£ic). A (6.12) infravorés hataresete a kovetkezd alaki:
Z(0) = Isinh0+ x(6 = h1) +x(0 = ha) = x(6 — p —i0) — x(0 — p+i0)
Z(h1o)=2rhs , Z(p+tio)=2nlF

A (fels6) komplex gyok kvantélési feltétele expliciten

Isinh(p +io) + x(p +io — h1) + x(p + ic — he) — x(2i0) = 271} (6.24)

Hal — o0, az els6 tagnak nagy imagindrius része lesz, amit a mésik harom tagnak kell kiejtenie,
mivel I valos. Ez csak ugy lehetséges, ha ¢ — J mivel ekkor x(2i0) szingularitasdhoz kozelit
(0 < 7 kell hogy legyen egy kozeli parra, és A < 1 esetén x-nek nincs mas alkalmas szingularitasa).

Emlékezve arra, hogy
()

¢s kihasznélva azt a tényt, hogy ST (#)-nak @ = im-ben elsérendii zérushelye, nagy I-re vezets
rendben a kovetkezének kell teljesiilni:

lcoshp—i—?RelogC(a— g) =0

(ahol C' egy szamunkra érdektelen konstans). Innen

‘a — g‘ ~ exp (=l cosh (p)) (6.25)

vagyis a komplex gyok imaginarius része exponencidlisan gyorsan i5-be tart.
Elgszor tegyiik fel azt, hogy

v
o = ——¢€
2
0<e=0(e"

Ekkor vezetd rendben a kovetkezdt kapjuk a kvantélas feltétel valos részére

Rex (p—i—z'g—z'e—hl) —i—?Rex(p—i—ig—z’e—hg) =2nl}

Felhasznalva a kivetkezd azonossagot?

T i sinh A (% — 6)
) =N f+i=)=——"log—— 2 "/
£(0) ex( +22) 20gsinh)\(z’g+9)
ahol ¢ egy monoton korlatos fiiggvény:
(1l — X\ T
€6)) < letoo) = A jamey < 7
kapjuk, hogy
11— 1
IFl < |m/— 2 <2
2] < ' 2 ' <3

vagyis IF = 0. Ekkor tehat a fenti allapot a (6.12) egyenlet § = 1 esetében irja le az aszimptotikat
(egész Bethe kvantumszamok). A p-ra vonatkozo egyenlet megoldasa

B hi + ho
2
vagyis a komplex par a két lyuk koézott féluton helyezkedik el.

* A logaritmus agat £ (0) = 0 és ¢ folytonossag egyértelmten rogziti.
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Ha ellenben
_ T
o = 5 €
0<e=0(
akkor a b\ (i )
. . sin i
X(@) + X(@ — Z7T) = —zlog W

azonossagot felhasznélva

sin \ (m — o)

Isinh(p + i0) + x(p +ioc — h1) + x(p + ic — ha) + ilog + x(2i0 — i) = 2w I/,

sin A\
irhato, és hasonl6 analizis utan adoédik, hogy
I = qﬁ%
vagyis ez a § = 0 esetben fennall6 aszimptotikus megoldas. A
h1 + h2 LT
T2 7T

aszimptotikus értékeket a lyukak kvantélasi feltételebe helyettesitve adodik, hogy

Z(h1) = lsinh(hy) —ilogSy(0; —6y) = 2nl;
Z(h2) = [sinh (h2) - ZlOg S+(01 — 02) = 27‘(‘[2

ahol S1(0) a (6.23) alatt szerepl§ elsd sajatérték. Ezzel belattuk, hogy a két lyuk és egy komplex
par alkotta allapot (a taszité tartoményban) azonosithaté a szimmetrikus szoliton-antiszoliton
allapottal.

A fenti kovetkeztetések a vonzo tartoményban is érvényesek, mindaddig, amig A < 2. A =
2-nél azonban a konfiguracio a (6.18) elsédleges analiticitasi tartoméany hataraba iitkozik. Pon-
tosan ekkor jelenik ebben a szorési csatornaban a By kotott allapot. Az (s3)4 allapot leirasahoz
ilyenkor a komplex gydkdk egy bonyolultabb konfiguracioja valik sziikségessé.

Az (s3)_ allapot a fentiekhez hasonlo megfontolasok alapjan egy ket lyukat és egy 6nkonjugalt
gyokot tartalmazo konfiguracioval azonosithaté, ha A < 1. A = 1-nél ebben a csatorndban
megjelenik a By kotott allapot, és az (ss5)_ allapothoz egy masik konfiguracio tartozik.

A taszito tartomanyban a tavoli gyokok leirdsa a fentiektsl némileg kiilonbozik. Mivel A <
1-re

sinh77 6 = sinh @ + sinh( — im) =0

ezért a tavoli gyokdok esetén nincs olyan exponencidlis aszimptotika, amilyet fentebb lattunk.
Azonban ebben a tartoményban az 0sszes komplex gyokre igaz, hogy csak lyukak jelenlétében
létezhetnek, és konfiguraciojukat a lyukaké egyértelmiien determinélja, azaz nem rendelhetd hoz-

c s,

zajuk részecske rapiditas (mint a lyukak poziciojahoz). Az energia és impulzus kifejezése mindig

Npg
E— FEyg = MZCOSh h; + O(e_l)
i=1
Ny
P = M) sinhh;+0(c™)
i=1
azaz energiat és impulzust csak a lyukak hordoznak, az altaluk elfoglalt poziciok adjak meg
az adott allapotban talalhat6 szolitonok/antiszolitonok rapiditasait. A komplex gyokok szerepe
arra korlatozodik, hogy a sok-szoliton Aallapotok kiilénb6z6 bels§ kvantumszamokhoz tartozé
(polarizécios) allapotait megkiilonboztessék egymastol.
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6.2.3. Infravorés hatareset a vonzé tartomanyban

A vonz6 tartomanyban (A > 1 azaz 0 < v < 7/2)

sinhy;(#) = sinh § — sinh <0 — %)

nem ttinik el a masodik determindci6 savjaban, igy minden gyok, akar kozeli, akar tavoli, a Bethe
kvantumszamok valéssidga miatt exponencidlisan gyorsan kozelit egy aszimptotikus helyzethez,
ha I — co. Az ugyanazon valds résszel rendelkezs gytkok esetén a kvantalasi reldcié imaginérius
részét megvizsgalva, a lehetséges konfiguraciok A adott értékénél véges sok osztalyba sorolhatok
(ezek megegyeznek a Destri és de Vega éltal kozvetleniil az XXZ Bethe Ansatzbol szarmaztatott
osztéalyozassal |[DAVI7|):

1. I tipusi konfigurdciok: ezek mindig tartalmaznak egy vagy két kozeli part, és a szoliton
allapotok polarizacids szabadséagi fokait irjak le.
a) Pdratlan degenerdlt konfigurdciok: tartalmaznak egy onkonjugalt gyokot a

T(A+1)
Op=0+i—
o +1 )
pozicibban és komplex parokat a
T(A=2k—1) A
k ? 2\ 3 ) ) |:2:|

poziciokban (0 tetszéleges valos szam lehet). Ezek felelnek meg a taszité tartoményban
az egy onkonjugalt gyokot tartalmazé konfigurdcionak.
b) Pdros degenerdlt konfiguraciok: ezek csak komplex parokat tartalmaznak a

oA -2k A
TR LEL RN

pozicidkban, ezek felelnek meg a taszitdé tartomanyban az egy kozeli part tartalmazo
konfiguraciénak.

¢) Nemdegenerdlt konfiguraciok: ezek mindig két kozeli part tartalmaznak, leirdsukat 1d.
[DAVI7|. Ezek a taszito tartoméany tévoli parjainak vonzo tartoménybeli megfeleldi, le-
irdsuktol most eltekintek, mivel ezeket nem fogjuk hasznalni.

2. I tipusi konfigurdciok: ezek nem kotédnek lyuk gerjesztésekhez, teljesen szabadon hozzaad-
hatok tetszéleges szamban tetszéleges allapothoz. Kizardlag tavoli gydkoket tartalmaznak®,
és a lélegrdk leirasat adjak.

a) Pdratlan II tipusi konfigurdcick: Mindig tartalmaznak egy onkonjugélt gyokot

Op =6 +ir(A+1)/2)

és tavoli parokat

_ (A= (2k + 1)) B
O, =0+ o , k=0,...,s
ahol
A
< s < |—| —
0_8_|:2:| 1

lehet. Ezek a péaratlan (Bagy1) 1élegziket irjak le, a 6 valos rész éppen a lélegzé rapiditasa.

A (6.20) szamlalé egyenlet alapjan lathato, hogy a vonzé tartomanyban a tavoli gyokok nem jarulnak hozza
a topologiai toltéshez.
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b) Pdros II tipusi konfigurdcick: csak tévoli parokat tartalmaznak

(N —2k)

s
O, =0+ o\ , k=0,...,s

ahol s ugyanabban a tartomanyban fut. Ezek a Basio 1élegzdt irjék le.

Lathato, hogy A csokkentésével a Il tipusu konfiguraciok szépen sorban I tipusuva alakulnak &t
(az el6z6 1 tipusu konfiguracié pedig megsziinik). Ennek magyardzata egyszerti: amikor \ éppen
atlép egy egész értéket, a megfelel§ lélegzd elttinik a spektrumbdl, azaz szétesik szolitonra és
antiszolitonra.

Az infravoros hatéresetben a (6.16,6.17) egyenletekben elhanyagolhatjuk az integraltagot, és
kiszamolhatjuk egy II tipusi konfiguracio jarulékat az energia-impulzushoz, amire

. 7k . Tk .
E—2Msmﬁcosh9 , p—2MSln§SIHh9

adodik, ahol k a konfiguracioban résztvevé komplex gyokdk teljes szdma és 0 a kozos valds
résziik, ami pontosan megfelel egy 6 rapiditasa By lélegz6 jarulékanak. Az I tipusu konfiguré-
ciok jaruléka az infravorosben zérusnak adodik, ami konzisztens azzal, hogy ezeket a szolitonok
polarizacidjaként interpretaltuk.

6.2.3.1. Lélegz6-szoliton szoras

A Bethe kvantalasi feltételek egy 6 rapiditasu szolitont (azaz lyukat) és egy 6o rapiditasa
B, lélegz6t (vagyis egy n tavoli gyokbdl allo I1 tipusa konfiguraciot) tartalmazo allapotra a
kovetkezdk: egyrészt a lyukra

n
Z(61) = Msinh 6y — > xrr(61 — 02 —ipy) = 2y
k=1
ahol pr a B konfiguracié gyokeinek (infravorosben rogzitett) imaginarius részeit jeloli (felhasz-
naltuk, hogy x(0) = 0). Méasrészt

) - gd(@+im/2) + gd(0 —in/2 +in(1+1/X)) , Smb < —7/A
X od(0— in/2) + gd(0 + in/2 — ir(1+1/\) , Smf > 7/A
ahol
sinh(im/4 4 0/2)
sinh(ir/4 — 0/2)
és a logaritmus dgat ngy valasztjuk meg, hogy gd(f) folytonos és a valés tengelyen paratlan
legyen. Elemi algebrai dtalakitasok utan

gd(0) =ilog

Z(Ql) = MSiHh91 — z'logS”(91 — 92) = 271']1

ahol S™(0; — 62) a (C.15) lélegzd-szoliton szorasi amplitudo.
A lélegz6t alkotd gyokok kvantalasi feltételeibsl is kiindulhatunkS:

Z11 (0 + ip) = Msinhy (65 +ipp) + x11(02 — 01 +ipp) + ... =201 k=1,....n (6.26)
a ... olyan tagokat jelol, amik a kovetkez6 1épésben 27 egész szami t6bbszorosei erejéig kiesnek.

Ezeket az egyenleteket feldsszegezve:
.nmo, .
2M sin oy sinh(03) — ilog S™ (02 — 61) = 271y

6 Mivel itt tavoli gyokokrdl van sz6, a kvantalasi feltételt a Z fiiggvény (6.19) alatti masodik determinéciojaval
kell felirni.
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ahol I lényegében — 3 Iék) plusz az el6bb emlitett jarulék, ami az expliciten ki nem irt tagokbol
k
adodik.
Hasonlé modon lehet reprodukalni a 1élegzé-1élegzs S-matrixokat is, egy B, és egy B, konfi-

guréaciot véve kiindulasul, amelyeknél a gy6kok imaginarius részei py, illetve pj. Ekkor a kvantalési
feltételekre a kovetkezd adodik:

m n
2Msm—smh (61) ZZ XI1) II 91—02+zpk—zpl) = 2nlh
k=1 1=1
mm m n
2Msm—s1nh (02) — ZZ (x11)g; (02 — 01 +ipy —ipr) = 27l
k=1 =1

ahol
XII(H) X]](9 — iﬂ'/)\) , Smb < —7T/)\

(1)1 (0) = {XH(Q) xir(0+im/A) , Smb > 7/

Elemi atalakitasokkal

m n

Z X11) II (01 — 62+ ipp — Zpl) = —ilog S™" (01 — 03)
k=11=1

ahol S™™ a (C.14) lélegzd-lélegzé S matrix.

A szoliton-antiszoliton allapotokat két lyuk és egy I tipusu degeneralt konfiguracio irja le.
Minden ilyen konfiguracio egy kozeli part tartalmaz, amivel az dllapot @ = 25 topologiai toltése
(6.20) alapjan zérus. A komplex gyokok konfiguraciojara két valasztas tehetd aszerint: paratlan
vagy paros, és a fent vazoltakhoz hasonlé elemi szamitédssal belathato, hogy a kvantalési feltételek
pontosan reprodukéljak a (6.23) alatti Sy sajatértékeket.

A fenti eredményeket Feveratival és Ravaninivel publikaltuk [FRT00].

6.3. Kis térfogat (ultraibolya) hatareset

Ebben a fejezetben a Feveratival és Ravaninivel irott [FRT99] cikk alapjan a DAV egyenlet
ultraibolya viselkedésének analizisét mutatom be. A modszer Destri és de Vega [DdV97| munké-
jan alapul, de tobb ponton kiilonbozik az eredetitél. Egyfelsl a jelen esetben az integrilegyenlet
korrekt alakjabol indulunk ki, mésfelsl pedig nem szoritjuk meg a § kvantalasi paramétert egy

6 = S mod 2

feltetellel, amint azt Destri és de Vega teszi’, hanem értékét (ami 0 vagy 1 lehet) szabadon
hagyjuk. Ezért itt felelevenitem a levezetés f6 pontjait.

Kis térfogatban az energiaszinteket az ultraibolya konform térelmélet adja meg, az energia és
az impulzus (2.7,2.8) szerint:

L) = X <A+ YA 1—62) (6.27)

PI) = (A, -A)

Ezek szerint azokat a jarulékokat kell Gsszegytjteni, amelyek L — O-ra 1/L-ként viselkednek. P1.
egy lyuk altal adott M cosh h energiajarulék akkor ad ilyen tagot, ha

2
h = véges * log 7 (6.28)

" Ennek oka, hogy 6k a racspontok szamanak felét megado N paraméterre csak paros értéket engednek meg,
igy 0 = M mod 2 és S = N — M pontosan erre a megszoritasra vezet.
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2
-log - z log -
og | og Z,

6.3. abra. A Z fiiggvény viselkedése kis [-re

Hasonl6 feltételek érvényesek a komplex gyokokre is.
Ennek megfeleléen az (6.15) integralegyenlet ¢(0]0;) forrasat meghatarozo lyukak/gy6kok
harom osztalyba sorolhatok az | — 0 viselkedésiik alapjan:

1. 6; ~log %: jobbra mozgok
2. 0; ~—log %: balra mozgok
3. 0; ~ 0: centralisak

Mind a harom osztalyban bevezetjiik a Gf’o véges részeket a divergens jarulék levonasaval:
2
{6;} — {ej.t +log 7, 95?} (6.29)

A jobbra mozg6/balra mozgd/centrélis lyukak szamat jelolje N§’0 és hasonloképpen bevezetjiik
az N;’O, Méf’o és Mvjf,’o szamokat.

Mivel [ — O-ra a harom régi6 egymastol végtelen tavolra keriil, az integralegyenletet ennek
megfelelGen harom részre bonthatjuk (itt célszerd az n — +0 hataratmenet elvégzése utan az
integralegyenletet a valos tengelyen felirni). Ha feltiintetjiik Z(#) eddig csak implicit térfogat-
fiiggését a Z(0,1) alakban, akkor harom fiiggvényt vezethetiink be: a

Z4(0) = lli_I)IéZ (0 + log %, l> (6.30)

un.  kink” fiiggvényeket és a

Zo(6) = lim Z (9, 1)

centralis fiiggvényt. A harom fiiggvény altal leirt aszimptotikus tartomanyokat plato régiok kotik
ossze, amelyekben a Z fiiggvény konstans értéket vesz fel (6.3 abra). Ezek a plato értékek éppen

Qi - OEI:?OO ZO(H) - 022100 Zi(e)

Legyen tovabba
Si70 _

T +0 4,0 +,0 +,0
SN = 2NF0 — ME — 2050 (m — 29)

S =8t+8 +5°

Vezessiik be tovabba a
T2 — "

Xoo:X(+OO):7T
™=
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jelolést. Ezekkel a definiciokkal (6.15) a kovetkezs egyenleteket adja:

[e.9]

Z.(0) = e+ g.(0165) + / dzG( — 2)Q+(x) (6.31)
Zo(0) = go(0]69) + / dzG(0 — ) Qo (z)
ahol
N Ng
g=(0107) = £2x00(S — SF) + 2l + > X (0 —hF) 2> x(0 - y7) (6.32)
j=1 j=1
Mg M
> x0—c) = > xu(®—wi)
j=1 j=1
NY N2
go(0169) = 2xee(S™ = ST) 2wl + ) x(0— R =2 x(0 -4
j=1 j=1
M, MY,
=2 x(0 =) =D xr(0 - wy)
j=1 j=1
valamint

1 1+ (_1)5€iZU(:C+iO)
_ 1 _ <
Q@) = Flos Tz 0 T <@l =T
ahol 0 = +,0, llj/EV pedig a tavoli gyokok konfiguraciojatol fiiggs (fél)egész szamok. A forrdsok
pozicidit a kovetkez§ kvantélasi feltételek hatérozzak meg:

Zo (0F) =2nLF , Zo(89) =2r1)
(6.31) a kovetkezd aszimptotikus viselkedést adja:
Zi(+00) =400 =—Z_(—0) (6.33)

Q+(+00) =0 (6.34)

Masreészt, bevezetve az wy = Q4 (Foo) jelolést, a (6.31) egyenletekbdl kovetkeznek az un. plato
egyenletek

Qi = g(0 = Foo) + 22w, (6.35)
viszont () definicidjabol
Qy =wg +71d+ 21k ahol keZ (6.36)

(6.32)-bol
9+ (0 = Foo) = £2 (S — 25F) xoo + 27k,

ahol k‘jfv egész szamok, amelyek a széles gyokok konfiguraciojatol fiiggnek. Ebbdgl
wy = £2(m — 27) (S — 28F) — 2(m — ) (6 + 2k+) (6.37)

a ki egész szamokat a —m < wy < 7 feltétel rogziti, mégpedig a taszito tartomanyban egyértelmi
mo6don, mivel 4(m — ) > 27, ami viszont azzal jar, hogy el6fordulhat, hogy a platé egyenletnek
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nincs is megoldasa. Ezt a specidlis gyokok/lyukak megjelenése orvosolja, erre itt most nem
tériink ki, részletesen analizalt példak talalhatok [FRT99|-ban. A vonzoé tartomanyban ellenben k
megvalasztasa nem feltétleniil egyértelmi: ez azzal kapcsolatos, hogy a tévoli gyokok a lyukaktol
fiiggetlen gerjesztéseket (lélegzdket) irnak le [DAVI7].

Az energia-impulzus vektor fénykup komponensei a kovetkezs alakba irhatok

Ny Ns Mc
E+P = M (Z exp(thy) — 2 Z exp(£yg) — Zexp(:l:ck)> (6.38)
k=1 k=1 k=1

My

+M ; expyrr(twy) F M/_oO ;l—frein(p)

Ha most a fenti analizist erre a kifejezésre alkalmazzuk, akkor a forrastagok 1/L jarulékai kiza-
rolag a fénykup komponensnek megfelel6 iranyban mozgé forrasokbdl jonnek, és értékiik

1
Eeief (6.39)
Az integral jarulékok szamitasahoz azt kell latnunk, hogy @ a kdvetkezs alakba irhato:
2 2
Q(‘Tal) NQ— .’17+].0g7 +Q+ Jf—lOgj —Qo(—x)—i-Q(.’L',l) ) (640)
ahol ¢(x,l) a l — 0 hataresetben elttinik. Ennek megfelelen az 1/L jarulékok a két integralbol:
[d [
z1 . 1 T .
e Q@ ~ [ e i
0 —00
[ do1 1 [ d
x x
M | —=e" ~ = et O
oy Q@ ~ [ e
— 0 —00
Ezeket felhasznélva a konform silyokra a
(N e v v
Ar—or = o | Doexp(hy) =Y _exp(ci) + Y _expr(w)) =2 exp(y)
J= J=1 Jj=1 J=1

kifejezés adodik, ami zart alakban kiértékelhets a kdvetkezs lemma segitségével:

Lemma (Destri és de Vesga, |DdV97|). Legyen az f fiiggvény a kovetkezd integralegyenlet

megoldésa:
o0

—ilog f(x) = p(x) +/ dyG(x —y)F(y)

— 0o
ahol
F(z) =2%mlog(l + f(x +10))
p és G valos fiiggvények, G paros és integralhato a teljes szamegyenesre. Tegyiik fel tovabba
hogy amennyiben f(x + i€) valos, akkor nagyobb mint —1 (e egy infinitezimalis pozitiv valos
szam). Ekkor

/_00 dwy (z)F(x) = —2%6/1_‘ dzu log(1 4+ u) + % (F? - F?) /_00 dzG(x)
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ahol Fy = F(£o00) és I tetszoleges kontir a komplex u sikon ami mentén v > —1 és az f_ =
f(—00) pontbél az fi = f(+o0) pontba fut.

A bizonyitast 1d. Destri és de Vega idézett miivében.

A lemmét egyszer a o, (0) = e’ + g, (0), egyszer pedig a ¢_(0) = —e~? + g_(0) fiiggvényre
alkalmazva, ahol fi(0) = &%+ illetve f_(0) = ¢4~ ) G pedig mindkét esetben a (6.8) DAV
kernel, és felhasznédlva a jobbra és balra futé forrdsok kvantalasi feltételeit, a kovetkez6 adodik:

C
Ay = —+([F—IF—IfH —orf)4+ == ==
* g1t Un =16 = Ty = 205) + 50 = 5o
1 du
——R —log(1
5 e/Fi » og(1+u)
ahol
B4 = —45%(S — )Xo + 2755 (6.41)
valamint
Ni Mg My Ng
+ + + + + + + +
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

a jobbra/balra mozg6 forrdsok Bethe kvantumszamainak tipusonkénti Gsszege, q‘jfv pedig egy
egész /félegész szam, ami tavoli gyokok részletes konfiguraciojatol fiigg, amit egyszeriibb eseten-
ként kiszamitani, amikor sziikséges (zéart alakban is megadhato, de teljesen attekinthetetlen). A
I'; kontur az €™+ pontbol az origoba fut, egy kényelmes vélasztas az egységkor mentén elvinni
u = l-ig és utana a val6s tengely mentén u = 0-ba. Ezzel az integral expliciten kiszamithato:

du 2wl
—2R — log(1 =— =
e/ri » og(l+u) 5 5

az els6 tag a 0 < v < 1 intervallumon a dilogaritmus integral ismert értékébdl adodik:
1 2

dz ™

— log(1 = —

/0 . og(l+x) 13

a koriv menti integral pedig egy linearis fiiggvény elemi integraljaként szamithatoé ki. Ezzel a
végeredmény

c—1
24

Ei w:2t

AL — S
* 27 * 1672(1 — /)

+(IF -2 -1 - I3) +

(6.42)

A fenti eredményt érdemes egy kicsit kozelebbrsl megvizsgalni. Tegyiik fel, hogy a sine-Gordon
elméletet egy r sugéarral kompaktifikalt bozon (1d. B.5.1 fiiggelék) perturbécidjaként realizal-
tuk, ahol a perturbdlo operédtor V(y ) + V(_1,0), azaz a 4.2.2 alatti terminologidban egyszeresen
hajtogatott modellr6l van sz6. Ekkor ¢ = 1, valamint

r a @ T 2r2

1n: 1 ns2S -
Ap==-—=24+-(29%2+ == 4N 6.43
£= g g (6.43)

ahol
ne = (§ +ks) F (S —25%) (6.44)
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és 5

Ny =+(I;; — 2[5 — 15 — Iy) +qy — 2(S)* F 2Si(§ + k)
Tegyiik fel, hogy a bozonikus elméletet (Sp) vizsgaljuk, ekkor ennek spektruma

’I’L2 m2r2 nm

+——* — + Nt

Ay =
t7 92 ) 2

alaku kell legyen, ahol n a primér vertex operator impulzus kvantumszama, m a csavarodasi
szdma (mindketts egész), Ny az oszcillator modusok altal adott leszdrmaztatési szint (nemne-
gativ egész szam). Ebbdl latjuk, hogy 25 az m csavarodasi szammal azonosithato, ami teljesen
Osszhangban van az infravoros hataresettel, ahol a topoldgiai toltéssel taldltuk azonosnak. Mivel
S egész, ezért a DAV egyenlet csak a paros csavarodasi szamu szektort allitja els, ahol a bo-
zonikus és a fermionikus elmélet spektruma egybeesik, tehat mostant6l nem kell a kett6 kozott
kiilonbséget tenniink. Az r~2 tagok egyezésébdl azt kapjuk, hogy fent kell 4llnia a

n: =n? (6.45)

feltételnek és ekkor megtehets az n = £ny azonositas. Egy mésik feltételt ad, hogy n elGjelét tgy
kell tudnunk megvalasztani, hogy a primér sulyok levilasztasa utan fennmaradé rész nemnegativ
egész szam legyen, és igy azonosithatd legyen az N1 leszdrmaztatasi szamokkal. Maig sem
tudjuk, hogy ez a két feltétel minden elképzelhetd Bethe gyok konfigurdciora teljesiil-e, azonban
nagyszamu konkrét eset vizsgalata utédn sem talaltunk erre ellenpéldéat.

Miésrészt (6.44)-bol kapjuk, hogy

2n4 =6 mod 2 (6.46)

ahol kihasznaltuk, hogy 2S5 és 4ST mindig paros. Ennek segitségével meghatarozhatjuk azt a
kvantalasi elGirast, ami a konform térelmélettel konzisztens ultraibolya spektrumot ad: a szabaly

0=0
Ez nem egyezik meg Destri és de Vega
0 =Smod?2

elgirasaval, amit |DdV97|-ben arra alapoznak, hogy mivel a spinlanc hossza (2N) a kontinuum
hataresetben végtelenhez tart, az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy N péaros. Lat-
hatjuk, hogy ez nem igaz, mert § értéke fliigg N paritasatol, és 0 a kontinuumban is az integral-
egyenlet paramétere marad. A helyes eljaras J-t szabadon hagyni, ahogy azt a fentiekben tettiik,
és a konform térelmeéleti spektrummal valo illesztéssel megvalasztani.

Egyszertien lathato, hogy amennyiben semmilyen forras nincs jelen (ami a racson az alapal-
lapotnak felel meg), akkor (§ = 0 mellett)

Ay =0

adodik, ami konform térelméleti nyelven is a vikuum éallapotnak felel meg. Ezzel tulajdonképpen
azt igazoltam, hogy helyes volt az integralegyenlet altal leirt spektrum ultraibolya fixpontjara
vonatkozolag a ¢ = 1 azonositas.

Midig sem ismert, hogy vajon az integralegyenlet &altal leirt Osszes lehetséges energiaszint
kimeriti-e a paros topologiai toltésii allapotok konform térelmélet Altal josol spektrumét. Ez
harom okbdl is nagyon nehéz probléma: egyfel6l az ultraibolya silyok fiiggése a Bethe gyok
konfiguraciétol nagyon bonyolult, masfelsl a komplex gyokok megengedett kvantumszamait csak
az infravoros hatareset vizsgalataval lehet feltérképezni, harmadrészt a konfigurdcié valtozhat is
a terfogattal. Az utobbival kapcsolatban megjegyzem, hogy mig nagy térfogaton nincsenek jelen
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specidlis forrasok (azaz a valds tengelyen Z mindig szigorian monoton novekszik), a térfogat
csokkenésével ez megviltozhat. Mint mér emlitettem, szamos olyan, infravordsben teljesen jol
miikods konfiguracio van, amikre a (6.35) ultraibolya platdegyenleteknek nincs megoldésa, ez azt
jelzi, hogy a térfogat csdkkentésével meg kell jelennie valamilyen speciélis forrasoknak, amelyekkel
egylitt mar lesz ilyen megoldéas. Az infravoros és az ultraibolya gyok konfiguracioé kapcsolata tehat
nagyon bonyolult, igy még ha a pl. a komplex gyokok lehetséges kvantumszdmainak osztalyo-
zésat véghez is vissziik az infravordsben, ez még messze nem elég az ultraibolya konform silyok
teljes meghatdrozasdhoz. Rédadasul ugyanahhoz az allapothoz a csatolasi allandotol fiiggGen
méas és mas gyok konfiguracio tartozhat (példaul a 6.2.3 alatt targyalt (s8)+ allapotok a vonzo
tartomanyban).

A specidlis forrasok kezelésére (az ultraibolya hataresetben) kifejlesztettem egy eljarast, amit
Ravaninivel és Feveratival kozos cikkeinkben [FRT99, FRT00]| tobb példéan is illusztraltunk. A
lényege ennek az, hogy barmilyen konfiguréciot is vesziink fel az infravordsben, mindig lehet olyan
tartoményt talalni y-ban, amikor a (6.35) ultraibolya plat6egyenleteknek van megoldasa specialis
forrasok bevezetése nélkiil is. EbbdSl meghatarozhatjuk az Q4 plato értékeket mint « fliggvényét.
Mivel az integralegyenlet és a Z fliggvény analitikusan fligg v-t6l, ezért 2 elfolytathatd y-ban
a minket érdekls tartoméanyba. Ezzel természetesen wy valtozni fog (6.36) szerint (a logaritmus
ugrasai miatt), de ez mindig kézben tarthato és segitségével v fliggvényében nyomon kovethets a
specidlis forrasok megjelenése. Ugyanezzel a technikéaval lehet rogziteni a platé megoldas esetleges
hatarozatlansagat a vonzo tartomanyban.

A fentieket az eredeti cikkekben [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00| szamos konkrét &llapot
részletes analizisével illusztraltuk, amire itt most nem térek ki, az érdekl6dd olvasd az eredeti
irodalomban megtaldlhatja, valamint (leginkabb a racs Bethe Ansatzzal kapcsolatosan) tovabbi
érdekes részleteket talalhat Destri és de Vega [DAV97] cikkében is. Itt most csupan egy, a lélegzo
allapotokkal kapcsolatos megjegyzésre szoritkozom. A sztatikus Bj allapot ultraibolya silyéara

1
+
adodik, tehat ennek az allapotnak az ultraibolya hatéresete a Vi g vertex operatorok egy linedris
kombinéci¢javal kelthet§, mégpedig az allapot negativ paritdsa miatt a

Vii=Vii0— Voo

kombindacidval. A sztatikus Bo-re ugyanigy

AT = —
272
adodik, tehat ezt az allapotot
Vit =Viio+Voio

kelti. Pallua és Prester ezzel konzisztens eredményeket kapott a sine-Gordon modellt egy transz-
verzalis magneses térbe helyezett X X Z lanccal reguldlva, és a spektrumot kozvetlen numerikus
diagonalizalassal eldallitva [PP99]| (ami utan a racstérelmeéletben szokésoshoz hasonlé numerikus
extrapolaciot alkalmaztak a kontinuum hataratmenetre).

A fentiek azzal is konzisztens, hogy a taszité tartomanyban Vli a legalacsonyabban fekvg (zéro
osszimpulzusu) (s§)4 ultraibolya megfelelginek bizonyulnak (ebben a két lyuk kvantumszamai
I, = —I, = 1/2). Ha M-t csokkentjiik, akkor A = 1-en athaladva azt varjuk, hogy a legalacsonyab-
ban fekvé allapot, ami ebben ez esetben az (s5)_, adja a sztatikus B allapotot, A = 1/2-nél pedig
azt, hogy a kovetkezd allapot (ebben az esetben a legalacsonyabban fekvs (ss), éllapot) megy
at a sztatikus By dllapotba. A csatolési dlland6 ilyen hangolasa a 4.2.2 alatti TCSA mddszerrel
elvégezhetd, és pontosan ez lathato a spektrumon. Ez annyiban is érdekes, mert cafolja Klassen
és Melzer egy korabbi sejtését [KM93| amely szerint a B, 1élegzének a Vi, o vertexoperatorok (a
lélegzé paritasanak megfelels) linearis kombinéacioja felel meg. A DAV egyenletbdl kiszamithato,
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hogy a tovabbi lélegz6k valtakozva a VljE allapotok egyre magasabb leszarmaztatott allapotai-
nak felelnek meg, ami dsszhangban van azzal, hogy a taszité tartomanyban az egyre nagyobb
impulzusu (s5)+ allapotok ultraibolya hatéresetét pontosan ezek irjak le meg (ezekben a lyukak
kvantumszamai Iy = —I, = (2k+1)/2, k=0,1,2,..., a megfelel§ konform térelméleti operator
jobb, illetve bal leszarmaztatasi kvantumszama pedig egyenls k-val).

6.4. Paratlan topologiai toltésti allapotok

6.4.1. A bozonikus (sine-Gordon) modell esete

A szamléalo egyenletbdl vilagosan lathato, hogy péaratlan topologiai toltést (azaz félegész S
spint) allapotra Ny pératlan kell legyen. A fénykip racson azonban nem lehet ilyen allapotokat
elgallitani, amint azt a (6.2) Bethe Ansatz egyenletek részletes analizise mutatja, és ez a tény
régota jol ismert az XXZ Bethe Ansatz kiterjedt irodalméban.

Azonban lathatoan semmi akadalya annak, hogy a (6.15) kontinuum DdV egyenletben Ng
helyébe péaratlan szdmot irjunk, azaz olyan forrds konfiguraciokat vegyiink fel, amelyekben pa-
ratlan szamu lyuk taldlhato. Feveratival és Ravaninivel kozosen fogalmaztuk meg azt a sejtést,
hogy az igy el6allo energiaszintek éppen megfelelnek a bozonikus Sp algebra péaratlan csavarodési
szamu vertex operatorai és azok leszarmazottai dltal generalt allapotoknak, illetve az infravords
képet véve alapul, a paratlan szamu szolitont tartalmazé allapotoknak.

Egy ilyen allapotban S € Z+ %, és ebbdl kovetkezGen (6.43) alapjan az ultraibolya hatareset-
ben az m csavarodasi szam paratlan. Viszont a (B.27) alatt megadott Sp spektrumban n ekkor is
egész, vagyis ekkor (6.44) alapjan a 6 = 1 vélasztast kell tenniink, ami egész Bethe kvantumsza-
moknak felel meg. Ebbdl megfogalmazhatjuk az alabbi szabdlyt: a teljes sine-Gordon spektrumot
az (6.15) egyenlet akkor allitja el§, ha Ny-ra megengediink mind péros, mind paratlan értékeket
és a

0 =25 mod 2 (6.48)
szabaly szerint valasztjuk meg a kvantalds modjat.

Egy fontos példaja ilyen allapotnak, amikor egyetlen lyuk van az origoban lokalizalva (h = 0),
aminek megfelel§ Bethe kvantumszam I = 0. A § = 1 valasztas mellett az ultraibolya siilyokra

i 1
AT =g
adodik, ami a V(g ) (vagy V(O,_l)) vertexoperatornak felel meg. Az irodalomban j6l ismert,
hogy ez az operator a sztatikus egy-szoliton allapot kelt6 operatordnak ultraibolya hataresetével
azonosithato [KM93|. A [FRT98a| cikkben més (harom lyukat, vagy harom lyukat és komp-
lex gyokoket) tartalmazo allapotokat is megvizsgaltunk, és minden esetben a varakozéasoknak
megfelel§ eredményt kaptuk.
Nagyon egyszertien megvizsgalhato az egy-lyuk allapot infravords viselkedése is®. Nagy tér-
fogatban

Z(L) = MLsinh6 + x(0) + O (e" ™)

amit a (6.16) energia kifejezésbe helyettesitve a kovetkezst adja:
. o0 d,O . . i Z (p+in) . . i Z(p—in)
By, =M — zM/ o [Slnh(p +in) log (1 — etetei ) — sinh(p — in) log (1 —eetpm )]
o0 2T

A taszitd tartoméanyra korlatozodva, x(f)-nak nincs szingularitasa a |[Sm | < 7 savban, igy n
eltolhato F-be, amivel

=0 [~ g 55 +15) w5 (=) oo

8 Ezt a szamolast eredetileg nem vegeztiik el, kizarolag a jelenlegi dolgozatban szerepel.
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ahol kihasznaltuk a (6.22) Osszefiiggést és y pératlan voltat, valamint a logaritmust sorba fej-
tettiik (log(1 + 2) ~ x), kihasznalva, hogy e MEcoshr « 1 A (C.4) keresztezési Osszefiiggést
felhasznalva

By =M — M/_Z 3—7’: coshp |S1T (p+i5 ) + 12 (p+ig) e Moo (6.49)

Hasonloképpen felirhatjuk a vakuum energiajat is, amire

Z(0) = MLsinh6 + O (e"™F)

és ebbdl © g
Fooe = —2M/ 2P cosh pe~ ML coshp (6.50)
oo 2T
Ezt felhasznalva
_ _ _ = @ ++ TN —MLcoshp
Ey,—FEye = M-—-M 5 coshp (STT p—l—z2 1)e (6.51)
oo 2m

>~ d
_M/ ap cosh p (S_‘t: (,0 + ZE) _ 1) o~ MLcoshp
oo 2m 2

adja a szoliton témeg vezets viselkedését nagy térfogatban. Ez pontosan megfelel a Liischer
altal szarmaztatott eredmény (2.2) alatti 1 + 1 dimenzi6s verzidjanak. A taszité tartomanyban
nincsenek kotott allapotnak megfelels fiziok, ezért nincs u-tag, a két korrekcids tag koziil az elsé
egy szoliton, a masodik egy antiszoliton hurok jarulékat megadd F-taggal egyezik meg.

A fenti eredményt, miszerint a Destri-de Vega egyenlet nagy térfogatu hataresete visszaadja
a Liischer-féle tomegkorrekciot, numerikusan Balog és munkatarsai is ellendrizték [BKKWO03,
BKKWO04]. Munkajuk azonban ezen joval tulmegy: racstérelméleti, valamint perturbativ két--
hurok szamitdsokkal igazoltdk az &altalunk a tomegrés egzakt véges térfogatbeli viselkedésére
adott analitikus joslat helyességét. Eredményeik egyben alatamasztjak, hogy az XY modell
kontinuum hatéresete éppen a sine-Gordon modell 32 — 87 hataresetével esik egybe, valamint
az un. Kosterlitz-Thouless szcenériot, ami a korrelacios hossz viselkedését irja le a racs csatolasi
alland¢ fiiggvényében a kontinuum hataresetet definiald kritikus pont koriil. Az utobbi lényeges
koévetkezmeénye, hogy a racstérelméleti eredmények és a DAV egyenlet joslata kozti egyezéshez el-
engedhetetlen a racsallandotol valo logaritmikus fiigges figyelembe vétele [Bal01, BT01], ami eltér
a Symanzik klasszikus munkdja [Sym83| alapjan varhaté hatvanyszerd korrekcioktol. Az ilyen
levagasi effektusok tisztazasa nagyon fontos lehet a preciziés racs-QCD szamitasok szempontjabol
(amint ezt Hasenfratz Péter és munkatérsai is hangsilyozzak a o-modellekben altaluk tapasztalt
anomdlis levagasfiiggés kapcsan [HNO1, HHNT02[; ennek elméleti megértése még mindig vérat
magara). A fentebb vézolt problémakor szép példajat adja annak, amikor az integralhaté mo-
dellek elméletébsl tanultak lényeges informaciot szolgaltatnak az elméleti fizika més teriiletén
(adott esetben a racstérelméletben) felmeriils problémak vizsgélatéhoz.

6.4.2. A fermionikus (t6meges Thirring) modell leirasa

Az Sp esetben a péaratlan csavarodasi szdmi allapotokra az n kvantumszam félegész, az
el6zGek alapjan ez akkor all fenn, ha minden allapotra (a paratlan toltéstekre is) a

0 =0 mod 2 (6.52)

elgirast vélasztjuk. Az egy lyuk allapot ultraibolya dimenzi6i (a lyuk kvantumszamét I =

1/2-nek valasztva)
L1100 r\?
AtT=——+=] ,
2\2r 2
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ami V(q /1) stlyaival egyezik meg. Az [ = —1/2 valasztas V(_j/91)-hez vezet. A B.5.1 alatt
leirtak szerint ezek éppen a ¢ = 1 konform térelméletben definidlhatd Dirac fermion mezd pozitiv
toltésti komponensei, ezért az egy-lyuk konfiguraciokat a tomeges Thirring modell egy-fermion
allapotaival azonosithatjuk. A vezets végesmeéret korrekcio ezittal 1/L-ben hatvanyszert visel-

kedést mutat:
/ 2
Elh - Evac — M? + (%) + 0] (e_ML)

MLsinhh = +m

egyenlet irja le, az I = £+1/2 valasztasnak megfelelGen.

6.5. Osszehasonlitas a csonkolt konform allapottér kozelitéssel

A DAV egyenlettel végzett munkank [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00] sorén folyamatosan
osszehasonlitottuk az integralegyenlet joslatait a csonkolt konform allapottér kozelitésbél kapott
numerikus adatokkal (a TCSA modszer leirasat 1d. 4.2.2 alatt). Ennek t6bb haszna volt:

1. Mivel a TCSA modszer a modell Lagrange-fiiggvényes (egészen pontosan a perturbélt konform
térelméleti) leirasabol indul ki, ezért az 6sszevetés annak ellendrzését is jelentette, hogy a fény-
kup racs regularizacié kontinuum hatareseteként elgallo DAV egyenlet valoban a sine-Gordon
modellt irja le.

2. Kozvetleniil teszteltiik az infravoros és az ultraibolya aszimptotikdra vonatkozd analitikus
eredményeket.

3. Az atmeneti tartoméanyban

ML~ O(1)

ahol a DAV egyenlet esetében csak numerikus (bar nagy pontossaggal elgéllithato) eredmé-
nyekre hagyatkozhattunk, lehetGség nyilt az egyenlet tesztelésére. Ebben a tartoméanyban sem
a Liischer-féle infravoros leiras, sem a konform térelmélet nem nytjt megfeleld 6sszehasonlitasi
alapot.

4. Az atmeneti tartomany elérhetGsége azt is jelentette, hogy kozvetleniil ellendrizhettiik az
infravords-ultraibolya hozzarendelést. Ezen azt értem, hogy egy adott megoldisa a DAV
egyenleteknek az infravordsben valamilyen részecsketartalommal és hozzajuk tartozé impul-
zus kvantumszamokkal, az ultraibolydban pedig valamilyen konform siilyokkal jellemezhetd.
Ez azt jelenti, hogy a DAV egyenlet egy megfeleltetést 1étesit az allapottér ultraibolya, kon-
form térelméleti leirdsa, és az infravoros, sokrészecske allapotokkal torténd leirdas kozott. A
TCSA modszerrel ennek a megfeleltetésnek a helyességét lehetett ellenérizni.

A kiterjedt Osszevetés eredménye az, hogy a sine-Gordon /tomeges Thirring modell véges térfogat-
beli spektrumara vonatkozo, az el6zGekben tett dsszes allitast a TCSA modszerrel valo 6sszevetés
fényesen aldtamasztotta. Az eltérések minden esetben a TCSA moddszerre jellemzd csonkolasi
hibanak megfelel6 nagysaguak voltak.

Az 6sszehasonlitas soran figyelembe kell venni, hogy a perturbalt konform térelméleti képben a
vakuum (és valamennyi allapot) energidja tartalmazza a kovetkezd linearis (an. ,bulk”) jarulékot:

E ~ BM?L (6.53)

ahol !
s
B = _Z tan ﬁ

a (4.14) alatti univerzalis vikuum energia konstans. A DAV altal meghatérozott vikuum energia
ellenben tgy van normalva, hogy

E(L)—-0 , L—o0
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6.4. abra. A DAV egyenlet és a TCSA altal adott energiaszintek Gsszehasonlitasa (zérus tel-
jes impulzusu allapotokat hasznalva). Az energiat a szoliton tomeg egységeiben abrazoltam, a
dimenzi6tlanitott térfogatvaltozé (I = ML) fiiggvényében. A TCSA adatok a pontok jeldlik,
a linedris vakuum energia tag levonasa utan, a folytonos vonalak a DAV egyenlet numerikus

iteralasaval kapott eredmények. Az dbrak A = % sine-Gordon paraméternél késziiltek.

(Id. (6.50)). A termodinamika Bethe Ansatznal Zamolodchikov altal alkalmazott megfontolasok-
kal [Zam90| anal6g modon érvelve belathato, hogy a perturbalt konform térelmélet energiaszintjei
éppen a linearis vakuum jarulékban kiilonboznek a DAV altal adott energiaszintektsl, igy az
Osszehasonlitaskor ezt figyelembe kell venni. Az Gsszehasonlitas sordn ezt gy tettiik meg, hogy
a TCSA altal josolt energiaszintekbdl levontuk a vakuum energia jarulékot.

Azonban ez sem miikodik a taszité tartomanyban, ahol a TCSA ultraibolya divergens (1d. 4.13
alatt). Ekkor a DAV és TCSA modszernek az energiaszintek kiilonbségeire vonatkozo joslatait
hasonlitottuk 6ssze. Mivel a csonkolt konform &llapottér a konform spin és a topologiai toltés
szerint szektorokra bonthatd, és a perturbaci6 alatt egymassal csak az egy szektorban lévg alla-
potok keverednek, célszerti ugyanazon szektorba esd allapotok kozti kiilonbségeket képezni, hogy
az ultraibolya levigési eljaras maximalisan konzisztens legyen (s6t, mivel a sine-Gordon modell
paritasinvarians, célszerd ezeket a szektorokat paritas szerint is szétbontani, bar a Feveratival és
Ravaninivel végzett munka idején ennek hasznossagara még nem jottem ra).

Az eredményeket a 6.4 abran illusztraltam néhany eset bemutataséaval.
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6.6. A Zamolodchikov-féle a-csavart szektorok és a minimalmodellek @, 3
perturbéacidja

6.6.1. o-csavart szektorok

Al. B. Zamolodchikov a polimerek kapcsan végzett munkai soran javasolta a sine-Gordon
modell csavart szektorainak bevezetéset [Zam94a, Zam94b|. Az itt alkalmazott jellésekre lefor-
ditva ezek a kovetkezGképpen adhatok meg. Legyen T az x — = + L (egy peridodussal torténd)
térbeli eltolast a Hilbert-téren reprezentélo operdtor. Ha n egész, akkor V(;, ,,,) vertexoperatorok
ez alatt invariansak: TV(,”n)T_1 = Vinm)-

A csavart hatarfeltétel alakja

T‘/v(n,m)T’_1 = €Xp (ZQQ) ‘/(n, m)

ahol @ a topologiai téltés (csavaroddsi szdm) operatora (B.5.1-ben M-mel jeloltiik). Ennek V{,, )
akkor tesz eleget, ha n € Z + 5. Az ilyen vertexoperatorok és leszarmazottaik éltal a konform

vakuumbol keltett allapotokat csavart allapotoknak nevezziik.
A

Ho= P Fuo (6.54)

nEZ-I—%

Hilbert-teret keltd operatorok (ahol F,, ,, a (B.25)-ben definialt Fock modul) egymaésra kolcso-
nosen lokalis operatoralgebrat alkotnak (ezt garantalja, hogy valamennyi primér vertex operétor
konform spinje 0). Ezen a téren értelmezhets a sine-Gordon modell mint perturbéalt konform
térelmélet Hamilton operatora:

o [ 1 w [F
Hya = f (7‘(0 + Za_kak + Za_kak — E) — 5/0 dx (V(l,O) + V(—l,O))

Az igy definialt rendszer alapallapotat a kovetkezd integralegyenlet irja le:
o0
Z(@) = lsinhf+ o — ’L/ dxG(0 — x — in) log (1 + ezZ(erm))
— 00

+i / dzG(0 — x + in)log (1 + e—izw—“ﬂ) (6.55)

—00

(A hatéarozottsag kedvéért § = 0-at valasztottunk, hiszen a-t m-vel eltolva attérhetiink a félegész
Bethe kvantumszamokrol egészekre). A vezetd ultraibolya viselkedésre

T

B(L)= 25+ .
i=1- )\LH (%)2 . (6.56)

adodik. Reshetikhin és Smirnov munkajabol [RS90]| ismert, hogy az M,, , Virasoro minimalmo-
dell ®(; 3) operétorral vett (integralhatd) perturbéciojit a

A=-=-—-1 6.57
» (6.57)
paraméterrel jellemzett sine-Gordon elmélet in. RSOS restrikcidjaval lehet leirni. A tovabbiak-
ban erre a modellre az My, ; + (1 3) rovid jeldlést hasznaljuk.
Az o = 7 /p vélasztassal
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\/ \/ \ e / \/
0 % 1 jmam - % jmax
6.5. dbra. Az M, , + @y 3) kink gerjesztéseinek szomszédsdgi diagramja, ahol jmax = p=2
o= % o= %’T
l TCSA DdV TBA l TCSA DdV TBA
0.1 | -3.074916 | -3.0749130189 | -3.0749130190 || 0.1 | 3.117844 | 3.1178476855 | 3.1178476853
0.3 | -0.944161 | -0.9441276204 | -0.9441276204 || 0.3 | 0.985360 | 0.9853990810 | 0.9853990810
0.5 | -0.509764 | -0.5096602194 | -0.5096602194 || 0.5 | 0.540427 | 0.5405470784 | 0.5405470784
0.8 | -0.265436 | -0.2651431026 | -0.2651431026 || 0.8 | 0.282725 | 0.2830552991 | 0.2830552991
1.0 | -0.186038 | -0.1855606546 | -0.1855606546 || 1.0 | 0.197143 | 0.1976769278 | 0.1976769278
1.5 | -0.087300 | -0.0861426792 | -0.0861426792 || 1.5 | 0.089277 | 0.0905539780 | 0.0905539780
2.0 | -0.045910 | -0.0437473815 | -0.0437473815 || 2.0 | 0.042960 | 0.0453290013 | 0.0453290013
2.5 | -0.026746 | -0.0232421927 | -0.0232421927 || 2.5 | 0.019978 | 0.0238075022 | 0.0238075022
3.0 | -0.017868 | -0.0126823057 | -0.0126823057 || 3.0 | 0.007209 | 0.0128843786 | 0.0128843786
4.0 | -0.013546 | -0.0039607326 | -0.0039607326 || 4.0 | -0.006592 | 0.0039866371 | 0.0039866371
6.1. tablazat. Az M35+ @1 3) modell o = 7, illetve o = %’T csavarashoz tartoz6 vakuumanak

energiaja véges térfogatban. Az energiat és a térfogatot az M szoliton tdmeg egységeiben meérjiik,
a TCSA adatokbol levontuk a (6.53) vakuumenergia jarulékot.

adddik, ami pontosan az M, , modell effektiv centralis toltése, ezért azt varjuk, hogy a csavart
egyenlet az My, ; + @1 3) (legalacsonyabban fekve) vakuuméllapotat irja le. Valoban, Fioravanti
és munkatarsai [FMQR97] a ¢ = p + 1 unitér modellekre a (6.55) egyenletet integralva meg-
mutattak, hogy az eredményiil kapott energiaszintek pontosan megegyeznek a kordbbrol ismert
TBA joslatokkal |[Zam91la|. Tovabb4, a csavaras kovetkezs értékeire

k
ozz:l:—7r ,

. (6.58)

a @ 1) operatorokra jellemz6 konform silyok élltak el az ultraibolya hataresetben (a csavaras
elGjele ebbdl a szempontbol lényegtelen). Reshetikhin és Smirnov megmutatta |[RS90|, hogy a
M, 4+ P13y modelleknek pontosan p—1 vikuuméllapota van, az elemi gerjesztések pedig kinkek
(a kink S matrixokrol 1d. C.1.5), a 6.5 dbréan lathato szomszédsagi diagrammal, és megadta ezek
egzakt S matrixat is. Klassen és Melzer azt a sejtést fogalmazta meg, hogy a ¢ = p + 1 unitér
esetben ezek pontosan a ®, ;) operdtorokkal keltheték [KM90]. A Fioravanti és munkatarsai
altal ezekre az allapotokra a (6.58) csavarasokkal kapott eredmények is pontosan megegyeztek a
TBA adta joslatokkal.

Feveratival és Ravaninival azt a célt tdztiik magunk elé, hogy a fentebb vazolt eredménye-
ket terjessziik ki altalanos miniméalmodellekre és fogalmazzuk meg egyben a gerjesztett allapotok
leirasat is; a kovetkezGkben ennek a munkénak az eredményeit targyalom [FRT00]. Az alapéallapo-
tok tekintetében ez konnyen teljesithetd volt, mivel a (6.55) a (6.57)-ban megadott csatolasoknal
és a (6.58) csavarasokkal konnyen megmutathaté modon az altalanos minimalmodellek vakuum-
dllapotait azonnal reprodukélja. Erre példaként az Mss + (1 3) modell két alapallapotanak
leirasat mutatom be (a 6.1 tablazat mutatja a TBA-val és TCSA-val valo kitting egyezeést).
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6.6.2. A &y 3) perturbélt minimalmodellek gerjesztett allapotai
A csavarast a (6.2) féenykup réacs Bethe Ansatzon a kovetkezdképpen lehet realizalni [dVG89:

(sinhl [6;+©+ ﬂ] sinh 2 [0, — © 4 7] >N _ 2w H sinh 3 [0; — 0k + in] (6.59)

sinh2 [0, +© — Z]sinh 2 [§; — © — Z] sinh X [0; — 6, — in]

A 6.16 alatt ismertetett modszert kovetve, ebbdl a kontinuum hatéaresetben a kovetkezd integ-
ralegyenlet adodik:

o0

2(0) = lsinh9+g(9|9j)+oz—z'/

— 00

dxG(0 — x — in) log (1 + (—1)6eiz(x+m))

+i / dzG (0 — x + in)log (1 + (—1)56—2‘2@—@'")) (6.60)

— 00

ahol a a kovetkezd modon fejezhets ki w-val:

a:w;1;+Xm<B+1§+w} F+1§—5D (6.61)

2 T 7T

([x] az = egészrészét jeloli). Ezt a (6.12)-ban szerepld C' konstans rogzitésével lehet megkapni,
mégpedig ugy, hogy a Z fliggvénynek az integralegyenletbdl szamitott, 6 = too-ben vett aszimp-
totikus értékeit Gsszevetjiik azzal, ami Z (6.7) alatti definiciojabol kovetkezik. Ebbdl kovetkezGen
teljesiil az

o — a+2r ha w— w47

Osszefiiggeés, ami egy nagyon fontos konzisztencia feltétel”, hiszen mivel w-t m-vel eltolva a (6.59)
racs Bethe Ansatz egyenletek 6nmagukba mennek at, ennek a transzforméacionak az integral-
egyenletet is invaridnsan kell hagynia; valoban, egy a-ban 2m-vel torténd eltolas Z (és a Bethe
kvantumszamok) atdefinidlasaval eltiintethetd.

Mivel az « és w kozti Osszefiiggés meglehetdsen bonyolult, kérdéses, hogy valamennyi (6.58)
alatt felsorolt v csavaras megvalosithato-e a fénykup racs Bethe Ansatz segitségével. Tekintsiik
tehat most az M, 4 + @ (1 3) modellt, amelyre (6.14) és (6.57) alapjan

q—p
D
Korlatozodjunk semleges (S = 0) 4llapotokra!’. Ekkor megmutathaté, hogy az

k(q — p)m
p

y=

w=ky=

véalasztéssal valamennyi sziikséges a érték elGall. Mivel p és ¢ relativ prim, w fiiggetlen értékei
modulo 7 a kdvetkezdk:

w=— , [=0,...,q—1
s (6.61) a kovetkezs alakot 6lti:

I 2p—q <[1 l] [1 l])
a=—+ all=+-| -]z —-
D 2p 2 q 2 q

Minket csak @@ mod w érdekel, mivel a § paraméter megvaltoztatasa ekvivalens azzal, hogy a-t

m-vel eltoljuk:
1 1
(1] )
P 2p\[2 ¢ 2 q

és errdl pedig elemi modon lathatd, hogy amennyiben [ végigfut 0-tol ¢ — 1-ig, akkor v a (6.58)
alatti Gsszes fliggetlen értéket felveszi (némelyiket tobbszor is).

9 A P. Zinn-Justin altal [ZJ98]-ban szarmaztatott o = wr /(7 — 7) Gsszefiiggés hibas, amint ez a fenti okfej-
tésbdl is kittinik.
10 Az S # 0 allapotok nemlokalis operatorokhoz tartoznak, ld. a késGbbiekben.
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6.6.2.1. Az ultraibolya hatareset

Az, hogy az ultraibolya hataresetben megkaphatjuk a minimélmodellek spektrumét, nagyon
kénnyen lathaté a kdvetkezd modon. Egyszeriiség kedvéért az érvelést a ¢ = p + 1 unitér esetre
korldtozom. A DAV integrélegyenlet az ultraibolyéban a V(;, ,,) vertexoperatorok és leszarmazot-
taik sulyait adja, ahol 6 = 0, 1 valasztassal m egész, mig n félegész is lehet. Az o # 0 valasztéssal
a (6.35) plato egyenlet az

Qr =a+ gi(:FOO) + Xfwi

alakot olti. Ezzel

2ap Hp—1 p
wy = —— 27 (5-257)——+4 k
S )1 AT
Yp = F25%a —4S%(S — SF)xeo + 275,
ahol felhasznaltuk, hogy
m p—1
= - = T—
Y Pl 5 Xoo %

Az ultraibolya silyokra pedig

c—1
24

) 1 Wi
N A R

AF = ptl Wi
27 p 1672

adodik.
Az m = 0 semleges szektorban a fenti formulédkbol lathato, hogy olyan V,, o) vertex operato-
roknak megfelel6 ultraibolya viselkedést kapunk, amelyekre

n:gmodl

2
Behelyettesitve a
l
a:—ﬂ, k=1,...,p—1
p
csavarasokat és azt, hogy
n=k+ -~
27
ahol k egész, valamint figyelembe véve, hogy eztttal
-5
pp+1)
és nem 1, a kovetkez6 eredmény adodik:
2kp +1)? — 1
AT =A" = @kp+1)"—1 (6.62)
Ap(p +1)

valamint tovabbi olyan sulyok, amelyek ezektsl csak egész szamban kiilénboznek, és a fenti
sulyokkal jellemzett operédtorok leszarmaztatottjaihoz rendelheték. Az (6.62) kifejezés pedig
nem mas, mint az ;o) operdtor silya az My, 1 minimalmodellben (1d. 4.2.1).

Az m # 0 allapotok sulyai hasonloképpen szamolhatok. A konform spinre a kovetkezd adodik:

2(A* = A7) =m= mod 1, (6.63)

vagyis ezek éltalaban tort spinti (nemlokalis) operatorokhoz tartoznak. Ez annak felel meg,
hogy a topolégiailag toltott dllapotok kinkekbdl épiilnek fel, és ezek nemlokalitasa tébbek kozott
a sok-kink &llapotok kivalasztési szabalyaiban nyilvanul meg [FL92|. Periodikus hatarfeltétel
mellett csak azok a vakuum szekvencidk maradhatnak, amelyekben a kiindul6 és a végsé vikuum
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(a) (b)
I | TCSA DAV I | TCSA | Dav (©)
0.1 | 23.05277 n/a 0.1 | 60.75048 | 60.74682 | | I | TCSA | Dav
0.5 | 4.679779 n/a 0.5 | 12.20618 | 12.20561 | | 0.1 | 123.583 | 123.5693
1.0 | 2.447376 n/a 1.0 | 6.182516 | 6.182363 | | 0.5 | 24.7806 | 24.77936
1.5 | 1.748874 n/a 1.5 | 4.202938 | 4.202915 | | 1.0 | 12.4870 | 12.48635
2.0 | 1.430883 n/a 2.0 | 3.231734 | 3.231640 | | 1.5 | 8.42926 | 8.428693

2.6 | 1.238051 | 1.238012(#) || 2.5 | 2.662186 | 2.662110 2.0 | 6.42931 | 6.429201
3.0 | 1.164321 1.164319 3.0 | 2.292273 | 2.292231 3.0 | 4.48444 | 4.484209
3.5 | 1.105220 1.105196 3.5 | 2.035552 | 2.035530 4.0 | 3.56367 | 3.563519
4.0 | 1.068256 1.068237 4.0 | 1.848892 | 1.848849 5.0 | 3.04899 | 3.048881
5.0 | 1.029356 1.029348 5.0 | 1.599792 | 1.599762

6.2. tablazat.

(a) A skalazo Lee-Yang modell elsG gerjesztett allapota, az energia a részecske m tomegének
egységeiben adott, a dimenzidtlan térfogatvaltozo pedig | = mL. | < 2.6-ra a DAV egyenletet
nem tudtam konvergens modon iteralni (ennél a térfogatnél egy specialis gyok jelenik meg, azaz
Z a val6s egyenes egy részén monoton csokkenébe valt).

(b) A skalazé Lee-Yang modell egy p = 2% impulzussal mozgo részecskét tartalmazo allapota

(c) A skalazo Lee-Yang modell legalacsonyabban fekvs kétrészecske allapota

azonos, ezek viszont toltetlen &llapotok. Ez azt jelenti, hogy a minimalis modell Hilbert terét a
hengeren a

p—1
EB Ha:%’
=1

tér altereként allitjuk els, ahol a H,, csavart szektort (6.54) definidlja. Az, hogy a miniméalmodell
Hilbert-tere nem lehet az egész, lathato pl. abbol, hogy (6.62)-ben k csak olyan értékeket vehet
fel, amelyekre 1 <1 — 2k < p.!!

6.6.2.2. Osszehasonlitas a csonkolt konform allapottér kozelitéssel

Eredeti munkankban [FRT00| szamos kiilénb6z6 modellel elvégeztitk az egybevetést. Itt
most csak az Mg 5+ ®@(q 3y skdlazo Lee-Yang modellre vonatkozo eredményeket idézem. Ekkor a

csavaras egyetlen fliggetlen értéke
wo T
2
Ha a-t igy rogzitjiik, akkor még megmarad a szabadsagunk a ¢ kvantaldsi paraméter megvalasz-
tasara. A gerjesztett allapotokat a megfelels sine-Gordon modell By els6 1élegzéje altal alkotott

sokrészecske dllapotok adjak, ahol a sine-Gordon paraméter

A==
2

A By lélegzoket 6.2.3 alapjan onkonjugélt gyokok reprezentaljak, amelyek valos része a lélegzo
rapiditasaval egyezik meg. Tehat az Osszes allapot megkaphato a (6.60) integralegyenlet olyan
megoldasai segitségével, amelyekre a csavaras o = m/2 és a forrastag (az infravorosben) egy vagy
tobb onkonjugélt gyokot tartalmaz (a vikuum esetén természetesen egyet sem). Az ultraibolya
sulyok vizsgalataval a kvantélasi szabalyra a

0 = M. mod 2

"' Az érdekl6d6 tovabbi részleteket talalhat errgl a projekciorol Felder és LeClair munkajaban [F1.92|. Meg-
jegyzem, hogy ez nem mas, mint a minimalmodellek szabadtér reprezentacidjakor elvégzends BRST projekcio (Id.
[Fel89]) tomeges megfelelGje.
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elgirds adodik, ahol M. az Oonkonjugélt gyokok szamat jeloli. A 6.2 tablazatban a nyugvo

egyrészecske, az I = 1 kvantumszammal mozgd egyrészecske (impulzusa p = 2%), illetve a
legalacsonyabban fekvs kétrészecske (I; = —Iy = 1/2) allapot integralegyenletbdl energiajat

hasonlitom 6ssze a TCSA numerikus joslataival. Az 6sszehasonlitashoz a lélegz6 tomegét hasz-
naltam skalaként, ami a sine-Gordon szoliton témegével az

m = 2M sing =/3M
modon fejezhets ki. A TCSA adatokbdl levontam a
Bm?2L

vakuumenergia jarulékot, ahol a B univerzalis vakuumenergia konstans értékét (C.7) adja meg.



7. Alkalmazasok kvantumtérelméleti problémakra

Ebben a fejezetben az eddig targyalt ismeretek olyan alkalmazédsait ismertetem, amelyek sajat
munkam soran fordultak eld.

Els6ként az tn. k-hajtogatott sine-Gordon modellt targyalom, amely szidmos érdekességet
tartalmaz. Latni fogjuk, hogyan jelentkezik a 4.2.2 alatt jelzett tobbértelmiiség az allapottér
megvalasztasiaban, és ennek kapcsan egy nagyon érdekes elméleti modellt kapunk, ahol a kvan-
tumtérelméleti alagiteffektus leirasabol jol ismert ritka instanton gaz kozelités joslatai egészen
konkrét modon Gsszevethetsk a DAV egyenlet és a TCSA modszer utjan kapott eredményekkel.
Ennek soran a véges térfogatbeli vikuumfelhasadasrol megmutatom, hogy a vikuumok kozti
alagutazéssal értelmezhets. Tovabba itt fogunk elGszor példat latni kink tipusi gerjesztésekre,
és ennek a példanak a késGbbiekben a perturbélt konform térelméletek spektrumanak elemzé-
sekor fontos szerep jut. Végiil, de nem utolsésorban a modell ismerete sziikséges eléfeltétel a
kétfrekvencias sine-Gordon modell analiziséhez.

Ezutan a kétfrekvencias sine-Gordon modellt targyalom, aminek elméleti érdekessége egyrészt
abban rejlik, hogy a nemintegralhatd kvantumtérelméletek egyfajta prototipusdnak tekinthetd.
Masrészt a modell alkalmazhaté a tomeges Schwinger modell, az altalanositott Ashkin-Teller
modell (egy kvantum spin rendszer), és az egydimenziéos Hubbard modell tanulmanyozasara
is [DM98, FGNO00|. Egy tovabbi érdekes alkalmazasi lehet6ség ultra-révid optikai impulzusok
degeneralt rezonans médiumban térténd terjedésének modellezése [BCG].

A kétfrekvencids sine-Gordon modell kapcsan réviden ismertetem az un. form-faktor pertur-
béciészamitast, ami alkalmas arra, hogy ilyen elméletekrsl nemperturbativ informéciét nyerjiink,
mivel eleve egy nemtrividlisan kolcsonhaté és nemperturbative egzaktul megértett integralhato
kvantumtérelmélet koriili sorfejtésbdl indul ki. Latni fogjuk, hogyan alkalmazhato a TCSA mod-
szere arra, hogy a szemiklasszikus kozelitéssel kapcsolatos elméleti problémékat eldonthessiik, és
hogyan lehet a segitségével feltérképezni az elmélet fazisdiagramjat, meghatarozva a lehetséges
fazisatalakulasok helyét és tipusat.

A nemintegralhato modellek annyiban is joval kozelebb allnak az integralhatoknal a valosag-
hoz, hogy segitségiikkel instabil részecskék (rezonanciak) is modellezheték'. Ezt a kétfrekvencias
sine-Gordon modell és az Ising modell példajan mutatom be, és az ezeken végzett vizsgéilatok
soran kifejlesztek egy hatékony modszertant a keskeny rezonancidk leirdsara és paramétereik meg-
hatdrozaséra a véges térfogati spektrumbol. A végesméret spektrum meghatdrozasira a TCSA
modszert, az elméleti joslatok leszarmaztatasara a form-faktor perturbaciészamitést hasznélom,
amik koziil az els§ teljes mértékben a kétdimenzids térelméletekre specifikus eljaras, a masodik
megfelelGje magasabb dimenzioban is ismert ugyan (hadronok gyenge bomlasanak leirdsa), de
ott nem ismertek az egzakt nemperturbativ form-faktorok?. Ennek ellenére a munka lényegi
mondanivaldja, miszerint a rezonancidkat a spektrumban mutatkoz6 jellegzetes szint elkeriilések
segitségével lehet hatékonyan jellemezni, valamint az erre szolgdlé modszer, teljesen természe-
tes modon Aaltalanosithatéo magasabb dimenzids térelméletekre. Raadasul a modszer maga nem

! Ttt megjegyzem, hogy ismertek olyan integralhaté térelméletek, amelyek tartalmaznak rezonancidkat
[FPGHM97, MFP00], azonban ezek nem felelnek meg a jelen vizsgalatokhoz, f6képpen mivel a gerjesztett al-
lapotok véges térfogatbeli leirdsara nem ismeretes hatékony és részleteiben kidolgozott eljaras. Mastfelsl pedig a
nemintegralhaté perturbaciok elénye az is, hogy az integralhatdsagot sért6 csatolas segitségével a bomlas hangol-
hato, s6t teljesen ki is kapcsolhato.

2 A racstérelmélet jelenlegi dinamikus fejldése alapjan remélhetd, hogy a megfelels form-faktorok hamarosan
elég nagy pontossaggal (numerikusan) rendelkezésre allnak majd.
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fligeg sem attdl, hogyan allitjuk el§ a végesméret spektrumot, sem pedig magatol a form-faktor
perturbécioszamitastol, igy (mint azt majd roviden targyalom) olyankor is alkalmazhato, amikor
a bomléast okozo kolcsonhatas nem szeparalhato a részecskét létrehozotol (a fenomenoldgiaban
ezek az ,er6s” bomlasok, amikor a hadron nem a gyenge, hanem az erés kolcsonhatason keresztiil
bomlik).

A fejezet zaro6 részében azt targyalom, hogy a végesméret effektusoknak a Bethe-Yang egyen-
letek segitségével torténd targyalasa hogyan visz kézelebb a nemunitér kvantumtérelméletek meg-
értéséhez. Az ilyen elméletek irant érdekl§dés oka részben az, hogy az egyik legfontosabb csaldd-
jukat ad6 imaginariusan csatolt affin Toda elméletek a legegyszertibb olyan térelméletek, amelyek
a sine-Gordon szolitonok dinamikajat magasabb csoport szimmetria esetére altaldnositjak, ezen-
feliil redukcio révén fontos szerepet jatszanak perturbalt konform térelméletek (koztiik unitér
modellek) leirdsdban. Nemunitér elméletek alkalmazhatok tovabba olyan problémék leirasara,
amikor nem a valészintiségi értelmezés all az alkalmazéas kézpontjaban, pl. diffazids-annihiléciés
folyamatokra [ADHR94| vagy rendezetlen statisztikus fizikai rendszerekben [MCW96, BCKTO01].
Az utobbi alkalmazéasokra irdnyul a szupercsoportokon értelmezett o modellek jelenleg nagyon
aktivan zajlo kutatasa [RS01, SWK02, SWKO03|, amits] a rendezetlen rendszerekben zajlo fazis-
atalakulasok univerzalitdsi osztdlyainak klasszifikdlasa varhato; az OSP(1|2n) o-modell egzakt
S-matrixarol pedig kideriilt [SWKO03|, hogy kozeli kapcsolatban all az imaginariusan csatolt aéi)
affin Toda térelmélet S matrixaval, a két elmélet nemlokdlis megmarad6 mennyiségeinek algeb-
raja kozott fennalld kapcsolat alapjan. Masfelsl pedig érdekl§dés mutatkozik az imaginarius affin
Toda elméletek termodinamikaja irant is [SWKO00], ami a sokcsatornas Kondo probléma modelle-
zésével fliigg 6ssze. A nemunitér kvantumtérelméletek mélyebb megértésére tett ercfeszitéseinket
ezek a probléméak motivaljak.

7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell

7.1.1. A lokalis operator algebra megvalasztasa

Mint azt (B.27)-t kovetGen targyaltuk, periodikus hatéarfeltételek mellett altalaban két maxi-
malis, az operator szorzatra zart lokalis algebra adhaté meg, amiket a kovetkez6 vertex operatorok
generalnak [KM93]:

Ay ={Vipm)y: meZ,nel}
A ={Vipmy: me€Z,neZ+m/2}

Azonban (1d. 4.2.2) a perturbal6 operator azonositdsa nem egyértelmii: a cos P operatort egy

tetsz6leges %(V;“O + V_j0) kombinacioval azonosithatjuk, ahol k pozitiv egész szam. Ekkor a

kompaktifikicios sugéar (4.11) alapjan:

(7.1)

VAT

r=k—-m

6
Azt viszont mindig megtehetjiik, hogy a kompaktifikdcios sugarat atdefinidljuk az

ezzel

1
:cos fP = 3 (Vio+V_ip) (7.2)

marad k-tol fiiggetleniil, azonban ekkor a vertex operatorok (B.22) definicidja alapjan a (7.1)
algebrdkat a kovetkezd alakba irhatjuk:

.A,()k) = {Vin/kgm): m €L, n €L}

(k) (7.3)
Ay = WVnkomy s m € Z, n € Z+m/2}
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A tovébbiakban a k-hajtogatott sine-Gordon (illetve tomeges Thirring modellt) ngy targyalom,
hogy a perturbélo operatort (és ezzel a kompaktifikicios sugar azonositésat) fixen tartom (7.2)
szerint, a Hilbert-teret a k hajtogatasi szamnak megfelelGen a (7.3) szerinti vertexoperatorok és
azok leszarmaztatottai keltik. A 6.6.2 alatt targyaltak alapjan ezen elméletek spektrumat az

Z(0) = MLsinh 6 + g(0]0;) + o —z’/

—00

dx G(0 — x — in) log <1 + (—1)5eiz(x+i’7)>
—1—2'/ dx G(0 — x + in) log (1 + (—1)56_”(””_“7)) (7.4)

integralegyenlettel irhatjuk le, ahol a csavaras megengedett értékei:

és a 6.4 alatt leirtak alapjan

bozonikus modell : 60 =25 mod 2

fermionikus modell : 6=0
tovabba a topologiai toltést meg kell szoritanunk
Q = Ny —2Ng — Mc —2Mw0(1 — \) € kZ (7.5)

szerint.

7.1.2. Instantonok és ¥-vakuum véges térfogatban

7.1.2.1. Ritka instanton gaz ko6zelités

A sine-Gordon modell vikuuma periodikus szerkezeti, ennek megfelelGen a QCD-bdl jol
ismert ¥-vakuumok megjelenésére szamithatunk, és ezek energidjat a ritka instanton gaz kozeli-
tésben szamithatjuk.

A sine-Gordon modellt véges L térfogatban a kovetkezd euklidészi hatdssal fogalmazzuk meg:

o) L/2 1 1 2
S[®] = /_Oo dr /_L/2 do <§ (@:0)? + 5 (0:2)" + 3 (1 - cosﬂ@)) . (7.6)

A téregyenletek rendelkeznek a

4
Dipgt = E arctan exp (IUO (T - TO)) (77)
instanton megoldéssal, amelynek hatésa:
_Buo,
SE [Cbinst] = FL = MclassL

ahol M, a klasszikus szoliton tomeg?. Az instanton kalkulus standard eljarasat, az euklidészi
pélyaintegral nyeregpont kozelitését [Mun89| hasznalva a kovetkezst kapjuk a ¥-vakuumok kozti
felhasadas mértékére:

det’ M
det MO

_1/2 M 1/2 —SE [‘I)inst}
. | (7.8)
27

AE(Y) = —2cos (9) ‘

3 Az instanton megoldas tulajdonképpen nem mas, mint egy sztatikus szoliton megoldas a 7 valtozoban.
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7.1. dbra. Vakuumok k = 4 esetén

ahol az

M =022+ V" (Biny) , Mo =—02-02+V"(0)

operatorok az instanton (illetve a vikuum) kériili kvadratikus fluktuaciokat irjak le,det’ M pedig
M determinansat jelenti a nullmédusok elhagyéséaval, és a

(Feltud) 79

faktor az instanton megoldéas egyetlen (7g-beli eltolasnak megfelel§) nullmodusénak jaruléka. A
cos ¥ fiiggés a ¥-vakuum alabbi kifejtésébdl ered:

o0

=3 )

n=—oo

ahol [n) a ® = %’n klasszikus vadkuum megoldasnak megfelel§ kvantumallapot.
A determinans tag a hévezetési magfiiggvény modszerrel (,heat kernel method”) egzaktul
kiszamithato, az energia felhasadasra adodo végeredmény pedig?:

2
AE(ﬁ):—M,/ﬁe—lcosﬁ , =ML (7.10)

ahol M a sine-Gordon szoliton kvantumos tomege (a tomegrenormélast egy-hurok rendig be-
zarolag — a determinansok kiszamitasakor figyelembe vett ellentagok végzik el).

7.1.2.2. Vakuum szerkezet a k-hajtogatott sine-Gordon modellben

A k-hajtogatott modellben a sine-Gordon mez6t pontosan k periddus utan azonositjuk:

2
O~ Dt (7.11)
B
A potencialt a 7.1 abra illusztralja, a klasszikus alapallapotok
2
@n:%n =0, k-1 (7.12)

Az ennek megfelel§ modellt (amelynek lokalis operatoralgebrajat az ultraibolya fixpontban a
(7.3) alatti .AI()k) adja meg) SG(f, k)-val fogom jellni. A végtelen térfogatu (L = oo) kvantum-
elméletben ezeknek a megoldasoknak az |n) vikuumallapotok felelnek meg, amelyekre

(n] ®(z, 1) [n) = %”n (7.13)

* A részletes szamitast 1d. a [BPTWO00| cikkben.
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Az elmélet szimmetridjat egyfell egy, a vikuumok peridocitasat implementalo T' operator gene-
ralja
2

TO(z, )T = d(x,t) — 7 (7.14)
amire
T|n) =|n+ 1 mod k) (7.15)
és a sajatvektorai a ,Bloch-hullamok”:
k-1
1 2
eminmy 0, = il (7.16)
k m=0 k
T9,) = e~ [9,) (7.17)

amelyek egyben a Hamilton operétornak is sajétéllapotai Véges térfogatban az |n) éllapotok

c s,

Jatallapotok a (7.16) ¥-vakuumokkal egyeznek meg. A T altal generalt Zj smmmetrlacsoport
mellett bevezethets egy S Zo transzformécio is:

SP(z,t)S™ = —d(x,t) , ST=51=5 (7.18)
ami a vakuumallapotokon a kovetkez6képpen hat:
Sny=lk—n)=|-n),  S)=|-9) = [Up1) , (7.19)

S és T a Dy diszkrét csoportot generalja.
A (7.11) azonositéas a kovetkeztében a

Vin =: exp (zﬁ%fb) : (7.20)

operatorok m egész értékeire jol definidltak, és
27

TV T lt=e" %™V, , SV, '=V,, (7.21)

Véges térfogatban az instantonok indukalta alagﬁteffektus megszﬁnteti az alapallapot degeneraci—

alterre megszoritott) Hamilton operator a dlszkret szimmetridval felcserel, ezért a csoport-algebra
centrumaban kell lennie. A centrum legéaltalanosabb eleme

H = Ey(L)I+ Ey(L)(T+T Y4+ E(L)(T' +T7%) +

Ennek sajatallapotai pontosan a |J,,) allapotok, a kovetkezs sajatértékekkel:

[k/2]
Hyy = Eo(L) + > Ej(L) cos <2]:-jm> , m=0,...,k—1 , 2E;=E; (7.22)

j=1
A csavart vakuum DAV egyenlete a kovetkezd alaku:

(e}

Z(0) = MLsinhf+9 — z/ de(é’—x—in)log(1+eiz(m+i’7)>

—0o0

2/ dx G(0 — x +in) log (1 + e—iZ(w—in))

Nagy térfogatban
Z(x)~ Y +Isinh(d) , =ML (7.23)



70 7. Alkalmazdsok kvantumtérelméleti problémdkra

Ezt behelyettesitve az energia

E(L) = —2M%m/ 2_1' sinh(z + in) log (1 + e’Z(”m)) , (7.24)
oo 2T
kifejezésébe, n értékét eltolhatjuk 7/2-ig mivel az integrandusnak ebben a tartomanyban nincs
szingularitisa:
© dz i9—1 cosh —i9—1 cosh
EW,L) = —M/ 5 cosh(z) [log (1 + eV m) + log (1 + oS m)} . (7.25)
oo 2T

A logaritmus fiiggvényt Taylor-sorba fejtve
EW,L)=——» ———Kj(nl)cosnd (7.26)

ahol K(z) masodfaju Bessel-fiiggvény:

*d
Kq(2) :/ gcosh(x)e_ZCOSh”

— 00

A K, fiiggvény aszimptotikajat felhaszndlva lathatd, hogy nagy l-re az n = 1 tag adja a vezets

jarulékot:
EW, L 2
(]\47 ) :—\/ﬁe_lcosﬁ—i—... (7.27)

ami tokéletes dsszhangban van a ritka instanton gaz kozelitésbdl kapott (7.10) eredménnyel. Ha
most behelyettesitjiik a

79m:277% C om=0,... k-1

értékeket, akkor a DAV eredmény a (7.22) alattival teljesen 6sszhangban van. A fenti eredménye-
ket Osszevetettiik a csonkolt konform &llapottér adta numerikus adatokkal is, és kitling egyezést
talaltunk [BPTWOO].

7.1.3. A hajtogatott modell spektruma és S matrixa

A sine-Gordon modell szoliton megoldasa a k-hajtogatott modellben kink tipusu gerjesztést
ir le. Az SG(, k) modell sztatikus kink megoldéasai a kdvetkezdk:

4 2
Ky pnt1(z,t) = 3 arctan eM0@=0) 4 % n=0,....k—1; k=0. (7.28)

(az antikinkek a ® — —® reflexioval allithatok el§). A vikuumok szomszédsagi viszonyai (ame-
lyek egy cirkularis elrendezést tiikroznek, ahol a k-adik vakuum azonos a 0-adikkal) azt jelentik,
hogy a modell spektruma a C.1.5 alattiaknak megfelel6 médon megszoritast tartalmaz a sok-kink
allapotokra.

Az SG(f, k) modellben minden lélegzének k kiilonboz§ allapot felel meg, amelyek mindegyike
valamelyik vakuum koriil oszcillal. A klasszikus megoldasban a lélegzd spektrum folytonos

. vt
4 sin <“—°—U> 9
B (z,t) = = arctan bt/ 20 ;
v cosh (M) g

1402

veR, n=0,....k—1. (7.29)

Kvantumszinten a (diszkrét tomegspektrumi) lélegzé allapotok k-szorozodéséra egy alatamasz-
tast TCSA numerikus adatokkal a 7.2 abra mutat.
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7.2. dbra. Lélegz6 allapotok 2-hajtogatott modellben A = 7/2 mellett, ahol feltiintettem a (C.12)
egzakt joslatokat is, illetve a kétrészecske allapotok alsé hatarat.

A Q. topologikus toltés azt jellemzi, hogy hényszor jarja be a ®(¢,z) mez6 a peridodusit,
mikdzben x végigfut —oo-t6l 4-o00-ig:

/3 (o]
Qr = o /_Oo 0 ®dx (7.30)

Ennek megfelel6en az egy-kink megoldas 1/k tort topologiai toltéssel rendelkezik, vagyis az
egész toltést konfigurdciokban a kinkek szédma k egész szamu tobbszorose kell legyen, (7.5)-nek
megfelelGen.

A C.1.5 alatti jeloléseket hasznélva, a kinkek szorasfolyamatai

Kap(01) + Kpe(02) — Kaq(02) + Kae(61)

akkor megengedettek, ha [a—b| = [b—c| = |a—d| = [b—d| = 1, és az el nem tinG szérasamplitudok
kifejezhetSk a sine-Gordon modell (C.11) egzakt S matrixaval:

Serlit2 (01 — 02) = Sg 1172 (01— 62) = SLT (61— 62)

aa—1
Sggill (01— 02) = 33:11 (01 —6y) = S;i‘ (01 — 62)
S (0 — 02) = SUH (01 — 02) = STZ (61— 62)

ahol az a, a £ 1, a + 2 vakuumindexek modulo k értendék. Ehhez hasonléan a
B{™(61) + Kmnm+1(02) = Kmnmi1(62) + B (61)
kink 1élegz6 szorast leird amplitido:
Sty (61 = 62) = 5™ (61 — 62) (7.31)
ahol S™(#) a (C.15) lélegzG-szoliton S matrix. A lélegzdk
BM(01) + B (02) — B (02) + B (61)

szorasat pedig az

S(nk,;n (91 — 92) = gmm (91 — 92)

amplitudoé irja le, ahol S™™ a (C.14) lélegzs-1élegzG amplitudo.

A 5.1.1 alatt targyalt Bethe-Yang egyenleteket felhasznédlva, a fenti szérdsamplituddkat kdnnyen
Ossze lehet vetni a DAV infravords hataresetével, illetve a numerikus TCSA spektrummal. Vala-
mennyi esetben tokéletes egyezést talaltunk [BPTWO0], a 7.3 4bran a TCSA-val valé egybevetésre
mutatok egy példat.
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EM

7.3. d4bra. A TCSA adatok (pontok) és a Bethe-Yang joslat (folytonos vonalak) Gsszevetése a
SG (ﬂ = %ﬁ, 2) modell Q = 1 topoldgiai toltésii szektoraban

7.1.4. Exponenciilis operatorok vikuum varhaté értéke

Ebben a részben a (7.20) alatti exponencialis operdtorok vakuum varhato értékeit elemezziik,
és ennek kapcsan alatamasztunk egy, Lukyanov és A. B. Zamolodchikov altal megfogalmazott
sejtést ezek egzakt értékéirl. Ehhez érdemes bevezetniink az |n) vakuumaéllapotok véges térfo-
gatbeli megfeleldit a

definicidval. Az aldbbiakban tetszéleges L térfogatban dolgozunk, de a térfogatfiiggést explicite
nem tiintetjiik fel. A T' szimmetriagenerator (7.17) és (7.21) alatt felirt hatésa alapjan

27

(On| Vin [97) = A (1)0nmtr (0| Vi |1) = By (r —n)e s ™ (7.32)

ahol A,,(r) ismeretlen amplitadok.

B (r) = (0| Vi |7) Ze AL (). (7.33)

Mivel ® 6nkonjugalt,
27
Vi =Vim = Bu(r)" =+ "™ B_p(—r)
Az S szimmetriabol

By (r) = B_p,(—1)

amibdl kovetkezGen By, (1) fazisa elGjel erejéig rogzithets:
Bm(r) = e ™F,(r) , Fu(r)eR (7.34)

Azonban az F,, amplitudok sem fiiggetlenek. A B.6.1 alattiakbo6l konnyen lathatd, hogy a
standard Fock bazisban V,,, minden matrix eleme valés. Emiatt a Hamilton operator méatrixa
valds és szimmetrikus, és kovetkezésképpen minden sajatvektor 6sszes komponense valos. Ezért
az Osszes (U | Vp, |0,) varhato érték valos, amibél viszont azt kapjuk, hogy

Fp(r)= (=1)"Fp(k—r), r=1,... k-1 (7.35)
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vagyis a vakuum varhat6 értékek a kovetkezd valés amplitiidokkal adhatok meg:

Fu(r) . r=0,..., m (7.36)

2
Lukyanov és Zamolodchikov egy egzakt formulat javasolt a standard sine-Gordon modellben az
exponencialis operatorok varhato értékeire végtelen térfogatban [LZ97|. Legyen |0) az |n) allapot
n = 0 esetén és

G(a) = (0] *) |0)

ekkor a Lukyanov-Zamolodchikov sejtés a kovetkezst allitja:

s 1.2 (ap
< gt sinh <—7rt> 2
exp / — ! O , (7.37)
0o ! |2ginh (%Ht) sinh(t) cosh (%Ht) A
ha
f? <81 és |Reaf| < 4w (7.38)
A fenti jelolésekkel:

g (%) = Fn(0) ha =ML = .

A TCSA-bol a (2.5) exponencialis leképezéssel kapott konform sikon szamolt vikuum varhato
értékeket kaphatjuk meg, a leképezés eredménye egy extra

m2ﬁ2
L\ i
(3)

— 2132
faktor, ami a V,, operator mint A = A = m8f sulyt primér tér transzformaciojabol adodik.

Bevezetve a dimenzi6tlanitott

g(a) = M~*2G(a)

mennyiséget és feltiintetve az [-fliggést:

E

— [22 mp

A (n)[l] = mg(a)N(l) ;4= (7.39)

Fr(0)[l] =
‘ k

| =

S
Il

ahol ~ a sikon vett varhato értékre utal és N(I) egy végesméret korrekcios faktor, amirgl tudjuk,
hogy N (1) — 14+ O(e7), ha l — 0.

Az F,,(r) amplitadokra sajnos nincs hasonld joslatunk, ha r # 0, vezetd viselkedésiiket
azonban kdnnyen kitalalhatjuk. A

(0] Vi )

matrixelemek végtelen térfogatban eltiinnek, mert az |n) allapotok mindegyike egy kiilonallo
Hilbert-térben fekszik, amelyek kozott nem visz at semmilyen lokalis operator. Véges térfo-
gatban a vakuumok kozotti alaguteffektus miatt kapnak nemzérus jarulékot, de a 7.1.2.1 ritka
instanton géz szamitasbol tudjuk, hogy az alaguteffektus amplitiddja exponencidlisan eltiinik
nagy térfogatban:

0| Vig|r) ~e™ ha I>1 é r#0 (7.40)
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7.4. abra. Exponencialis operatorok vakuum varhat6 értékeinek mérése

(a) Lukyanov-Zamolodchikov sejtés ellenérzése: a diszkrét pontok a TCSA adatok
(b) F1(1)[!] lecsengese

A fentieket az

m(g:ﬁ 3)

3 )
3-hajtogatott modellben teszteltiik (A = 7/2). A harom alapallapotnak megfelels TCSA sa-
jatvektort felhasznalva kiszamitottuk az A,,(n)[l] mennyiségeket az m = 1,...,5 operatorokra.

Ezutan (7.39)-nek megfelelen a Fj,(0)[1]l~2A™ kombindciokat abrazoltuk I fiiggvényében, ahol

m2 B2

Az eredmény a 7.4 (a) abréan lathato, ahol a vizszintes vonalak a Lukyanov-Zamolodchikov-féle

(2m)2ng (%7

joslatot mutatjak. Az egyezés jo, de a nagyobb m értékekre mutatott eltérések azt jelzik, hogy
érdemes lenne levagésban és térfogatban extrapoléciot alkalmazni. Ugyanebben a modellben
F,,(1)[I]-t is meghatéaroztuk, az eredményeket egy logaritmikus skalan a 7.4 (b) dbran mutatom
be. Lathato, hogy az adatok viselkedése teljesen konzisztens a (7.40)-bdl vart exponencialis
lecsengéssel (a nagy [ tartomanyban lathato eltérést a csonkolasi hibak okozzak).

A 7.5 dbran lathaté az m = 1 eset részletesebb elemzése. Rogzitett [-mél a mért adatok az
ecut TCSA levagés fiiggvényében monoton novekeddnek bizonyulnak. Ezt a fiiggést a extrapolald
fiiggvénnyel illesztettiik meg®

—h
eoie "+ (1) dm

az extrapolalt érték az a(l) egyiitthatd. Az [-ben torténd extrapolacio (7.39) alapjan a

B
A— 76_1

5 A fiiggvény alakjat a konform perturbacioszamitas ecui-ban mutatott (a perturbalé operator ultraibolya

rogzitettiik.

10
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7.5. dbra. A TCSA adatok extrapolacidojabol adodé eredmény az m = 1 varhato értékre

illesztésével tortént, ahol a térfogatfiiggést a (7.10) instanton eredmény motivélta, de figyelembe
vettiik, hogy amennyiben az exponencialis operatort beszirjuk a palyaintegralba, az eltolas in-
varianca sériil és igy nem marad nullmédus. Ez az alak nagyon jol illeszkedik a levagésban
extrapolalt adatokra. Az dbran az egzakt vikuum varhato értékre vonatkozo joslat mellett
feltiintettiik a Lukyanov és Zamolodchikov altal kiszamitott szemiklasszikus eredményt is. Mivel
A =T7/2> 1, a kettd kozti kiilonbség elég kicsi, majdnem a TCSA hiba nagysagrendjébe esik,
de még igy is lathato, hogy az extrapolalt adatok az egzakt eredményt preferaljak.

Megjegyzem, hogy hasonlé TCSA szamitést végzett Guida és Magnoli [GM97b| a Lukyanov-
Zamolodchikov sejtés @ (q 3)-perturbalt minimalmodellekre megfogalmazott verziojanak ellendr-
zésére, bar az itt bemutatott extrapolacios technikdkat nem alkalmaztak: azok sajat eredmények,
és késGbb a rezonancidk vizsgalataban is hasznosnak bizonyultak.

7.2. A kétfrekvencias sine-Gordon modell

A keétfrekvencias sine-Gordon modellt az alabbi hatéas definidlja:

Apsa = /dt / dx (%&L@@“fb + pcos BP + ¢ cos (a® + 5)>
a3 (7.41)

ahol ® valos skalarteér, o és 3 dimenziotlan paraméterek (frekvencidk), ¢ egy dimenziotlan fazis-
tolas, u és ¢ pedig két dimenzios csatolasi allando. A klasszikus elméletben

(1] = [¢] = (tdmeg)”

Amennyiben a (7.41) hatéast perturbalt konform térelméletként értelmezziik, akkor

Wl = (tomeg)* (7.42)
] = (tomeg)* %

A fenti modell nemintegralhatd, ha o # [ és sem p, sem pedig ¢ nem tiinik el; ha a ketts
koziil az egyik 0, akkor a sine-Gordon modellre redukalodik. Delfino és Mussardo szamos érdekes
megfigyelést tett a modellel kapcsolatban [DM98], a standard térelméleti modszereket kombinélva
perturbélt konform térelmeéleti, valamint form-faktor perturbéacioszamitason alapulé érvekkel (Id.
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7.2.1 alatt). A modellt a ¢ = 1 szabad bozon perturbaci6jaként értelmezve, a két perturbalé tag
akkor relevans, ha
ﬁ2 <81 , o’ < 8r

Ezenkiviil megkoveteljiik, hogy az elmélet a konform perturbacidoszamitasban szigora értelemben
renormalhatd legyen, azaz ne generdl6djanak 1 potencidltagok. Ezek egyébként a két frekven-
cia felharmonikusai forméajaban jelentkeznek, de ekkor az elméletre mér inkdbb mint nem két-
hanem tébbfrekvencias sine-Gordon modellre érdemes gondolni, klasszikus szinten is®. A szigorii
renormalhatosag feltétele

af <d4rm

A racionélis esetben

|3

= , m,ne€Zl

- ™I
= 3

(itt feltételezem, hogy m és n relativ prim) a potencial 2z szerint periodikus, ahol

m n
r=—=—
o B
A § paraméter fizikailag inekvivalens értékei a
7T
o] < —
n

tartoméanyba esnek (minden més esetben a mez§ eltolasaval ugyanide képezhetjiik vissza). Ez
azt mutatja, hogy amennyiben «//f irraciondlis (azaz n — o0), akkor a d paraméter irrelevans.
Ebben az esetben a TCSA modszer nem alkalmazhatd, mivel barmilyen levagas vilasztasa esetén
végtelen sok allapottal kell szamolnunk (a zart operatoralgebrat alkoto V, vertexoperatorok az
egész valos « tengelyen siirtin vannak). Alternativ nemperturbativ megkozelités hianyédban a
tovabbiakban ezzel az esettel nem foglalkozom.

Delfino és Mussardo egyik legérdekesebb eredménye az, hogy atlagtér kozelitésben egy ma-
sodrendii fazisatalakulast talaltak az a/f = 1/2 és 6 = m/2 paraméterek mellett. Fabrizio és
munkatarsai amellett érveltek, hogy ezt a fazisdtalakuldst a kvantumfluktuaciok elsérendiivé te-
hetik [FGNOO]. Azonban ennek a kérdésnek a vizsgalata az elmélet erds csatoldsu tartomanyban
torténd vizsgalatat koveteli meg, amit Bajnok Zoltannal, Palla Laszloval és Wagner Ferenccel
egylitt végeztiink el [BPWT], és a 7.2.3 alatt targyalok.

A tovabbiakban részletesen csak azzal az esettel foglalkozom, amikor a frekvencidk aranya

« 1

g 2

ezt a modellt a rovidség kedvéért DSGa-vel fogom jeldlni.

7.2.1. Form-faktor perturbaciészamitas

Tekintsiink most a perturbélt konform térelmeéleti keretben (3.1) egy kettés perturbaciot a
kovetkezd hatassal:

A@@pa%m—u/ﬁ@@@@—g/ﬁwww@ (7.43)

amire megkoveteljitk, hogy a ¢ = 0 mellett adodé A(u,( = 0) modell integralhato legyen. A
két perturbalé mezérsl feltessziik, hogy az ultraibolya konform térelmélet zérus spint relevans
skalazo operatorai, azaz Agp = Ap < 1 and Ay = Ay < 1.

Tegyiik fel tovabba, hogy a A(p,( = 0) modell spektruma témeges, a tomegskalat (4.7)
alapjan p adja meg. A ( bekapcsolasa altalaban megsérti az integralhatosagot, megvaltoztatja
a tomegspektrumot és lehetévé teszi a rugalmatlan folyamatokat, tébbek kozott az integralhatd
esetben stabil részecskék bomlasat.

6 A haromfrekvencias esetet Toth Gabor Zsolt vizsgalta [Tot04].
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7.2.1.1. A (-ban vezeté korrekciok

Delfino, Mussardo és Simonetti javasolta a nemintegralhaté modell dinamikajanak leirdaséra az
un. form-faktor perturbacioszamitast [DMS96]. Jeloljiik a ¢ = 0 elmélet aszimptotikus allapotait
a kovetkezképpen:

[Aiy (01) - Ai, (On))c=0
A form-faktor perturbécioszamitas legfontosabb bemeneti adatai a ¥ lokédlis mez6 méatrixelemei
(form-faktorok):

FY i (61,...,60,) = (0[W(0,0)[A;, (61) ... As, (6))c=0

11...0m
amelyek az integralhatdsagnak készonhetGen egzaktul meghatérozhatok az tn. form-faktor axi-
o6mak megoldasaval (amirsl egy kitting Gsszefoglalast adott Smirnov [Smi92]). Ezek ismeretében
¢-ban elsrendig a kovetkezs eredmények kaphatok [DMS96, DGMO6]:

1. A vakuum energiasiirtiseg megvaltozasa:
0Epac = C (0| W ‘O>C=0‘ (7.44)

2. A tomegnégyzet méatrix Mgb korrekcidja
SMZ, = 2CF% (i1, 0) Sy my (7.45)

(" az antirészecskét jeldli), feltéve, hogy a kiindulé tomegmétrix M2 = m28, .
3. Az A, + Ay — A.+ Ay folyamat amplitudoja a kivetkezGképpen modosul:

55 (0. ¢) = —z‘(Ff%ab (im, 0 +im, 0, )

0=0,—0y. 7.46
mgmp sinh 0 ’ @ vb (7.46)
Fontos megjegyezni, hogy a fenti korrekcio a tomegkozépponti energia (masképpen az s Man-
delstam valtozo) rogzitése mellett adodik. A rapiditds véltozoban ez a kovetkezdének felel
meg:

~054(0,¢=0)

55% (97 C) = T(S@ +¢

952 (6,¢)
¢ o

ahol
Mmadmg + mydmy + (mpdmg + medmy) cosh 6

00 = mgmy sinh 0

a rapiditas valtozo eltolodasa, amit a (7.45) tomegkorrekcio indukél, amennyiben s-et fixen
tartjuk.

4. Tegyiik fel hogy az A. részecske bomlasa az A, és Ay részecskékbe kinematikailag megenge-
dett: m. > mg + my. Ekkor A. nyugalmi rendszerében a kimeng részecskék rapiditasait az
energia és az impulzus megmaradéisa egyértelmiien meghatarozza:

Mg sinh 00°%) 4+ my sinh Gécab) =0 (7.47)
mg cosh chab) ~+ my, cosh Hécab) = m,

és a parcialis bomlési allando:

s ‘FC\IC;Lb (Z.ﬂ_jegcab)yeécab)) ’2
Pomgp=("27

4
sinh Hécab) (748)

2
mamg

A fenti formuldkban az Gsszes m, tomeg a ¢ = 0 elmélet szerint értendd. A form-faktor per-
turbacioszamitasban a magasabb korrekciok szamitasa jelenleg elméletileg nem megoldott, mivel
nem vildgos a magasabb rendekben fellépd ultraibolya divergencidk eltavolitasdnak maodja.

Megjegyzem, hogy a bomlasi szélességre kapott formula a hadronok gyenge bomlésanak szo-
kéasos leirdasaval teljesen analog. Az erds kolecsdonhatés szerepét itt az integralhatd perturbécio
jatssza, amit nemperturbative vesziink figyelembe (¢ = 0) modell, a gyenge kolcsonhatasnak
pedig a nemintegralhatd perturbacio felel meg.
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7.2.1.2. Alkalmazas a kétfrekvencias sine-Gordon modellre

A munkaban a kétfrekvencids sine-Gordon modellre az aldbbi eredményeket kaptuk. Legyen

a két frekvencia aranya racionélis
a  m

B n
ahol m és n relativ prim. Ekkor a (7.41) modell egy n-hajtogatott sG(3,n) sine-Gordon modell-
nek (a (7.20) jelolésekkel élve) a eV, +e~*9V_,, operatorral vett perturbaciojaként foghato fel.
A form-faktor perturbacioszamitast alkalmazva a kovetkezs eredményekre jutunk’:

1. Vakuum energiastriiség megvaltozéisa:

2
0&; = —(Ga(B) cos <%ak‘ + 5) (7.49)
kE=0,...,n—1azsG(f,n) kilonboz6 vakuumait indexeli.

2. Lélegz6 tomeg korrekciok az els és a masodik lélegz6 allapotokra

sin? (T2 /A
sm®  — CGaBN <27T_0ék+5> Mexp{_l/ dti} (7.50)
0

L Mg I} sin? (%) s sint
D CGaBN?  (2ma sin (£5)
5mg U L CANdiAaupo <—/<;+5> — X
Mg 0 sin (%) cos (%)

T . T 2 [T/ t
<2 cos? <ﬁ) — sin? <XB>> exp {—;/0 dt@} (7.51)

ahol Mg a szoliton tomege a sG(f,n) modellben,

N = exp {4/ dt sinh(t) smh(t/.)\) s;nh((l + N)t/N) } (75)
t sinh” 2¢
Ga(0) pedig a (7.37) vakuum varhato érték és
8w

Termeészetesen a két cosinus tag szerepe felcserélhetd, és lehetséges a pcos (G®) tagot tekinteni
a perturbaciénak.

A fenti korrekciok nagyon egyszerti modon kiszamithatéak a klasszikus térelméletben, ahol
a vakuum energiastriiséget a potencial minimuma, a legkonnyebb részecske tomegét pedig a
minimumhely koriil végzett kis rezgések frekvencidja adja meg:

pEassical - — ¢ cos <—2;ak + 5) +0(¢%)
. 2 21
5mcla551cal - _ o cos < k+ 5) +0 2 7.53
1 C2\//7/3 B () (29

A klasszikus eredményeket a form-faktor perturbéacioszamitas tokéletesen reprodukalja, ha figye-
lembe vessziik, hogy a 3 — 0 klasszikus hatdresetben® (mikézben a/f3 rogzitett)

Gu() =1 N1 My 2

T A vertex operatorok form-faktorai megtalalhatok Lukyanov munkajaban [Luk97].
8 Az, hogy a i — 0 és a 3 — 0 hatéreset ekvivalens, a palyaintegral formalizmusban egyszeri skalazasi
eljarassal adodik, ezt az érvelést (pontosabban a peremes esetre vonatkozo kiterjesztését) 8.5.3.2 alatt targyalom.
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0 T T T T T T T 0 T T T
TCSA + 0.005 TCSA +
—0.02F FFPT —{ —000F FFPT —
—0.01F i > 1
—0.04F 1 —0.015} -
—0.06 | ]l —0.02} Ty, 1
—0.025} te, -
—0.08f 1 —0.03} e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1 +
050001 : 0.:06 005 0.1 U007 0.02 0.03_0.01 0.05 0.06
o

(a) (b)

7.6. abra. A (7.49) vakuumenergia korrekciok és a TCSA 6sszehasonlitésa
(a) AEO/ME mint ¢ = CMﬁ_xﬁ fiiggvénye (b) A&y/M? mint j = pM % fiiggvénye

7.2.1.3. Csonkolt konform allapottér kozelités a kétfrekvencias sine-Gordon
modellre

A 4.2.2 alatti targyalast kdvetve, a Hamilton operatorra a kovetkez§ eredmény adodik:

2 _ 1
(U|Hpsg|V') = T <A$ + Ay - ﬁ> Squr

17t ML2—2A5 CL2_2AO‘
T (mB(ﬁ)\w’ + mB(Q)\W'

w?

B(w)gy = (¥]cos (w®(1)) W) , A, = 3 (7.54)
™
ahol |W) és |[¥’) a konform Hilbert-tér két vektora.

A (7.42) alapjan bevezethetjiik a kovetkezs dimenzidtlan paramétert:

¢ 7.55
=t (7.55)
ahol z, = 2 — Z—;. A két sine-Gordon hataresetre jellemz6 paraméterek a kovetkezsképpen
foglalhatok Ossze:
potencial szoliton tomeg
n=20: pcosBP Mg
n=1(cos(ad + ) M,

A sine-Gordon csatolasok és a szoliton tomegek kozti relacio (4.13) alapjan egzaktul ismertek:
w= HﬁMgﬁ , (=Ko M3 (7.56)

Vezessiik be az interpolal6 tomegskalat a kovetkezé modon:
M = Mg(1 —n)+ Muyn (7.57)

A o és C csatolasokrol attérve az M és i paraméterekre, a dimenzidtlan Hamilton operator a
kovetkez&képpen definialhato:

hpsa = hpsa(n, 1) = M~ Hpsa (¢, i, L) (7.58)
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0.8 T T T T T
0.7
0.6

d0.5
5[4
0.3

(a) (b)

7.7. abra. A (7.50,7.51) tomegkorrekciok és a TCSA Osszehasonlitasa
(a) dm/Mgs mint ¢ = CMﬁ_xB fiiggvénye (b) 0m /M, mint fi = pM_ "> fiiggvénye

\%

ALY
K Ks

7.8. dbra. A DSGg modell vakuumszerkezet és kink gerjesztései, ha § =

ahol | = M L.

A (7.49, 7.50, 7.51) eredmények most mar Gsszehasonlithatok a TCSA spektrummal: ezt a 7.6
és 7.7 dbra mutatja a f = 2a = #, 6 = 0 esetben, mégpedig mind a p = 0, mind pediga ( =0
véegpont koriili perturbacioszamitasban. A ( szerinti perturbéacidoszamitasban egy kétszeresen
hajtogatott modellt perturbalunk, igy itt minden 1élegz6bdl két példany van, mig a mésik esetben
a kiindulé modell egyszeresen hajtogatott, igy minden lélegzébdl csak egy fordul el6.

7.2.2. A kétfrekvencias sine-Gordon modell t6megspektruma és a szemiklasszikus
témegformula

7.2.2.1. A DSGs modell témegspektrumanak problémaja

A DSGy modellben a (-t tekintve perturbéacionak, a kiindulopont egy 2-hajtogatott modell.
Mivel
om™ o cos(kr +6) , k=0,1

a form-faktor perturbaciészamitas azt josolja, hogy elsé rendben

om® = —sm

és -
sm*) =0 chad=o

Mussardo, Riva és Sotkov [MRS04a| a Goldstone-Jackiw-féle szemiklasszikus szoliton form-faktorra
[GJ75] alapozva megkisérelték a DSGo modell tomegspektruménak szemiklasszikus meghatéro-
zésat.
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A (7.8) abra szemlélteti, hogy a modellben kétfajta kink gerjesztés van: egy nehezebb (L:
long) és egy konnyebb (S: short). A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jackiw alakja a
kovetkezdképpen &ll els:

(x) +O(h) (7.59)

class\T

fo(019) = (KL(0)|®(,0)|KL(0 / dzeir—)a D)

fs(0'0)

(s 010w, 0K (0)) = [ dee® 70l (@) + O(h)

ahol ® /%)

class

(x) a klasszikus (L, illetve S) szoliton megoldas. Kis rapiditdsnal

Frys(0'16) ~ / dacM O @[ () (7.60)
A keresztezési szimmetriat hasznalva
Frp(0—=0) = (0|2, )|KL(0)KL(0') = fr(0 +in|0)
Fes(0—0) = (0]0(z, DIKs(0)Ks(0) = f5(0' + i)
(a Lorentz-invariancia kovetkeztében F' csak a rapiditaskiilonbségtdl fiigg). Ha Fz-nek polusa
van 6 — 0" = i(m — u)-nél, az egy olyan kotott allapotot jelent, amelynek tomege

m = 2MLsin%

(hasonléan Fgg-re). A (7.60) kozelités miatt ez az eljaras csak az u ~ 0 esetre megbizhato. A
sine-Gordon modellben ez az eljaras 32 rendig helyesen visszaadta a Dashen, Hasslacher és Neveu
[DHN75a| altal szemiklasszikus palyaintegral modszerrel szamolt lélegzétomegeket [MRS04b].

Ezen a sikeren felbuzdulva a médszert alkalmaztak a DSGo modellre, és 6 = § esetén ered-
ményiil a kovetkezdt kaptak:
o 3 n 52
m7(1L S = m, + 27T—N0 @ sin n1—6 16 CoS 16 +0 (CO) (7.61)

A fenti eredmény mogotti megfontolas a kovetkezs. A lélegzdk a sine-Gordon modellhez ha-
sonléan a kinkek kotott allapotaiként dllnak els, csakhogy itt most négy lehetdség van: K K7,
KK, KsKgés KgKg. A fenti tomegek az L, illetve az S kinkek szemiklasszikus form-faktoraiban
jelentkezG polusoknak felelnek meg [MRS04a|. Ennek alapjan az eljaras mindkét vikuum felett
(minden n-re) egy konnyebb és egy nehezebb 1élegzét josol, amelyek a sine-Gordon hataresetben
degeneraltta vialnak. A ¢

0

Mg
dimenziotlan csatolast bevezetve, ahol My = 8,/ug/ a klasszikus szoliton tomeg (a perturba-
latlan sine-Gordon modellben) ez a joslat a kovetkezSképpen irhato:

X0 =

5m£LL’S) 3B
My, 768

A kvantumelméletben a dimenziétlan csatolasi allando

__ ¢
X=— "5z

1672
Mg

xo + O (6°) (7.62)

alakban vezethet6 be. A szemiklasszikus hataresetben (kis 3) x xo-tol csak 32 rendben kiilon-
bozik, igy (7.62) a kovetkezs alakba irhato:

5m£LL’S) B iﬂn3ﬂ4
M 768 X

O (5°)



82 7. Alkalmazdsok kvantumtérelméleti problémdkra

Az alabbiakban mi csak az els6 lélegzével foglalkozunk (n = 1), és az altalunk hasznalt konkrét
csatolasoknal:

Var 5m§L’S)

= £0.0165367x + . ..

25 M
Vi sm{"®)
B = 2; : m]b = £0.0275751x + . .. (7.63)

Ez a joslat lathatéan ellentmond a form-faktor perturbéacidészamitasnak, amely nem josol (-ban
lineéris tagot (tovabbéa szimmetria alapon belathato, hogy minden rendben (-ban paros és dege-
neralt tomegeket eredményez). A fenti eredmények alapjan Mussardo, Riva és Sotkov kétségbe
vontak a form-faktor perturbacioszamitéas helyességét, és annak megvaltoztatasat javasoltak. Er-
velésiik lényegét az aldbbiakban ismertetem.

Az els6 probléma abban van, hogy gondolatmenetiik a ( — 0 esetben minden vakuum f6l6tt a
lélegzd allapotok kétszeres degenerdcidjat josolja. Azonban tudjuk, hogy a sine-Gordon modell-
ben minden egyes B,, csak egyszer fordul el6, mégpedig gy, hogy véltakozva hol a paratlan, hol
a paros szoliton-antiszoliton csatorndban jelennek meg, az n paritdsanak megfelelGen. A szerzok
ennek athidalasara tgy érvelnek, hogy a ¢ = 0 pontban a lélegzé nem megfelel§ paritasi kopidja
eltinik a spektrumbol, mivel annak csatolasai a szoliton-antiszoliton allapothoz zérusok:

+ —
fss8 =0 ha n paros fsg" =0 ha n paratlan

azaz minden n-re csak egy polus jelenik meg az ss csatorndban, mivel a méasik poélus reziduuma
eltinik, és ezért a 2 X 2-es s5 szoérasmatrix a polus helyén egydimenziés projektorra redukilodik
(ez a (C.11) egzakt sine-Gordon S matrix konnyen ellendrizhetd tulajdonséaga).

Ezutan megmutatjék, hogy a form-faktor perturbéacioszamitas a degeneraciot (azaz a ,rossz”
paritasa lélegz6 allapotok létezését) feltételezve modosithatd ugy, hogy kvalitative a megfelels
eredmény Aalljon eld, azaz a két lélegzd kopia abszolut értékben egyezs, de ellentétes elGjeld
tomegkorrekciot kapjon linearis rendben, igy a kép konzisztens lehet a (7.61) eredménnyel (bar
a konkrét szamitédshoz olyan matrixelemek ismerete sziikséges, amik jelenleg nem allnak rendel-
kezésre, igy kvantitative az Gsszevetést nem tudtdk megtenni).

A kovetkez6kben a TCSA modszert hasznalva megvizsgaljuk, hogy a form-faktor perturbéa-
cibszamités eredeti (7.2.1.2 alatti) valtozata, illetve a szemiklasszikus form-faktor modszer koziil
melyik tdmaszhato ald a modell dinamikaja alapjan.

7.2.2.2. TCSA analizis

Hogy perturbativ tartoményban maradjunk, y-re kis értékeket kell valasztanunk. Mivel a
(7.63) mérendd effektus igen kicsi, ezért nagyon nagy pontossagin TCSA szamitasra van sziikség.
Ennek érdekében [-ra a fentebb jelzett relative kis értékeket valasztottuk, ahol a TCSA elég
gyorsan konvergal, valamint a Hilbert-teret paritas szerint szektorokra bontottuk, igy magasabb
levagasig el tudtunk menni, mivel egyszerre kevesebb vektort kellett kezelni.

A numerika pontossagat a § = 0 esettel teszteltiik. Ekkor a modellnek van egy

o —- —P (7.64)

szimmetridja, aminek segitségével a Hilbert-teret paros és paratlan szektorra vigtuk szét. A
x = 0 eredményeket dsszevetettiik az egzakt S matrix elmélettel, és 107> pontossagu egyezést ta-
laltunk. A vakuumallapotok a paros, a B egyrészecske allapotok a paratlan szektorban vannak.
Mivel a két vakuum (7.49) alapjan eltérd vakuum energiastiriiséggel rendelkezik, hasonloképpen
a megfelel§ egyrészecske allapotok is, igy nagyon kénnyd mindkét egyrészecske allapothoz meg-
talalni a hozza tartozo vikuumot. ( — —( alatt a teljes spektrum invaridns, de a két vikuum
és a felettiik 1évg allapotok szerepet cserélnek, igy azt varjuk, hogy

m" (=¢) = m{" () (7.65)
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T ol ]l | ol [l [l
(TCSA) | (TCSA) | (FFPT) | (FFPT) (TCSA) (FFPT)
0 0.27230 | 0.27231 | 0.27233 | 0.27233 -0.00001 0
0.001 | 0.27325 | 0.27136 | 0.27328 | 0.27138 0.00019 0.00020
0.002 | 0.27420 | 0.27039 | 0.27424 | 0.27042 0.00381 0.00380
0.003 | 0.27514 | 0.26942 | 0.27519 | 0.26947 0.00572 0.00572
0.004 | 0.27610 | 0.26847 | 0.27615 | 0.26851 0.00763 0.00764
0.005 | 0.27702 | 0.26749 | 0.27710 | 0.26756 0.00953 0.00954
0.006 | 0.27796 | 0.26652 | 0.27805 | 0.26661 0.01144 0.01144
0.007 | 0.27888 | 0.26553 | 0.27901 | 0.26565 0.01335 0.01336
0.008 | 0.27982 | 0.26455 | 0.27996 | 0.26470 0.01527 0.01526

7.1. tablazat. A TCSA és a form-faktor perturbacioszamitds eredményeinek Gsszehasonlitisa a

B = ggr , 0 =0 esetben.

A
V4
8= 2—; — 1.4179631 . ..
csatolasi allandot valasztva, ecyy = 18-nal 9334 paros és 9319 paratlan allapot van a zérus

teljes impulzusu és topologiailag semleges szektorban. A (7.50)-nak megfelelGen a form-faktor
perturbacioszamitas joslata:
(1,2)

5
M 1095302713 - x y (7.66)

A meért témegeket a 7.1 tablazat tartalmazza, a 7.9 abran pedig grafikus formaban mutatjuk be
ezeket. Lathat6, hogy nagyobb x értékekre eltéréseket taldlunk, ezek a x-ben magasabb rendd
effektusokboél szarmaznak. (7.65)-bol vilagos, hogy a két tdmeg kiilonbségebdl a ¢? korrekcio
kiesik, igy a tomegfelhasadds esetén még jobb egyezést varunk, ami a tablazatbdl is kiolvashato:
a mert felhasadéas a joslattal a csonkolasi hibén beliil megegyezik (a TCSA spektrum alapjan a
csonkolasi hiba 2 x 107%-nek becsiilhets). A témegfelhasadés alapjan megillesztve a (7.66) alatti
egyiitthatora
0.95441 + 0.00032

adodik, ami nagyon jo egyezést mutat. Megjegyzem, hogy ennek az egyiitthaténak a klasszikus
elmeéleti érteke 1 (1d. (7.53)), tehéat a kvantumkorrekciok kb. 5% nagyséagrendiek.
A § = m/2 esetben a paritas projekciohoz a

> = (7.67)

szimmetridt hasznalhatjuk. Az el6z6 3 érték esetén kapott mf tomegeket a (7.2) tablazatban
soroltam fel (eqyy = 18, 9334 péros és 9319 paratlan allapot). A mért és a (7.63) alapjan josolt
tomegfelhasadast grafikusan a 7.10 dbran mutatom be.

A tomegek a lebeg&pontos aritmetika pontossagan beliil a ¢ paros fiiggvényeinek bizonyultak.
Ez mér énmagaban kizarja a lineéris korrekciot, de ennél is tovibbmehetiink. A tomeg mért
fiiggésére a x € [—0.05 ... 0.05] tartomanyban a

mljE =mi+arx + bix2 + cix?’ + dix4

fliggvényt illesztve:

a4+ = 0=x0.00010 a— = 0=£0.000054
by = —7.606 £0.018 b_ = —7.625£0.011
cy =0+£0.054 c— =0=x0.033

dy = —1524£6.9 d_=—-1495+44
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7.9. dbra. A TCSA eredmények és a form-faktor perturbicidoszamitas joslatainak dsszehasonlitisa

af= g , 0 = 0 esetben. A tomegeket az Mg szoliton tomeg egységeiben meérjiik, m1 és m2
(

jeloli my -t és mgl)—t. A TCSA pontok hibaja az abrazolashoz tul kicsi.

x_ [ mf [ my [mf—m (TCSA) [mi —my (7.63)]
0 0.27230 | 0.27231 -0.00001 0
+0.010 | 0.27154 | 0.27154 0 0.00033
+0.015 | 0.27059 | 0.27057 0.00002 0.00050
40.020 | 0.26925 | 0.26925 0 0.00066
+0.025 | 0.26750 | 0.26746 -0.00004 0.00083
40.030 | 0.26536 | 0.26530 0.00006 0.00099
+0.035 | 0.26276 | 0.26274 0.00002 0.00116
+0.040 | 0.25975 | 0.25971 0.00004 0.00132
+0.045 | 0.25625 | 0.25624 0.00001 0.00149
£0.050 | 0.25236 | 0.25229 0.00007 0.00165
7.2. tablazat. Meért tomegek [ = ggr , 6 = % mellett a szoliton tomeg egységeiben a (7.63)

joslattal 6sszevetve. A TCSA meérés becsiilt hibaja £0.00002.
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7.10. dbra. A TCSA-bol meért tomegfelhasadas és (7.63) sszevetése 3 = ggr , 0 = 7 esetén

mig (7.63) ax = £0.0165367 értéket ad, ami két nagysagrenddel nagyobb, mint a fenti illesztés
hibaja. (Az is jol latszik, hogy a hiban belill by = b_ és dy = d_, ami azt mutatja, hogy a
két tomeg — a modell Zs szimmetriajabol adodo varakozésoknak megfelelGen — degeneralt). A
csatolédsi dllando ezen értékénél a sine-Gordon modellben 10 lélegzd allapot van, ami azt jelzi,
hogy a modell a szemiklasszikus tartoményba esik, vagyis nem varhatjuk, hogy a kvantumkor-
rekciok segithetnének (a fenti becslés alapjan mindossze par szézalékosra tehetdk). Hasonlo

kovetkeztetéseket vontunk le a 8 = g modellben elvégzett vizsgilatok alapjan.

7.2.2.3. Elméleti interpretacio

Lattuk, hogy a TCSA adatok nem tamasztjak ald a Mussardo, Riva és Sotkov dltal hasznélt
szemiklasszikus form-faktor szamitason alapuld (7.61) eredményt, ezzel szemben hibahataron
beliil megegyeznek a standard form-faktor perturbacioszamitds alapjan altalunk szarmaztatott
(7.50) tomegkorrekciokkal. A kovetkezdkben megprobélom ezt az eredményt elméleti alapon
jobban megérteni.

1. Az els6 fontos észrevétel az, hogy a kvantumeffektusok az altalunk vizsgalt csatolasi érté-
keknél néhany % nagyséagrendiiek, igy teljességgel kizart, hogy az eltérés oka a (7.61) szemi-
klasszikus voltaban keresendd: ez az eredmény mar vezets rendben is hibés kell legyen. Ez
nem tul meglepd, ha észrevessziik, hogy a ¢(-ban linearis korrekcié egyiitthatoja 8% rendii.
A Goldstone-Jackiw szemiklasszikus szoliton form-faktor egyszertien nem konzisztens eddig a
rendig: a szoliton tomeg, illetve a matrixelemek kvantumkorrekcidjat is figyelembe kell venni,
hogy 3* rendben konzisztens eredményt kaphassunk. 32 rendig konzisztens, ebben a rendben
viszont meg is egyezik a form-faktor perturbacioszamitas azon ((-ban egzakt) eredményével,
hogy nincs (-ban els6 rendii korrekci6.

2. Az extra (,rossz paritasin”) semleges éallapotok kérdése. A sine-Gordon elmélet végesmeéret
spektrumdanak leirdsa, amit a 6. fejezetben részletesen taglaltam, a hajtogatott esetre pedig
7.1.3 alatt ismertettem, lehetévé teszi ennek a kérdésnek a vizsgalatat. Arra ugyan nincs
matematikai bizonyitdsunk, hogy a DAV egyenlet az ultraibolyaban elgallitja a konform tér-
elmélet valamennyi operatoranak megfelel§ allapotot, és hasonldéan nincs belatva, hogy az inf-
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7.11. abra. A Vi, és Vg szemiklasszikus effektiv potencidlok

ravorosben elGallna az aszimptotikus sok-részecske éllapotok teljes halmaza. Viszont egyrészt
a csonkolt konform allapottér kozelitésben, masrészt kdzvetleniil a DAV formalizmusban meg
lehet vizsgédlni a legalacsonyabban fekvd allapotokat, és semmi jele nincs annak, hogy a leiras
ne lenne teljes, azaz mind az infravorés, mind az ultraibolya hatdresetben a 2-hajtogatott
modell spektruménak 7.1.3 alatt adott leirdsa alapjan vart dsszes dllapot megfelelGjét megta-
laljuk. Viszont nem talalunk tobbet: azaz sehol semmi nyoma olyan ,rossz paritasu” lélegzd
allapotoknak, amik létezését Mussardo, Riva és Sotkov feltételezték.

A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jackiw alakja csak a klasszikus megoldastol fiigg,
azonban ez azt jelenti, hogy pl. az L kinkre alkalmazva az aszimmetrikus potencialvélgynek
csak a bal, S kinkre csak a jobb oldalat veszi figyelembe. Ez azt jelenti, hogy a 7.2.2.1
alatt véazolt eljarasban valojaban nem az eredeti modellnek megfelelg, hanem egy (a kink
tipusatol fiiggden) Vg illetve Vg szimmetrizalt potencidlra szamolunk (7.11 abra). Ebbdl a
szempontbo6l nem meglepd a sine-Gordon esetben tapasztalt egyezés, ahol minden vikuum
koriil szimmetrikus a potencial, raadasul eleve csak 32 rendig szamoltak. Ellenben teljesen
nyilvanval6, hogy a DSGso esetén ez az eljards nem helyes, mert nem a modell val6sagos
dinamikajat veszi figyelembe (tal a 3% rendig torténd szamolas nem 6nkonzisztens voltan).
A fentiek miatt minden bizonnyal a Mussardo, Riva és Sotkov altal § = 0 mellett leszarmaz-
tatott tomegspektrum is helytelen. Az erre az esetre vonatkozd eredményiik:

2 2
5m(i) —8?/%2_0 Kl log 122 > @Sln ( b ) + nlog 1g,u0 cos ( §2>] +0 (CO)

(B-ban kifejtve

5m7j~f _ 4 n? 40 6 40
v _i< + 8 1 <1—1 256 ) o (s )) 5 +0 (&) (7.68)

helyesen reprodukalja a klasszikus hataresetet:

+
5mn — 4n CO
My Mg M2

+0(¢5)

6 = 0 esetén nagyon nehéz a TCSA-val numerikusan eldénteni a kérdést, mivel ott méar eleve
van egy (meglehetdsen nagy) linearis tomegkorrekcio6 a (7.50) form-faktor perturbacioszamités
alapjan is, és nehéz ettél elkiiloniteni a 4 rendd (log ¢ korrekciot. Viszont az dsszes fenti
elméleti probléma ezzel a szamoléssal kapcsolatban is fennall.
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2 2 #
~ ~ ~
(i)
¢=0 C,n#0 p=0
2 vakuum metastabilis vakuum 1 vakuum

7.12. dbra. A DSGs modell potencidlja § = 0 esetén

7.2.3. Fazisatalakulas vizsgalata végesméret effektusok segitségével

A DSGs modell Lagrange-strtisége

1
Lpsa, = 5%@8“@ + pcos BP + ( cos <§(I> + 5>

47
b=+ — .
+B (7.69)

Az n =0 (¢ =0) pontban két vakuum van, amiket vehetiink a &y = 0 és ®; = —27/ értéknél,
ami egy 2-hajtogatott sine-Gordon modellnek (SG(3, 2)) felel meg, az n = 1 (1 = 0) pontban
pedig egyetlen vikuum van a ® = —26/3 helyen, ami egy 1-hajtogatott modellt (SG(5/2, 1))
jelent .

A § = 0 esetet (—%’T <P < %’T) a 7.12 abra szemlélteti. 0 < 1 < 1 esetén két vakuum

van, eltér6 energiastriiséggel, amelyek egyike metastabilis. A TCSA szamitasok eredményeit (a
vakuum szektorban) a 7.13 abra mutatja be.

A spektrum legszembedtlsbb jellemzéje az elszallo” allapotok jelenléte. Az energidkat a
legalso szintet (alapéllapoti értéket) levonva norméltuk. 7 = 0-nél az els6 gerjesztett allapot
és az alapallapot felhasadasa a térfogattal exponencialisan csdkken, ezt részletesen targyaltuk a
7.1.4 alatt mint a véges térfogatban jelenlévd instantonok okozta alaguteffektus hatasat. n # 0
esetén a felhasaddsban a dominédns jarulék linearis lesz: ez az eltérd vikuum energiastriiség
kovetkezménye. A gerjesztett allapotok ennek megfelelGen két osztalyba sorolodnak aszerint,
hogy melyik vakuum feletti gerjesztésnek felelnek meg, és az ,elszallo” allapotok a nagyobb
energiastiriiséggel rendelkezd vakuum felettieknek felelnek meg. Ezek metastabilisak, amit a
tipikus szintelkeriilések jeleznek (v6. a rezonancidk részletes targyaldsaval a 7.3 fejezetben). n
egyhez tartasaval a metastabilis allapotok eltiinnek, a szintek atrendezédnek a hataresetben
ad6doé sine-Gordon modell spektrumava.

A § = 7/2 esetben a skalar mez6 potencialja

V(®) = —ucosﬂ@—i—(singq) (7.70)

Ez a potencidl az Ising univerzalitdsi osztalyba esé masodrendd fazisadtalakuldsra jellemzd visel-
kedést mutat, 1d. a 7.14 abran.

Azonban a klasszikus potencidl vizsgilata csak az atlagtér kozelitésnek felel meg. Annak ér-
dekében, hogy eldontsiik, a fazisatalakulas valoban létezik-e, a teljes kvantum effektiv potencidlra
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7.13. dbra. A DSGy TCSA spektruma § = 0 és 8 = 4/7/3 mellett (n = 0: 3 lélegzs, n = 1: 17
lélegzo)

A<Adp A>A4dp

V(®)
V(®)

7.14. dbra. A DSGg modell potencialja § = 5 esetén
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7.15. dbra. A k = —%,u, v =0 eset

sziikségiink van. A modell a kdvetkez6 diszkrét szimmetridkra nézve invarians:

47
o - o+ —k |
B
2
b - —— -
B

kelZ
» Lo (7.71)
és ezeket felhasznalva az effektiv potencidl a kovetkezd alakba irhato:
- B .38
Vet (P) = —pcos fP + (sin §<I> + K sin 7@ +vcos20P + ... (7.72)
ahol ... a feltiintetettekkel analég magasabb frekvencids tagokat jeldli, amiket most az egysze-

riiség kedvéert elhagyok. Ahhoz, hogy a masodrendi fazisatalakulas fennmaradjon, a fazisatala-
kulési pontban fenn kell alljon:

@)z =0, Vi (@), >0 (7.73)

Bl

Ha a u, ¢, xk és v paramétereket fliggetlenként kezeljiik, és a fazisatalakulast ( véltoztatasaval
érjiik el, akkor ezek a feltételek pontosan azt jelentik, hogy pu+6x420v > 0 kell legyen. Vagyis a
magasabb frekvencias korrekciok képesek arra, hogy a fazisatalakulast elsérendiivé tegyék. Egy
példat a 7.15 4brdn mutatok, ahol az lathat6, hogy csak egy sin %CI) tag is meg tudja véaltoztatni
a fazisatalakulas rendjet?.

Ezek alapjan felmeriil a kérdés, hogy a fazisdtmenet els6- vagy méasodrendi-e. Vegyiik észre,
hogy a fizikai modellben

1. A magasabb frekvencias csatolasi allandok p és ¢ egyértelmii kifejezései: k£ = k(u, ) és
v =uv(u, ¢), amelyeket a (7.70) klasszikus potencialbél kiindulva pl. WKB (azaz 3? szerinti)
kifejtésben lehet szamolni.

2. A WKB kifejtésben vilagos, hogy k, v és minden magasabb frekvencias tag egyiitthatoja
eltiinik, ha 8 — 0, ezért a kis 3 (szemiklasszikus) tartomanyban masodrendii atalakulast
varunk.

3. A magasabb frekvencias tagok mind irrelevins operatorokhoz tartoznak, ha 32 > 327/9 (az
also hatéar sin %B@ irrelevanciajabol adodik) és ezért a 327/9 < 32 < 87 tartomanyban is
mésodrendd atalakulast varunk.

9 Fabrizio és munkatarsai [FGN00] ebben a kérdésben tévesen azt allitottak, hogy egy sin %CD tag esetén ez
nem lehetséges.
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7.16. abra. Fazisatalakulas jele 8 = 8/7/7 mellett a TCSA spektrumban

A tipikus viselkedést a kozbens6 tartomanyban a 7.16 abra szemlélteti, ahol 8 = 8y/m /7. Lathato,
hogy a tomegrés n = 0.8-nél elttinik, n = 0.9-nél pedig véges. Ez a masodrendii atalakulas tipikus
jele: letezik egy n = neit kritikus érték, hogy az M tomegrés n fiiggvényében a kévetkezSképpen
viselkedik:

M) =0 10 <Terit
M(n) >0 7 > Nerit (7.74)

7-t lassan valtoztatva pontosan ezt latjuk, vagyis a tomegrés folytonos mdédon jelenik meg. To-
vabbi jele a méasodrendii atalakulasnak az ,elszallo” energia szintek hidnya (ami annak felel meg,
hogy nincsenek metastabilis allapotok).

A DSGy modellben ezt a viselkedést a 0 < 32 < 87/3 tartomanyban numerikusan ellendriztiik
a TCSA modszerrel (3 nagyobb értékeire a TCSA tul lassan konvergal, 32 > 47 esetén pedig,
mint tudjuk, ultraibolya divergens).

Ellenérizhetd az is, hogy az dtalakulds az Ising univerzalitdsi osztalyba esik-e. Az alacsony
energias Hamilton operatornak meg kell 6riznie a modell paritas invarianciajat és 7 = n.-nél meg
kell egyezni az Ising modell irrelevans operatorokkal torténd perturbaciojaval (hiszen az energi-
askala novelésével az Ising fixpont vonzo kell legyen). Ez pont a 3.1 alatt emlitett tomegtelen
folyamnak felel meg. A legalacsonyabb dimenzioju paritasinvarians irrelevans operator az Ising
modell fixpontjat leiré ¢ = 1/2 konform minimalmodellben L_1L_1e, ahol € az energiastiriség
operatora (a jelolések tekintetében 1d. C.1.3). A kritikus viselkedéstdl valo eltérést egy paritas
invaridns relevans operator irja le, amibdl csak egyetlen egy van, mégpedig éppen ¢, és a kritikus
ponthoz kozel az egyiitthatoja az n — nei killonbséggel aranyos kell legyen. Ennek megfelelGen
az alacsony energias effektiv Hamilton operator alakja

H = Hyging + /dx (a (0 = Nerit)e + DL 1 L_1e+ .. ) (7.75)

és ezzel a konform perturbacioszamitas els§ péar rendjéig szamolva, az i-edik gerjesztett allapot
energidja a vikuumhoz normadlva nagy térfogatban a kovetkez&képpen kell viselkedjen:
2m D; A;
E;(L) — Ey(L) = 7 ‘ +Bi+C,~L+L—;+... (7.76)
Bixa , Cixa® , A;jxb

ahol D; = A}FR—FAI_R az adott allapothoz az infravords fixpontban tartozd mezd skaladimenzioja.
A 7.3 tablazat a (7.76) joslat TCSA spektrumra valé illesztésének eredményeit mutatja, (
harom kiilénbo6z6 értéke mellett.
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‘ \/% ‘ Terit ‘ Allapot ‘ D; ‘ A; ‘ B; ‘ C
4/7 | 0.866 1 0.125 | —1.2 | —0.003 | 2 x 1075
4/7 | 0.866 2 1.04 —128 0.001 9x 1076
2/3 | 0.850 1 0.131 | —1.35 | —0.006 | 3 x 10~°
2/3 | 0.850 2 1.03 —74 0.005 1x107°
4/5 | 0.838 1 0.145 | —0.89 | —0.015 | 2 x 10~*
4/5 | 0.838 2 1.09 —40 —0.001 | 1 x10~*

7.3. tablazat. Numerikus eredmények az els¢ két gerjesztett allapotra 3 kiilonb6zo értékeinél.
(Az adatokat az M interpolalo tomegskala altal adott egységekben kell érteni).

Az adatok a kovetkezSképpen értelmezheték. B és C értéke azt jellemzi, milyen kozel si-
keriilt jutni a kritikus viselkedéshez. Mivel a TCSA egy véges dinamikus rendszeren alapul,
és csak végtelen szabadsagi foku rendszer lehet kritikus, ezért nem véarhatjuk, hogy pontosan
kritikus viselkedést talaljunk. A tablazatban feltiintetett értékek B; értékek pontosan a cson-
kolasi hibak'? nagysagrendjébe esnek, amelyek az illesztésnél hasznalt térfogati tartomanyban
1073 — 1072 kozottinek becsiilhetsk, és 8 novelésével nének. Ennek alapjan a fazisatalakulas (a
TCSA pontossagan beliil) masodrendii. Természetesen a numerikus adatok nem zarjak ki, hogy
nagyon gyenge elsérendii atalakulas legyen, de ez a (7.73)-hoz hasonlé egyenlGtlenségek nagyon
finoman hangolt kis sértését jelentené, mégpedig [ eléggé kiilonboz6 értékeinél, ami nagyon
valdszinttlen.

Ha a fixpont az Ising univerzalitasi osztalynak felel meg, akkor az elsG két gerjesztett dllapot
a o spin és az € energiastirtiség operatornak kell megfeleljen, amelyek konform dimenziéja:

o ATH+AT =
e : ATHAT =

és D; mért értékei ezzel az elvarhaté pontossagon beliil meg is egyeznek. Vigyazni kell arra, hogy
a D;-vel aranyos tag (7.76)-ban alacsonyabb rendii a térfogat fliggvényében, ami az illesztés
pontossagat rontja. Azt is ki lehet deriteni a TCSA allapotok hullamfiiggvényeinek ultraibo-
lya hataresetét tanulményozva, hogy az els§ gerjesztett allapot a cos g@, a mésodik a sin gfb
operatornak felel meg, amelyek a (7.71)-ban adott Zs szimmetria alatt péaratlan, illetve péros
operatorok. Kz teljes 0sszhangban van azzal, hogy o paratlan, mig € paros operator az Ising
modellben. Raadasul mind a singq) a DSGg modellben, mint pedig € az Ising modellben a
yhomerséklet” paraméterhez rendelhetd (azaz ezzel lehet a rendszer tomegrését kontrolldlni), és a
fenti azonositas megegyezik egy Fabrizio és munkatérsai altal megfogalmazott sejtéssel [FGNOO].

A DSGy modell fazisdiagramjat a 7.17 abra mutatja. Elgszor is, § — 0 esetén a klasszikus
potencidlt hasznalva adodik

16
ncrit(ﬁ = 0) = 1_7

Mivel cos ® irrelevans, ha 8 = /8, ezért a masik végpontban nei (ﬂ = \/8_7'(') = 0, hiszen az
elmélet a paraméterek teljes tartoményaban a Zo szimmetridt sérté fazisban van. A végpontok
mellett felhasznaltuk a 7.3 adatait, és erre az 6t pontra megillesztettiik a 7, (3) fliggvényt mint 3
péaros polinomjat (tudjuk, hogy paros, mivel 3 elGjelvaltasa kompenzalhato ® atdefinialasaval).
Ezen feliil feltiintettiink még egy masik pontot is § = 44/7/7 csatolasnal, ahol a TCSA-bol
meghatarozott e érték 0.916+0.002 volt, az illesztett gorbe pedig az Nt (8 = 4/7/7) = 0.915
értéket adja.

10" A csonkolasi hibakat az 7 = 0 és 7 = 1 pontban egzaktul ismert spektrummal tortént dsszehasonlitas
alapjan becsiiltiik.
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7.17. abra. A DSGy fazisdiagramja

Osszegzésképpen megallapithatjuk, hogy vizsgalataink alapjan a masodrendii fazisatalakulas
3 teljes tartomanyaban fennmarad, és az elmélet fazisatalakulasi vonalat (kb. 102 pontossaggal)
a 7.17 abran bemutatott gérbe adja.

7.3. Rezonanciak jellemzése végesméret effektusok segitségével

7.3.1. A form-faktor perturbaciészamitas jéoslata a bomlasi allandora

7.3.1.1. Ising modell

A kétdimenzios Ising modellt a fixponthoz kozeli skilazd tartoményban az
Alging (h, T) = AC:% - h/dtd:v o(t,x) — T/dtdzv e(t, x) (7.77)

hatassal megadhat6 kvantumtérelmélet irja le, ahol A__1 a ¢ = 1/2 konform térelmélet (szabad
2

zérus tomegii Majorana fermion) hatdsa, € az energiastirtiség operator ( A. = A, = 1/2 stlyu
primér tér) o pedig a magnesezettség operatora (spin operator, A, = A, = 1/16 sulyu primér
tér). h a kiils6 magneses térnek felel meg, 7 pedig a hémérséklet kritikus értéktsl vett eltérését
paraméterezi. Az aldbbiakban a 7 csatolast fogjuk az integralhatdé modelltsl vald eltérés meér-
tékének tekinteni. 7 = 0 esetén a modellt a C.1.3 alatt Osszefoglalt Eg szordselmélet irja le. A
(7.77) modellnek egyetlen dimenzidtlan paramétere van, amit a

T

t= |[8/15

(7.78)
alakban vesziink fel. Az e operator form-faktorait Delfino és Simonetti [DS96|, illetve Del-
fino, Grinza és Mussardo [DGMO6| hatarozta meg. Ezek segitségével a (7.45) tomegkorrekciok
[DGMOG]:

6m2 = 27 faa
2
Fg—)a b — 7—221_61117 cab
" m2m, sinh Hémb)
ahol
f11 = (—17.8933 e )<E>
f22 == (—249467 PN )<E>
fa3 = (—53.6799...)(¢)
faa = (—49.3206...)(€)
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és € egzakt vakuum véarhato értéke 7 = 0 mellett [FLZZ98|:

(&) =en|n¥¥> | g =200314...
Az A, — Ay + Ay, ¢ = 4,5 folyamatok parcialis szélessége pedig dimenziotlan egységekben
[DGMO6]:

2

mq 2 2
Mme Me -1
() /()

ahol

fin = 36.73044... (7.80)
fiin 19.16275 . ..

7.3.1.2. DSGy modell

A (7.69) alatti kétfrekvencias sine-Gordon modell esetén a dimenziotlan paramétert

(7.81)

adja, ahol Mg a szoliton témeg a ¢ = 0 pontban. A lélegz6k (C.12) alatti spektrumat hasznalva
adodik:
ms3

—:1+QCOSE>2 ha A>3
mq A

vagyis amennyiben Bj létezik, a két Bi-be valo bomlasa kinematikailag lehetséges (ugyanez all
az Osszes By-re is). Mivel azonban

mo 7T
— =2cos — <2
ma 2\

ezért By mindig stabil. A By — Bj + B; bomlésra a kimend Bj részecskék rapiditasa (nyugvo
Bs esetén) +0,, ahol (7.47) alapjan

O
m3  singy
2cosh () = — = ——2A

mp  singy

szélességét Pozsgay Baldzzsal egyiittmiikodésben szamitottuk ki [PT06], a DSGy modellben 6 =

—s%—t véve:
s, 2
Sl _ g2 %311 (7.82)
M 9 2
(ma) m,/(m?)) 1
M) M m1
ahol

- tan 3%
ss11(A) =G (V) {(A)°2tan ;U tan 2 Q1 (M) Ran (V) (7.83)
an B3N
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Az AzAp szintek (=0 mellett Az AjAp szintek (20 mellett
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

MatMy MatMp

7.18. 4dbra. A szintek viselkedése az integralhat6 esetben (¢ = 0) illetve rezonancia jelenlétében

(€ #0).

és

g =

/oo dt sinh <1+L)\) 1 o
— — e
0o 2t cosh <13‘F—t>\> sinh ¢ L4+ A

s x -
Qi () = (1 +2cos A) (1 + 2 cos ,\l—i- 2cos2)\)

T angd
64 cos Y €os? o

Rann (\) = ‘R<i1>2R<2z’§>R(—2196)x
R<190—z’7r)‘;1>R(ﬂc—iw)R<ﬁc—z’7r)‘1_1>><
R<—79c—z‘7r)\;1>R(—190—z‘7r)R<—19c—z’7r)\:\rl>‘

(14N

00 .ht.hl .h .
0

t sinh? 2t

N = exp {4 /°° ﬁ sinh ¢ sinh % sinh GJ;\)‘)t }
0

t sinh? 2t

Mivel a B3 a legalacsonyabb tomegi instabil allapot, a csonkoléasi hibak minimalizélasa céljabol
érdemes erre koncentralni. Tovabba a § = —7/2 pontban van egy Zo szimmetria, amit a 7.2.2.2
alatt leirtakat kovetve fel lehet hasznédlni a TCSA pontossagénak ndvelésére.

7.3.2. Rezonanciak jelei véges térfogatban

Itt Liischer eredeti 6tletét [Lus9la| tovabbfejlesztve bemutatok egy 6nkonzisztens és hatékony
keretet a rezonanciak véges térfogatbeli analizisére.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a vizsgélt kvantumtérelmélet véges térfogatbeli spektrumét, azaz
adottak az E;(L) energiaszintek, amelyek az i-edik gerjesztett allapot alapallapothoz viszonyitott
energiajat adjak meg véges L térfogatban. Legyen a vizsgalt bomlasi folyamat A, — A, + 4,
(me > mg+my) és tegyiik fel még, hogy van egy olyan  paraméteriink, amelynek ¢ = 0 értékére
az A, részecske stabil.

Ekkor a ¢ = 0 spektrumot a 7.18 (a) abréaval illusztralhatjuk. Az abrén, ahogy a tovab-
biakban is, minden a térfogattal exponencidlisan lecsengd végesméret korrekciot elhanyagoltam

ezeket reziduélis (,maradék”) végesméret korrekcionak fogom hivni. A kétrészecske szinteket
(2.3) alapjan az

meLsinh@, + 6y (6, — ) = 2ngm
myp L sinh 6y, + 644 (9(, — 9(1) = 2mm (7.84)
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7.19. abra. A szintek viselkedése ¢ = 0 illetve ¢ # 0 esetén, az Ising modell numerikus adataival
illusztralva (my a legkénnyebb részecske tomege ¢ = 0-nél).

és
E.(L) = mg cosh 8, + my cosh 6y,

osszefliggesek irjak le, ahol d,44(0) a rugalmas szoras fazistolasa, ami a kétrészecske amplitudoval

a kovetkezSképpen filige Gssze: '
S (6) = eidab(0)

és n = ng = —ny, mivel a zérus teljes impulzust szektort vessziik. A kétrészecske energiaszint
tehat 1/L? szerint tart az m, + my aszimptotikus értékhez, az egyrészecske allapot (2.1) véges-
méret korrekcidja ellenben exponencidlisan tiinik el, kivetkezésképpen van egy olyan Lg térfogat
érték, ahol a két szint metszi egymast:

Eaw(Lo) = E.(Lo) = Ep

Ha ¢ # 0, de kicsinek tekinthetd, akkor L ~ Lg és ¢ ~ 0 mellett a degeneralt perturbéacioszamitas
el6irasa alapjan az energiaszinteket egy 2 x 2-es effektiv Hamilton operator adja meg:

H = Ey+ (L — L) < o o ) + c< gg ggg ) (7.85)

ahol a két allapot relativ fazisdnak megvalasztasaval elérhetd, hogy B valds és nemnegativ legyen
a (A, C valos, mivel H' = H). Az A, B és C egyiitthatok L-fiiggését a tovabbiakban elhanya-
goljuk és Lg-ban felvett értékeikkel helyettesitjitk 6ket (lentebb latjuk majd, hogy ez konzisztens
eljaras). Ennek megfelelGen a két szint felhasadasa

SB(L) = \/l(1 — o) (L — Lo) + (A — C)) + 4B2¢?
A minimalis felhasadashoz tartozé Ly, térfogat:

A-C
Lin — LO = _C (786)
a1 — Q9

vagyis a minket érdemld tartomanyban L — Ly értéke (-ban elsérendi, ezért az egyiitthatok
L-fiiggésének elhanyagolasa konzisztens. A minimadlis felhasadés értéke:

5E(Lmin) - 2’BC’ (7-87)

A szintek viselkedését 7.19 illusztralja: jol lathato, ahogy a szintmetszés elkeriiléssé valtozik.
A globdlis képet a 7.18 (a) dbra mutatja. ¢ # 0 mellett nincs olyan szint, amit A, egyrészecske
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5(E)

7.20. abra. A 7.18 dbran bemutatott kétrészecske nivokbol szamitott 6, (E) fazistolas fiiggvények
az FE. rezonancia energia kdrnyezetében

allapotaként értelmezhetnénk: aszimptotikusan mindegyik allapotot A, Ay kétrészecske allapot-
ként azonosithatjuk. A fenti mechanizmus folytan ezen szintek kiterjedt platokbol 4ll6 mintazatot
fognak mutatni, ez pedig annak felel meg, hogy a fazistolasban megjelenik egy Breit-Wigner
rezonancia:

5us(B) = bo(E) + —ilog = e —iL/2

(7.88)
ahol a fazistolast most az ¥ = E, + Ej tomegkozépponti energia fiiggvényeként irtam fel, és dg
az an. hattér fazistolas, E. a rezonancia cstucsanak megfelels energia és I' a szélesség. Ha (amint
az az altalunk vizsgalt esetekben mindig teljesiil)

ddg
P=ag|,, <"

akkor a fazistolasnak két extrémuma van, 1d. a 7.20 abréan. A (7.84) leirast hasznéalva a szintek
ismeretében a fazistolds meghatarozhato: eldszor meg kell oldani a

E=\/p2+m2+/p?+m} — p(E)

egyenletet, és ebbdl

H(E) = —Ly(
02(E) = —La(E)p(E) (7.89)
ahol Ly »(E) az E) (L) fiiggvények inverze. A §; o(F) fliggvényekre

(51(E) = 6ab (E) — 277,17'('
(52(E) = 6ab (E) — 277,27'('

és viselkedésiiket a 7.20 abra illusztralja. Keskeny rezonanciara I'-ban elsérendig szamolva a
kovetkez§ Osszefiiggés adodik:

Ad = min 1 (F) — max da(E) = 44/ 60 (7.90)

amit felhaszndlhatunk a bomlési szélesség meghatarozasara.
Liischer eredetileg azt javasolta, hogy a I' szélesség a platok kdzepén szadmithaté meredekség-
bél hatarozhato meg. Egyszerd szamolassal meggy6z&dhetiink rola, hogy ez a meredekség I'-val
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7.21. abra. A rezidualis végesméret effektusok bemutatasa az Ising modell példajan, az A, és
az A1 A; allapotokat dbréazolva. A kétrészecske allapotok nagyon pontosan kovetik a (7.84) altal
megadott viselkedést, de az A4 egyrészecske allapot viselkedése teljes egészében a rezidualis
végesmeéret effektusok kovetkezménye. A diagram a ¢t = 0 esetben késziilt, amikor is a szintek
metszik egymast, de kis ¢-re a spektrum (a szint elkeriiléseket leszamitva) gyakorlatilag teljesen
azonos a fentivel.

(azaz (%-tel) aranyos. Keskeny rezonancia esetén (7.90) ennél sokkal érzékenyebb modszert ad,
hiszen a mérendd mennyiség elsérendd (-ban. A 7.18 (b) abrara pillantva is teljesen vilagos, hogy
a felhasadast sokkal jobban észre lehet venni (és mérni), mint a platok hajlasszogét. Raadéasul a
felhasadas mérése Ly, kis kornyezetének analizisével elvégezhetd, amivel a 7.21 dbran illusztralt
rezidudlis végesméret effektusok sokkal jobban kézben tarthatok (errdl késébb még részletesebben
lesz sz0).

Egy masik lehetséges modszer a numerikusan meghatéarozott 0(E) fazistolas Breit-Wigner gor-
bével torténd illesztése. Ehhez azonban az L térfogat egy meglehetésen nagy tartomanyabol kell a
spektrumot felhasznalni (hiszen egy teljes platot tartalmaznia kell), és nagy tartoméanyban a rezi-
duélis végesmeéret effektusok jelent@sen valtoznak, ezért a §(F) nem fogja kovetni a Breit-Wigner
alakot. A problémat a 7.21 abra illusztralja, ahol raadasul Liischer plato-meredekség modszere
is cs6dot mond, mert a platd” pont az ellenkezd irdanyban hajlik, mint az varhato lenne (7.84)
és (7.88) alapjan.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért felteszem, hogy mg, = my = mq (ahol my a leg-
konnyebb részecske tomege). Az (7.85) effektiv Hamilton operatorbol és a (7.88) Breit-Wigner
fazistolasbol (7.84) alapjan az energiaszintekre ad6do eredményeket I'-ban vezetd rendig Gssze-
hasonlitva, a kivetkezs Osszefiiggéseket kapjuk [PTO06]:

om. = A

B2C2
r = e \/m2 —4m?

Evi (Lo) = me+C¢

ahol 0m. az A. részecske elsérendben adodoé témegkorrekcidja a ¢ perturbéacio hatasara. A
form-faktor perturbéacioszamitas (7.45,7.46,7.48) eredményeit felhasznalva pedig a kiovetkezok
adodnak:

Jec

me

_ 2fen Ldp(L)
B = mg/z\/(‘ﬁ dL )

- (322)

(7.91)

L=Lg

4 4

< fllll +L0 fll) (792)
L=L

m2 Me
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ahol
fee=FxGm 0) , fun = lm By (00 +im =0, -0 4 im — 5,6, 61V
(7.93)
forr = [F%, (im 001, 0))| (7.94)

és p(L) az A1 Ay allapotot alkoto részecskék impulzusa a térfogat fiiggvényében, amennyiben ezt
a 0o hattér fazistolassal szamitjuk ki:

pL+ 6 (E) = 2nm

E = 2y/p>+m?

Megjegyzem, hogy Delfino, Grinza és Mussardo [DGMO06] a (7.91) és (7.92) helyett mas relaciokat
irt fel, amelyekrél a cikkben részletesen megmutattuk, hogy miért helytelenek, és megadtuk a
fonti Osszefiiggések korrekt kvantumtérelméleti leszarmaztatasat. Ennek részleteire itt most nem
térek ki. Annyit jegyeznék meg csupén, hogy a

1dp(L)

p dL
faktorok megjelenése azzal kapcsolatos, hogy a (7.84) egyenletek kovetkeztében a kétrészecske
allapotok stiriisége nem egyezik meg az egyrészecske allapotstriiség négyzetével (az egyezés csak
akkor all fenn, ha nincs kélcsonhatas, azaz § = 0), és hogy ezek ugyanazok a korrekcios faktorok,

amiket Lellouch és Liischer (més meggondolasok alapjan) lokalis operatorok matrixelemeinek
véges és végtelen térfogatbeli értekei kozti Gsszefliggésére korabban leszarmaztatott [LLO1].

L=Log

7.3.3. A bomlasi allandé meghatarozasa a TCSA spektrumbél

7.3.3.1. A form-faktor perturbacidoszamitas dsszehasonlitdsa a TCSA-val (Ising
modell)

A TCSA pontossagénak ellendrzése érdekében, valamint a (7.78) alatt definialt ¢ paraméter
perturbativ tartomanyanak meghatarozasa céljabol a form-faktor perturbacioszamitas altal josolt
(7.45) tomegkorrekciokat és (7.46) S matrix korrekciot osszehasonlitottuk a TCSA numerikus
adataival. Az egyezést az A és Ag részecskék tomegkorrekcidira a 7.22 dbra mutatja, az S-matrix
teszt pedig a 7.23 abran lathatok. Mindket teszt azt mutatta, hogy a [t| < 0.005 tartomany a
t-ben perturbativnak tekinthetd.

A DSG; modell esetén a 6 = —m/2 miatt az elsérendi korrekciok a 7.2.2.1 alatt targyaltaknak
megfelelGen eltiinnek, igy itt hasonld Gsszehasonlitids nem végezhetd.

7.3.3.2. Numerikus moédszerek a bomlasi szélességek meghatarozasara

Az eredményekbdl a bomléasra jellemz6 f.q1 matrixelemet értékeltiik ki, harom eljarassal:
1. A (7.90) Breit-Wigner kiértékelés alapjan I' kiszamithato:
min d1(E) — max d2(E) = 4/ —pT

amibdl a (7.48) segitségével f.11 meghatérozhato.
2. Az effektiv Hamilton operator modszerrel (7.87) alapjan

5E(Lmin) = 2’BC’

_ 1dp(L)
B= \/‘;7

és (7.91) alapjan

2fe11

3/2
L=Lpin Mc

(7.95)
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7.22. abra. Az Ay és Ay tomegkorrekcioja. A TCSA adatokat a keresztek jelolik (a numerikus
hibék tul kicsik az abrazolashoz), a vonalak a form-faktor perturbéacioszamitas joslatai.

4
) | I t—0: egzalkt S méatrix  --—-———-
4 t=0.005: FFPT joslat -
A t=0.01: FFPT joslat
a5 b % t=0: TCSA o
' £k t=0.005: TCSA x
LR t—0.01: TCSA ”
3 -
25 |
e}
2 -
15 |
1 -
0.5
2

E/my

7.23. abra. Az A;A; fazistolas t = 0, 0.005, 0.01, TCSA-bol mérve és az elméleti joslatok mint
az F tomegkozépponti energia fiiggvénye (az my (¢ = 0 melletti) részecsketomeg egységeiben).
A rezonancia hatésa az (7.46) elsérendd FFPT joslattol valo eltérésben jelentkezik: E. ~ m, ~
2.405m; koriil egy ,vall” jelenik meg. A (7.90) alapjan végzett Breit-Wigner kiértékelésnél ennek
a wvall-nak a nagy felbontést analizisét végezziik el.
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7.24. dbra. A mind;(E)—max d2(E) Breit-Wigner felhasadas mint ¢ fiiggvénye az Ising modellben
ecut = 11 és 29 esetén.

ahol Lg-t Lyiy-re cseréltiik, ami ¢-ben vezetd rendig nem szamit. Hasonloképpen, az allapot-
strtiség korrekcios faktort
pL + 61—0(E(p)) = 2n7

alapjan szamoljuk, ahol d;—g a t = 0 integralhatoé modell fazistolasa. Ezt fejlesztett effek-
tiv Hamilton modszernek neveztiik el (az eredetiben improved mini-Hamiltonian method”,
roviditve imH).

3. Osszehasonlitas céljabol Delfino, Grinza és Mussardo Gsszefiiggéseit is teszteltiik, amelyek a
bomlasi dlland6 esetén abban térnek el, hogy B és f.11 kapcsolatira a

2fe1
12, 372

min’’'“C

B= (7.96)

osszefiiggést adjak. Ezt naiv effektiv Hamilton modszernek neveztiik el (az eredetiben jnaive
mini-Hamiltonian method”, roviditve nmH).

A réacstérelméletben megszokott helyzettel ellentétben, nincsen jelentds statisztikus hibak. A
TCSA matrixokat dupla (16 tizedesjegy) pontossaggal diagonalizaltuk, igy béarmilyen ebbdl
adodo hiba teljes mértékben elhanyagolhatd. Ezzel szemben van két szisztematikus hibaforras:
a csonkolasi hibak és a reziduélis végesmeéret korrekciok.

A csonkolési hibdk egy része abban nyilvanul meg, hogy a szintek az integralhaté pontban nem
metszik egzaktul egymast, amit ugy lehet modellezni, hogy (7.85)-hoz egy korrekcios métrixot
adunk a kovetkezd modon:

H = Eo+ (L — Lo) < L > +g< ég 28 >+ ( 5E°b+“ 5E0b_a ) (7.97)

Ennek megfelelGen a minimalis felhasadas
§E(Lmin) = 2|b+ B¢| = 2|B(¢ — o) (7.98)

de a meredekséghdl B még mindig meghatarozhatd. Az a paraméter az Ly, értékében, mig d Ey
az Fy rezonancia energia értékében megnyilvanulé csonkolédsi hibanak felel meg. A Breit-Wigner
kiolvasas hasonldo modszerrel korrigalhato (1d. 7.24 abra).

Ezzel az ey levagés és a vizsgalt szintmetszés megvélasztasa fiiggvényében adodik egy érték
feii-re. Ezutéan az

f(ecut, L) = f(L) + a(L)ey: (7.99)
alaku fiiggvénnyel ey fiiggvényére extrapolaljuk, ahol f(L) a mérendd f fizikai mennyiség végte-
len levagashoz, de véges L térfogathoz tartozo értéke. A péaros és a paratlan eqy értékekre adodo
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7.25. dbra. ecy szerinti extrapolacio a DSGy modellben (r = \/% a konform bozon kompakti-

fikdcios sugara)

adatokat kiilon kell extrapolalni. Ennek oka, hogy a TCSA-ban csak akkor lépiink minden egyes
konform modulban pontosan egy szintet, ha eqy értékét kettvel valtoztatjuk, igy a péaros és
paratlan értékekneél szamolt adatok kiilon alkotnak konzisztens sorozatot. A modszert a 7.25
abra mutatja be.

A maésik szisztematikus hibaforras a rezidudlis végesméret korrekciokbol adodik. Liischer
eredményei szerint ezek egy exp(—M L) alaku faktorral vannak elnyomva, ahol M egy jellemzs
tomegskala (tipikusan a legkonnyebb részecske tomege). Amennyiben a bomlasi allandét t6bb
szintmetszésnél is meghataroztuk, amelyek az Lq,..., L, térfogatokndl jelentkeztek, az fe.11
form-faktor L;-nél tortént meghatéarozasara ugy gondolhatunk, hogy az egy f.11(L) fiiggvény
L = L; pontban felvett értéke, amelyre

fer(L) = fer + O (e7ME)

ahol f.11 a végtelen térfogatban érvényes eredmény. Sajnos jelenlegi eredményeink ennek az
extrapolacionak a végrehajtasat nem teszik lehetéve!l.

7.3.3.3. Eredmények az Ising modellben

A Ay — Ay 4+ A; bomlést harom szintmetszésnél mértiik, az A5 — Ay + A1 bomlést egynél.
Az eredményeket a 7.4 és 7.5 tablazat tartalmazza. 7.4-bdl azt latjuk, hogy mig a korrekt effektiv
Hamilton operatorbol (7.95) alapjan szamolt matrixelem Gsszhangban van a Breit-Wigner kiérté-
keléssel, a Delfino-Grinza-Mussardo-féle (7.96) sszefiiggéssel szamolt méatrixelem jelentds eltérést
mutat, és nagy térfogatnal jocskan tallovi” az elméleti joslatot, mig a mésik két modszer 1 %-on
beliili egyezést mutat vele. f511 esetén eleve nagyobb hibdkat varunk (magasabb energiaszintrdl
lévén sz6, a csonkolési hibdk nagyobbak), de a 7.5 tablazat adatai szerint még igy is par %-on
beliil egyezik az eredmény az elméleti varakozassal.

7.3.3.4. Eredmények a DSG, modellben

Kényelmi okokbol a csatolast az r kompaktifikicios sugarral paraméterezem:

p=YIT o2
.

Az eredményeket a 7.6 tablazat foglalja Ossze. Ismét lathatd, hogy a Breit-Wigner kiértékeléssel
az imH modszer konzisztens, mig az nmH nem, tovabba abban a tartomanyban (r = 1.44 és

A véges térfogati form-faktorok jelenleg folyamatban 1évs vizsgalatatol (1d. 9.2 alatt) varhato egy erre
alkalmas modszer kifejlesztése.
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‘ n ‘ my Lo ‘ nmH (o/e) ‘ imH (o/e) ‘ Breit-Wigner (o/e) ‘
1 | 18.152 | 37.658/37.662 | 33.422/33.426 33.255/33.336
2| 24.900 | 38.871/38.939 | 35.736/35.799 34.574/34.887
3| 34.184 39.099/* 36.829/* 36.318/*

7.4. tablazat. fj;; mért értéke. n a szintmetszés sorszama, Lo a helye ¢t = 0-nél,a t6bbi oszlopban
a harom kiértékelés adatai, kiilon extrapoldlva a paratlan és a paros ey értékekre (0", illetve
w7 jeloli; x azt jelzi, amikor nem lehetett megfelelGen illeszteni az extrapolacios fiiggvényt. Az
elméleti joslat (7.79,7.80) alapjan fi;; = 36.730.

| n | miLo | naive mH (27/28) | improved mH (27/28) | Breit-Wigner (27/28) |
| 1123206 | 21.011/21.120 [  20.244/20.349 |  18.551/18612 |

7.5. tablazat. fj;, mért értéke. n a szintmetszés sorszama, Lo a helye ¢ = 0-nél,a tobbi oszlop-
ban a harom kiértékelés adatai. Mivel nem lehetett megbizhatéan elvégezni a levagas szerinti
extrapolaciot, ezért az eqyy = 27 és 28 mellett mért értékeket adom meg.

r = 1.5), ahol a rezidualis végesméret effektusok (e~110) kicsik, az nmH szignifikinsan eltér az
elméleti joslattol. Sajnos a kiértékeléshez csak a legkisebb térfogatértéknél elGforduld szintmet-
szést lehetett felhaszndlni a csonkolasi hibdk nagysiga miatt.

7.3.4. Altalanositasi lehetségek

A rezonancidk szélességének végesméret spektrumbol torténd meghatarozasara kifejlesztett
Breit-Wigner (7.90), illetve effektiv Hamilton matrix modszer (7.95) 3 + 1 dimenzioéra is altala-
nosithat6. Ehhez minddssze a (7.84) egyenletek Liischer éltal levezetett megfelelgjét kell hasz-
nalni [Lus91b|. Vegyiik észre tovabba, hogy nem kell feltételezniink azt sem, hogy a bomlés egy
olyan kolcsonhatésnak lenne tulajdonithato, ami perturbative kezelhet (azaz a hadronok gyenge
bomlésaival analog). A (7.48) hasznalataval f.11 a (7.95) kiértékelési formulabol kikiiszébélhetd,
és a szélesség kozvetleniil kifejezhets a szintek kdzotti minimalis felhasadéassal:

Ldp

) = _Me 14 cab)| _
AE (Lyin) = 4\/f\/21_6abma |sinh A(cab) | pdL|,

=Lmin

Az igy kapott formula alkalmazhatosaganak pedig semmi mas feltétele nincs, mint hogy a rezo-
nancia maga keskeny legyen. Ervelhetiink gy is, hogy ha nincs is kiilén paramétere a bomlast
okoz6 perturbacionak, egy keskeny rezonancia esetén akkor is elképzelhetjiik, hogy maga a I’
bomlasi szélesség jatssza ( szerepét (analog érveléssel szoktak élni az analitikus S matrix elmé-
letben az instabil részecskék leirdsa sorén).

7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma

Ebben a fejezetben imaginéariusan csatolt affin Toda térelméletekkel (affine Toda field theory,
ATFT) és a redukciojukkal elgallo perturbalt konform kvantumtérelméletekkel foglalkozom. Egy

ATFT tugy adhaté meg, hogy tekintiink egy § affin Lie-algebrat'?, amelynek egyszerti gytkei

2 Az affin Lie algebrak elméletét 1d. V. Kac [Kac| kényvében.
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] nmH \ imH | BW (e/o) |FFPT | MLy | e™lo ]
1.44 0.931 + 0.025 0.821 + 0.021 * [ 0.7759 | 16.469 | 107
1.5 1.328 £+ 0.038 1.185 + 0.034 * /% 1.1694 | 12.398 [ 2-10°©
1.6 0.959 + 0.012 0.883 £+ 0.011 0.904/0.893 | 0.9303 | 11.588 | 0.0002
1.7 0.630 £ 0.004 0.592 + 0.003 0.584/0.587 | 0.6383 | 11.927 | 0.0005
1.9 0.286 + 0.001 0.274 + 0.001 */0.269 0.2917 | 13.615 | 0.0011
2.2 | 0.1076 = 0.0002 0.1046 4 0.0002 | 0.1100/0.1100 | 0.0999 | 17.475 | 0.0018
2.5 | 0.04867 £2-107° | 0.04767 £2-10° *70.0499 0.0392 | 22.309 | 0.0023
2.6 | 0.03845+6-10"° | 0.03773 £6-107° | 0.0412/0.0412 | 0.0295 | 24.089 | 0.0024
2.7 10.03075+5-107° | 0.03022 £5-10~° | 0.0334/0.0334 | 0.0224 | 25.946 | 0.0025

7.6. tablazat. ss;p meért értékei. FFPT az elméleti érték, a két utolsd oszlopban a szintmetszés
helye, illetve a rezidudlis végesméret effektusokat jellemz6 elnyomasi faktor értéke lathato. =
jeloli azokat az eseteket, amikor a Breit-Wigner kiértékelést nem lehetett értelmesen extrapolalni
a levagas fiiggvényében.

14t

12t

0.8}

0.6

0.4}

0.2}

—_FFPT joslat
—— nmH modszer
< 1mH maodszer

0.05 01 0.15

02 0.25

03 0.35

7.26. abra. Az s3;; (7.83) elméleti érteke & = 1/\ fiiggvényében, a 7.6 tablazat numerikus
adataival egyiitt (az imH modszer adatai a Breit-Wigner kiértékelést6l nem kiilonbéznek lénye-
gesen, ezért az utobbiakat mellgztem). A becsiilt hibak csak a csonkolési hibakat tartalmazzak,
a rezidualis végesmeret effektusok becslését (tekintve, hogy minden csatolasi allandonal csak egy
szintmetszés volt értékelhetd) nem lehetett elvégezni.
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legyenek dyp,...,d,, ahol r az algebra rangja, és a gyokok r-dimenzids valos vektorok. Legyen
tovabba a dp un. affin gyok kifejezése a tébbivel

T
nodly = — § n;0y
=1

ahol ng, ny,..., n, relativ prim egész szamok. Legyen tovabba o egy r komponenst skalarmez6.
Ekkor a ¢ affin Toda elméletet az

2 1 =g " = m2 R -
Apatrr = | d°x 58;@ SOHD — =l an exp (bai . <I>) (7.100)

klasszikus hatas adja meg. Amennyiben b = i imaginarius, akkor imaginariusan csatolt ATFT-r¢l
(1)

beszéliink. Ennek legegyszertibb példaja a sine-Gordon elmélet, amelyre § = ay’, r = 1,
a1 = —ap = V2 és ebbdl a hatésra

5 1 " m?
d“x 5(%@8 D+ ﬁ cos V25P

adodik (ahol a paraméterezés a szokasos konvencionktol eltér). Az affin Toda elméletek in-
tegralhatok, és valos csatolds esetén unitér kvantumtérelméletek diagonélis szorassal [BCDS89,
BCDS90, CDS93]; egy jo osszefoglalast ad roluk Corrigan [Cor94]. Az imaginariusan csatolt
elmélet alapvets gerjesztései a sine-Gordon modell természetes altaldnositasaként adodo szolito-
nok; ezek egy nemlokalis szimmetria, az U,(g) algebra multiplettjeibe rendezédnek [BLI1|, ami-
nek segitségével S matrixuk egzaktul meghatérozhato [Smi9l, Eft93, Hol93a, GM95, GMW96,
Tak97b, Tak97c|. Bér az imaginérius csatolas esetén (a sine-Gordon modell kivételével) a ha-
tas és igy a Hamilton fiiggvény is komplex, Olive, Turok és Underwood észrevették [OTU93al,
hogy a szoliton megoldasok energidja és impulzusa valds, Freeman pedig megmutatta, hogy az
Osszes magasabb spini lokalis megmaradé mennyiség értéke is valos [Fre95|, igy az irodalomban
tobbszor is elfordult az a felvetés, hogy ezek a modellek konzisztens moédon unitérré tehetsk.
Ezaltal remélhets volt, hogy a szoliton dinamika nemtrividlis modelljeit kaphatjuk meg. A va-
16s csatolasi elméletben eléforduld gyenge/erds csatolas dualitas példajara azt gondolték, hogy
ezzel a hurelméletben és szuperszimmetrikus mértékelméletekben fontos szerepet jatsz6 nemper-
turbativ dualitasi szimmetridk egyszertisitett modelljeiként hasznalhatok. A Dashen, Hasslacher
és Neveu modszerét [DHN74, DHN75a, DHN75b]| kovetd szemiklasszikus kvantalas eredményei
azonban kezdeti sikerek |Hol93b| utan problémékba titkéztek [DG95, MW95|, mivel messze nem
volt vilagos, hogyan kell megvalasztani a hermitikus konjugélast (vagy masképp a P ter valosséagi
feltételét). Khastgir és Sasaki a klasszikus megoldéasokat vizsgalva olyan eseteket talalt, ami-
kor az energia komplex volt, maga a megoldas pedig véges id§ alatt szingularissa valt [KS96].
Termeészetesen elképzelhetd, hogy ezek nem a ,megengedett” konfiguraciok kozé tartoznak.

Miésrészt ezek az elméletek, vagyis inkdbb a kvantumcsoport szimmetriaval kapott egzakt
S matrixok megfelel§ redukciojaval [RS90, BLI0, FL92, Smi9l, Tak97a| sikeres leirast lehetett
adni perturbalt konform térelméletekre, tobbek kozott unitér modellekre is, ami ismét abba az
irdnyba mutat, hogy mégiscsak létezik valamiféle konzisztens értelmezés.

A fenti tisztazatlan kérdések motivaltak Wattsot és engem arra, hogy részletesebben meg-
vizsgaljuk ezen elméletek spektrumat [TW99, TW02|. Az alabbiakban latni fogjuk, hogy ebben
az analizisben a végesméret effektusokra vonatkozé ismeretek 1ényeges szerepet jatszanak.
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7.4.1. Altalanos megfontolasok

7.4.1.1. Unitaritas és valos spektrum

Integralhato kvantumtérelmélet S matrixat teljes mértékben meghatarozzak a kétrészecske
amplitadok'?. Ezek minden esetben kielégitik a

> Spc(0)Sop (—0)i" = 677 (7.101)
k,l

feltételt. Ha az elmélet S maétrixa (az imaginarius affin Toda térelméletekhez hasonléan) vala-
milyen nemlokélis toltések altal alkotott kvantumcsoport alatt invaridns, akkor a kétrészecske
S matrixok éppen a kvantumcsoport un. R matrixaival ardanyosak, és a fenti relacio az algeb-
rai struktura egyik kdvetkezménye, ezért a kdvetkezGkben csoportunitaritdsnak fogom nevezni.
Amennyiben a kétrészecske S matrix ezenfeliil teljesiti a

(530(6’)2“})* = Scp(—0%)]) (7.102)

un. hermitikus analiticitasi feltetelt [Mir99| akkor Spc egyben egy unitér méatrix, azaz (valos
f-ra, azaz a fizikai tartomanyban)

3 (530(9)5;) Spc(0) = 645 (7.103)
Kl

Egy kvantumtérelmélet akkor unitér, ha az &allapottéren definialt skaldrszorzat pozitiv definit
és az S matrix erre nézve unitér. Ehhez (mint azt a Lee-Yang modell példajan C.1.2 alatt
illusztraltam) nem elégséges a kétrészecske S matrix (7.103) szerinti unitaritasa, mivel ez még
nem jelenti azt, hogy a skaléris szorzat pozitiv definit lenne.

Amennyiben a spektrum valdssagat vizsgaljuk, érdemes megvizsgalni a 5.1.1 alatt leirt Bethe-
Yang egyenleteket. Elgszor is vilagos, hogy a spektrum akkor valos, ha a (5.2) transzfermatrixok
valamennyi sajatértéke (valos rapiditasok mellett) egységnyi abszolat értéki komplex szam. Ez
teljesiil, ha a transzfermatrixok unitérek, és kdnnyen belathato, hogy mindig ez a helyzet, ha
valamennyi kétrészecske szordsmatrix unitér. Ezek szerint unitér kvantumtérelmélet spektruma
(legalabbis a Bethe-Yang egyenlet éltal adott kozelitésben, ami elég nagy térfogatban egzaktnak
tekinthet$) mindig valds, ami persze nem megleps. Sokkal érdekesebb az, hogy ezek szerint nem-
unitér kvantumtérelmélet spektruma is valos, ha a kétrészecske amplitudok matrix értelemben
(azaz (7.103)-nak megfelelGen) unitérek.

Nem csak unitér matrixok rendelkezhetnek azzal a tulajdonsaggal, hogy minden sajatértékiik
egy fazis, az ilyen méatrixok azonban mindig hasonléak egy unitér méatrixhoz. Mivel a spektrum
valossdga azt jelenti, hogy az Osszes multirészecske transzfer matrixnak hasonlénak kell lenni
valamilyen unitér matrixszal a rapiditasok tetszdleges valds értéke mellett, ezt nem olyan konnyt
teljesiteni. Egy lehetGség az, ha létezik az egyrészecske allapotoknak egy (esetleg rapiditasfiiggd)
atdefinidlasa, ami a kétrészecske S matrixot unitér matrixsza teszi. Ahhoz, hogy ez konzisztens
legyen minden magasabb részecske allapotra is, elég az, ha a magasabb részecske allapotokon ez
a transzformacio az egyrészecske transzformaciok direkt szorzataként hat.

A fentiekhez hasonld megfontolasok teheték kinkek esetében is.

7.4.1.2. A tanulmanyozott modellek
A kovetkezd modelleket fogom elemezni:

1. Az eredeti imagindriusan csatolt ATFT modellek. A periodikus potencial miatt ezeknek
végtelen sok degenerdlt vikuuma van, a spektrum egy fundamentdlis szoliton multiplettbdl
épithetd fel.

13 Az egzakt S matrix elmélet alapjait 1d. C.1.1 alatt.
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Az agl) elmélet a sine-Gordon modell:

i
ﬁ?

ami egy Uq(agl)) kvantum affin szimmetrigval rendelkezik, ahol q = exp(872i/3%)!4.

Az agz) elmélet a Zhiber-Mikhailov-Shabat (ZMS) modell, aminek hatésa

A = /d2a: <%8,,@8”@ + cos ﬂ@)

2 1 v m(% . .
Azvs = [ d°x 58,,@8 ® ?(exp (2iy®) + 2exp (—z'y(I)))

A
q = exp(mi/y?) (7.104)
jelolés mellett a modell qu(agz)) kvantumcsoport szimmetriaval bir. A fundamentalis

gerjesztés egy szoliton triplett, és a kvantumszimmetria ennek kétrészecske S matrixat
teljesen meghatéarozza [Smi91|. Bevezetve a

2r 2
=5 7.105
§ 3 21 — 2 ( )
paramétert, a fundamentéalis kink S matrixa
270
Skoko (0) = R(z,9)S0 (0,8)  x=exp - (7.106)

ahol R(z,q) az Uq(ag)) fundamentalis R matrixa (explicite Id. [Smi9l, Eft93, Tak97a|) és
amennyiben ezt a matrixot kell6en normaljuk, akkor Sy valos rapiditasokra fazis. £ > m-re
a fundamentélis szoliton adja a teljes spektrumot. Amennyiben & < m, akkor lélegzik
jelennek meg, £ < 27/3 esetén pedig tovabbi (gerjesztett) szolitonok. A lélegzdket tartal-
mazo6 S métrix amplitidok skalarok, a gerjesztett szolitonok amplitidéi pedig mindig

Sk tn(0) = 85" (0,7) R((—=1)"""z,q) (7.107)

alaktak, ahol S§"" egy fazisértéki skalar faktor.

A tovabbiakban sz06 lesz még az agl) elméletrsl, ami két skalr térrel (& = (@, ®5)) irhato
fel, a gyokok az SU(3) algebranak felelnek meg:

o = V2(1,0) agzx/§<—%,§> : a0:ﬁ<—%,—§> (7.108)

ng=mny =ny

és a hatas (7.100) alapjan egyszeriien felirhat6. A modell fundamentélis gerjesztése két
szoliton triplett, amelyek egymés konjugéltjai és a 3 illetve 3 abrazolasoknak felelnek meg.
A szolitonok S-matrixat Nakatsu hatarozta meg |[Nak91|, munkajat késébb Hollowood
altaldnositotta az a,g) esetre [Hol93a]. A Gandenberger és munkatarsai altal hasznalt
konvenciokat kévetve [GMW96]| bevezetem az

4
z=exp(3\0) ., q=—exp(it\), A= ﬁ_g 1 (7.109)
jeloléseket. A szoliton triplettek kiillonb6z6 gerjesztettségi fokokban fordulhatnak eld;
ezeket A,(Ca)—val jelolom, ahol k = 0,1,2,...,[\| ésa =1a 3, a = 2 pedig a 3 multiplettnek

felel meg. A megfelel tomegek

MIEA) =2Mcos<g <1—§>>

' Ttt G-t atdefinialtuk, hogy megegyezzen a szokasos konvencioval.
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és a toltéskonjugalas hatasa a szolitonokon: A,(f) = A]gl). Ezenfeliil jelen lehetnek 1élegzék
is: a fundamentélis szoliton kotott allapotaiként két egyméshoz konjugalt lélegzd sorozat

all els: Bl(fl) ahol p=1,2,... [%] és tomegiik

Mé“) = 2M sin <%)

valamint Bz(>2) = BI(,l) a tolteskonjugalas alatt (a kvantumcsoport szempontjabol ezek az
allapotok szinglettek). A szolitonok kétrészecske S matrixai [Nak9l|

Sy 4@ (0) = fu(6,A) Rss (w2, 9) (7.110)
Sy 0 (0) = fu(0,\) Reg(ipyx,q)  a#b
k )

ahol R33 és Rg33 a megfelel kvantumcsoport R matrixok, fi, fkl mindig fazis, ha 0 valos
és M = —ig = (1)

2. Hajtogatott modellek. A potencial periodicitdsat kihasznalva minden esetben lehet definialni
a megfelel§ hajtogatott elméletet. Itt csak az agl) és ag2) esettel foglalkozom, ahol egyetlen
skalartér van'®. Az elsé eset maga a 7.1.4 alatt targyalt hajtogatott sine-Gordon modell, a
mésodik eset pedig ezzel teljesen analég moédon kezelhets, spektruma és szorasi amplitidoi
az eredeti ATFT segitségével konnyen felirhatok.

3. Redukdlt (RSOS) modellek. A csatolasi allando bizonyos ,racionalis” értékeinél az imaginarius
ATFT modellek konform minimalmodellek perturbacioira redukalhatok, amelyek a C.1.5 alatt
targyalt kink tipust S méatrixokkal rendelkeznek.

a) Az M,y + ®q 3 elmélet a sine-Gordon redukcioja a (% = 8np/p’ csatolasnal. A nemline-
aris integralegyenletre vonatkoz6 alatti eredményeket a hajtogatott sine-Gordon modell
alatti analizisével Osszevetve, ennek a modellnek a véges térfogatbeli spektruméarsl elmond-
hatjuk, hogy a 2p-hajtogatott sine-Gordon modell spektruméanak egy részével azonos (a
redukci6 sordn  1j skalar szorzat bevezetése mellett a Hilbert teret is meg kell szoritani
[RS90]).

b) Az M, + @15 modell a ZMS modell redukcitja v* = 7p/p’ mellett [Smi9l, Eft93]. (A
M,y + @21 modellek is ebben az osztalyban vannak az M, + ®91 = My, + P19
azonositas révén). Ennek a modellnek az alapallapotaira Dorey és Tateo irtédk le a DAV
egyenletet |[DT00|. Eredményeiket megvizsgalva adodik az a feltevés, hogy a perturbalt
minimalmodell spektruma ebben az esetben a p-hajtogatott ZMS modell részét képezi.

c) Az M,y + ®15 modell a ZMS modell redukci6ja 7?2 = 47np/p’ mellett, aminek S mét-
rixat |Tak97al-ban hataroztam meg (I1d. még C.1.6). Dorey és Tateo fent idézett mun-
kdja nyoméan az a feltevés tiinik megalapozottnak, hogy ebben az esetben a spektrum a
2p-hajtogatott ZMS modell spektrumanak része.

Szeretném hangstlyozni, hogy mig a ®1 3 modellek esetén az Osszefiiggés a hajtogatott sine-Gordon
modell spektrumaéval lényegében Al. B. Zamolodchikov |Zam94a, Zam94b| munkaja 6ta ismert
(bar a gerjesztett allapotokrol ezt csak a Feveratival és Ravaninivel kozos|[FRT00] munkank-
ban mutattuk meg részletesen), a masik két esetben a kapcsolatot elGszor a Watts-szal kozos
[TWO02| cikkiinkben fogalmaztuk meg és demonstraltuk (ugyanitt megjegyeztiik, hogy hasonld
kapcsolatot varunk méas ATFT modellek és a belsliik redukcioval kaphatd perturbalt konform
térelméletek spektruma kozott is). Ez azért nemtrivialis eredmény, mert a redukciot lehetéve téve
kvantumcsoport az elméletnek csak végtelen térfogatban szimmetridja, igy a véges térfogatbeli
spektrumok kozotti kapcsolat messze nem egyszert kérdés (a fenti allitasok szigortian véve ma
sem tekinthet6k bizonyitottnak, de az ezeket alatamaszté ellendrzések fényében nincs okunk
kételkedni benniik).

5 Altalanos esetben a periodicitas a megfelel Lie algebra stlyracsaval adhato meg
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7.4.2. Imaginariusan csatolt affin Toda elméletek véges térfogatii spektruma

7.4.2.1. oV

A kétrészecske allapotok esetén a relevans transzfer métrixok megegyeznek a megfelels S mat-
rixszal, igy a spektrum vizsgéalatakor célszerti ebbdl kiindulni. A (7.109) jelolésben az Rsg(z, q)

matrix sajatértékei
1 <1 + q\/§> (1 — qﬁ)
’ q+ \/E ’ q— \/E

mindegyik héaromszorosan degeneralt, ezek mindig fazisok, ha x > 0 and ¢ fazis. Azonban
x < 0 esetén ez nem igaz, igy (7.110) alapjan az elmélet spektruma mindenképpen komplex, és
semmiképpen sem lehet unitér, ha a spektrumban jelen vannak gerjesztett szolitonok is. Rgz(z,q)
sajatértékei pedig 1 (hatszorosan degeneralt), valaming

1—qz'/3 1— qal/3e2mif3 1— qal/3 etmif3
q— x1/3 ’ q — x1/3 e2mif3 ’ q — /3 eAmif3

(1)

amik nem fazisok. Igy (Hollowood allitasaival [Hol93a| szoges ellentétben) az as’ elmélet nem
unitér, s6t spektruma is mindig komplex (a taszito tartomény egyes diszkrét pontjaitol elte-

kintve).
A lélegzok S matrixat a vonzo tartomanyban Gandenberger |[Gan95| hatarozta meg elGszor:
e e« A3+B}3-Bj
SAB - SBA - SAB - SBA 0 {—1+B}{7—B}
{-7+ B}{1 - B}
o o _g__ 111
SBA SAB SBA SAB {_3 —B}{—3+B} (7 )
ahol ) e
(i 1 2
{w} =sin (2 T > ’ or1— 32/dn A

és rovid jelolesként A:A(()l) a fundamentalis szolitont, A az antiszolitont, B:Bgl) az elso lélegzot,

§:B§2) pedig a konjugaltjat jeldli. Lathato, hogy ezek a szérasi amplitidok sem fazisok, ennek
oka, hogy nem teljesitik a (7.102) hermitikus analiticitési feltételt.

7.4.2.2. af’
A (7.106) alatti S matrixban szerepl6é R(z,q) sajatértékei

- (75E) - (FF)

(mindharom kétszeresen degenerdlt), valamint harom mésik A\ sajatérték, amelyek a

(z — g (@ + )N + *(24 PN + 22N
+a(q® = 1)(1=3¢" +¢¥) (N + )
— (1 +2¢%) (22N +N) + (1 —q¢*'2)(1+4¢%) =0

egyenlet gyokei. Hasonloan az el6z6 esethez, ezek sem fazisok, ha x < 0 (kivéve, ha ¢* 1), azaz
a spektrum mindenképpen komplex, ha gerjesztett szolitonok is jelen vannak (§ < 27/3). Ezeért
az aldbbiakban feltessziik, hogy gerjesztett szolitonok a spektrumban nincsenek jelen.

Ha z > 0, akkor a kétszeresen degeneralt harom sajatérték mindenképpen fazis, a harmadfoki
egyenlet megoldésai azonban csak akkor, ha 1/4 < |arg(q)/m| < 3/4. Igy tehéit remény latszik
arra, hogy ebben az esetben valos legyen a spektrum (a lélegzéket tartalmazo szorasamplitudok
ebben a tartomanyban mind fazisok).
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Az n-részecske transzfermatrixok vizsgalata'® azt mutatja, hogy azok sajatértékei akkor fa-
zisok, ha

11 |arg(e) L1, 1
2 2n~ T 2 2n
valamint a . .
agl)) L, Loy
m 2 2m
izolalt pontokban. Ez azt jelenti, hogy a modell spektruma (az Gsszes allapotot figyelembe véve)
csak az , ,
M' = <1i—> (7.112)
m 2 n

izolalt pontokban lehet valos.

A magasabb k-hajtogatott modellek vizsgalata elvileg tovabbi kényszereket adhatna, mivel
ezek az eredeti modell spektrumén til csavart szektorokat is tartalmaznak. Szamitasaink szerint
azonban ezek spektruma is pontosan a (7.112) altal megadott csatolasi allandoknél valos.

7.4.3. Klasszikus id6késések és S matrix

A fenti problémak mélyebb megértésének érdekében most egy rovid kitérst tesziink végtelen
térfogatba, hogy az ATFT klasszikus dinamikajat felhasznalhassuk.

Az ay’ elmélet Lagrange-stirtiségét

S 2 < o
L, =508 08 —0,8-0,8) + % ; <exp <wa,~ - <1>) - 1) (7.113)
alakba irva (a jeloléseket 1d. (7.100), (7.108)), a vakuum allapotok
L9 . .
b = % (nl)\l + ng)\g) , (7.114)

ahol \; az agl)algebra fundamentalis sulyai (azaz Xi-&'j =0ij, 1,7 =1,2) és ny, ng € Z. A véges

energias megoldasok |z| — oo egy vakuumkonfiguraciohoz tartanak, és a sine-Gordon elmélet
analogiajara (1d. (C.10))

- - 2 - S
Blymsoo — Blomoo = g (maXi +maXe ) . (7.115)

osszefiiggeés definidlja az (mq, mo) topologikus toltéseket. Az a,(ll) Toda elméletek szoliton meg-

oldéasait Hollowood adta meg [Hol92|, a lélegziket Harder és munkatéarsai [HIM95|, a szolitonok
(1)

szorasat pedig Olive és munkatarsai [FJKO94|. Az altalanos N-szoliton megoldas alakja az ay
elméletben a kovetkezd:

-

2
—-Bd = ;:%aj log 7j = % (].Og(le/(ToTQ)),].Og(TQ/T())) (7.116)

N k
5o Y X IO T K, 00

k=01<j1<-<jpr<Ni=1 1<i<i’ <k

ahol
w = exp(2mi/3) » )i(é’, x,t) = exp(p(z cosh f — tSil?lgl 0))1/2
cosh 6§ — cosh§ —
X11(0) = X22(0) = cosh0£1/2 X12(0) = X1 (0) =~

16 A transzfer matrixok sajatértékeit részben numerikusan, részben pedig a Lidskii Vishik Lyusternik-féle
altalanositott perturbaciészamitast [Lid66, MBO97| hasznalva vizsgaltuk.
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m = /3, és a megoldas 3N paramétertdl fiigg (a;,0;, p;), ahol a; € {1,2}, 6; € C és p; € C*; a
megoldas teljes energidja és impulzusa pedig

E:MZCOShHi , P:MZsinhé’i, (7.117)

ahol M = 8m/3%. Az egy-szoliton megoldasok alakja
7, =1+ wYpX (0, x,t)

Ha barmelyik 7; elttinik, a megoldéas szingularis: ez csak akkor teljesiilhet, ha p> = —1. Ez
a feltétel a komplex p sikot hérom olyan tartoméanyra osztja, ahol a megoldas értelmes, és a
fiiggvény részletes analizisével belathatd, hogy a = 1 esetén ez a hédrom megoldds a 3, a = 2
esetén pedig a 3 multiplettnek megfelels topologiai toltéseket adja.

Az N-szoliton megoldasok aszimptotikus idékre mindig egyszoliton megoldasok kombinécioi
lesznek. Amennyiben az Gsszes 0; valos, akkor ezek szorasi allapotokat irnak le, és kénnyen
beldthatd, hogy az X11, Xoo, X129 és Xop fiiggvények éppen a szoraskor fellépd idGkésést adjak
meg. Két szoliton esetén

exp(msinh ) Aty) = Xg, 4,(012) exp(msinh 6y Aty) = X4, a0 (912)_1

tobb szoliton szorasakor pedig a folyamatot kétrészecske szoérdsokra bontva, az idGkéséseket
paronként Osszegezve kapjuk a teljes idGkésést, ami a C.1.1 alatt leirt S matrix faktorizacio
klasszikus megfelelGje.

Olyan megoldasok, amelyben két szoliton rapiditdsa egymasnak komplex konjugéltja

01:0§:0+ia

egy 2M cos a tomegt 0 rapiditasa lélegz6t irnak le. Kénnyen kiszamithatjuk egy olyan lélegzo

/////

a = 7/2 — € paramétert kell tekinteni, és a végén az € — 0 hataresetet venni'”. Az eredmény
[TWO02]
cosh 6 1 1
AT assical (B) = _
clasical (E) msinh 0 (isinhé’ —1 isinhf+ 1/2)

Megleps modon az id6késés komplexnek adodik (1), és tovabbi analizis azt mutatja, hogy ez
osszefiigg a lélegzd megoldasok Khastgir és Sasaki altal talalt [KS96| szingularis viselkedésével.
Faddeev és Korepin szolitonok szemiklasszikus kvantalasaval foglalkozé miivébdl tudjuk [FK78],
hogy a kvantumos fazistolasbol az idskésés a kovetkezGképpen szamolhato. A 1élegzé tomege a
klasszikus hataresetben joval kisebb a szolitonénél, igy a probléma a 1élegz6 szempontjabol a szo-
liton altal megadott sztatikus potencidlon torténd széras. Elemi kvantummechanikabol ismert,
hogy a AT (F) id6késes a §(F) fazistolassal a kovetkezGképpen fejezhetd ki:
_dé(E) 1 d

dE msinhé’@(

AT(E) —ilog Sap(f))

A klasszikus hatareset megfelelgje 8 — 0, Sap pedig a (7.111) lélegzi-szoliton amplitudo. Ennek

eredménye
cosh 6 1 1
ATiimit(E) = —— — - 7.118
e () msinh (zsmh@—l zs1nh9+1/2> ( )

ami tokéletesen egyezik a klasszikus megoldasbol szamolt idGkéséssel.
Vagyis Osszegezve: a klasszikus lélegz6 megoldasok patologikus viselkedése teljes egészében
megfeleltethetd annak, hogy a kvantumos S matrixra nemunitér eredmény adodik.

17 A klasszikus hataresetben az els6 lélegz6 tomege éppen a klasszikus m paraméterhez tart, de m/M i
igy 8 — O-ra a tOmegarany elttinik.
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Az agz) klasszikus megoldasainak kérdése nem ennyire tiszta eset, mivel a szoliton triplett
harom tagja koziil a semleges szolitonnak megfelel6 megoldas nem ismert. Jelenleg a probléma
nyitott, bar a Beggs és Johnson &ltal javasolt 1j modszer esetleg valaszt tud adni [BJ97, BJ98|.
Ennek ellenére Watts-szal egyiitt kiszamoltuk a to6ltott szolitonokat, illetve 1élegzdket tartalmazo
szorasokat, és semmilyen problémat nem taldltunk: valamennyi idSkésés valos volt, és megegye-
zett a kvantumos amplitudok klasszikus hataresetével.

7.4.4. Perturbalt konform térelmeéletek

7.4.4.1. MT%S + (131y3

Az agl) (sine-Gordon) modell esetén, mivel az eredeti modell és minden hajtogatott verzioja
unitér, a spektrum valds, igy a redukci6 és a hajtogatott modell kozotti, alatt megfogalmazott
relaci6 alapjan minden M, s+ @1 3 perturbalt minimalmodell spektruma valos, fiiggetleniil attol,
hogy M, ¢ unitér-e vagy sem'®. Képletesen kifejezve:

ATFT unitér = hajtogatott unitér = redukcio valés #- redukcié unitér

Az azonban nem igaz, hogy ezek a modellek unitérek is egyben. Bar spektrumuk része az
unitér hajtogatott modell spektruménak, a skalarszorzatuk nem egyezik meg azzal, mint ezt
mér Reshetikhin és Smirnov észrevette [RS90|. Vegyiik példaul a 87/3% = 2/5 esetet, amikor a
redukcio a skaldzo Lee-Yang modellre vezet. A redukcidé utan a szolitonok eltiinnek a spektrum-
bol, ami egyben azt jelenti, hogy az Spp(f) lélegzé S-matrix 0 = 27i/3 polusat megmagyarazo
Coleman-Thun |CT78| diagram sem létezik. A redukalt modellben ezt a polust a B énmagaba
torténd fuzidja magyardzza, ami viszont a reziduum ,rossz” elGjele miatt azt jelenti, hogy a
Hilbert-téren a skalarszorzat indefinit (1d. C.1.2 alatt).

A 7.27 abra illusztrilja a hajtogatott modell és a redukalt modell transzfer matrixai kozotti
korrespondenciat (a redukéalt modell S matrixat 1d. [RS90]). Ebben a szamolasban és a tovabbi
hasonlé esetekben a kovetkez6 egyszertisitésekkel éltiink:

1. Elhagytuk az S-métrixok skalar prefaktorokat (a (C.11) sine-Gordon S matrixban ez az ST
amplitudo). Ezek egyfeldl fazisok, vagyis a spektrum valdssagat nem befolyédsoljak, masrészt
pedig ugyanazok az eredeti és a redukalt modellben.

2. Maésrészt az amplitadé métrix részére mindig igaz, hogy R(x,q¢*) = R(z,q)* és R(x,—1/q) =
UR(x,q)U~", ahol U egy diagonalis métrix, aminek a fgatlojaban mindeniitt £1 4ll. Az els6
relacio kovetkeztében mindig elég a 0 < arg(q) < 7 esetet végigszamolni.

7.4.4.2. M,y + ®12/Po1 és M,y + P 5: altalanos megjegyzések
Mind a hérom fenti modell osztalynal kiilon kell valasztani a 7/ > 1 esetet, amikor jelen

vannak gerjesztett kinkek, és a /v < 1 esetet, amikor nincsenek. Mint azt az a§2) ATFT 7.4.2.2
alatti vizsgalatabol tudjuk, az utébbi esetben joval tobb esélyiink van arra, hogy a spektrum valos
legyen. Az S matrix fentebb emlitett szimmetriai miatt elegendé a 0 < arg(q) < 7 tartoménnyal
foglalkozni. Két esetben lehetiink biztosak abban, hogy a spektrum valés: egyfel6l akkor, ha
a megfelel6 hajtogatott aéz) modell spektruma valos, masfel6l pedig az M, ,+1 + P12 esetben,
amikor a redukéalt modellrél a konform térelmélet révén tudjuk, hogy unitér (a ®;5 operator
soha nem relevans egyetlen unitér minimalmodellben sem).

A hajtogatott modellek és a perturbalt minimalmodellek kozti kapcsolatot a 7.28 és 7.29 &b-
rakon a Ko—Kj kétrészecske transzfer méatrixszal illusztralom (hasonlo vizsgalatokat végeztiink
Ky K; és Ky Ky Ky transzfer métrixokkal, ugyanilyen meggy6z6 eredménnyel). Latjuk, hogy

18 Bizonyos M, s + ®1,3 modellekre az S méatrix hermitikus analitikus (pl. az s = r + 1 unitér esetben, vagy
r = 2 esetén), azaz ekkor a spektrum valdossiga ebbdl is kovetkezik. A fenti érvelés azonban az altalanos esetben
is igaz.
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7.27. d4bra. A Mz, + ¢13 modellek és a 14-hajtogatott sine-Gordon modell kétrészecske transzfer mat-
rixa sajatértékeinek 6sszehasonlitdsa, a fiiggsleges tengelyen a sajatértékek fazisa lathatd. A hajtogatott
modellt a folytonos vonalak, a diszkrét értékeknél értelmezett redukalt modelleket a pottyok abrazoljak.
A két részecske relativ rapiditasat 0 = 1/9-nek valasztottuk.

vannak olyan tartoményok, ahol a hajtogatott modell spektruma komplex, de az is jol latszik,
hogy egyes redukciok ,szerencsésen” kiprojektaljak az ezeknek megfelelg allapotokat (mas reduk-
ciok ellenben nem). A spektrum valossaganak eldontése tehat tovabbi részletes analizist igényel,
aminek eredményeit az alabbiakban ismertetem.

7.4.4.3. ®;5 perturbaciok, /vy > 1

Ezen elméletekben van legalabb egy K gerjesztett kink, és a leger6sebb megszoritast a K
és Kj kozti S matrixbol kapjuk.

A p' = £1 mod p ,unitér tipusiak”: S-méatrixaik és transzfer matrixaik ardnyosak az unitér
My pi1 + P12 68 My, 11 + P modelléivel (a kink S méatrixok csak a (7.107) alatti S§*" fa-
zisfaktorok értékében kiilonboznek), ezért ezek az S-matrixok hermitikus analitikusak, és igy az
ezekbdl felépitett Gsszes transzfer matrix valds energiaszinteket ad.

Numerikus szamolasok azt mutatjak, hogy a transzfer matrixok sajatértékei (a kinkek Gsszes
lehetséges két- és haromrészecske kombinaciojat tekintve) a p’ = (p +1)/2 mod p modellekben
is fazisok, de ennek semmilyen magyardzata nem ismert. FEzenkiviil lehetséges, hogy a kotott
allapotként elGallo lélegzék valamelyikének S matrixa (az agl) elmélethez hasonléan) nem lesz
fazis; erre semmilyen explicit példa nem ismert, méasrészt azonban ezen modellek tobbségében
nem ismert a bootstrap bezérasa, igy err6l nem mondhatunk tobbet.

7.4.4.4. @5 perturbaciok, /vy <1

Ezeket a modelleket (mivel itt p’ < p) konvencionalisan az M,y + @19 = M, , + $2 1 azo-
nositason keresztiil ®5 1 perturbacioként ismerik. Ezekben nincs gerjesztett kink, és 1élegz6bdl is
(csatolastol fiiggden) legfeljebb egy, aminek 6sszes amplitudoja fazis, vagyis a spektrum valossa-
ganak eldontéséhez elegendd a K sokrészecske transzfer matrixok vizsgalata. Ennek eredményét
a 7.30 abra illusztralja, ahol a hajtogatasi szam 50-ig fut, és a transzfer méatrixokat 5 részecskéig
bezardlag vizsgaltuk meg.

A folytonos (voros, kék és lila) vonalak azokat a modell sorozatokat jel6lik, amikrdl az alabbi-
akban a 3. pont alatt lesz sz6, a szaggatott z6ld vonalak azok a modellek, amelyek alapallapotaira
ismert a megfelel6 TBA egyenlet (1d. az alabbiakban).

Egy elég bonyolult mintazat latszik kialakulni: egyre magasabb transzfer métrixokat figye-
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7.28. dbra. Az Mg, + P12 minimalmodellek és a 10-hajtogatott aéz) ATFT Ky K, transzfermatrixai-
nak Gsszehasonlitdsa § = 5 relativ rapiditas mellett. A vizszintes tengelyen arg(q)/m lathato, a fliggtleges
tengelyen a sajatértékek fazisszoge. A hajtogatott modell fazis sajatértékeket vékony zold, a nem-fazis
sajatértékeket vastag rozsaszin vonal abrazolja, a redukalt modellek sajatértékeit pedig a sarga pottyok.
Ebben a speciélis esetben a redukalt modellek valamennyi transzferméatrix sajatértéke fazis.

7

1

7.29. dbra. Az Ms,, + ®1 5 minimalmodellek és a 10 hajtogatott a§2) ATFT Ky Kj transzfermatri-
xainak Osszehasonlitdsa 6 = 5 relativ rapiditas mellett. A grafikon jel6lései hasonldak a 7.28 abrahoz,
azonban most vannak olyan sajatértékei a redukalt modellek transzfermatrixanak, amelyek nem fazisok:

ezeket fekete potty mutatja.
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7.30. abra. Numerikus eredmények a K transzfer matrixokra az M,s + @1 2 modellekben. A fekete
pontok azokat a modelleket mutatjak, amelyek spektruma 5 részecskéig bezarolag valoés, a piros pontok
azokat, amelyeké komplex, a fligg6leges tengely koordinataja w/vy=s/r, a vizszintesen az r (ami a hajto-
gatési szammal megegyezik) lathato. A vizszintes vonalak a (7.112) értékek koziil az n = 1,2, 3, 4 eseteket
mutatjak.

lembe véve tjabb és Gjabb modellek bizonyulnak komplexnek. Mivel csak 5 részecskéig mentiink
el, ezért csak sejtéseket tehetiink, de a kialakulé mintazat ezekkel teljesen 6sszhangban van:

1. Vilagos, hogy minden olyan v csatolds, amelyre a hajtogatott modell spektruma valés, arra
a redukalt modellé is az, ezek (7.112) alapjan az Moy p14m + P21 €8 Moppi1o0me1 + Pai
modellek.

2. Az M 1+ Po 1 unitér minimalmodellek spektruma természetesen valos.

3. Ugy ttinik, hogy azon modellek sorozatai is valésak, amelyek mentén arg(q)/m a (7.112) alatti
specialis értékek valamelyikéhez tart ugy, hogy adott hajtogatasi szamnal a megengedett ra-
ciondlis csatolasok koziil a lehets legkozelebb esik hozza. Az unitér modellek is ilyenek, itt a
hatéaresetben el6allo specialis érték m/y = 1, ami a (7.112) szerint az els6 valos aéz) modell
(n=1).

A kovetkezd példak: a Mg s,+1+P12 sorozat, ami a arg(q)/m = 3/4-hoz tart, Ma,11 okt1+
Oy 9 az arg(q)/m = 2/3, Mgpisspt2 + P12 pedig az arg(q)/m = 5/8 értéknek felel meg, és
igy tovabb. Az els6 harom par ilyen sorozatot a 7.30 dbran folytonos vonal jeldli.

Némelyik modellt mar korabban is vizsgaltak. Ilyen példaul az M35 + ®2 1, amir6l Mussardo
vette észre, hogy spektruma valos, annak ellenére, hogy az S matrixa szemmel ldthatéan nem
unitér [Mus92a].

Héarom masik sorozat esetén ismert az alapallapotot leir6 TBA egyenlet, aminek alapjan a
vakuum energidja véges térfogatban valos, ezek a kovetkez6k: M, 11 2m+1 + P21 [RSTI6, Mar92,
Mar93|, Mop41,4m + P21 [Mel94], és Mayi1 4m—2 + P21 [DDTO0]; a 7.30 abran ezeket a szag-
gatott z6ld vonal jeloli. Azonban a vadkuumaéllapot valds volta nem garantilja a gerjesztett
allapotokét, erre példa az altalunk kordbban vizsgélt esetben az un. Il tipusba sorolt modellpa-
rok esete [KTW97|, ahol egy komplex spektrummal rendelkez$ nemunitér rendszer alapallapotat
leiro6 TBA egy az egyben azonos egy unitér modellével.
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7.31. abra. Numerikus eredmények a K transzfer matrixokra az M,s + @1 5 modellekben. A fekete
pontok azokat a modelleket mutatjidk, amelyek spektruma 5 részecskéig bezarolag valds, a piros pon-
tok azokat, amelyeké komplex, a fiiggsleges tengely koordinataja w/y=4s/r, a vizszintesen az r (ami a
hajtogatasi szam fele) lathat6. A vizszintes vonalak a (7.112) értékek koziil az n = 1,2,3,4 eseteket
mutatjak.

7.4.4.5. ¢, 5 perturbaciok, /vy > 1

Itt is van legaldbb egy gerjesztett kink, és numerikus vizsgélatok azt mutatjik, hogy két
sorozat lehet valos: p’ = 2p &1 mod 4p ahol az S matrix hermitikus analitikus, ami garantalja
a spektrum valossagat, és a p’ = £1 mod 4p sorozat, amelynek esetén a valos spektrum oka
nem vildgos. Jegyezziik meg, hogy ezek mind nemunitér kvantumtérelmeéletek, mivel a konform
térelméletbsl orokolt skalaris szorzat indefinit.

7.4.4.6. ;5 perturbaciok, /vy <1

Ekkor (a ®; 9 esethez hasonléan) csak a Ky transzfer matrixok vizsgalata sziikséges. Ezt 4
részecskéig tettiik meg (a méatrixok mérete a részecskék szaméval itt joval gyorsabban ndg). Itt
a @, , eseténél még bonyolultabb mintazatot talaltunk, amit nem is sikeriilt teljes egészében
szabdalyokba foglalnunk.

1. Az|arg(q)/m| = (1£1/n)/2 modellek itt is valosak, ezekb6l az My, oy 14+P1 5 s Mopi1 aptat
®4 5 sorozatok adodnak.

2. Itt is agy ttnik, hogy mas végtelen sorozatok is vannak, az elsé példak My, 4,1 + P15, ami
arg(q)/m = 1 felé tart és My, 311 + P15, ami arg(q)/m = 3/4-hoz tart.
A kovetkez$ szinten azonban, megleps modon, 4 sorozatot taldltunk. Mindegyik arg(q)/m =
2/3-hoz tart, de a hatarvonalhoz legkdzelebbi modelleket tomorits Msy41 gp+3 + P15 soroza-
ton tal az Mep41,16k+2 + P15 sorozat is valosnak tiinik. Az utobbi sorozat esetén, mivel ez
0j jelenség, leellendriztiik az 5 részecske transzfer matrixokat is, és azok sajatértékei is mind
fazisnak bizonyultak.
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A z6ld szaggatott vonalak ismét olyan sorozatokat jeleznek, ahol TBA egyenletbdl tudjuk, hogy
az alapéllapoti energia valos [DDT00], am az elézdekben tett megjegyzéseinknek megfelelGen ez
semmit nem jelent a gerjesztett allapotok valossagat tekintve. Egy konkrét példat (Ms 14+ P 5)
korabban mar vizsgaltunk [KTW97|, és éppen ebben az esetben lattuk az elsg olyan elméle-
tet, amelynek vakuumaéllapota valés, am gerjesztett spektrumat mind a TCSA analizis, mint
a Bethe-Yang egyenletek komplexnek mutatta, rdadasul a két modszer altal adott adatok (az
elvarhato pontossagon beliil) teljességgel megegyeztek egymassal.

7.4.5. Kovetkeztetések

Lattuk, hogy ezen modellek spektruma (leszamitva természetesen a sine-Gordon modellt)
szinte mindig komplex, kivéve esetleg a csatolasi allando diszkrét értékeit. Klasszikus szinten
ennek azonban nem mindig van jele.

Az agl) esetben (a kvantumos S matrixszal 6sszhangban) a lélegz6-szoliton idkésés mindig
komplex, itt tehat klasszikus szinten is jol latszik az elmélet ,patologikus mivolta”. Megjegyezziik,

hogy itt is vannak unitér redukalt modellek: a

g2 m
At m+1

kaphatjuk meg [dVF91]. Ebben az esetben a lélegz6k egyszertien nincsenek a spektrumban, és a
redukci6 éppen kiprojektalja a szoliton transzfer métrixok nem fazis sajatértékeit. 52/(4n) < 3/4
esetén a lélegzok jelen vannak, am ¢ = £1 esetén a redukcio teljesen kiprojektalja a szolitonokat
igy elvileg a W3 algebra megfelel6 minimalmodelljeinek a spektruma esetleg valos lehet. Azonban
tudjuk, hogy az egyik modell ebben a sorozatban azonos az M3z 14 + ®1 5 perturbalt Virasoro
minimalmodellel, amelynek spektruméro6l mar kordbbi vizsgalataink soréan lattuk, hogy komplex.
Ennek oka, hogy a lélegz6k bootstrap-jének bezarasakor generdlédnak olyan skalar részecskék,
amelyeknek S matrixa nem fazis [Tak97a, KTW97].

Ugy tiinik, hogy a lélegzé-szoliton S matrixok patologikus viselkedése azon mulik, hogy van-
nak nem onkonjugalt multiplettek, és ez minden esetben tiikrozddik is a megfelel6 klasszikus
id6késések komplex voltaban. Erre példa az agl) elmélet, ahol a két szoliton triplett egymas kon-
jugaltja, és a lélegzdk sem Onkonjugéltak. (A klasszikus szoliton-szoliton szoras ezzel szemben
minden esetben valos id6késésekkel irhato le). Az agz) elméletben a toltéskonjugalas a triplet-
tet onmagara képezi, és a lélegzdk is onkonjugaltak: ebben az esetben valoban nem is lattunk a
klasszikus esetben komplex id6késéseket. Gandenberger és MacKay megmutattak [GM97a|, hogy
a klasszikus megoldasokat felépité X,,(k) transzmisszios egyiitthatok és az a tipusa szoliton b
tipusu lélegzén vald szordsanak S, kvantumos amplitudédja kozott a kévetkezs szoros kapcesolat
van, mégpedig

Xap(mg sinh(9)) = élg%) Sap(0)
ahol m, a lélegz6 témege. Ez konnyen ellendrizhetd az agl) modellre. Az a,g) esetben a transz-
misszios egyiitthatok [Hol93b|
ik — mgcos((a —b)m/(n+1))

Xap(k) = F——rEE A Ty mge = 2mcos(am/(n + 1)) (7.119)

(1)

és ay ' esetén valoban
sinh § — ¢
Xjk)=——=1m S 0
nlk) = Sg =2 ~ i San ()
Az 6sszes ATFT transzmisszios egyiitthatoi ismertek [OTU93b, KO96], és ezek pontosan akkor
nem fazisok, ha mindkét index (a és b) nem 6nkonjugalt multipletthez tartozik: ilyen részecs-
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kék az a,(ll), gln)ﬂ és eél) modellekben fordulnak els!'?. Mivel ez a tulajdonsig 6roklsdik a
szoliton-1élegzs S matrixokra, azt varjuk, hogy ezen elméleteknek nincs olyan konzisztens unitér
redukcidja, amelyikben a szolitonok és a lélegz6k egyardnt a spektrum részei maradnak.

Az affin Toda elméleteket kutatok kozott régota ismert probléma (1d. pl. |Cor94]), hogy
mennyiben értelmesek ezek a modellek imaginarius csatolas mellett (ahol a sine-Gordon modell
természetes kiterjesztését adnak magasabb szimmetriacsoportok alatt transzformal6doé szoliton
multiplettekre). A kételyeket az is taplalta, hogy a legegyszertibb (7.4.3 alatt roviden ismertetett)
Ansatzzal megkaphato megoldasok altalaban nem t6ltik ki a kvantum S matrixban feltételezett
szoliton multipletteket [McG94| (ennek egy példaja volt az a,g) szoliton triplettjének semleges
tagja). Hasonlo problémakkal szembesiiliink lélegz6 megoldasok esetén; azonban megfelelGen
altalanositott Ansatz segitségével Beggs és Johnson sokat megtalalt ezen hidnyzo klasszikus meg-
oldasok koziil [BJ97, BJ98|, és ennek alapjan elképzelhets, hogy valojaban az Gsszes sziikséges
megoldas létezik.

Bar a hatas komplex, felmeriilt tSbbszor is az a kérdés, hogy lehetséges-e valamiféle kon-
zisztens redukciot adni  klasszikus esetben a megoldasok valamely osztéalyat kivéalasztva, kvan-
tum esetben Reshetikhin és Smirnov munkajat altalanositva |[RS90|. Ezt az is erdsitette, hogy
1997-ban publikalt munkankig [KTW97| senki nem talalt olyan elméletet, amelyben a spektrum
ne lett volna valds, és az ismert klasszikus megoldasok is teljesen konzisztensnek tiintek. Ered-
ményeinkben az volt igazan meglepd, hogy annak ellenére, hogy az M3 14 + ®1 5 miniméalmodell
spektrumat a TCSA adatok egyértelmiien komplexnek mutatjak, mégis nagyszeriien egyezik a
nemunitér S matrixokbol a Bethe-Yang egyenletekkel szamolt joslatokkal, a Hamilton operator
komplex sajatértékeit is beleértve. Hasonloképpen, mint fentebb lattuk az agl) elmélet ,pato-
logikus” szoliton-lélegz6 S matrixai is teljes mértékben konzisztensek a (komplex) klasszikus
idckésésekkel, még akkor is, ha megfelel6 klasszikus megoldés esetleg szinguléris.

Ennek alapjan tugy vélem, hogy az integralhaté struktira és a kvantumcsoport S matrixok
akkor is érvényben maradnak, amikor a spektrum nem valds, és a formalis .S matrix leiras teljes
mértékben miikoddképes. Masrészt azonban a fentiek alapjan tgy tinik, hogy konzisztens uni-
tér (vagy legalabb valos spektrummal rendelkezs) redukciot taldlni csak a paraméterek nagyon
specialis értékei mellett lehet.

Erdekes nyitott probléma az ATFT-k szemiklasszikus kvantalasa: ez valaszt adhatna arra,
hogy a korrespondencia a kvantumos S matrixokkal fennall-e a kvantumkorrekciok figyelembe
vétele utan is (a fentiekben mindig csak a szigora klasszikus hataresetet vizsgaltuk meg). Mint
mar utaltam ra, a meglévé probalkozasok [Hol93b, DG95, MW95| koziil az utébbi kettének
az eredményei ellentmondanak egymasnak; ennek oka az, hogy nem tisztazott, pontosan milyen
valossagi feltételt kell a klasszikus megoldésokon kiréni, hogy az ennek alapjan a klasszikus megol-
dés koriili kis rezgésekre kapott bazis alapul szolgaljon a Dashen, Hasslacher és Neveu modszerén
[DHN74, DHNT75a] alapulé szamitasoknak (ez egyébként Hollowoodnal [Hol93b| sincs tisztazva,
dacéara annak, hogy az tomegkorrekciora kapott eredményei helytallonak tiinnek). Mint fentebb
emlitettem, az sem vildgos, a klasszikus megoldasok (vagy éaltalanosabban a konfiguraciok) mely
halmaza tekinthets konzisztens kiindul6pontnak.

A redukalt modelleket tekintve itt most nem bocsatkozom részletes fejtegetésekbe, mivel
valamennyi lényeges kivetkeztetés megtalalhatd 7.4.4 alatt. Az alapvetd nyitott kérdés az, hogy
a hajtogatott modellbdl a redukiltra térténd projekciot explicite megadjuk; amennyiben ez sike-
riilne (pl. a kvantumcsoport szimmetria megfelel6 modositasaval, ami periodikus hatéarfeltételek
esetén is miikddik), a spektrum valos volta sokkal konnyebben lenne vizsgélhat6, mivel ehhez csak
a hajtogatott modell spektrumanak ismerete kell. Ez utébbihoz pedig a Dorey és Tateo altal az
a§2) modell alapallapotara felirt DAV egyenlet [DT00]| teljes spektrumra valo kiterjesztése vezet-
het el. Erdekes kérdés tovabba a bootstrap bezarasa ezekben a modellekben; a legegyszertibb

19 Az affin Toda elméletekben minden részecske a megfelel6 Lie-algebra tn. fundamentalis abrazolasaihoz
rendelhetd; a kvantumos szolitonok pontosan az adott dbrézolasban transzformalédnak, és a konjugacié pontosan
megfelel az abrazolas kontragradiensének.
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olyan példa, amelyben ez mind a mai napig nem tértént meg, az M35 + @12 modell (tGbben,
koztiik jomagam is, sikertelentil probalkoztunk, még a TCSA spektrum részletes analizisével sem

tudtam elébbre jutni).



8. Nyilt hatarfeltételek (peremes
kvantumtérelméletek)

Az eddigi vizsgalatok kiterjesztéseként most olyan modellekkel foglalkozom, amelyekben va-
l6di, térben lokalizalt hatarfeltétel (perem) van jelen. Elstként a végesmeéret effektusok leirasara
alkalmas modszereket, a peremes Bethe-Yang egyenleteket, valamint a termodinamikai Bethe
Ansatz és a TCSA peremes kiterjesztését veszem sorra. Ezutan alapveté példaként megadom a
peremes sine-Gordon modell véges térfogatbeli spektrumanak TCSA segitségével torténd elemzé-
sét, amivel szamos olyan eredmény ellendrizhetd, amelyek az egzakt reflexios faktorok elmeéletébdl
szarmaznak. Ilyenek pl. a Ghoshal és A. B. Zamolodchikov altal szarmaztatott (C.30,C.31)
egzakt reflexios faktorok [GZ94, Gho94|, az Al. B. Zamolodchikov altal meghatéarozott (C.33)
Osszefiiggeés a Lagrange-i paraméterek és az egzakt reflexios faktorok parameéterei kozott [Zam99|,
valamint a (C.34) peremes energiajarulék, tovabba a Dorey és Mattsson éltal Dirichlet hatéarfel-
tételek esetére megsejtett peremes gerjesztett allapot spektrum [MDO00|, amit Bajnok Zoltannal,
Palla Laszloval és Toth Gabor Zsolttal altalanositottunk tetszéleges integralhato hatarfeltételekre
[BPTT02].

Kozbevetdleg roviden ismertetem a peremes kvantumtérelmélet néhany alapvetd fogalmét,
amelyek tisztazasa Bajnok Zoltannal, Bohm Gabriellaval és Palla Laszloval végzett kozos munka
eredménye [BBT02, BBT04, BPT06a], és tetszbleges térids dimenzid esetén érvényes.

Ezutan [BPTO05b| alapjan ratérek a véges térfogatbeli spektrum szemiklasszikus elemzésére,
aminek egyik haszna, hogy nagyon konkrét és explicit képet alkothatunk a peremes kvantumtér-
elmélet jellemz§ allapotairol, valamint fontos kiinduldopont lesz a végesmeéret effektusok tovabbi
elemzésében. Valojaban az ennek soran szarmaztatott eredmények alapjan sejtettitk meg az
ezt kovetGen ismertetett peremes Liischer formuldt, amit az un. klaszter sorfejtéssel vezettiink
le, és szamos ellenérzésnek vetettiink alda [BPT05al. Ennek kapcsan vet6dott fel az egyré-
szecske csatolas kérdése, a targyaldst az erre vonatkozd eredmények ismertetésével folytatom
[BPT05a, BPT06al. A sort egy olyan alkalmazassal zarom, ami ismét kilép az 1 + 1 dimenzios
kvantumtérelméletek vilagabol: a Casimir effektus egy olyan tjszerd szdrmaztatisit mutatom
be, amely az eddigiek soran szokasos modszerekhez képest teljesen més kiindulépontboél, a kis
energidkon érvényes fizikai leiras fel6l kozelit, ennek kdvetkeztében automatikusan véges, renor-
méalast nem igényel, és tetsz6legesen kolcsonhato elméletben képes megadni a Casimir er§ nagy
tavolsagokra érvényes sorfejtéset [BPT06b, BPT06al.

8.1. Végesméret effektusok perem jelenlétében

8.1.1. Peremes Bethe-Yang egyenletek

A Bethe-Yang egyenletek peremes kiterjesztését nemdiagonalis szoras esetére Ahn és Nepo-
mechie adta meg [ANO0O] (diagonalis szorasra korabban Fendley és Saleur mar felirtak [FS94]).
Mivel a gondolatmenet nagyon hasonlé az 5.1.1 alattihoz, ezért most kevésbé részletezem, és
tomorebb jelolésmodot hasznalok ([BPTO01] alapjan).

Tekintsiink N részecskét egy véges L hosszisagn intervallumon. Legyen az A; részecske
tomege m;, rapiditasa 6; (amirgl feltehetjiik, hogy pozitiv, mivel a peremen torténd reflexio
esetén az impulzus elGjelet valt, ezért csak a rapiditas abszolut értéke szamit), valamint legyenek
a bels6 kvantumszamai a; (amelyek megkiilonboztetik az m; tomegt multiplett tobbi tagjatol).
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Az A; részecske reflexios faktorait a bal/jobb peremen jeldlje R(Li) (0;) illetve Rg) (0;), az A; és
A; kétrészecske szorasmatrixat pedig S07)(0;—6;). Nemdiagonalis szoras esetén ezek a kovetkezs
alakt méatrixok:

R(Li) 0;) = {R(Li) (0;)a }
SN0 —60;) = {S(i’j)(&- - 93')3233?}

Egy olyan transzfer métrix csaladot vezetiink be, amely a V; ® --- ® Vi téren hat, ahol V; az a
bels6 tér, aminek bazisan az A; részecske «; multiplett indexe végigfut. A T} transzfer matrix
a hullamfiiggvény egy unitér transzformaciojat irja le, amely annak a monodrémia mtveletnek
felel meg, hogy az Ay részecskét elvissziik a bal peremig (mikézben szorodik az utjaba esd tobb
részecskén), azon visszaverddik, eljut a jobb peremig, amin ismét visszaverddik és aztan eredeti
helyére tér vissza. Az eredmény nem fiigg a visszaverGdések és kétrészecske szordsok részletes
sorrendjétsl (ezt a (C.5) és (C.28) faktorizacios egyenletek garantéaljak), és a kovetkezs alakba
irhato:

TN 0, on) = R 00) TT S99 0+ 0) R 0x) T S9P05 - 0)
jik jitk

ahol a multiplett indexeket expliciten nem irtuk ki (az amplitudokon feltiintetett fels indexek
alapjan konnyen helyreéllithatok).

A faktorizacio egy masik kovetkezménye, hogy a Tp matrixok egyméssal felcserélnek. Az
allapot hullamfiiggvénye egy olyan v, ., vektorral jellemezhets, ami a Vi ® --- ® Vi tér egy

-----

kell eleget tennie:
exp (2imy Lsinh(0,)) TN (6,08 =, k=1,...,N (8.1)

A transzfer méatrixot szorzo faktort az Ay részecskének megfelel§ sikhullam komponens ered-
ményezi. A (8.1) egyenleteket peremes Bethe-Yang egyenleteknek nevezziik. (Itt most nem
tiintettem fel az 7 statisztikus fazisokat, amelyek standard bozonok/fermionok esetén  mivel
mindig parban fordulnak el — amugy is kiesnek).

Jelolje a Tlgl""’N) (01,...,0N) transzfer matrixok sajatértékeit )\,(:) (01,...,60n), ahol s =
1,...,Dyés Dy =dim Vi ®---® Vi, a megfelels kozos sajatvektoraikat pedig 1) (61, ..., 60x).
A (8.1) Bethe-Yang egyenletek megoldéasat a

w=29" (01,....0n)
amplitudok adjék, feltéve, hogy a rapiditasok megoldjak a
exp (2imy Lsinh(0,)) A (61,....68) =1 , k=1,...,N (8.2)

(rogzitett s mellett). Ezek az egyenletek lényegében a véges térfogatbeli impulzus kvantalasi
feltételeket adjak meg peremes esetben. A részecskék teljes energidaja pedig

N
E = Z m; cosh 0
j=1
A periodikus hatérfeltétel esetén érvényes (5.3) egyenletekhez hasonloan, ez a megkozelités is csak
az 1/L-ben analitikus végesméret korrekciokat adja meg, azaz csak akkor érvényes, ha miL > 1
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minden k-ra. Ha a részecskéknek nincsenek multiplicitas indexei, a transzfer matrixok skalarok
és kozvetlentil behelyettesithetsk (8.2)-be.
A periodikus esethez hasonloan a (8.2) logaritmusét véve

2myLsinh(0;) —ilog\™ (61,...,08) =2nL, , k=1,...,N (8.3)

ahol I, € Z az Gn. Bethe kvantumszamok. Ilyen médon egy sokrészecske éllapotot a sajatvektor
s indexével és az I ,... ,Ix kvantumszdmokkal jel6lhetiink meg, altaldban egyértelmid mddon,
feltéve, hogy a logaritmus agat konzisztensen valasztjuk meg.

8.1.2. Peremes kotott allapotok leirasa véges térfogatban

Egy M tomegii skalar részecske esetén (8.3) a kovetkezd alakot 6lti:
2M Lsinh(0) — ilog Ry, (6) —ilog Rp (0) = 2n1 (8.4)
A vakuum allapothoz képest az allapot energidja a kovetkezd alakba irhato:
E(L) — Eo(L) = Er + Er, + M cosh @

ahol ER 1, a jobb/bal perem energidja (mivel a perem is lehet gerjesztett allapotban). Kis térfo-
gatban (ML < 1) az (8.4) egyenletnek mindig van valos megoldéasa, de M L nagyobb értékeire
ez nem mindig igaz. Legyen I =0 és

0
= i—log Ry r(0
PLR = i, 108 Ri,r(0) o
A reflexios faktorok altalanos tulajdonsaga, hogy ilog Ry, r(#) hatarértékei végesek, ha § — oo;
(C.24) kovetkeztében pedig paratlan fiiggvényei 6-nak. Ezért a

2M Lsinh(0) = ilog Ry, () + ilog Rr () (8.5)
egyenletnek mindig van két, egymassal ellentett elGjelti, nemzérus megoldasa, ha
2ML < pr +pr

Ha L eléri az .

2M
értéket, akkor a megoldasok az origdéban taldlkoznak.

Mi torténik ezutan? Ha MLy > 1, a Bethe-Yang leirdas a spektrum egy jo kozelitése kell
legyen. De az energiaszintek nem tiinhetnek csak tgy el, mivel minden nivd L-nek egy folytonos
fliggvénye. Ha a TCSA modszerre gondolunk, az energiaszintek egy L-t6l siman fiiggs hermitikus
Hamiltoni matrix sajatértékei, ezért nem valhatnak pl. komplexszé'.

A megoldés az, hogy a két gydk nem tiinik el, hanem két egymashoz képest konjugalt imagi-
narius megoldasban folytatodik. 6 = iu helyettesitéssel

Lo (oL + PR)

2M Lsin(u) = log Ry, (iu) + log Rp (iu) (8.6)

Mivel a reflexios faktorok értéke (C.25) kovetkeztében az imaginarius tengelyen mindig valos.
Ennek az egyenletnek pontosan akkor van két, egyméassal ellentett elGjeldi valos megoldasa, ha
L > Lg és ekkor

E(L) — Eo(L) = Er+ Er, + M cosu

! Ttt felteszem, hogy a kérdéses kvantumtérelmélet unitér.
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Azonban béarmilyen valés részecske allapotnak legalabb Er + Ep + M energidja van, a fenti
energia azonban ennél hatarozottan kisebb, vagyis az ennek megfelels allapotot masképp kell
interpretdlni. Legyen az Ry és Rp reflexios faktorok imaginérius tengelyen 1év§ polusai koziil az
origbhoz legkozelebb fekvs az iu* helyen és a hatarozottsag kedvéért legyen ez az Ry, szingulari-
tasa. Ekkor

uw— u" as L — oo

vagyis
E(L =) — Ey(L =) = Er+ Er, + M cosu™

Ha u* a bal perem egy | B} ) peremes gerjesztett allapotanak felel meg, akkor az egzakt R matrix
elmélet szerint egy ilyen allapot energiaja

E} = Er, + M cosu*

vagyis kézenfekvs, hogy az adott energiaszint végtelen térfogatban egy olyan allapothoz tartozik,
amelyben a bal perem gerjesztve van.

Amikor a jobb és a bal peremfeltétel azonos, akkor u = u*-nal kettés polus van. A fenti
megoldas ekkor is létezik, de két olyan allapotnak kell lennie, amelyikben az egyik perem ger-
jesztve van. Ekkor a fenti megoldéast tgy foghatjuk fel, mint az egyik lehetséges hullamfiiggvény
realizdciojat. A 8.2.2 alatt targyalt peremes TCSA vizsgilatok azt mutatjik, hogy a mésik
lehetséges allapot a (8.5) egyenlet egy olyan megoldasahoz tartozik, amelyre v’ > u* és L — oo
esetén szintén u*-hoz tart. Az is vilagos, hogy véges térfogatban a két allapot koziil ez utobbinak
van alacsonyabb energiija.

Ha L* azonos az R peremallapottal, akkor fizikai alapon csak egy allapot létezhet, de a (8.5)
egyenletnek tovabbra is két megoldasa van. Ez azt mutatja, hogy a (8.1) Bethe-Yang egyenletek-
nek nem minden megoldasa tartozik sziikségszerten fizikai dllapothoz. Ez a helyzet pl. abban az
esetben is, ha az u* polushoz nem tartozik peremes gerjesztett dllapot, azaz in. Coleman-Thun
polus. A 8.2 fejezetben mutatok majd példakat a fentebb targyalt mechanizmusokra.

A fenti eredmények és veliik kapcsolatos tovabbi részletek megtalalhatok a Bajnok Zoltannal
és Palla Laszloval kozosen irott [BPTO1| cikkben. Végezetiil megjegyezziik, hogy analog megfon-
tolasok a kétrészecske S matrixok polusaival kapcsolatban is tehetk, amint azt [KTW97]-ben
(periodikus hatéarfeltétel mellett) Kausch-sal és Watts-szal egyiitt targyaltuk, és ahonnan a pe-
remes esetre magat az otletet atvettiik.

8.1.3. Peremes termodinamikai Bethe Ansatz

A termodinamikai Bethe Ansatz egyenleteket LeClair, Mussardo, Saleur és Skorik terjesztette
ki peremes kvantumtérelméletekre [LMSS95|, a kivetkezo feltételek mellett. Vegyiink egy integ-
ralhato kvantumtérelméletet, amelynek spektruma my, ..., m, tomegi részecskékbdl 4ll; amelyek
kozott nincs témegdegeneracio, valamint a peremes allapotok sem degeneraltak energidban. A
szords tehat diagondlis, ami most azt jelenti, hogy mind a kétrészecske S matrix amplitudok,
mind pedig az R egyrészecske reflexios faktorok egy rapiditasfiiggs fazistolasra redukaléodnak.
Tekintsiik az elmélet vakuumaéallapotat egy L hossziisdgu intervallumon, az ¢ tipusu részecske
reflexios faktora a bal illetve jobb peremen legyen R(LZ) (0) illetve Rg) (0). Tetelezziik fel to-
vabba, hogy a reflexios faktoroknak nincs polusuk a 6 = i7 helyen (8.31 alatt majd latjuk, hogy
ennek az a kovetkezménye, hogy az un. peremes egyrészecske csatolasok elttinnek). Ekkor a
vakuumallapot energidjat az L térfogat fiiggvényében a

— - > de’ / N —€5(0)
€(0) = ZmiLcoshG—z;/_oo %gbij(e—@)log (14—)@-(9 Je ) (8.7)
]:
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peremes termodinamikai Bethe Ansatz egyenlet (,boundary thermodynamic Bethe Ansatz”, BTBA)
megoldasat a

Eo(L) = — Zm/ % cosh 8 log (1 + Xi(e)e_ﬁi(e)) (8.8)
i=1 -

formulaba helyettesitve nyerhetjiik, ahol

65(6) =~ 10855 (6) . x0) = K (0)KLY 6) (5.9)

£9(9) = RY (zg + 9) . K90 =RV (% - 9)
A fenti egyenletek gerjesztett allapotokra valo kiterjesztését Dorey és munkatéarsai adtdk meg a

peremes Lee-Yang modell keretei kozott [DPTW9S].

8.1.4. A TCSA mobdszer peremes kiterjesztése

A TCSA mobdszert peremes kvantumtérelméletekre Dorey és munkatarsai terjesztették ki
[DPTW98|, akik alapvets példaként a peremes skalazé Lee-Yang modellt targyaltdk. Ebben a
dolgozatban nem foglalkozom peremes minimalmodellek perturbacidiként kaphaté modellekkel;
csak a szabad bozon perturbacidjaként megkaphato peremes sine-Gordon elmeéletet (1d. C.2.2
alatt) targyalom. Ehhez nincs sziikség a peremes konform térelméletek apparatuséara, ezért a
tovabbiakban csak a ¢ = 1 peremes TCSA alkalmazasahoz sziikséges részleteket ismertetem.

A véges térfogatban a téridé most a 0 <z < L, —oo < t < 0o sav. A sine-Gordon modell
klasszikus hatasa a savon az

o) L 1 m(2) B
Apse = dt dx 5%@8"@ + i cos f® | + My cos ) (®(t,z = 0) — D)
—00 0

+M;, cos g (®(t,x =L) — Pyp) }

alakot 6lti. Az ennek megfelel§ perturbalt konform térelmélet Hamilton operatora a C.2.2 alat-
tiakat kovetve altalanos esetben

0
i
HE = HYL - 5/ dz (Via) + Vi-20))
_Ho (e_B%/Q\I/l(x =0) + P20 (z = O))

2

_N_2L (e_ﬁ@L/Q\Iﬁ(x = L)+ P20 (z = L))

ahol a bozon kompaktifikicios sugara?

r= 2% (8.10)

mig kétoldali Dirichlet peremfeltételek esetén

o0 0
DD — gD _g/ dt/ dz (Vii,0) + Vi—1,0))

2 A 4.2.2 alatt targyaltakhoz hasonléan természetesen itt is lehet hajtogatott modelleket definialni, ahol
r = Qk% és a perturbal6 operdtorok V(g o) + V(—2k,0), illetve e PP0/2y, 4 ¢®0/2Q_ . Erre a tovabbiakban
nem térek ki.
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Rez

x=0 x=L

8.1. abra. A sav leképezése a felss félsikra

ahol a kompaktifikicios sugéar

(kevert peremfeltételek esetén pedig csak a Neumann hatérfeltételnek megfelels oldalon kell hoz-
zdadni peremes perturbaciot, és kompaktifikacios sugarat (8.10) adja meg). A fenti kifejezésekben
szerepld konform térelméleti Hamilton és vertex operdtorokat B.30 alatt targyalom.

Bevezetve a 7 = it euklidészi id6t és a £ = 7 — ix komplex koordinatat, a £ — z = ert
transzformacio a savot a z véaltozoban a felsd félsikra képezi (8.1 abra). Ennek segitségével (Dorey
és munkatarsai [DPTWO98| cikkét kovetve) a perturbalé Hamilton operator matrixa Neumann
peremfeltétel esetén a

2—2A ~ r1-A
) 7w )pL QN | gLaN foL P0/20F | 5%0/2 01

L= 1)— —1)—
+ o (7P 200) + P20l )}

Dirichlet peremfeltételnél pedig a

—2A
(p) . mpl**R o | (-9
Hpq = —7 5794 <B o + Bog >

alakban allithatjuk elg. A (4.13) alatti tomegrés Osszefiiggés segitségével a fenti kifejezéseket
az M szoliton tomeggel dimenzidtlanitva, a Hamilton operator matrixara a kovetkez6 eredmény
adodik:

W Loy . wfRP28 @N | gl fio f’»”zll‘A B/200F 4 (/20D
1/271-A
,UL R _ 1)— —1)—
= (ePeel2cly, +eﬁq’L/20;¢,) )}
oy _ Loy _ mRPTR o o
hc1><1>f - Mqup/ - _727T1—2A <B [oXoy +B<1>c1>/ >

ahol a

fo,L
VH
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parameéterek a peremes potencial erdsségét jellemzs dimenziotlan csatolasi dllandok. A (C.33,C.36)
alatt megadott relaciok segitségével megadhato az Gsszefiiggés a bal, illetve jobb oldali peremet
jellemz6

paraméterek és a hozzajuk tartozo reflexios faktorokat jellemzé

Mo,z , Yo,r

Ghoshal-Zamolodchikov paraméterek kozott.

8.2. A peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: TCSA analizis

Az el6z6 fejezet végén vazolt peremes TCSA modszert alkalmazva, Bajnok Zoltannal és Palla
Laszloval egytittmiikodésben megvizsgaltuk a peremes sine-Gordon modell spektrumat [BPT01,
BPT02a|. Az aldbbiakban ennek a munkanak az eredményeibdl adok izelit6t.

8.2.1. Altalanos (perturbalt Neumann) hatarfeltételek

A peremes TCSA-ban egy adott eqys levagas alatti allapotok szama erdsen fiigg a 3 csatolastol
(a (8.10) alatti r kompaktifikacios sugaron keresztiil), mivel (B.32) szerint Neumann hatéarfeltéte-
lek mellett a konform Hilbert-tér tobb modul Gsszege, és ezek szama erdsen fiigg r-t6l, mégpedig
r novelésével rohamosan ng. Méasfeldl viszont éppen nagy r mellett konvergal jobban a TCSA a
levagas fiiggvényében: az ultraibolya divergencidk éppen 7 < 2-nél (3 > V/4m) jelentkeznek, és
minél tavolabb vagyunk ettdl a tartomanytol, annél jobb a konvergencia.

Ezen a problémén tgy lehet segiteni, hogy olyan hatéarfeltételeket hasznélunk, amelyekre
dy = & = 0 (azaz a Ghoshal-Zamolodchikov paraméterekkel ¢y = 9 = 0), akkor ugyanis
(a 7.2.2.2 alatt ismertetett eljaras analogidjara) a ® — —& Zy szimmetria lehetGvé teszi a
Hilbert-tér paros/paratlan szektorokra torténg projekciojat. Amennyiben a peremes kotott &l-
lapotok spektrumat tekintjiik (1d. C.2.2 alatt), ez nem fiigg J-t6l, ezért az altalanos spektrum
ebben az esetben is tanulméanyozhato.

Megjegyzem, hogy (C.33) alapjan a perturbéalatlan Neumann hatarfeltételnek (fi = 0) az

A+1
n=nN=m ;_ , ¥ =0

paraméterek felelnek meg.

8.2.1.1. A perem energiaja

A numerikus adatok segitségével elGszor a (C.34) alatti peremes energiajarulékot teszteljiik.
Az alapéllapot energidja nagy térfogatban

Eo(L) = BM*L + Ey(no,90) + Ey(nz,91) + O(e™ME) (8.11)

ahol B a (4.14) univerzalis vikuumenergia alland6. Ezt a joslatot a 8.2 abran hasonlitjuk Gssze a
TCSA numerikus adatokkal. Az egyezés annyira jo, hogy a fenti joslatot a numerikus adatokra
illesztve az 5 < ML < 15 intervallumban, B és a peremes energiajarulékok 6sszege elfogadhato
pontossaggal meghatarozhato.

A peremes energiajarulék 1 fiiggését is ellendriztiik: az allapotok nagy szamat azzal lehet
kompenzalni, hogy mélyen a vonz6 tartoményban szamolunk, ahol a TCSA gyorsan konvergal.
A X\ = 17 valasztéssal és eqyy = 13 mellett 4147 allapottal kell szamolni, és a 6 < ML < 17
tartoményban egyenest illesztve a peremes energiajarulék mérhets volt: az eredményeket a 8.1
tablazat tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy a fenti egyezés nem csak a (C.34) peremes energiajarulék formulat, de
a (C.33) relaciot is alatamasztja, hiszen mint 8.1.4 végén irtam, a TCSA bemend paramétereit
ennek segitségével lehet az 1, ¥ paraméterekbe atszamolni.
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8.2. abra. Az Ey(L) alapallapoti energia 5 = /7 esetén, ng = nr, = n és Yo = ¥, = 0 mellett.

Y | E(nn,0) + E(n,9) (josolt) | E(ny,0) + E(n,9¥) (TCSA)
5 —0.22259 ~0.226959
10 ~0.29012 —0.29986

8.1. tablazat. TCSA modszerrel mért peremes energiajarulékok 9J-fiiggése, ahol A = 17 (8 =
%ﬁ) ésn=0.Ty.

8.2.1.2. Reflexios faktorok és a peremes gerjesztett allapotok spektruma

Az Osszehasonlitdst csak a 99 = ¥, = 0 hatarfeltételekre végzem el. Ennek megfelelGen
alkalmazhatjuk a paritds szerinti szektorokra bontast. Megjegyzem, hogy mig a B, lélegz6
paritdsa (—1)", a szolitont és az antiszolitont a ® — —& transzformécio felcseréli. Az egyes
peremes gerjesztett allapotok paritasa annak alapjan donthetd el, hogy a megfelels polus a P+Q
amplitidok koziil melyikben fordul el§ (1d. (C.30); ¥ = 0 esetén PT = P~ = P). A C.2.2 alatti
eredményeket analizdlva az adodik, hogy az |ny,na, ..., ng) allapot paritésa

(1T

(az alapéllapotot minden esetben iires |) jeloli). A véges térfogatbeli allapot paritasa természe-
tesen a két perem, illetve a kozéjiik zart részecskék paritasainak szorzata. A C.2.2 alatt szerepld
spektrumot A (vagy mésképpen 3) és n szamos kiilonb6z6 értéke mellett ellendriztiik. Az egyik
peremen mindig tiszta Neumann hatarfeltételt (n = ny) vettiink fel, az ennek megfelel peremes
allapotokat IV index kiilénbozteti meg. A két peremre vart gerjesztett allapotok ennek megfe-
lelGen osztalyozhatok. A A = 7 és n = 0.9y modell paros szektorat a 8.3 abran, a paratlant
a 8.4 abran mutatom be amelyeken az M szoliton tomeggel dimenzidtlanitott energiaszinteket
abrazoltam [ fiiggvényében, a (paros szektorban 1évi) alapéllapothoz viszonyitva. Mindkét &ab-
ran a folytonos vonalak az interpoldlt TCSA adatok, mig a kiilonb6z§ szimbolumok a peremes
gerjesztett allapotokra tett joslatokat, illetve a (8.4) peremes Bethe-Yang egyenletekbdl széamolt
egyrészecske allapotokat mutatjak?.

Az abréak egyértelmien mutatjak, hogy az altalunk [BPTT02]-ban leszarmaztatott gerjesztett
allapoti spektrum helytallo. Kiilonosen figyelemre mélto, hogy nem latunk sehol |1, 1)-nek megfe-
lelg kotott allapotot. A részletes analizis szerint az ennek megfelel§ polust az adott paraméterek
mellett egy Coleman-Thun diagram kell magyarazza (ami akkor létezik, ha wy > 1v1). Mindeniitt

3 A TCSA vonalakban lathaté torések a numerikus algoritmus eredménye: ilyenkor az adott helyen szintmet-
szés van, de a magasabban 1év§ szint méar nem keriilt r&4 az dbrara.
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8.3. dbra. A péros szektor: x jeloli a |)y ® |0) és |)n ® |2)-nek megfelels energiat, + a [2)y ® |), o az
[Yn ®]0,2),0 és az tires/teli négyzetek az |1) y ®11), [2) y ®]0) and |1) y ®|3) allapotokat, a* a [) y ®]0,1,1)
allapotot, a teli/iires haromszdgek pedig B? egyrészecske allapotokra a Bethe-Yang egyenletekbél kapott
joslatok alapallapota (|)y ® [)), illetve |}y ® |0) peremek esetén.

14+
1.2}
| 0.8} R
\m-/ ‘ .
0622980090080
04} ¢Q @ QQQQQ@QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ@E)
0.2} i
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

8.4. dbra. A péaratlan szektor: x jeldli az )y ® [1) és |)v ® |3) energiajat , +: )n @ |1)n és |)n @ [3) N,
o)y ®)0), 0: Ny ®10,1), 'nv ®]0,3) és |)nv ®|1,2), *: |)n ®10,1,2), a teli/iires hdromszdgek B!
egyrészecske allapotok alapallapotu (|)n ® |)), illetve |)y ® |0) peremek esetén
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8.5. abra. A (8.11) altal josolt vakuum energia aszimptotika osszevetése a TCSA eredményekkel:
folytonos vonalakkal az egzakt joslat, a pontok a TCSA adatokat mutatjak, \ és fo = % = 52‘}%
kiilonb6z6 értékeire.

pontosan azok az allapotok jelennek meg, amelyeket a peremes Coleman-Thun mechanizmus nem
zar ki. A fenti munka elvégzésének idépontjaban a Coleman-Thun mechanizmus peremes kiter-
jesztése sejtéseken alapult, ezért a fenti megerdsités nagyon fontos volt; azéta Bajnok Zoltannal
és Bohm Gabriellaval egyiittmiikddésben sikeriilt ezt a mechanizmust a peremes kvantumtér-
elméletek alapvetd elveibdl levezetni [BBT04|. Az egyrészecske éllapotokra vonatkozo joslatok
egyezése a spektrummal pedig a megfelels reflexios faktorok helyességét tamasztja ala.

8.2.2. TCSA: Dirichlet hatarfeltételek

Dirichlet hatarfeltételek mellett a (B.36) Hilbert-tér egyetlen Fock modulbol all, és bazisa
a paraméterektdl fiiggetleniill megadhaté. Ez azt is jelenti, hogy ilyenkor joval magasabb eyt
értékeket el lehet érni: a lentebb kozolt numerikus adatokban eq,y = 22, ami 4508 vektort jelent.
Az Gsszes szamolas sordn a &g = P esetet vizsgaltuk, azaz amikor a két oldalon ugyanaz
a Dirichlet hatarfeltétel volt adott. A peremes energia jarulékra kapott eredményeket a 8.5
abra foglalja Ossze, Bi, By és Bj alapallapoti reflexiés faktoranak ellen6rzésére egy példa a
8.6 abran lathato. A 8.7 dbran egy példat mutatok a kotott allapotok térfogati korrekcidinak
meghatarozasara a 8.1.2 alatt targyalt analitikus elfolytatas mdédszerének alkalmazasaval.

8.3. Peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: szemiklasszikus
eredmények

8.3.1. Vakuummegoldasok végtelen térfogatban

A peremes sine-Gordon elmélet hatasa:

o] 0
Apsg = / dt {/ dz <%0M<I>8“<I> + Tg—j(cos BD — 1)> + My <cos§ (P(t,z =0) — Pg) — 1>}

—00 —00
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8.6. abra. By, By és B3 alapallapoti reflexios faktorainak ellenérzése A = 31 és % = 0.2 mellett.
A pontok a (8.4) Bethe-Yang egyenlet altal josolt egyrészecske energidk, mig a folytonos vonalak
az interpolalt TCSA adatok. Minden energiat az alapéallapothoz viszonyitva és a szoliton témeg
egységeiben mérve dbrazoltam. Az eltérések részben csonkolédsi hibdk, részben pedig annak
tudhatok be, hogy a Bethe-Yang egyenletek elhanyagoljak a térfogattal exponencidlisan lecsengs
végesméret korrekcidkat.

0.5 T T

1

+ T I:‘: +++ +¥++l
L F 1 $$¢$$+i$$ £ 7
0.45 + o+ + + Tq
T I +iIFE4F1T
+ ii +4+ 0 I
0.4 iiiﬁ-;,
+ +$+¢¢+¢+ + I
+ +¢$i¢$$”
0.35 | + + L+t TI ++ 7
Tty Tt
03} + trasrTted
b= + + 441
E ++++*i+
0.25 } + + 4y
+ F ¥
02} . ++
+ ++++++f++++*
0.15} + ot ]
0.1r + I A A |
+ ot
0.05 L L L 1 L L L L L

8.7. dbra. Peremes gerjesztett allapotok A = 17 és % = 0.485 mellett. A fels vonal az I =0
B egyrészecske allapot és annak folytatdsa imaginarius rapiditasokra, az als6 pedig a 8.1.2 alatt
targyalt masik megoldas (ami ugyanahhoz a polushoz tart nagy térfogatban). A két vonal nagyon
jol illeszkedik a [) ® |0,1) +]0,1) ® |) allapotok nagy térfogatu viselkedéséhez.
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ahol a potencual normalasa (C.29)-t6l eltér, igy mindkét potencialfiiggvény minimumértéke 0. Az
egyszertiség kedvéeért Dirichlet hatarfeltételek mellett illusztralom az eredményeket (azaz My =
oo hataresetben). A @y parameéter fizikailag inekvivalens értékei

I} 7r
< =Py = < —
0< 5 %0 =0 = 5
A sztatikus mozgas egyenlet
9 m? . 1 o A m?
05P = 5 sinf® — 5(&C@) =C+ ﬁ(l — cos D) (8.13)

és energia funkcional

0
E[®(z)] = / dx (% (0,8 +V (@(:17))) + Vi (2(0))

—00

A véges energias megoldasokat egy szoliton/antiszoliton adja:

n n
Iy Iy
Z Z
0 0

4 2 4 _

o (m,a+) = — arctan (em(m_‘ﬁ)) ;o b (x,a_) _ T _ 2 arctan (em(r—a ))
g g B
ahol a hatérfeltételekb6l sinh(ma®) = 4 cot(pg). A megfelels energiak
4m
Ey(po) = ﬁ(l F cos ¢o) (8.14)

és x — —o0 esetén exponencidlisan gyorsan tartanak az aszimptotikus értékhez:

Py (z,a7) =0 (e_m|x|> , P (z,a7) = %T +0 (e_m|x|> as T — —00. (8.15)

A megoldésok koriili kis rezgéseket a

[_d_Q 2 2m?
dz? cosh?(m[z — a))

] §i(r) = wu(x) 5 €£(0)=0

Sherddinger tipusu differencidl egyenlet irja le. Ennek diszkrét spektruma egyetlen normalhaté
modust tartalmaz:

Ei(x) eme(x_“i)(e —tanh[m(z — a¥)]) , w?=m?(1 — ) ahole>0

A hatéarfeltételekbdl € = F cos g, tehat csak az antiszoliton vakuumallapotnak van diszkrét mo-
dusa: ez a perem gerjesztett allapotat irja le. A folytonos spektrumhoz tartozo sajatfiiggvények:

iq + mtanh(m[zr — a*)) iq — mtanh(m[zr — a*t])

+ Byeite—a®)
1g+m q—m
2

w :mz—i—q2 , q=>0

Ei(z) = ApeTila=e®)
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ahol az fli/éi aranyok a hatarfeltételbdl hatarozhatok meg. Az aszimptotikus viselkedés © —
—oo mellett ' o
Ex(z) — Ci(e'® 4 71707 (a)) (8.16)

ahol a klasszikus reflexios faktor:
Gt @) _ M iq £ cospo + %q
m+1q F cos pg + &

(8.17)

A diszkrét modus a reflexios faktor pg-tol fliggd polusanak felel meg, a masik polus kinematikai
eredeti. A modusok frekvencidinak Osszegzésével megkaphato a vikuumadllapot energidjanak
vezetd kvantumkorrekcidja:

. . 8 1 1
gpmiclas ) _ psemiclass () — (@ - ;) cos g +m (5 - %) singo + O(F)  (8.18)

A fenti eredmények megkaphatok a C.2.2 alatti egzakt kvantum eredmények 3 — 0 hatéar-
eseteként. Ebben az esetben a szoliton vakuumallapot |), az antiszoliton vakuumallapot |0)
klasszikus megfelelGje. A kettd energiakiilonbsége:

mi Ui ™
b= g (3 5)
1) D™ 2sin 2% NN T 2
ahol mq a By els6 1élegz6 tomege. Amennyiben (C.36) felhasznélasaval kifejezziik n-t pg-val:

_n
A+ 1

és [ = 0 koriil sorba fejtiink, pontosan megkapjuk a (8.18) eredményt, ha az m és my értékeét
azonositjuk (ezt annak a jol ismert ténynek alapjan tehetjiik meg, hogy az elsg lélegz6 felel meg
a sine-Gordon bozon elemi gerjesztésének |ZZ79]). Ugyanebben a hataresetben a B; reflexios
faktorai a megfelel6 peremallapotokon atmennek a (8.17) klasszikus reflexios faktorokba.

A fenti eredmények megfelelgje altalanos hatarfeltételekre Kormos és Palla cikkében talalhato
[KP02].

)

8.3.2. Véges térfogat: altalanos megfontolasok

8.3.2.1. Sztatikus megoldasok

Véges térfogatban az elmélet klasszikus hatasat az

o) L 2
Apsg = / dt{/o dz (%au@a“fl)—i-%(cosﬂ@—l)) (8.19)

—00

+M, <cos g (D(t,z=0)— p) — 1) + My <cos g (D(t, 2 = 0) — Bg) — 1) }

alakba irva, a mozgasegyenletek

m2

PP — 020 + 7sinﬁcb =0

M, .
0y Ply—y = —(—1)Z/LﬁT smg (P(z,t) — @) , z2=0, L

A sztatikus megoldéasok energiaja
L 1 9 m2
E[®(z)] = / dx (5 (0:®)° — ﬁ(cos BP — 1)) (8.20)

0

+ M, <cos g (B(t,z = 0) — &) — 1> + My <cos g (®(t,z = 0) — Bg) — 1)
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Az altalanos sztatikus megoldas egyszeriien felirhatd

@(x)
. :/ du (8.21)
*(0) :I:\/Z (C’ - ’g—;(cos Bu — 1))

ahol a ket integracios konstansot (®(0) és C) a hatarfeltételek rogzitik. A fenti integral kifejezhet6
a Weierstrass-féle p-fiiggvénnyel.
Az L — oo hataresetben a véges energia feltétele, hogy

2mn
B

az x = 0 és x = L végpontoktél tavol. Ebben az esetben a megoldas két félvégtelen vakuum-
konfiguracio osszevarrasaval kozelithetd (exp(—mL) nagysagrendid korrekciok erejéig). Azonban
csak olyan vakuummegoldéasokat lehet Osszeilleszteni, amelyek aszimptotikus értéke azonos (ez
biztositja az intervallum kozepén a megoldas folytonossagat). Az illesztési feltételeket a kivet-
kez6képpen lehet leirni. Definialjuk a peremes allapotok szoliton paritasat ugy, hogy |) legyen
paros: ez a

O(z) —

P(z) — 0 ha 2 — —o (8.22)
aszimptotikanak felel meg, |0) pedig péaratlan, aszimptotikaja
2
O(z) — % ha z— —o0 (8.23)

Egy tetsz6leges
\nl,ng, ce nk>

peremes gerjesztett allapotot tgy kapunk, hogy egymas utén szolitonokat és antiszolitonokat
fuzionédltatunk a peremmel; minden ilyen fuzié valtja az aszimptotikat, és ezzel a paritast is,
ezért az ilyen allapot szoliton paritdsa nem més, mint (—1)k. Ez a paritasfogalom természetes
kiterjesztése annak, amit Dirichlet hatarfeltételek esetén Mattsson és Dorey definialt [MDO0O].

A véges térfogatban az illesztési szabaly ekkor azt mondja ki, hogy egy allapot csak akkor johet
létre, ha annak teljes szolitonikus paritasa +1: ezt a két oldalon 1év6 peremallapot paritasanak,
valamint a koztiik mozgo szolitonikus gerjesztések N szamabol szamolt (—1)V szorzata adja®.
Ezt nagyon konnyen lehet ellendrizni a TCSA spektrumokon®.

8.3.2.2. Kis rezgések
Egy ¢(x) sztatikus megoldas koriili kis rezgéseket

D(x,t) = p(x) + £(x) exp(—iwt)

a mozgasegyenleteket &(x)-ben linearizélt valtozata irja le:

2
OV (6() Ela) = ()
2
D () |pms = (—1)Z/LMZZ cos g (p(z) —®.)E(2) , 2=0, L (8.24)

(Dirichlet hatarfeltétel esetén &(x)-nek el kell tiinnie a megfelel6 hatarpontban). A (8.21) alta-
lanos sztatikus megoldast behelyettesitve az Gin. elsérendd Lamé egyenlet adodik.

4 Mivel a (C.30) reflexios faktorok altalanos hatarfeltételek mellett nem 6rzik meg a topologikus toltést, egy
allapotban a szolitonok és antiszolitonok szama kiilon-kiilon nem jol definialt, de a fenti paritas igen.

® A 8.3 és 8.4 abrakon bemutatott spektrumok ezt a szabalyt csak latszoélag sértik, mivel a perturbalatlan
Neumann hatérfeltétel esetén (altalanosabban akkor, ha n = nn) |)v és |0)n degeneralt, ezért nem tudjuk
megkiilonboztetni ezeket energidjuk alapjan (rdadasul a reflexios faktoruk is azonos). Ezért mindig meg lehet
tenni a |ni,ne,...nk)y = [0,n1,n2,...0k), azonositast, de ekkor persze elveszitjiikk a szoliton paritast mint
kvantumszamot és az altala definialt kivalasztasi szabalyt is.
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.é . . —_— .
e—IkX +R1(K) ol kx e|k(x—L) +Ro(K) e—lk(X—L)
x;O x;L
Ax~1/m Ax~1/m

8.8. abra. A klasszikus Bethe-Yang egyenlet szarmaztatasa

Az L — oo hataresetben a héatteret a félvégtelen sztatikus megoldasokkal kifejezve, a megoldés
konnyen felirhato:

E(x) ~ A (e_ikm + rl(k)eikm) ha x nagy
&(xz) ~ B (eik(x_L) + rg(k)e_ik(x_L)> ha L — x nagy

(8.8 dbra) ahol r1 (k) és ra(k) a megfelels klasszikus reflexios faktorok, amelyeket Dirichlet hatér-
feltételek mellett (8.16)-ben adtam meg, adott klasszikus reflexios faktorok, altalanos hatéarfelté-
telekre Kormos és Palla cikkében megtalalhatok [KP02|. A két aszimptotikus alaknak barmely
x-re meg kell egyeznie, ebbdl

r1(k)ro(k)e?*E =1 (8.25)

és ez pontosan a (8.4) Bethe-Yang egyenletek klasszikus hataresete.

8.3.3. Eredmények

A véges térfogatbeli kvantalasi feltételt (amelynek aszimptotikus alakja (8.25)) szamos hatér-
feltételre kiszamoltuk, és megadtuk a vakuummegoldas egzakt klasszikus energiajat is. Itt most
csak az energiakifejezés nagy térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését irom fel, mivel a
késGbbiekben erre lesz sziikségiink. A részletes analizis a Bajnok Zoltannal és Palla Laszloval
kozos [BPTO5b] cikkiinkben megtaldlhato. Hasonlo, bar a mienknél kevesbé részletes és kiterjedt
analizist végzett veliink parhuzamosan és téliink fiiggetleniil Mussardo, Riva és Sotkov [MRS05].
A kovetkez§ eseteket sorolom itt fel:

e Alapallapot (+) és gerjesztett allapot (-) a
B2(0) B2(0)

_— = s —:O
9 ®0

e Alapéllapot (A) és gerjesztett allapot (B) a

T ®(0,L
O<po<g , 0=pr=m—¢o , 5 — oL
Dirichlet-Dirichlet hatarfeltételekkel;
e Alapallapot (-1) a
(L
0<900<g ; g 2( )ZSDL—W

Dirichlet-Dirichlet hatarfeltételekkel;

ahol emlékeztetek arra, hogy a félvégtelen esetben a g paraméter inekvivalens értékeinek tarto-
manya
g

0< =9
= 5%0

‘POSE
2
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és itt mind g, mind pedig @ értékét ebben a tartoményban értjiik. A fenti megoldasokat a 8.9
abran szemléltetem.

e Alapéllapot (DN) a kovetkezd kevert tipust hatéarfeltételek mellett

g g

2
5@(0) = %0, §(I>/($)|:E:L — —mA_l sin <§(I>(£B = L)) , _,4_1 — MLﬁ

dm

Az sszes sztatikus megoldés kifejezhets a kovetkez (elliptikus) integréalokkal

b

b
d ST
Il(a,b,C) :/\/ﬁ, IQ(CL,b,C) :/dU Sln2U+C

Bevezetve az | = mL jelolést a dimenziotlanitott térfogatra, a kovetkezGket kapjuk:

() :  1=T1(0,40,C), Ey(p0.1) = —2[T5(0,0,C) — C1/2]

/32
4m
(_) : l= 11(9007777 0)7 E_((,Do,l) = W[IQ(QDOJT) C) - Cl/2]
4m l
. _ : 2 _ c 2 2
(A) : l= Z 11(57902‘7 — sin 6)7 EA(@O)QDLJ) - ﬁ[z 12(67 Pi, — SH1 6) + §SIH 6]
=0, L =0, L
(B): 1= Z T1(ps, ™ — €, —sin?€)
i=0, L
Ep( _4_m ZZ —€,—sin e)+£sin2e]
B (1007@[/7 ﬁ2 2\Pi, T 2

=0, L
(—1): l211(0,900,0)4-1—1(0,7(—(,0L,C)

E(_l)((‘DO,QOL,l) [ (0 (10070)4_1-6(077(_%0[/70)_0[/2]

4ﬁ [~ él To(er, p0,C) — A cos(ior)]

ﬁQ
(DN) : lzZl(@La@Oac)7 E(DN)(SO()?AJ)
C=—(1-A%sin?¢p

A fenti kifejezések az energia térfogatfiiggését parametrikus forméban adjak meg: valamennyi
esetben a C' vagy € vagy @y, integracios konstans az els§ egyenletet megoldva kaphato meg, amit
a masodikba helyettesitve elGall az energia kifejezése. Az energia aszimptotikus viselkedése nagy
térfogatban zart alakban megadhat6:

<2 — cos g + cos ¢y, + 8tan % tan _2 oL e_l>

1— —1
<1 —cospp — A~ — 4tan? %Tj_le_zl>

Késsbb latjuk majd, hogy ezek a kifejezések valoban megegyeznek a kvantumelmélet vakuumanak
vezet§ végesmeéret korrekciojaval.

ECY (g0, 01,0) ~

E(DN) ((1007 A7 l) ~

4
Ei (po,l) ~ % <1 — cos g + 4 tan? % e_zl) (8.26)
4
E_(po,l) ~ —T;L <1 + cospg +4 cot? Ll e_2l)
g 2
4
Ea(po,01,1) ~ B—T;L (2 — oS (pg — cos ¢, — 8tan %tan éLe_l)
4
Eg (¢o,pr,1) ~ B_n; (2 + cos g + cos ¢, — 8cot % cot (’;L _l)
4m
B2
dm
k2
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m L
s i
2 2
¢0 ¢0
0 0
x=0 x=L x=0 x=L
(a) (+) (b) ()
r}
T
2
¢
el— 1¢
0x=0 x=L
(c) (A)
x=0 x=L
!
i3
2
¢o
of
617
(e) (-1)

8.9. abra. Dirichlet vikuumaéllapotok véges térfogatban
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8.4. Reflexiés faktor és peremallapot formalizmus tetszéleges dimenziéban

Tekintsiik @;, ¢ = 1,...,n skalar mez6k euklidészi kvantumtérelméletét D + 1 dimenzids fél
téridén, amit az (z < 0,y,7 ) koordinatdkkal adunk meg, egy x = 0-ndl lokalizalt peremfeltétel
mellett. A korrelacios fiiggvényeket a

B B DO ©; (21,y1,71) ... Pin (zn, yn, 7y) e 5%
<q)i1 (:El) Y1, 7'1) e q)iN (xNy YN, TN)> = f 21 f Do ejg[cl)} (827)

funkcionalintegral definialja, ahol a mértéket a
> ’ Looze Liozo 120 3 3
—far [ ay [/ da <§(axc1>) 50,8 + 5 (0:8) + U(<I>)> U8 = 0,5,7)

klasszikus hatas adja meg, amely a mozgasegyenletek mellett a hatéarfeltételeket is magaban
foglalja:

oUp
90,
A fenti euklidészi kvantumtérelmélet két kiilonbéz6 Minkowski téridében definialt kvantumtér-
elmélet imaginarius idejd verzidjaként is felfoghato.

83U(I>1'|ac:O - -

=0

1. Ha az imaginarius id6: y = it, akkor a perem térben lokalizalt: ezt nyilt csatorndnak nevez-
ziik. Az egyidejii csererelaciok:

[@j(x,t,ﬂ,atq)k(a;/,t,f”)] =i0;,0(x — LGS I z,x <0

Az allapottér a peremen adott hatéarfeltételt kielégits allapotokat tartalmazza, és a |0)p
peremes vakuumon az aszimptotikus részecskéket kelté operatorral lehet felépiteni®. Az
aszimptotikus miiltban a részecskék a perem felé kell mozogjanak, ezért a Hilbert-tér az
in-allapotokkal a kdvetkezd alakban irhato fel:

Hp = {a, (b, Fin - af (o B inl O 5 Ky >0, i =1, ,N}

(b1,...,bn a részecskék tipusat jeloli) ahol az a (k‘ k‘) operator kielégiti a

-

[ap (K, K)in, al(k k" Vin] = 2m)P Spewy(k, K)O(k — K)o (k — k') kk >0  (8.28)

csererelaciot és egy my, tomegi aszimptotikus res7ecsket kelt a peremre meréleges (trans7ver—
zalis) k és a peremmel parhuzamos (paralel) k impulzussal, amelynek energidja wy(k, k‘)

K2+ k2 + mZ. Az out éllapotok alakja

agl(kl,a)out...aj,N(/cN,EN)m|o>B . ki<0,i=1,...,N

alkotnak a Hllbert térben. A szoérast a
Rap = %0l B)5

unitér reflexids mdtriz adja meg (ami a szokasos S matrix megfelelGje). A legegyszeriibb
amplitido az egyrészecske reflexios folyamatot irja le:

R (w, k) (2m)P w6 (w — ') 6P (/Z By ’) = B{0lac(k', &Y oural (%, B)in]0) 5 (8.29)

5 Be lehet vezetni a peremre lokalizalt részecskeszerii gerjesztéseket is [BBT04], de az egyszeriség kedvéért
ezzel itt nem foglalkozom.
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ahol az energia és a parallel impulzus megmaradéisit az eltolasinvariancia biztositja, és a
reflexios amplitudé a peremmel parhuzamos irdnyokban fenndall6 forgasinvariancia miatt csak
|E|—t(’)1 fiigg. A fenti amplitudot reflexids faktornak fogom nevezni: ez a szdéhasznélat az 1+ 1
dimenzids integralhaté modellekre a korabbiakban hasznalt fogalom természetes kiterjesztése.
A Heisenberg képbeli idéfejlédést

Oi(x,t,7) = 01D (2,0, 7)e !

Hy = /dF UO d <%<f>§ + %(aﬁ)z + %(0;5)2 + U(cﬁ)) F U@z = 0)

—0o0
peremes Hamilton operator adja meg és a (A.1) korrelator a ¢ szerint idérendezett operatorok
szorzatdnak vakuum varhato értékével egyezik meg:

(@iy (z1,y1,71) ... Py (N, yn, TN)) = BO|T: (P4, (21, 11,71) ... Piy (2N, tN,TN)) [0)B

ahol a |0) g vakuumot 1-re norméaljuk.

2. Ha ellenben x = 47 az imaginarius id6, akkor a perem id6ben lokalizalt, a rendszer maga a
szokasos végtelen térfogatban adott: ez az tin. zdrt csatorna”. A Hilbert-tér a szokasos alaki:
az 1n sokrészecske allapotok bazisaban

H={ A} (51, B - A} (5, F)inl0) }

ahol
[Ap(Ky K )in, ALKk Yin] = (270)P Spetwn (5, )0 (ks — k)3 (k — k)

Az idéfejlédest ' .
(I)i(Tv Y, F) = eZHT(I)i(O) Y, F)E_ZHT

a szokasos Hamilton operédtor generdlja:
L[ Loy 1 =0 1020 2
H= [ dr dy | =P+ =(0,®)” + = (0-®)" + U(®)
s 2 2 2
A perem egy id6beli végéllapotként jelentkezik a (A.1) korrelatorban:

<q)731($17y1)7?1) cee q)ZN($N)yN)FN)> = <B|TT (q)il(’rlvyla’r_"l) cee (I)iN(TN)yN)FN)) |0>

A (B| neve peremdllapot, és a H tér azon eleme®, amit a korrelator két alternativ Hamiltoni
kiértékelésének megegyezése definil:

(B|Tr (P4, (11, y1,71) - .. Piy (T, yn, 7)) [0) = B(O|T} (P4, (21, 1,71) - .. iy (2N, tN, TN)) [0) B

ahol (it,y) = (z,it). Az aszimptotikus allapotok teljességét kihasznalva felirhat6 a kovetkezo
kifejtés:

_ > dk dk _ . . .
Bl =(0[{1+ KPA! o,om+/ —/ K5k, )AL (— 5, —R)in AL (6, K)in + - ..
(B <\{ 14;(0,0) S ey 2 (K, k)AL JinAi(k, k)
(8.30)

amit a peremdllapot klaszter kifejtésének neveziink (eltolasinvariancia miatt csak zérus teljes
impulzusu éllapotok jelenhetnek meg benne). A feliilvonéas a K egyiitthatokon azt jelzi, hogy
a fenti kifejtés a konjugalt (,bra”) peremallapotra vonatkozik.

" A nyilt/zart csatorna elnevezés a hirelméletbsl szarmazik: a hir mozgasat leiro, az 1 + 1 dimenzios vi-
laglepedén értelmezett elméletben a bedgyazo térid6 szempontjabol nézve a két csatorna nyilt, illetve zart hirok
propagalasaként foghato fel.

8 Szigortian véve a peremallapot hullamfiiggvénye nem normalhaté, a Hilbert-tér vektoraival csupéan tetszd-
leges pontossaggal kozelithetd.
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A peremaéllapot elsd részletes targyalasat Ghoshal és A. B. Zamolodchikov adta az 141 dimenzids
peremes integralhat6 kvantumtérelméletek elméletét megalapoz6é munkajaban [GZ94], ahol az
integralhaté esetre a pereméllapotot zart alakban megadtak. Attérve az 1 + 1 dimenzioban
szokésos rapiditas paraméterezésre, a C.2.1 alatti jelolésekkel

°° do

|B) = exp (gbA,i(e =0)+ /0 %K*’%e)Ai(e)Ai(—e)) 0) (8.31)

ahol |0) a zart csatorna vakuum allapota, és
K (k) = K®(0) = R (zg - 9)

az RY(0) egyrészecske reflexios faktorokkal kifejezve (itt feltettiik, hogy a peremallapot szinglett,
amennyiben ez nem teljesiil, a megfelel§ altalanositds a C.2.1 alatt leirtak alapjan kézenfekvd).
Ghoshal és Zamolodchikov az egyrészecske jarulékot a reflexios faktor 6 = i5-nél vett reziduum-
aval adta meg, a kovetkez6 alakban:

2
! =0a=20s , amennyiben R (9 ~ 25) ~

- T
0—25

(8.32)

Latni fogjuk majd azonban, hogy ez az Osszefiiggés nem helytallo; tovabbi vizsgélataink egyik
célja éppen a helyes Osszefiiggés tisztazasa lesz.

Nagyon konnyen lathato, hogy az egyrészecske tag megjelenése a vakuum konfiguracidval van
kapcsolatban. Tegyiik fel, hogy O, az A, részecske interpolalo tere, azaz

0 Oa Tyy7F Ab R, E in — é(Sabe_iwa(mlz)Tei(lliy—’—E.F) 8.33
2

ahol Z, a megfelel6 hullamfiiggvény renorméléasi faktor (kanonikusan norméalt mezére ismert,
hogy 0 < Z, <1). Ennek vakuum varhato értéke (8.30) segitsegével a kovetkezs alakba irhato:

Lo
5{0|0a(z,t,7)[0)5 = (0|0a|0) + 1/ =~ gac™" + O(e*m)

ahol (0|®]0) a szokdsos (perem nélkiili) vakuum varhato érték. Amennyiben bevezetjiikk a g,

paramétert a
50|04 (z,t,7)[0) 5 = (0]O]0) + Gae™* + ... (8.34)

alakban, akkor ez a kovetkez§ Osszefiiggésre vezet:

_ 1Z
Ga = Ega (835)

amit [BPT06al-ban a Lehmann-Symanzik-Zimmermann-féle redukcios formalizmus peremes ki-
terjesztését hasznalva is belattunk.

A peremes LSZ formulakkal a K? egyiitthato is kifejezhets az egyrészecske reflexios faktorral.
Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban csak egy skalarmezs elméletével foglalkozom, és egyetlen
részecskét tételeziink fel a spektrumban, igy az i, b indexeket elhagyom. Erdemes bevezetni az

meg (k) = \/m2 + k2

paraméterezést, amivel a zart csatornadban k, k impulzusi részecskére a kovetkezs alaki rapiditas
paraméterezés irhaté fel:

w=meg(k)cosh® , K =meg(k)sinh6
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A nyilt csatorndban pedig a megfelel§ rapiditds paraméterezés alakja:
w =meg(k)cosh® , k=meg(k)sinh

(az 1 4+ 1 dimenziés kvantumtérelméletekben szokésos jelolést hasznalva, a két csatorna rapidi-
tas paramétere kozott nem tettem kiilonbséget). A nyilt csatorndban definialt (8.29) reflexios
egyiitthatot ekkor tekinthetjiik gy, mint 0 és k fiiggvényét. A peremmel parhuzamos irdanyokban

fennallo forgasi invariancia miatt csak |k| fliggvénye lehet, és ezt helyettesithetjiik az mg o (k)-t61
vald fiiggéssel:

R(w, k) = R(0, meg (F))

A (8.30) klaszter kifejtes ekkor a kovetkezd alakba irhato:

-

- . > df e - - .
B| = 1+ K1A(0 =0,k =0) — | === K2(0,k)A(—=0, —k)in A0, k)in + . ..
(B (0’{ + K1A(0 =0,k =0) +/0 27T/(27T)D_1 2(0, k) A( )inA0, k)in + }
és a kétrészecske egyiitthatora a peremes LSZ formulakkal a kovetkezs eredmény adodik [BPT06a):
Kg <9, ];) =R <%T + H,mcff(/_{)> = K2 <9, ];) =R <%T — H,mcff(/_{)> (8.36)

ami Ghoshal és Zamolodchikov (8.31) eredményének altaldnositésa tetszéleges dimenzios térel-
méletre, amelynek integralhatosagat sem kell feltenni.

8.5. Vakuumallapot véges térfogatban: vezetd korrekcidok

Ebben a fejezetben végig 1 + 1 dimenzios térelméletekkel foglalkozom, az &altalanos esetre
8.6.2 alatt térek majd vissza.

8.5.1. Klaszter kifejtés

Az egyszertiseg kedvéért tegyiik fel, hogy a vizsgalt (nem feltétleniil integralhatd) peremes
kvantumtérelmélet részecske spektruma egyetlen tomeges skalar gerjesztést tartalmaz. Jeloljiik
a veges L térfogat két peremén érvényes hatarfeltételeket a-val, illetve B-vel és tegyiik fel, hogy a
felegyenesen definialt rugalmas egyrészecske reflexios amplitudok, R, (0) és Rg () ismertek. Az
(euklidészi) idGiranyban periodikus hatarfeltételeket feltételezve a rendszer particios fiiggvénye
a zart/nyilt csatornaban érvényes Hamiltoni formalizmusnak megfelelen — két alternativ modon
is reprezentalhato:

Zag (R, L) = Tre”Meastl) = (a|e= M| 5)

ahol H(R) a Hamilton operétor a zart csatornaban (periodikus hatérfeltételek mellett), |a) és |5)
a megfelel6 peremallapotok és H,g(L) a nyilt csatorna Hamilton operatora « és 3 hatarfeltételek
mellett. Az R — oo hataresetben

_ 0 _
e RE; (L) <Oé’e LH(R)‘5>

ahol a jobb oldalon all6 kifejezés egy teljes rendszer beszirasaval klaszter kifejtés alakjaban irhato
fel?
— {(a[n)(nlB) _rg.(r
(a‘e LH(R)|/8> = e n( )
2 o

9 Ezt a klaszter kifejtést elézéleg Dorey és munkatarsai is alkalmaztak az in. peremes entropiafiiggvény
kiszamitasara [DFRTO04].
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ahol H. a zart csatorna Hilbert-tere. Részletesebben felirva:

~LH(R)|g) = (2|0)(018) _LEy(R)
ale = ————"e
(|0) (0 B) —L(Eo(R)+m cosh6y,)
+ A P - L :
2600
<Oé|9n, 0m><0n7 0m|ﬁ> —L(Eo(R)+m cosh 0, +m cosh 0,,,)
T )
+ magasabb részecske jarulékok + ... (8.37)

El6szor tételezziik fel, hogy nincsenek egyrészecske jarulékok; ekkor az R — oo hataresetben
(8.36) alapjan

‘@:<1+/OOO%Kﬁ(G)AT(—H)AT(é’)—l—...)]0> (8.38)

(hasonlo kifejezés irhaté |a)-ra), ahol

Az allapot Gsszegzést integréllal helyettesitve:
do
Z — mR/ — cosh 6
2m
On
az energia vezetd korrekcioja nagy térfogatban:
°° df -
E.p(L) = —m/ o cosh 0K, (0) K (0) e~ 2mEcoshd (8.39)
0 s
Integralhato elmélet esetén (8.31) felhasznélasaval

° do t t
|B) =exp |1+ —K(0)AT(9)AT(—-0) ) |0)
0 21
A 8.1.3 alatt targyalt peremes TBA egyenletet LeClair és munkatarsai pontosan a klaszter kifejtés
teljes felosszegzésével szarmaztatta, és jol ismert, hogy a peremes TBA egyenlet megoldasa nagy
térfogatban éppen (8.39)-t adja.
Egyrészecske jarulék jelenlétében azonban (8.31)

13) = <1 + gz AT (0) + /OOO %Kﬁ (6) AT (—0) AT () + . ) 0)

Ghoshal és Zamolodchikov a gg egyiitthatot a reflexios faktor (8.32) polusat jellemz6 gz mennyi-
séggel azonositotta. Azonban Dorey és munkatarsai egypont fliggvényeket szdmoltak a pere-
mallapot kifejtése alapjan form-faktor kifejtésben, és ezeket a peremes TCSA eredményeivel
(numerikusan) Gsszehasonlitva a kovetkezs Osszefiiggést taldltak [DPTWO1]:

~ g
=" (8.40)

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy ez a relacié valoban helytallo, és kiterjesztjiik nemintegral-
hato elméletekre, valamint dltalanos téridé dimenziora is. A klaszter kifejtést alkalmazva

Zop (R, L) = 1+ mRGgagse ™ + ...
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és (8.40)-t hasznélva:

Bug (L) = —m%e_mL +.. (8.41)

A (8.39,8.41) eredményeket peremes Liischer-formuldknak nevezziik, mivel ezek a periodikus
hatéarfeltételekre érvényes (2.2) tomegkorrekciokkal analog kifejezések, mégpedig (8.39) éppen az
F-tag, (8.41) pedig a p-tag megfelelgjének tekinthets. Vegyiik észre, hogy ezek a formulék itt
a vakuumra vonatkoznak; a periodikus hatarfeltételek esetével szemben, a peremes esetben az
egyrészecske allapotokkal mar 1/L-ben hatvanyszertien viselkedd korrekciokat mutatnak a (8.4)
peremes Bethe-Yang egyenletek alapjan.

Megjegyezziik, hogy amennyiben g,gs # 0, akkor a kétrészecske jarulék (8.39) alatti naiv
alakjaban az integral szingularis; a kovetkezGkben latni fogjuk (bar csak az integralhato esetre),

hogyan lehet ekkor szisztematikus méodon regularis kifejtést kapni'®.

8.5.2. A peremes TBA infravoros kifejtése

A (8.40) relaciot alatamasztando, a kovetkezSkben levezetem a peremes TBA egyenlet infra-
voros sorfejtését, ami 6nmagéaban is érdekes, mivel ez kordbban nem volt ismert arra az esetre,
ha az egyrészecske csatoldsok nem ttinnek el. Habar a LeClair és munkatarsai altal megadott
levezetés [LMSS95]| csak arra az esetre vonatkozik, ha az egyrészecske csatolasok nincsenek jelen,
nagyon konnyen lathato, hogy (legalabbis naivan, 1d. lentebb) akkor is érvényben marad, ha
ezek nem tiinnek el, és Dorey és munkatarsai valoban sikeresen alkalmazték a (8.7) egyenleteket
a peremes Lee-Yang modell keretében olyan hatarfeltételekre, ahol g # 0 [DPTWOS|.

Az alabbiakban egyszeriiség kedvéért feltételezem, hogy a spektrum egyetlen skaléar részecskét
tartalmaz. Ebben az esetben a peremes TBA egyenlet alakja:

[o¢] /
€(@) = 2mLcoshf — / %gb (6 —0') log (1 +x (¢) e_e(el)) (8.42)
E.3(L) = —m/ % cosh 6 log (1 + x (9) e_E(G)) (8.43)

ahol

6(0) = —islogS(6)  x(6)= Ka(0) Ks(0)

és a (C.27) keresztezési unitaritast felhasznalva lathato, hogy x(0) 6 paros fiiggvénye. x egyetlen
lehetséges szingularitasa a valos tengelyen 6 = 0-nal van, az

P2 2 2
Zga ‘ga [ 'ga
Ra(e) ~ 2% —in = Ka(e) ~ —Z% s Ka(e) ~ +’l%

Osszefiiggésnek megfelelGen. Amennyiben a két perem koziil legalabb az egyiken az egyrészecske
csatolas elttinik (gogs = 0) akkor x(6) 6 regularis fiiggvénye. Ugyanis kolcsonhato integralhato
kvantumtérelméletben mindig fennall, hogy

S(0)=-1
és a (C.27) keresztezési unitaritasbol
Ka(0) = —Ka(0)

azaz K-nak vagy poélusa, vagy zérusa van 6 = 0-nal, ezért y-nek csak akkor van (méasodrendii)
polusa, ha mindkét K szingularis. Ezt felhasznalva nagy L-re

€(0) =2mLcosh 6 + O (e 2™F) (8.44)

19" Altalanos (nemintegralhato esetben) ez a kérdés még tovabbi tisztazasra szorul.
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ahonnan:

E.s3(L) = —m/ % cosh (6) x(0)e?mEcoshl 4+ O (e74mL)

ami konzisztens a (8.39) peremes Liischer formulaval.

Azonban ha g.gg # 0, a fenti gondolatmenet naiv alkalmazédsa divergens eredményre vezet,
mert 0 = 0 koriil nem teljesiil a logaritmus sorba fejtésének feltétele. Ilyenkor dvatosabban kell
eljarni: az aszimptotikus viselkedést az

 dh
Eu.p(L) = —m/ y cosh @ log (1 + x (9) e72mL COSM) (8.45)
oo 4T
alakban felirva és a
00 2 2
/_oo dx log 2217; =27(a —b) ,a,b>0 (8.46)

integralformulat alkalmazva, a kévetkezs eredményt kapjuk

> do 2 42 1 0 —2mL cosh 0
Eap(l) = —m/ 1 cosh o [log <1+%e—2m> +log er(gzge2

—oo *T sin 295 _omL

h 1 + 4sinh§€e "
4O 1 0 —2mL cosh 0

= - —|ga4gﬁ|e_mL—m/ 4—COSh9 log +X(gl§2 (8.47)

—o0 &M a9 _oml,
> 1+ 4sinh2ee "

2mL

ahol a mésodik tag e™ nagysagrendt, és az integral alatti logaritmus teljesen regularis hat-
vanysorba fejtésével aszimptotikus sorfejtése nagy térfogatban tetszéleges rendig elGallithat6, mig
a vezet§ tag konzisztens a (8.40, 8.41) eredményekkel, ha gogs > 0. Mar Dorey és munkatéarsai
észrevették [DPTWIS8| (a peremes TCSA-val valo 6sszehasonlités alapjan), hogy a peremes TBA
egyenlet csak ebben az esetben egyezik a korrekt alapallapottal, és a g,gs < 0 esetben megfelel6
analitikus elfolytatasra van sziikség. Ennek a diszkusszidjat Bajnok Zoltannal és Palla Laszloval
k6z6s munkankbol idézem |BPT06a]. Az elfolytatas eredménye, hogy az alapéllapotot leiro TBA

egyenlet helyes alakja ekkor
° df
= 1 — JR— _5(0)
E.3(L) = msinu m/_oO i cosh 0 log (1 +x(0)e )
ahol €(6) az
5(0 — ZU) 0 d@l , , _ (0/)
— _ s - — € A4
€(0) =2mL cosh @ 10g5(0+iu)+/_oo 27T®(9 6’)log<1+x(6’)e ) (8.48)
egyenlet megoldasa, u-t pedig
Kp(iu) Ko (iu)e™ ™ = —1

\ga2gﬁ\ o—mL

hatarozza meg. Nagy L-re €(f) = 2mL cosh § ahonnan sinu ~ u ~ és ekkor

Bas(L) = —m%e—m +..

vagyis az egyezés ebben az esetben is tokéletes.
A fentiek azt jelentik, hogy LeClair és munkatérsai levezetésének naiv kiterjesztése valojaban
csak a gogg > 0 esetben miikodik, aminek részletes elemzésére itt most nem térek ki.
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8.5.3. A peremes Liischer-formula alkalmazasa a sine-Gordon modellre

A peremes perturbalt konform térelmeéleti keretben a modell hatésa

ApcrT /dt/ da: (0, ®(x,1)) —l—u/ dt/ dx : cos P :

+ ﬂo/_ dt : cosg (®(0,t) — Dg) : —I—,&L/_ dt : cosg (®(L,t) — @) : (8.49)

A két peremen a reflexiot a alatti leirt egzakt reflexios faktorok adjak meg, amelyek n,, ¥,
(z = 0, L) paraméterei (C.33) alapjan a kovetkezSképpen fiiggnek Ossze a hatésban szerepld
paraméterekkel:

= (=1 h
o sin — (—1)*/*sin 3 + sin 3 + .
p po, 7z v,
cos = oS cosh 8.50
ﬂcrit 2 A + 1 A + 1 ( )
ahol
. 2u 8T
fiexit = L A=——1 (8.51)
et sin 62 52

és a —(—1)*/L faktor abbol ered, hogy a bal peremen (z = 0) a szoliton/antiszoliton szerepe
felcserélgdik a jobb peremhez (z = L) képest.
3% < 471 esetén a spektrumban megtaldlhato az elsG lélegzs, aminek reflexios faktora (C.31)

alapjan
1\ (1 1N (i, 1 0
Wy — )+ (K -5) G5 —3) sinh (5 + %)
Ry (0): = =173 e 1\ (i o (@)= N (8.52)
(ax +3) (K +3) (% +3) sinh (5 — %)
és 0 = im/2 kornyezetében
14 — 1
R(l)(6’) ~ 4 €os 2)‘ sin 2)‘ tan2 ~L tanh?
1) 1 — cos gy + sin gy 2\ 2020 —im
ahonnan B; egyrészecske csatolasa
1+ cos 55 —sin n 9
9) =2 2* 2’\t —L tanh — 8.53
g1 (n, V) \/1 cos gy + sin gy S s ( )

Ez érvényes akkor, ha a perem a jobbszélen talalhaté (mint a félvégtelen esetben). Azonban a
balszélen talalhatd perem esetén figyelembe kell venni, hogy Bj a tértiikrozésre paratlan, ezért
egy extra negativ elGjel jelenik meg. Ennek megfelelGen (8.41)-bol a kovetkezot kapjuk:

Fag(L) = —gmgn (0, 91) (=1 G0, 90) ™ (5.54)

1+ cos 5 — sin gy Mo Yo L 9L oL
= t tanh —2 t tanh —Ze~™
m T " cos 2)\+sm2)\ MoN 2\ an 2\ Mox 2\ an 2)\e +

A szolitonokbol adodéd korrekciok mindig kisebbek, mivel a szolitonoknak nincs egyrészecske
csatolasuk a peremhez és my < 2M.
Amennyiben a By masodik lélegzs is létezik (5% < 87/3) akkor

my = 2mq cos % <2my

amizt jelenti, hogy a By 4ltal adott egyrészecske korrekcié nagyobb, mint a B; altal adott kétré-
szecske tag (ezen feliil az is igaz, hogy mo < 2M ). Ezenfeliil, ha az n, ,4¥, (z = 0, L) barmelyike
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eltiinik, akkor (8.54) eltiinik és ekkor a vezetd korrekciot By egyrészecske jaruléka adja. Bs
reflexios egyiitthatéja:

R~ UG )
(zx+3) (G +3)
P R L O YO U SV S R S
(BE+i-%) (F+s-%) (B+i+5h) (FE+i+h)
ahonnan
oy B G R (e B (- B (G
tan % \/tan T tan (5 4+ 75)

és ebbd6l By egyrészecske jaruléka:

L9 (10, 90) g2 (11, V1) s 1 (8.57)

2 2

(ahol felhasznaltam, hogy By paros). A 9 — oo hataresetben (azaz Dirichlet hatarfeltételekre)
pedig:

1+ cos 55 — sin 95 n
91.(1,09) \/1 — €os 5y + sin g% X
2tan (K& — 55) tan (& + 5%

g (77’ OO) — (4)\ 2)\) (4)\ 2)\) (8.58)
tan ﬁ\/tan%tan (F+ %)

8.5.3.1. Osszehasonlitas a peremes DAV egyenlettel

Ezeket az eredményeket Osszevethetjiik a sine-Gordon modellre Dirichlet hatarfeltételek mel-
lett felirt DAV egyenlettel, amit a két peremen azonos hatérfeltételek esetére (&g = @) LeClair
és munkatéarsai szarmaztattak le [LMSS95|, és a g # Py esetre Ahn, Bellacosa és Ravanini
altalanositott [ABRO4]. Az egyenlet alakja'l:

[e.e]

Z(0) = 2MLsinh0+ P (0| Ho, Hy) — z/ dzG(0 — x — in) log (1 - eiZ(wﬂ'ﬁ))

—I—i/ dzG(0 — x + in) log (1 - eiz(m_i”)> (8.59)
ahol
0
P(0|Ho Hy) = 277/ d (F (z, Ho) + F (x, Hy) + G(z) + J())
0
. m(1—X
G /oo dk . sinh (%k)
= )27 2sinh Zkcosh 3k
. m(1-X\ m(14+A
) = /oo dk . smh< (4A )k> cosh (%k)
AN sinh 25 k cosh 2k
% dk esinh(3 (141 — H) k)
Ia H _ : H Wi ik6 2 A
(6, H) sign( )/_OO 27 2sinh -k cosh Tk
és g 3
1— 30, 1+380,
B B
Hy=—2" Hy=—2~
0 2\ 3 L B\

1A levezetés kiindulopontja a (6.2) fénykip racs Bethe Ansatz altalanositisa arra az esetre, amikor a
rendszer nyilt, és a spinlanc két végén nemzérus kiilsé magneses tér van.
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az egyenlet fenti alakja 0 < Hg < 1+ A7! esetén érvényes). Az energia pedi
g , g g
% *dx ; iZ (x+in)
E(L)=—M Sm . sinh(z 4 in) log (1 —e ) (8.60)
—00

és gy van normalva, hogy

E(L)—0 ha L — oo

Ennek megfelelgen a perturbélt konform térelmélet vaikuum energidja a DAV egyenletbél ad6do
eredménnyel (a (6.53) utén targyaltakkal analog modon) a kovetkezGképpen fejezhetd ki:

EPCT(L) = EDd\/(L) + BMzL + Eb(no) + Eb(T]L)

ahol B a (6.53) univerzalis vikuumenergia konstans és Ey(n) a (C.34) peremes energiajarulék. Ez-
zel szemben viszont (8.60) pontosan ugy normélt, hogy kozvetleniil 6sszehasonlithaté a peremes
Liischer formuléval.

A X < 1 taszité tartoméanyban

Z(0) =2MLsinh6 + P (6| Hy, Hy)

Ezt behelyettesitve (8.60)-be és az ) — § hataresetet véve:
° df . . . .
E=-M / 1 cosh o (K35 (—0) K5 (0) + K5 (—0) K (9)) e 2MEcoshf (8.61)
oo AT

ahol

S5 T s ss T s
K5 (6) = R, (z§ - 9) , K5 (0) =Ry (25 - e)g
a (C.30) reflexios faktorokkal kifejezve. Ez pontosan megegyezik a (8.39) alatti eredménnye
A fenti eljaras a vonzo tartomanyban nem miikédik, mert a Z fiiggvény analiticitasi tartomé-
nya nem teszi lehet6vé az n — 7§ hatareset (legaldbbis a fenti egyszerti modon térténd) elvegzését.
A részletes elemzés helyett inkabb numerikus 6sszehasonlitast alkalmazok a tovabbiakban, mivel
a DAV egyenlet numerikus iterativ megoldasa igen gyorsan és nagy pontossaggal konvergal. A
8.10 abran mutatok be egy példat, ahol A = 4 mellett log(|E|/M)-et abrazoltam [ = ML
fliggvényében. A @,, z = 0, L peremértékeket

s
112

2

¢, = ﬁ‘pz

alakban parametrizalva:
n: = —(=1)*Fx(1 4+ Ne-

Az eredmények meggyGzden alatamasztjak a klaszter kifejtés réven kapott (8.41) egyrészecske
korrekcio érvényességét és ezzel egyiitt a (8.40) relaciot.

8.5.3.2. Klasszikus hatareset

Az alabbiakban megmutatom, hogy a (8.26) alatt adott klasszikus aszimptotikus kifejezések
pontosan megegyeznek a peremes Liischer formuldk klasszikus hatéresetével. Nagyon fontos
észrevenni, hogy a (8.63)-nak megfelels klasszikus hatéreset nem egyszeriien 5 — 0: ebben az
esetben szinte minden érdekes mennyiség divergensnek adddna. Az alapéllapot szemiklasszikus
kifejtése a kovetkezSképpen fejezhets ki euklidészi palyaintegrallal:

E(L li 11 Do ! T/QdL P
(1) = Jim ~gzrlos [ Dwexp 5 [ ar Li(@)

12 A Dirichlet hatarfeltétel esetén szoliton szolitonként, antiszoliton pedig antiszolitonként verddik vissza,
ezért a korrekcio éppen két (a szolitonhoz, illetve antiszolitonhoz tartozo) jarulék Gsszege.
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B, — | | | I l ' '
______ B
e
g B g
asl T ‘o B
..... +o. B
----- oy B g
"""""""""""""" —— T
S S
<=20P- e R
% @ x
o © g
= T
o251 Ol
O
GX'~~
=0l O e
QLT
)
-35

11 i2 i3 i4 i5 | i6 i? i8 i9 20
8.10. abra. A Dirichlet DAV &sszehasonlitasa a peremes Liischer formuldkkal nagy térfogatban,
A = 4 mellett. DAV eredmények: [: @y = —0.17, ¢, = 0.1, +: @9 = 0.017, ¢, = 0.1, x:
wo=0,0L=0,®: o =—-0.08, ¢r =0. A fels6 két vonal a (8.54) B; egyrészecske korrekciot,
az also kett6 a Bo egyrészecske jarulékat mutatja.

ahol a (8.19) hatasnak megfelelGen
2

L
Lp(®) — /O da (% (8T®)2+%(8x®)2+%cosﬂ¢>

+ My [1 — cos g (®(L,7) — qm)] + My [1 — cos g (®(0,7) — <I>o)]

A csatolasi allandot kiskalazva és dimenzidtlanitva
b=p> |, T=mx , T=mT
a standard modon elvégzett szemiklasszikus kifejtés eredménye

_ % <F <mL, M°52, MLBQ,@O,@L) +0 (zw?)) (8.62)

m
ahol F valtozoinak dimenziotlan fiiggvénye. Az els6 tag a klasszikus energia, ami 572 rendd,
az Osszes kvantumkorrekciok pedig 3 — O-ban regularisak: a h szerinti kifejtés azonos a [3?
szerintivel. Ezek szerint a klasszikus hatareset nem méas, mint a vezets 32 tag a 3 = 0 koriili
kifejtésben. Fontos észrevenni, hogy azok a mennyiségek, amiket fixen kell tartani a klasszikus
hataresetben, éppen F' argumentumai:

My M5

mL, , , o, P,
m m

E(L)

valamint m. A (8.26) végesméret korrekciok térfogatfiiggésebdl megtudhatjuk!?, honnan jon a
megfelels jarulek: e~ esetén a By egyrészecske jaruléka, e=2 esetén pedig legalabbis naivan
Bs-é (a klasszikus hataresetben mgy = 2my = 2m).

A klasszikus hatéas (8.19) szerint

2

L
Aclass = [0 dt{ /0 dz (%QL(P@“(P + %(cos P — 1)> + My, <cos g (P(t,x =0) —Pp) — 1>

+ My <cos§ ((t,z = 0) — dg) — 1> }

13 Emlékezziink, hogy | = mL.
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amelynek paraméterei a (8.49) perturbalt konform térelméleti leirds paramétereivel a 3 — 0

klasszikus hataresetben

m2

laz — M ) w— F
alapjan azonosithatok, a reflexios faktor parameétereit pedig a kovetkezéképpen skalazzuk:
n=na(l+A) , J="da(l+2A) (8.63)

ahol 71, ¥¢ véges marad. Ebbdl a kivetkezd Osszefiiggéseket kapjuk:

M, . (39, . .
Merit S 2 ( ) SIN 7)¢] SINN V)
M, (P,
- ho 8.64
M it o8 2 COS T)c] COS cl ( )
4m
Mcrit = _ﬁQ

A (8.50) Osszefiiggések szerint a Dirichlet hatarfeltételnek ¥ — oo felel meg, a &9 = 0
perturbélt Neumann hatarfeltételnek pedig 9 = 0 (A~ < 1) vagy =0 (A~ > 1). A klasszikus
(8.64) relaciobol a esetben

B B . pPy
Nlo=—Y0o=—""F75— » N L =YL= (75—
2 2
a perturbalt Neumann esetben pedig
cosng =A1 (At <) , coshng = A1 (A1 >1)

adodik.
Ezzel a (8.54) B; egyrészecske tag klasszikus hatéaresetére
32
32 2 2
adodik, ami megegyezik a (8.26) szerinti E4 értékkel. FEp egyszertien megkaphato, ha észre-
vessziik, hogy a kvantumelméletben az

n—n=rA+1)—n (8.65)

pontosan felcseréli az alapallapotot az els6 gerjesztett allapottal. A klasszikus hataresetben ennek
Nl — T — 1q felel meg, azaz éppen Ey és Ep-t cseréli fel. Hasonléan lathato, hogy EDre is
egyezést kapunk.

Az ¢ rendfi korrekciok azonban nehezebb kérdésnek bizonyulnak. Pl E, esetén a Bo
(8.57) egyrészecske jarulékanak klasszikus hataresete

2m tan2 20 o= (8.66)

ﬁQ
ami pont kétszer akkora, mint a megfelel§ klasszikus formula (8.26) szerint.
Azonban itt emlékezniink kell arra, hogy a klasszikus hataresetben
mi=m , Mg =2m
vagyis a B; kétrészecske tagja is e 2 korrekciot ad. A (8.39) kétrészecske jarulékot atirhatjuk

< db 7% —2mLcoshf __ —2mL /OO do —2mL6? /2
m/_oo pp cosh 0K, (0) Kg(0)e = —me N 47rf(9)e
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alakba, ahol ,
f(@) — cosh HKoc (9) Kg (9) e—2mL(cosh 0—-1-62/2)

Mivel f(0) paros:
FO)=fot+ 162+ ...

és az integralt elvégezve

[e.e]

m  _omlL (2n — 1!
—74 —7rmLe (fO + nZ: —(ZWLL)" fn> (8'67)

=1

Itt Gjabb probléma adodik, mert az e=2 faktor mellett megjelenik egy L1/ egyiitthato is, tehat

ennek alapjan nem kapunk egyezést a klasszikus formuldval. Ennek okit akkor lathatjuk, ha a
(C.31) reflexios faktorok behelyettesitése utan elvégezziik a Taylor-sorfejtést:

1
BA(n+1)

fn ~ )\2(114—1) ~

ami azt jelenti, hogy a (8.67) sorfejtés a klasszikus hatéresetben érvénytelen. Ezért az integral
kiszamitasanal ovatosabban kell eljarnunk. A probléma az, hogy mind

X(0) = Ko (0) K5 (0)

mind pedig az Osszes derivaltja divergens §# = 0-ban, ha § — 0. A veszélyes jarulék a (8.52)

reflexios faktor
3 n 1
2 2\

tényez6jébosl adodik. Definidljuk yo-t a kovetkez6képpen

cosh 0 + cos &
X () = ————2x0(0)

s
cosh 6 — cos 2%

ekkor x((0) a klasszikus hataresetben véges
cos 75 — sin 7 o\ ©0
0) = 4\ 4\ tan — ~t 2 0 9] 2
x0(0) <cosﬁ+sinﬁ X g +0 ()

ezzel szemben a
cosh 6 + cos 5

9(9)

- T
cosh 6 — cos 2%

Tt~ (2) (o)

igy (8.67) kis (B-ra a kovetkezG alakot 6lti:

256m 5 90 _omL = 128 \"
7 tan? 20 1 om — [ ——
i an” —-e —{—Z( n—1) mLg

n=1

Taylor-egyiitthatoi:

Lathato, hogy az egymast kovet§ tagok egyre szingularisabbak ahogy 8 — 0 és rdadéasul az
egyiitthatok faktoridlis novekedést mutatnak.
A feladat tehat

> d —2m3 L cosh 6 do —2m; Lcosh @
—my /_Oo o cosh Oy () e ~ —my /_Oo T cosh 6 log (1 +x(0)e ) (8.68)

oo
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kiszamitasa, ahol

T M (T _ _ _ 9.
) (22 0>0R‘> <Z2+9)L,T]0—<,00()\—|—1),T]L—O,ﬁo—ﬁL—OO

x = sinh 0 helyettesitéssel és nagy L mellett a vezetd tagokat megtartva adodik

*d 1+ cos & + 22 /2
—ml/ ﬁ log <1 + < 2 / 1> XO(O)e_2m1L>

o 1 — cos g5 + 22 /2

ahol a —1 levonés az integral konvergencidjat biztositja (és csak 80 jarulékokat érint). Felhasz-
nélva (8.46)-t

s
_ in2 1 1 —2mi1L _ & 1 ~ _@ COS 2x —2m1 L
mi [\/sm 5y + cos 2)\Xo(O)e sin -~ 5 XO(O)—sinﬁe

A kis B (nagy A) hatéresetben a vezets tagra

16
M a2 PO g2mi

32 2

adodik, amit (8.66)-hoz hozzdadva, az egyezés a (8.26) alatti E, eredménnyel helyreall. E(PN)_re
ugyanez az érvelés miikodik, mig E_ a (8.65) helyettesitéssel megkaphato.

8.5.4. A g-g Osszefiiggés igazolasa és kiterjesztése tetszbleges dimenzidszamra

Latjuk tehat, hogy a (8.40) alatti

i=12
2

Osszefiiggés integralhaté modellekben szamos kiilonb6z6 maddszerrel ellenérizhetd. Bajnok Zol-
tannal és Palla Laszloval megmutattuk, hogy amennyiben ezt a sejtést nemintegralhatod kvan-
tumtérelméletekre is kiterjesztjiik, akkor szamos szemiklasszikus konzisztencia ellenérzést kiall
[BPT06a].

Az aldbbiakban megmutatom, hogy ez az Osszefiiggés tetsz6leges (akar nemintegralhato) 141
dimenziés modellben a peremes kvantumtérelmélet alapvetd elveibdl levezethetd, illetve megadom
akarmilyen térid6 dimenzioban megfogalmazott kvantumtérelméletre valo kiterjesztését is. Ehhez
a kétpont fiiggvény klaszterezését hasznalom fel.

A peremes kvantumtérelméletekben altalanosan megmutathato [BPT06a], hogy az euklidészi
kétpont fiiggvény a peremtdl tavol mindig a kdvetkezs alakot o6lti:

B <0| @(x’y’fi)fb(gj/’y,,f‘/) |0>B ~ (869)
dp dk d]; Z —iply—y) ik(F—F —ik(z—1 > ik(zta
/%ﬂ@ﬂ)D‘l 222 P e ){e ) 4 Rk, Bye™ )}
p+k*+k“+m

A Kklaszterezés a kovetkez6 aszimptotikus viselkedést jelenti:

B (0’ Cp(x7y7ﬂ@(xlay'7f!) ’0>B = B (0’ @(.’L’,yyf) ’0>B B <0‘ q)(x,,y,,f!) ’0>B 4 O (e—ﬂ‘y_y ‘)

amit egy teljes rendszer besziraséaval lehet szarmaztatni, a p skila a vikuum feletti témegrésnek
felel meg. (8.34) alapjan ezt atirhatjuk:

5 (0] ®(z,y, By, 7) |0) 5 ~ ™)y —y| oo (8.70)
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Szabad elméletben Z = 1 és R(k,k) = +1 (Neumann/Dirichlet hatarfeltételnek megfelelGen),
igy (8.69) kiszamithato

%(KO (mr-) + Ko (mry)) , e = \/(y—y’)2+(a:ix’)2+(7?—77')2

ami exponencialisan csokken, ha |y — y'| — oo, azaz nincs vakuumjarulék. Ez utobbi allitas
egyébként mindig igaz, amikor R(k, l;) k = im-ben regularis. Ezért tegyiik fel, hogy a reflexios
faktornak szingularitasa van a k = im helyen, ami 141 dimenziéban a 6 rapiditasban a kdvetkezd
viselkedésnek felel meg:

ig?/2  ¢*/2

0—i5 cosh 6

R(0) ~

Ezt atirva a k valtozora

mg?/2
Vk? 4+ m?
Lathato, hogy a szingularitds nem polus, hanem annél enyhébb tipusu (elagazasi pont). Ez
a szingularitds zérus energiaju virtudlis részecske emissziojaként interpretdlhato [GZ94|, ennek
megfelelGen magasabb dimenzioban a k parallel impulzus komponens megmaradasa miatt a ko-
vetkez§ alakot varjuk :

R(k) ~ -

2
B 2
Rk, k) ~ — mgq/
VEZ £ 12 + m?

A hatarozottsag kedveéért tegyiik fel, hogy y > y': ekkor a p integralas kontarjat az Smp < 0
félsikban bezarva a szingularis rész jaruléka

(2m)P5(k) (8.71)

ro dk A _ poos TN m92 9 ib(oad!
01000070500 ~ = [ e Fen R e}

Mivel z + 2’ < 0, a k kontir az als6 félsikban bezarhato, ezzel

2
B (0| ®(z,y,P)B(z ,y ,7) 0) 5 ~ %Zem(x—m’) 4o

g
2

amibdl (8.70) alapjan

g:

(NS

és (8.35)-t felhasznalva adodik, hogy

s}

Fontos megjegyezni, hogy magasabb dimenziéban ez a szamolas mindossze a (8.71) feltevés kon-
zisztencidjat mutatja a kétpont fiiggvény klaszterezésével. 1 + 1 dimenzioban azonban, mivel a
6 = i szingularitas alakja ismert, a fenti érvelés megadja a (8.40) relacio bizonyitasat.

8.6. Alkalmazas a Casimir effektusra

A peremes Liischer formuldk a 8.31 alatt targyalt altalanos térid6 dimenziéra érvényes perem-
allapot formalizmus alapjan egyszeriien kiterjeszthetsk tetszéleges téridé dimenziéban definialt
kvantumtérelméletre. Ennek eredménye pedig nem mas, mint a jol ismert Casimir effektus egy
ujszerd leirdsa planaris elrendezésben. A Casimir effektus itt nem targyalt részleteivel kapcso-
latban a [BMMO01, Mil04| 6sszefoglalo miivekre, illetve Milton [Mil| kényvére utalok.
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o [

(=Y
&/
/F.\
N
nyilt csatorna

zart csatorna

8.11. dbra. Defekt a kvantumtérelméletben

8.6.1. Defektek a peremallapot formalizmusban

Feltételezve, hogy nincs egyrészecske csatolas, a (8.30) pereméllapot (8.36) alapjan a kovet-
kezd alakba frhato:

dP—- 1]{7 . . .
_ {1+/0 / 9 meﬁ(k)) Al (—0,—B)AT (0.F) + ... } 0y (8.72)

ahol

K, (H,meH(E)) =R <% - 9,meﬂf(1§)>

Amennyiben az elmélet S matrixa trivialis és a reflexié teljesen rugalmas, akkor kénnyen meg-
mutathato, hogy az integralhaté térelméletekre vonatkoz6 Ghoshal-Zamolodchikov-féle (8.31)
kifejezéshez hasonl6an a pereméllapot a

B e[ /dD L Ka(O,man () AL (-0, -DAL 6.0 ) ) (879

zart alakba irhato.

A Casimir effektus tanulmanyozasa soran azonban olyan hatarfeliileteket is megengediink,
amelyeken a reflexié nem teljes, azaz transzmisszi6 is megengedett: ezeket defekinek nevezziik.
A defekt valojaban nem mas, mint a két oldalon definialt, akar eltérd kvantumtérelméleti rend-
szert Osszekapcsold hatarfeltétel. Tegyiik fel, hogy @ = xg-nél egy defekt helyezkedik el. A zart
csatorndban egy ilyen defekt egy operatornak felel meg, ami az x < zg rendszer Hilbert-terébsl
az x > xg rendszerébe képez. Jelolje az ¢ < x( tartomany aszimptotikus részecske kelt6 ope-
ratorat (a zart csatornaban) AI, mig az x > xo tartomanyét A;. A Bajnok és George altal
alkalmazott hajtogatési triikkel [BG06] a rendszer egy peremes térelméletbe képezhetd, ahol 1
és 2 két részecske fajta indexe lesz, amik csak a peremen hatnak kolcson egymassal. Ekkor négy
egyrészecske amplitadot adhatunk meg: R* megérzi az 1 illetve 2 tartomény indexet, mig 7+ 1-et
2-re illetve 2-t 1-re valtja. RT a defekt két oldalan torténd reflexioknak, mig 7% az egyik oldalrél
a masikra torténd transzmisszioknak delel meg. A fentieket a 8.11 abrén szemléltetem; ezen
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Y7777,

8.12. dabra. A Casimir effektus kiszamitasahoz felvett rendszer

képet és a pereméllapot formalizmust felhasznalva kdnnyen belathato, hogy a defekt operatort

<q9 [ dP-'k
D = 1 - ) - .74
+/oo A / (27T)D‘1< (874

i . . .
R (5= 0,men(F)) Al (=0, -F) AL (0, ) +

T+ <% —9, meH(E))AI(—H, —k)As(—0,—k) +
_ /i 7 L k
T <§ - H,moﬁ(k))Al(07k)A£(97k) +

—.

R‘(%T - e,meﬁ(k))Ag(e,E)Az(—e, —E)) yo

14

Y

adja meg. Amennyiben az S matrix trividlis, és a defekten torténd szoras teljesen rugalmas
akkor D a kovetkezd zart alakba irhato:

<dj [ dP'k
D — @ 8.75
exp{/oo 477/(27r)D_1 (8.75)
<R+ (%T — 0,me () AL (0, ~F) A} (6, F)+

8.6.2. A Casimir effektus szarmaztatasa

Tekintsiink egy ®(¢,x,y) skalar mez6t D + 1 dimenzidban, amit © = —L/2 és x = L/2
feliileteken egy-egy defekt hatarol le. Mivel megengedjiik, hogy a tartoméany két faldn transz-
misszi6 lépjen fel, érdemes bevezetni két teljesen reflektalo segédhatarfeltételt az @ = £(R+L/2)
feliileteken a 8.12 dbra szerint, és késébb majd elv_égezziik az R — o hataratmenetet. Legyen

a segédhatarfeltételek reflexios faktora Ry(0, meg(k)) és R, (0, meg(k)), a két defektet pedig a
kovetkezs egyrészecske reflexios-transzmisszios egyiitthatokkal jellemezhetjiik!s:

. Y R:_(va&?ﬁ(];)) Tz_(07m0ff(lg)) -
DZ(Q’"”“(“)‘(Tm,meﬂ(%» R;w,meff(f%))) e

4 Megjegyzem, hogy 1 + 1 dimenzioban integralhato defektek csak akkor engedhetnek meg egyszerre nem-
trivialis transzmissziot és reflexiot, ha az S matrix trivialis [DMS94].

15 Ttt nem sziikséges feltételezni, hogy a defekten a széras elasztikus, és a kvantumtérelmélet maga is teljesen
altalanos (kolcsonhato) lehet.
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ahol ¢ = 1,2. A nyilt csatorna Hamilton operatorat jelolje Hp, a megfelel§ Hilbert-teret pedig
Hp. A Casimir effektus Hp alapéllapoti energidjanak L-fliggésébdl szamolhato: nevezziik ezt az
energiat Casimir energidnak. Amennyiben az Gsszes végtelen iranyt (¢, ) T keriiletii korokre
kompaktifikaljuk, a rendszer particiés fliggvényét a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

ZR(L,T) = TI‘HBe_THB

(1) (2) (3)
= (B|e M DM Dyem T |B,)

ahol Hg(ci) a periodikus hatarfeltételeknek eleget tevd Hamilton operdtor az x csatorndban a
harom (i = 1,2,3) tartomanyban. Teljes éallapotrendszert beszurva az R — oo hatéaresetben
a kovetkezd adodik (a periodikus csatorna alapallapoti energiajat Ey = 0-ra normélva, ami a
T — oo hataresetben a végtelen rendszer vikuumenergidjanak levonasat jelenti):

Zoo(L,T) = Y (Bi]0) (0| Dy|n) (n| Dz |0) (0|B,) e~ """

n

= Z (0| Dy |n) (n| Dy |0) e LEn

n

ahol a By, segédhatarfeltételektsl valo fiiggeés kiesik, mivel R — oo mellett |By,) kifejtésébdl
csak a vakuum tag ad jarulékot. A vezets tagok:

133 (01 D116, F: 0/, {6, T 0/, 1Dz 0) o e R cosh (@ cosh )
0.k 0.q
+O(e_3mL)
A vezets 1 a vakuum (|n) = |0)) jaruléka, a kovetkez6 jarulékot (8.74) kétrészecske tagjai adjéak,
a magasabb korrekciok a sokrészecske tagokbol jonnek. Ez pontosan a (8.37) klaszter kifejtés

megfelelGje, és teljesen vilagos, hogy a vezetd kétrészecske korrekcio csak az Ry és R;r reflexios
egylitthatoktol fiigg. A (felilletegységre esd) alapallapoti energia az

B(L) = lm TiDlog Zo(L,T)

alakban fejezhetd ki, és az eredmény

> df dP—k o (im S\ L (im o
E(L) = —/_OO E COShe/ W [meﬂ(k')Rl <? +9,meff(k)> R2 (3 — H,meﬁ‘(k)> X
e—2meH(E) CoshGL] +O(€_3mL) (876)

ahol a véges térfogatban diszkrét impulzus 6sszegeket a szokasos mdédon a T' — oo hatéresetben
integréalassal helyettesitettem.

A (8.76) kifejezés megadja a Casimir effektus vezet viselkedését nagy tévolsagokon, mégpedig
teljesen altalanos modon kolesonhato esetben. Az Gsszes informaciot az RT reflexios faktorok
hordozzék, amelyek teljes mértékben véges, és a modell hossziutavi (infravoros) viselkedésere
jellemz6 mennyiségek. A szokéasos megkozelitésben a modell mikroszkopikus (ultraibolya) meg-
fogalmazasat veszik alapul, azonban ekkor a felmeriilg divergencidk miatt renormélasra van sziik-
ség. Az is lehetséges, hogy a modell infravoros viselkedése jelentésen kiilonbozik attol, amit a
mikroszkopikus leirds alapjan naivan varnank (kozismert példa erre a bezaras az erds koleson-
hatdsban). (8.76) ellenben az aszimptotikus részecskedllapotokkal van kifejezve, azaz a nagy
tavolsagokon érvényes szabadséagi fokok nyelvén, és a Casimir effektust a (8.39) peremes Liischer
formula magasabb dimenzids kiterjesztéseként fogalmazza. Ezen a nyelven a Casimir effektus
nem més, mint peremes végesmeéret effektus.
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Tovabbi sajatsaga ennek a kifejezésnek, hogy (implicite ugyan, de) tartalmazza a defektekre
lokalizalt gerjesztések (un. feliileti plazmonok, amelyek a defekt matrix imaginéarius tengelyre
lokalizalt polusaként jelennek meg) jarulékat. Ez ugy tehetd explicitté, ha a Casimir energiat
a szokasos naiv nullmodus Osszegzéssel irjuk fel (ehhez az kell, hogy a szorasméatrix trivialis, a
defekt matrix pedig teljesen rugalmas legyen).

Amennyiben a defekt allapot (8.75) alakban exponencializdlhat6, a klaszter sorfejtés felossze-
gezhet6'® és az eredmény

0 d@ dD—llg —

Ry (5 +0.men(R)) B (5 — 0, e (K) e 2men® Cosh9L> (8.77)

ahol a felsd elGjel Bose, az also elGjel pedig Fermi statisztikdnak felel meg.

A peremallapot megkozelités egy nagy eldnye az univerzalitasaban rejlik. A [BPT06b] cikkben
megmutattuk, hogy a fenti eredmények alapjan a planéris elrendezésben ismert legfontosabb
eredmények reprodukalhatok. Ilyenek pl. az elektromagneses mezd esete dielektrikumok kozott

az un. Lifshitz-formula [Lif56, DLP61] , a szabad bozon lineéris hatarfeltételekkel [dAC04],
vagy szabad fermion un. zsak hatarfeltételekkel [Joh75, Mil].

16 A felosszegzés modszerét tekintve 1d. LeClair munkatarsai [LMSS95] cikkében a termodinamikai Bethe
Ansatz szarmaztatasat (amit itt trividlis S matrix, és R; /R3 altal adott reflexios faktorok esetére kell alkalmazni).
Az altaluk elvégzett szamolashoz képest annyi kiilonbség van csupan, hogy a reflexios faktorok a transzmisszio
jelenléte miatt nem tiszta fazisok (ez a levezetésre nincs érdemi hatéssal), illetve az altaluk feltételezett Fermi
statisztika helyett mindkét lehetGséggel szamolni kell.



9. Osszegzés és kitekintés

9.1. Osszefoglalas

A dolgozatban megkiséreltem bemutatni, hogy a végesméret effektusok mennyire fontos sze-
repet toltenek be a kvantumtérelméletben. Lathattuk, hogy segitségiikkel szdmos 1j ismeretre
tehetiink szert a kvantumtérelméletek dinamikajaval kapcsolatban. Az alabbiakban réviden
Osszegzem a fontosabb pontokat.

A kvantumtérelméletek alapvet6 nemperturbativ megkozelitése a racstérelmélet, amelynek
soran teljesen magéatol értet6dd modon véges térfogatbeli rendszerekkel dolgozunk. Liischer
alapvet6 miiveiben megmutatta, hogy a végesméret effektusok szamos fontos informéaciot tar-
talmaznak a kvantumtérelméletrsl, még abban az esetben is, ha valgjaban a végtelen térfogat-
ban jellemzg jelenségek irant érdeklédiink. A végesméret spektrumbol kinyerheté az S matrix,
meghatarozhatok a spektrum fontos jellemz6i, az instabil részecskék (rezonancidk) paraméterei.
Ezek kozott szamos olyan mennyiség van, amirél a termodinamikai hatédresetben nem is kapnank
informéaciot (Maiani-Testa ,no-go” tétel), de a végesméret effektusokbol kinyerhetdk.

1+ 1 dimenzi6s kvantumtérelméletekben tovabbi kérdések vethetsk fel. Integralhaté kvan-
tumtérelméletek esetén az egzakt S matrix (peremes esetben az egzakt R métrix elmélet) és
kiterjesztései (pl. a form-faktor bootstrap [Smi92, BPT06¢c|) segitségével nagyon sok nempertur-
bativ, mi t6bb, egzakt informéciét nyerhetiink, &m ezekben a megkozelitésekben nem tisztézott
a kapcsolat a kvantumtérelmélet dinamikajaval. A bootstrap médszerek ugyanis dltaldanos elvek-
bol, a magasabb dimenzioban is jol ismert analitikus S méatrix elmélet integralhaté modellekre
specializalt valtozatabol indulnak ki, ahol a szoras faktorizicidja elegendd informéciot biztosit
ahhoz, hogy lényegében egyértelmiien megadhassuk a szorasi amplitidokat és a lokalis operatorok
matrix elemeit. Azonban az egzakt S matrix amplitidok egyfeldl fiigghetnek bizonyos szabad
paraméterektsl, masfeldl pedig az egyértelmiiség csak egy bizonyos minimalitas megkovetelésével
adodik (ezt CDD hatarozatlansdgnak nevezziik [CDD56]).

Szamos példat mutattam arra, hogy a végesméret effektusok segitségével ezek a kérdések
megoldhatok: az S métrix amplitidok kozvetleniil mérhetdk, egzakt relaciok adhatok meg a
bootstrap paraméterek és a kvantumtérelmélet Lagrange-fiiggvényében szerepls csatolasi allan-
dok kozott (ennek a modszerét ugyan nem részleteztem, de tobb ilyen eredményt idéztem), a
spektrumra vonatkozé joslatok (pl. peremes kotott allapotok) kozvetleniil vizsgalhatok. Nem-
egyszer ilyen vizsgalatok vezettek késébb egzakt modon bebizonyitott eredményekre, erre volt
példa a peremes egyrészecske csatolds és a reflexios faktor reziduuma kozti kapcesolat. A véges-
méret effektusok segitségével direkt kapcsolatot tudunk teremteni az S méatrix (amely a nagy
tavolsdgokon érvényes részecske képen alapszik) és az ultraibolya fixpont kozelébdl induld nagy
energias leiras kozott, integralhato térelméletben (mint ezt a Destri-de Vega egyenlet analizise
mutatta) ezt a kapcsolatot egzakt modon meg tudjuk hatérozni, akir az egyes allapotokra kiter-
jedd részletességgel.

1+ 1 dimenziéban igen hatékony eszkozok &llnak rendelkezésre akkor is, ha a térelmélet nem
integralhato (vagy az integralhatosag nem lényeges szempont). Ilyen modon vizsgalhaté vakuum-
allapotok kozti alagutazas jelensége (¢-vakuumok, instantonok), vagy a tomegspektrum. Ezzel
egy fontos ellen6rzési lehetGséget kapunk olyan modszerek tesztelésére, mint a ritka instanton
gaz kozelités vagy a Goldstone-Jackiw-féle form-faktor modszeren alapulé szemiklasszikus meg-
kozelités  éppen az utébbi esetén lathattuk, mennyire fontos lehet ez, hiszen ezek a mddszerek
konnyen tévitra is vezethetnek.
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Ami taldn még fontosabb, egyfajta fejlesztési-kisérleti terepet is nyijtanak ezek a model-
lek, erre mutattam példat a rezonancidk analizise kapcsan. Hasonlé eredményekrsl szamoltam
be a kétfrekvencids sine-Gordon modell fazisdiagramjaval kapcsolatban, ahol  til azon, hogy
maga a modell is szamos térelméleti/statisztikus fizikai alkalmazas szempontjabol érdekes — egy
olyan modszert vazoltam, amivel a véges térfogatban érvényes energiaspektrumbol eldonthetd a
fazisatalakulas rendje, és megadhaté annak tipusa (univerzalitasi osztalya).

A peremes végesméret effektusok vizsgalata ujabb ismereteket nyujt a kvantumtérelméletek
nemperturbativ viselkedésérsl. Azt is lattuk, hogy az ezzel kapcsolatos eredmények altalanosit-
hatok magasabb dimenziés elméletekre. Ennek kapcsdn megmutattam, hogy a Casimir effektus
nem mas, mint peremes végesmeéret effektus, valamint hogy az 1 + 1 dimenziéban kifejlesztett
leiras (pereméllapot formalizmus) kiterjesztésével megfogalmazhatok.

Végezetiil az 1 4+ 1 dimenzidos modellek szerepét szeretném kissé jobban tisztazni. Vildgosan
kell latni, hogy joval tobbrél van sz, mint hogy ezzel egraktul (integrdlhato esetben) vagy
legaldbbis nemperturbative nagy hatékonységgal és pontossdggal (nemintegralhato esetben) ta-
nulméanyozhaté példait kapjuk a kvantumtérelméleteknek. KEgyfel6l szamos példat lehet hozni
arra, amikor ezek a modellek kozvetleniil valodi fizikai rendszereket irnak le (kvantum dot”-ok,
Kondo effektus, kvantum Hall-effektus, effektiv egydimenziés magneses rendszerek — spin-lancok,
spin-létrak — vagy megleps modon a réz-benzoat fajhdje). Méasfelsl két esetben is lathattuk (re-
zonancidk, illetve Casimir effektus), hogy az 1 + 1 dimenzios kvantumtérelméletek vizsgéalatéval
magasabb dimenzi6s rendszerekben is érvényes tanulsagokhoz, illetve alkalmazhat6 médszerekhez
juthatunk.

9.2. Erdekes kérdések, nyitott iranyok

Erdekes nyitott probléma az aszimptotikusan konform térelmeéletek végesmeéret effektusainak
leirdsa a nagy energias (ultraibolya) néz6pontbol. Amennyiben ugyanis az alacsony energias (inf-
ravoros) szabadséagi fokok felgl nézziik, Liischer formalizmusa, illetve annak kiterjesztései minden
tovabbi nélkiil alkalmazhatok, hiszen ennek egyetlen feltétele a tomegrés léte. A nagy energias
nézépontbol a kérdés korantsem megoldott, hiszen a naiv megkozelitésben a csatoléds a térfogattal
nem fut (ellentétben az ultraibolya konform térelméletek esetével, 1d. a 4.1 alfejezetben), azonban
az ultraibolya divergencidk renormaélasanak eredményeként logaritmikus futast varunk. Teljesen
vildgos, hogy ehhez renormalasi csoport alkalmazésa sziikséges, és amennyiben nemperturba-
tiv keretben, valamint nemintegralhaté elméletekben! gondolkodunk, ezt érdemes a csonkolt
konform allapottér kozelitésben implementalni. Ebben az irdnyban egy els6 1épést jelentenek
Feverati és munkatarsai [FGPT06| eredményei. Itt megjegyzem, hogy integralhaté o-modellek
esetén Fendley [Fen01], illetve Balog Janos és Hegedtis Arpad [BHO1, BH04a, Heg05, BHO5] je-
lentds eredményeket értek el a termodinamikai Bethe Ansatzon, illetve Destri-de Vega egyenleten
alapul6 lefras kiterjesztésében, azonban ezek a technikak csak integralhaté esetben miikodnek.

A dolgozat nagy részében a végesmeéret effektusokat a spektrum szempontjabol vizsgaltam,
azaz a kvantumtérelmélet energiaszintjeit tanulméanyoztam véges térfogatban. Ezt més szem-
pontbol ugy is felfoghatjuk, hogy a termodinamikai jellemzdk (pl. szabadenergia) altal a kozép-
pontban, hiszen a véges hémérséklet egyenértékl egy kompakt euklidészi id6dimenzidval. Bér
igy is igen sok érdekes kérdésre kaphatunk véilaszt, érdemes tovabblépni és vizsgalatainkat mas
mennyiségekre is kiterjeszteni.

A kvantumtérelmélet alapveté mennyiségei a lokalis operatorok korrelacios fiiggvényei, ame-
lyek ismeretében a teljes elmélet rekonstrudlhatd. Ezek véges térfogatbeli viselkedésérsl messze
nincsenek olyan kiterjedt ismereteink, mint a spektrumrol. ElsG lépésként tekinthetjiik a loka-

! Ez mar csak azért is fontos, mert integralhaté modellek nagyon egyszeri, de fenomenologiai szempontbol
érdekes kiterjesztései is gyakran elvesztik az integralhatosagot. Ilyen pl. az O(3) o-modell a QCD-vel analég
Y-taggal.
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lis operatorok métrixelemeit, az tin. form-faktorokat. Ennek vizsgalata éppen most folyik?, a
numerikus hatteret a csonkolt konform &llapottér modszere adja, a példaként szolgalé modellek
a skdldzd Lee-Yang modell és az Ising modell magneses térben, ahol a végtelen térfogatbeli
form-faktorok egzaktul ismertek. Jelenleg mar le tudjuk {rni olyan form-faktorok végesmeéret
korrekcioit, amelyek a vikuum és egy tetszbleges masik sokrészecske allapot kozott értelmezet-
tek, mégpedig 1/L tetszGleges rendjéig egzaktul (vagyis a térfogattal exponencidlisan csokkend
rezidudlis végesmeéret korrekcioit elhanyagolva) és szamottevs elérelépés van az altalanos matrix-
elemek terén, ami el6reldthatolag hamarosan elvezet egy teljes leirdshoz. E munka eredményeként
tisztazni reméljiik a véges térfogatbeli form-faktorok keresztezési tulajdonsagait, ami nagy els-
relépés lenne afelé, hogy integralhatd esetre tovabbi, lehetéleg egzakt eredményeket kaphassunk,
kapcsolodva az irodalomban méar megkezdett munkéhoz [Smi98, KS99, Smi, MRS03|.

Ennek jelentGsége kettds, mivel a véges térfogat egyben véges hémérsékletként is interpre-
talhato, vagyis a jelenleg futé kutatasoknak egyszerre két szalaba is kapcsolodna, mivel a véges
hémeérsékletii varhato értékek, form-faktorok és korrelatorok jelenleg szintén élénk érdeklgdeés tér-
gyat képezik, szamos tisztazatlan kérdessel [LM99, Sal00, Del01, Mus01, Doy05, AKT06, Doy06|.

A lokalis operatorok véges térfogatbeli vizsgédlatat tervezem kiterjeszteni peremes elméletekre
is, igy kapcsolédva a Bajnok Zoltannal és Palla Laszloval egytittmiikodésben kifejlesztett pe-
remes form-faktor bootstrap-hoz [BPT06¢c|. Jelenleg még a végtelen térfogati form-faktorokra
az ultraibolya konform térelméleti leirdssal vald Osszeegyeztetés folyik, ennek eredményei mar
megvannak, hamarosan tervezziik a publikalasukat?.

A fenti irdnyokhoz részben kapcsolodva, egy masik nagyobb ivii terv a form-faktorok alkal-
mazasa peremes renormalasi csoport folyamok leirasara, ami Kormos Marton [Kor06, Kor07]
(volt doktoranduszom) téméjanak szerves tovabbvitelét jelentené. Ebben a munkaban a renor-
malasi csoportfolyamok vizsgalatanak alapvets eszkoze a csonkolt konform allapottér modszere
volt. Elképzelhets egy masik, ettdl fiiggetlen megkdzelités, ami a perem nélkiili renormalési cso-
portfolyamokra Zamolodchikov |[Zam86| altal megkonstrualt c-tétel analogjan, az un. g-tételen
[FK04] alapul, ahol g az Affleck és Ludwig [AL91]| altal bevezetett peremes entropia (nem ossze-
tévesztendd a peremes egyrészecske csatoldssal). Ezt szeretném a peremes form-faktorok segitsé-
gével Osszegszabalyként megfogalmazni (Cardy [Car88| c-tételre vonatkozé munkajat, valamint
[CFLI1, FLV91]| ugyancsak a c-tételre vonatkoz6 eredményeit altalanositva). Ehhez tobbek ko-
z0tt a peremes form-faktor programot is altalanositani kell tomegrés nélkiili elméletekre, mivel
a peremes renorméldsi csoport folyamok esetén elsGsorban az az eset igazdn érdekes, amikor
a peremtdl tavol az elmélet kritikus marad (a lehetséges hurelméleti, valamint a szilardtestek
szennyezGivel kapcsolatos alkalmazasok is ilyen modellekre vezetnek).

Egy masik érdekes kutatési irany ugyancsak a peremes form-faktor programhoz kapcsolddva, a
form-faktor perturbéacidészamitas altalanositasaval szennyezdk realisztikusabb modellezését tenné
lehet6vé. Ez jelenleg még csak a tervek szintjén létezik.

A két utébbi problémakorben, bar magaban a megfogalmazasban nem, de a vizsgalatok soran
a véegesméret effektusok segitségével kinyerhetd informaciok varhatéan alapvetd szerepet jatsza-
nak majd.

A Casimir effektussal kapcsolatos vizsgalatok tovabbvitele is érdekes iranynak igérkezik. Az
altalam bemutatott eredmények planaris elrendezésre vonatkoztak. Azonban semmilyen elvi
akadalya nincs annak, hogy a peremallapot formalizmust maés elrendezésre dltaldnositsuk; persze
megfelel6 modszert kell talalni a peremallapot meghatérozasara. Ebben az esetben a médszer els-
nye az infravoros irdnybol térténd, a regularizacié és a renormalés problematikajatol mentes volta
lehetne, ami igen érdekes annak fényében, hogy a divergencidk kezelését tekintve még szamos
tisztazatlan kérdés van a szakirodalomban (I1d. pl. [MCPWO06]). A peremallapot formalizmus
ilyen kiterjesztése azonban ma még teljesen felderitetlen probléma (bar lehetségesnek latszik),
igy egyel6re nem doénthetd el az sem, mekkora elérehaladas lehetséges ebben a kérdésben.

2 Ezt a kutatasi iranyt Pozsgay Balazs, vezetésem alatt dolgozé doktorandusszal kizosen vissziik.
3 Bzt a munkat Sz6cs Miklos vegzi a vezetésem alatt, diplomamunkasként.



A. Jelolések és konvenciok

A.1. Kvantumtérelméleti konvenciok

Tekintsiik egy D = d 4+ 1 dimenziés Minkowski térben definialt ® skalarmezs kvantumtérel-
méletét. A korrelacios (Wightman) fiiggvényeket a

_ [ D2 d(z1)... D(xy) e

(®(z1)...®(xN)) [ Do 5@

(A1)

funkcionélintegral definialja, és ezekkel az elmélet Osszes fizikai mennyisége kifejezhets. A funk-
cionalintegral mértékét a

S[®] = /d% Gaga% - U(cp))

klasszikus hatds hatarozza meg. A ® mezl egy operator értéki disztribucio, amely kielégiti az
egyidejli kanonikus csererelacidkat

[®(t,7),0:®(t,7")] = id(F — )

Az aszimptotikus bejovs (in) illetve kimend (out) multirészecske allapotok kifeszitik a teljes
Hilbert teret (aszimptotikus teljesség), amelynek (két) bazisa igy felépithet6 az aszimptotikus
részecskék keltd operdtorai segitségével:

H = span {a},(51) . .. a;f, (Fn)|0) } = span {ag,,(51) - . - a3, (Fn)|0) }

ahol az a;/out(ﬁ) operatorokat a kovetkezSképpen normaljuk:

[@injout (s 7,10 (B")] = (2) ()8 (5~ )

aholw(p) = \/p? +m?2, m a részecskék fizikai témege.! A tovabbiakban a p = (w(p),p) jellést
fogom hasznalni a kovarians energia-impulzus vektorra.
A fentieknek megfelelGen a sokrészecske dllapotok skalarszorzatai a kovetkezd alakot 6ltik

N
in/out<A(C71) s A(JM)|A(51) s A(ﬁN»in/out = 0MN Z H(Zﬂ')dw(ﬁl)é(d) (ﬁl - q_;r(z)) (AQ)

TeSN 1=1

ahol Sy az {1,..., N}szamok permutacioinak csoportja (a permutéiciokra vett Osszegzés a ré-
szecskék Bose statisztika szerinti megkiilonboztethetetlenségét veszi figyelembe).
Heisenberg képben az idéfejlédést

®(z,t,7) = 0 (0, 7F)e

a kovetkez6 Hamilton operator adja meg:
d-( 1 2 Loz

' Ez egy kettes faktorral eltér a szokasos konvenciotol, amelyben [@in out (7)), a;/out(ﬁ')] = (2m) 2w ()6 D (F—

p'), amit a késébbiek soran figyelembe is kell venni, pl. a rugalmas kétrészecske szérasi amplitidéra vonatkozo
(A.3) Osszefiiggésnél.
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Az (A.1) alatti korrelator ebben a Hamiltoni képben az idérendezett vikuum varhato értékkel
azonosithato
(@(t1,7) ... (tn,7N)) = (O] Ty ((t1,71) ... @(tn, 7)) |0)

A szoras operatora (S) az az unitér transzformacio, amely az out allapotok bézisat az in
bézisra képezi. Ennek az operdtornak a matrixelemei adjik meg a kiilonb6z6 szoérasfolyamatok
kvantumelméleti valoszintségi amplitadoit, és ezeket Gsszefoglalo néven S matrixnak nevezziik.

A fenti konvenciok értelemszertien kiterjeszthetSk t6bb mez6 esetére, illetve amikor az aszimp-
totikus részecskék belss kvantumszamokkal is rendelkeznek (multiplett szerkezet), valamint t6bb
kiilénb6z6 nyugalmi tomeggel jellemezhetSk, de egyszertiség kedvéért ezek részletes felirasatol
most eltekintiink. Fermionok esetén értelemszertien a megfelel6 kommutatorokat antikommuté-
torra kell kicserélni, és a skalarszorzatban a permutécié megfeleld elGjelét figyelembe kell venni.

Egy fontos mennyiség az

Aa(P) + Ap(@) — Aa(p”) + Ab(q")

rugalmas kétrészecske szoréds folyamat amplitudoja, amit a kdvetkezd Osszefliggés ad meg:
out{Aa(P") Ap(7")| Aa(P)Ab(D))in = (27T)2dwa(ﬁ)wb(®5(d) (r— ﬁ/)é(d) (@—q") (A.3)

i PP

+Z(27r)d+15(d+1)(p' +qd —p—a)Tw (p',4'|P,q)
ahol T, az tn. atmeneti amplituado (ha a = b, akkor az elsé tagot (A.2)-nak megfelelGen szimmet-
rizalni kell). Ennek azt a speciélis esetét, amikor a kimend részecskék impulzusai megegyeznek

a bejovikével

Faup (]5; q_j =Tw (]5; q_h;; q_) (A4)

el6reszorasi amplitidonak nevezziik.

A.2. Konvenciok D = 2 esetén

Kétdimenzios kvantumtérelméletek esetén szamos egyszertisitésre nyilik lehetéség. A részecs-
kék energidja és impulzusa az un. rapiditas valtozoval paraméterezhets:

p1=mgsinh® | pg=w = +/p?>+m2=mg,coshb (A.5)

A 0 rapiditasi részecske sebességét ¢ = 1 egységrendszerben tanh 6 adja meg. Egy szorasfolyamat
bemeneti allapotaban a leggyorsabb részecske balra van a tobbiektdl, amelyek a sebesség szerint
csokkend sorrendbe rendez6dnek. Ezért bevezethetjiik a kovetkezd jelolést:

|Aa, (1) .- Aa,, (Pn))in = 101, -, 0n)ay.ar, > G1>--->06,

Hasonléan, a kimeneti dllapotban a sorrend pont forditott, ezért jelolhetjiik a kimeneti allapotot
a kovetkezképpen:

Ay () - Ay, W Vo = 0 Iy O < <y
Ebben a jeldlésben az egyrészecske allapotok normalésa
@ (0'10) = 276,46(0 — 0")
[KM91| nyomén? tekintsiik most a

Aa(P) + Ap(@) — Aw (') + Ay (7')
kétrészecske folyamatot, ahol vagy m, = mgy és my = my, vagy pedig mg = my és my =
my (vagyis ugyanaz a két részecske van a kezds és a végallapotban). Az energia és impulzus
megmaradési egyenletének ekkor Gsszesen két lehetséges megoldasa van:

2 Akéarcsak az el6bbiekben, itt is tekintettel kell lenni arra, hogy az itt hasznalt normélas az egyrészecske
allapotokra egy kettes faktorral kiilonbozik attol, amit [KM91]| hasznal.
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1. 0y =0, 0y =0,
2. Oy =08 0y = H{f (visszaloksdeési — ,recoil” — megoldas), ahol

Oy Oy

6 6
mee’® + mpe mee’® + mpe
. ) eﬁzea""log .

R _
0, = 0, + log P ——

mgefs + myede

Az éltaldnossag megszoritéasa nélkiil feltehetjiik, hogy 6, > 6 és 0, > 6y (ekkor automatikusan
o < 9{?). A szordasamplitudot ezekkel a jelolésekkel a kivetkez6 matrixelem adja

(21)25 (O — 04) 6 (O — 0p) SEY (01 — 02) Mg = My, my = my

ol 0 ’60,’ 0(10 ab — N
v By Bt 6oBo)as {(%)25 (O = 057) 0 (O — OF) Ry (01— 02) ,  mq = my #mp =my

ahol

Z‘,Ta’b’,ab (0(17 Hb‘eay 9(,)
4dmgmy sinh (6, — 602)
Z‘,Ta’b’,ab (6’1?7 95\%, 9b)
4dmgmy sinh (6, — 6p)

2 O —0) = Swadyp+

g;b’ (Ha - 01))

(az, hogy ezek az amplitudok csak a 6, — 0y relativ rapiditastol fiiggnek, a Lorentz-invarianciabol
kovetkezik). Amennyiben léteznek olyan lokalis tenzoridlis megmaradd aramok, amelyek Lo-
rentz spinje nagyobb mint 2 (azaz a kvantumtérelmélet integralhato), a masodik amplitudo (R)
azonosan elttinik.



B. Konform térelméleti modszerek

B.1. Konform térelmélet a komplex sikon

Minden relativisztikus skélainvaridns elmélet egyben invaridns a konform (szogtartd) transz-
formécidk csoportja alatt, ami 1 + 1 téridé dimenziéban végtelen dimenziés. Belavin, Polyakov
és A. B. Zamolodchikov [BPZ84] megadtik az ilyen elméletek altalanos felépitését, és cikkiik
nyoméan a konform térelmélet 6nallo diszciplinavé lépett el, amelynek az elméleti fizika rengeteg
agaban van jelentGs alkalmazésa, a kondenzalt anyagok elméletétsl a hiarelméletig. Itt csak egy
nagyon rovid osszefoglalot adok azokrol az alapvets fogalmakrol, amelyek a dolgozatban szerepet
jatszanak.

Az euklidészi térid6t a komplex sikkal azonositva, koordinataként a holomorf/antiholomorf
koordinatakat hasznalhatjuk:

z=T4+1ix , Z=T—iT

A konform szimmetria kivetkeztében az energia-impulzus tenzor nyoma elttinik
T.:=0

és a megmaradasi tételek kovetkeztében a masik két komponense tisztan holomorf/antiholomorf
(balra/jobbra mozgo):
0:T,, =0=0.T::

A konform transzformaciokat T(z) = Ty, és T(2) = Tsz generaljék, és a szimmetria szempont-
jdbol a z és z koordindta kiilon kezelhetd: az egyiken a holomorf, a méasikon az antiholomorf
transzforméaciok hatnak.

Egy ® mezs A, A stlyt primér tér, ha a komplex sik egy w = f(z), w = f(2) konform
transzformécioja alatt (ahol f és f két tetszoleges fiiggetlen komplex analitikus leképezés) a
kovetkezs modon transzformalodik:

o9 - (&) (%) w0 o

Az energia-impulzus tenzor transzformacioja ettdl eltér, mivel nem primér térrdl van szo:

2
1) = () T+ 55 () (B2)

ahol

L) 3 (@)
Uizt =0 2<f’(Z)>

az un. Schwarz-derivalt, ¢ pedig az elmélet un. centralis toltése. Fizikai korrelatorban z = z*-t
kell helyettesiteni a kovetkezéképpen:

(O1(21,27) ... Op(zn,22))
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A kanonikus hamiltoni kép a sikon az tin. radiélis kvantalassal adhaté meg, amiben az idéfejlédés
sugariranyi, ennek megfelelen a korrelatorban a terek idérendezett szorzatanak a radialis rende-
zés felel meg (ez a 2.2 abréan lathato exponencialis leképezéssel van 6sszhangban). A tovdabbiakban
minden operatorszorzatot radidlisan rendezettnek tételeziink fel:

O1(z,2) O

w,w) |2 = [2] > fw] = |w]
Oy (w, w)01(2,2) |2 = [2] < |w| = |w]

04 (Z, Z)Og(w, ’LT)) = {

A primér terek jellemezhetSk az energia-impulzus tenzorral vett operatorszorzat kifejtésiikkel is

Azq)z(wvw) 81”(1)@(10,’[5)

T(z)®i(w,w) = Cow)? T Gow +0(1)
TR = SN S o)

Az energia-impulzus tenzor énmagaval vett operatorszorzatanak kifejtése ezzel szemben a kovet-
kez6 alak:

T()T(w) = = c_/i) 5+ (jT_(Z))2 + a;”i(;”) +O(1)
T(z)T(w) = /2 +2ﬂ@ +%ijuxn

(z-w)*  (z-w)?* (z-w)
ami ismét azt mutatja, hogy az energia-impulzus tenzor nem primér tér.
Az energia-impulzus tenzor modus kifejtése a kivetkezs alaki

(e}

)= Y o TO= > o (©:3)

n=—oo n=—oo

Az L, L, médusok generaljak a kétdimenziés konform szimmetria algebrat, ami nem mas, mint
két (bal, illetve jobb) Virasoro algebra

(L, Lun] = m_mmwm+%mﬁ—n%w1 (B.4)
[En, Em] = (n—m)Lyym + %n(n2 —1)0p, —m
[Ln, Ly = 0

Abbél, hogy T és T a Minkowski formalizmusban hermitikus, kovetkezik, hogy a hermitikus
konjugalas a kovetkezSképpen hat a Virasoro generdtorokon:

Ll = L, (B.5)
Il = L.,

Ezen generatorok koziil Lo + L a dilataciokat, Ly — Lo a Lorentz boostokat, mig L_q és L_;
a z, illetve a z szerinti eltolasokat generdlja. A Virasoro generatorok hatasa az operatorokon
kontuarintegralokkal reprezentalhato:

(Ln0)(z2) = 74
(Ln0)(z.2) = 74 & (7 HmHTGO(z7)

ac
211

(€= 2)"HT()O(z,2) (B.6)

= 2T

ahol a ((¢) konturok a z (z) pontot fogjak koriil. A mez6k adjungaltjat a kovetkezs (természetes)
modon definialjuk:

(O1(21,27) . Op(zn, 25))* = (OF (25, 21) ... OF (25, 2,)) (B.7)
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Az operatorok teljes rendszert alkotnak, vagyis barmely kett6 szorzata kifejthet6 a Wilson-féle
operéatorszorzat kifejtés alapjan

C;boc(w) _)
(2 — w)BatBe—Rec(z — w)Aa-y-Ab_Ac (B.8)

Ou(2)Op(w) =

k

ahol az egyenlGséget egy korrelacios fiiggvénybe beszirva kell érteni (vagyis a gyenge opera-
tortopologiaban). A CS harompont csatolasok a primér terek kozti ij harompont csatolasok
ismeretében mind meghatarozhatok, ennek modszerét a B.4 fiiggelékben targyalom. A primér
tereket egypont és kétpont fiiggvényére a konform szimmetria segitségével a kovetkez6 adodik

<(I)Z'(Z, 2)> = 5Ai7oA
0A;,0;0A, A, Bij
(z — w)28i(z — )20

(®i(2,2)0;(w,w)) =

harompont fiiggvényeik alakja pedig

.(Zl — Zg)Aj_A -

(2 — 2g)RTRITRE (7 — 7

ahol )
A= (1) =(0[0) , Byj = 6;5C;(1) , Ciji = CiCii(1)

A C¢, harompont csatolasok ismeretében elvileg az Osszes korreldtor meghatdrozhato, vagyis
kvantumtérelméleti szempontbdl a csatolasok ismeretében az elmélet megoldottnak tekinthetd.

A Virasoro algebra abrazolasai egy valds szammal jellemezheték, ami L sajatértéke az un.
legmagasabb sulyu vektoron

Lo|A) = AJA) (B.10)
Ln‘A> = 0 s n >0

a teljes abrazolas pedig az in. Verma modul segitségével adhaté meg, amit a
L—nl---L—nk|A> , 0<ng <ng <--- <y

un. leszarmaztatott vektorok feszitenek ki. Egy ilyen vektoron Lg sajatértéke A +nq+-- -+ ng;
az N = ny + -+ + ng egész szamot a vektor (leszarmaztatési) szintjének nevezziik. A Verma
modul nem mindig alkot irreducibilis dbrazolast: A specialis értékeinél in. null-vektorok lehetnek
benne, amelyek maguk is eleget tesznek a legmagasabb silyu vektor feltételeinek. Ilyenkor ezen
vektorok kifaktorizalasaval kaphatunk irreducibilis abrazolast, erre a B.2 fiiggelékben leirok egy
algoritmust. A A legmagasabb siilyhoz tartozé irreducibilis abrazolast Va-val fogom jeldlni.

A teljes elmélet Hilbert tere a kettds (bal/jobb) Virasoro algebra irreducibilis 4brézolasainak
direkt Osszegeként &ll eld:

H=EDVa, @ Va,

ahol egy adott VA ® Vx abrazolas tobbszor is eléfordulhat. A VA ®Vx modul legmagasabb stlyu
allapotat |A, A)-vel jeldljiik. A legmagasabb stlyt dllapotok skalarszorzatét a kovetkezéképpen
rogzithets:

(As, AilAj, Aj) = aidy; (B.11)

ahol a; megvalasztasa konvencio kérdése (1d. (B.15)-ban a; kifejezését az operatorszorzat algebra
harompont csatoldsainak normalasaval). A leszarmaztatott allapotok skalarszorzata ezek utan
(B.4,B.5) alkalmazasaval egyértelmten kiszamithato.
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A konform térelméletben az allapotok és operdtorok kozott egy-egy értelmii megfeleltetés all
fenn. Minden |¥) allapothoz egyértelmiien rendelhets egy Og(z,Z) mez6, ami a vakuumbol az
adott allapotot kelti:

(W) = lim Oy(z,2)|0)
z,2—0
ahol a vakuumallapot egy olyan legmagasabb stlyt vektor, amely egyben eltolasinvariéns is, azaz
L_1|0) = L_1]0) = 0. A konform vakuumhoz rendelt O operator az I egységoperator, amelynek
stlyai A = A = 0.

A Hilbert tér minden VA, ® Va, moduljanak legmagasabb stlyt vektorahoz egy A, A; salya

®,; primér tér tartozik

1A, Ay = 1i_m0<1>2-(z,z—)|0> (B.12)

A leszarmaztatott allapotokat a megfelels leszarmaztatott terek keltik, a lokalis operatorok tehat
az allapotokkal azonos modon a Virasoro algebra abrazoldsaiba szervezhetGek. A leszarmaztatott
allapotok (B.6) alkalmazasaval konturintegralokkal reprezentalhatok.

A legmagasabb sulyu allapotok hermitikus konjugaltja a kovetkezd modon allithato eld:

(Ai, Aj] = Lim (—1)272i(0|z ~28i2 ~2RidH (3, 2) (B.13)

ahol a + a (B.7) szerinti adjungélast jelenti. A konjugalt allapot a radialis rendezésnek megfe-
lelGen a z = Z = oo pontban lokalizalhato, a fenti kifejezést a z — 1/z, Z — 1/Z transzformacio
alkalmazésaval kaphatjuk meg, megfelels faziskonvencié valasztésa utan. A végtelen tavoli pon-
tot hozzavéve a sikhoz, az elmélet igy valojaban a komplex szamgdmbon definialt. A konjugalt
allapotok leszarmaztatottjait a kovetkezd kontirintegralokkal allithatjuk el6:

LnO)oo) = = § SECTHOEITE) (B.14)
LnO)oo) = = § SEETHOEITE)

amit megkaphatunk, ha (B.6)-ra a z — 1/z, Z — 1/Z transzformaciot alkalmazzuk.
Mivel primér tér adjungaltja is primér, ezért létezik egy olyan K;; matrix, hogy

(132—(2,2’) = ZICZ']'(I)]‘(E, 2)
J

Ennek segitségével a legmagasabb stlyu éallapotok (B.11)-beli normalasa a kovetkezsképpen fe-
jezhet6 ki a primér terek hdrompont csatolasaival:

a; =y (~1)27RK;C1(0/0) (B.15)

B.2. Virasoro abrazolas bazisanak elBallitasa

A kovetkezokben egy rekurziv modszert ismertetek egy Virasoro abrazolas bazisanak meg-
hatérozasara elére adott maximélis szintig bezarolag. Tegyiik fel, hogy adott az &brazolas A
legmagasabb stlya és a Virasoro algebra c centrilis toltése.

A |A) primér allapot mindig linearisan fiiggetlen, és a nulladik szint bazisat alkotja. Ezzel
adott a rekurzi6 kezdd 1épése. Tegyiik fel, hogy az N — 1 szintig ismerjiik az egyes szintek egy
fiiggetlen vektorokbol allo bazisat, amiket jeloljiink a kévetkezGképpen:

Basl:{\\:[/lm>:m:1,...,dl} ,lZO,...,N—l
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ahol [ az adott szintet jeloli, d; az adott szinten létezd lineédrisan fiiggetlen vektorok (a bazis
elemeinek) szama. Az el6bbi megjegyzés miatt Basg = {|A)}. Ezek a vektorok mind a kovetkezs
alakba irhatok:

| Wim) =L_p,...L_p, |A) ,0<n; <ng <--- <y, an:l
k

(azt, hogy csak az elemi L-monomok fordulnak el6, linearis kombinécioik nem, az ismertetendd
algoritmus garantélja). Készitsiik el az N-edik szint vektorainak egy listajat gy, hogy L_n-nel
hatunk Basg elemeire, L_j1-gyel Bas; elemeire és igy tovabb:

P;;SN = L_NBaSOUL_N+1BaslU---UL_lBasN_l (B.lﬁ)

(ahol "arra utal, hogy ez még nem feltétleniil bazis, hiszen bar az el6z6 szinteken méar kifaktorizal-
tuk a nem fiiggetlen vektorokat, ezen a szinten még nem tettiik meg ezt a lépést). Célszerii ezt a
halmazt rendezett listaként elképzelni, vagyis a miiveletek soran az elemek felsorolasi sorrendjét
mindig megtartjuk. -

Ezutan a Basy a kovetkezSképpen &ll el6. Vessziik Basy els6 vektordt, és elkészitjiik a
vektorok Virasoro belsg szorzataibol alkotott métrixot (ennek kiszamitasara az eljarast 1d. B.3
alatt). Ebben a lépésben ez egy 1 x l-es matrix. Amennyiben ennek a determinénsa (azaz
egyetlen eleme) nem zérus, akkor a vektort hozzairjuk a bazishoz, ha nem, tovabblépiink addig,
amig egy nemzérus hosszusagi vektort talalunk. Az elsd ilyet beleirjuk a Basy bazisba. Ezutan
a kovetkezd vektorral megkiséreljiik a bazist béviteni. A bévitést akkor fogadjuk el, ha a bévitett
bézis belst szorzataibol alkotott 2 x 2-es méatrix determindnsa nem 0, ha ez nem teljesiil, akkor
tovabb ugrunk a kovetkezére. Ha megtalaltuk a masodik elemet a bazishoz, akkor a listaban
kovetkezG vektort probéljuk meg hozzdadni a bézishoz az immar 3 X 3-as belsg szorzat métrix
vizsgalataval. Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig Basy Osszes vektora sorra nem keriil.

A fenti eljaras eredménye az, hogy Basy a Basy egy olyan maximalis részhalmaza lesz, amin
a Virasoro bels§ szorzat nem fajul el. A Virasoro algebra abrazoladselméletének segitségével
belathato, hogy ezzel a kérdéses modul N-edik szintjének egy béazisat kapjuk.

Ez az eljards megfelel§ szimbolikus szoftver (Mathematica, Maple) segitségével automati-
zélhato, és eredményeként elGall a VA modul egy bazisa az N-edik szintig bezéarolag, raadasul
azonnal a szint szerint gradalt alakban. Az eredményt a bemeneti paraméterek (A, c) feltiinte-
tésével

N
U Basg (A, ¢) (B.17)
k=0

alakba irhatjuk, ahol k a leszdrmaztatasi szint altal adott gradalast jelenti. Ez az eredmény
képezi az alapjat a csonkolt konform &allapottér bazisa 4.2.1 alatti elgallitasanak.

B.3. Bels6 szorzatok szamitasa Virasoro abrazolasokban

Legyen most adott a konform Hilbert-tér két vektora:

v = E—ml"'i—mL—nl"'L—nk|i> , my>--->2myp>0,np>--->n >0
U= Z—/—m’l-"z—/—m’L—n’l”’L—n;, i,> s m’122m2,>0,n'122n§€/>0

ahol |i) és |i') legmagasabb silyu édllapotok és a leszarmaztato operatorokat a feltiintetett kon-
vencio alapjan sorbarendezettnek tételezziik fel (a B.2 alatt ismertetett eljards mindig ilyen
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bazisvektorokat eredményez). A skalarszorzat eltiinik, ha a két vektor bal, illetve jobb szintjei
nem egyeznek meg, illetve ha i # 7

(U, %) = Oha
my+ - +mg £ ml o+ myp
vagy i+t ng E 0] 4+ n
vagy i #

Amennyiben a skalarszorzat a fenti feltételek alapjan nem tiinik el, a kovetkezs rekurziv eljarast
alkalmazhatjuk:
Vélasszuk le az elsg (bal) Virasoro generatort W'-rél és hasznaljuk a (B.5) Gsszefliggést:

\I’, — L_n/ \I[/,
1
(\Ij/a \I/) = (\Ij/la Ln’l \Il)

A Virasoro algebra (B.4) relacioi és a legmagasabb stlyt vektor (B.10) definicidja segitségével az
Ly, ¥ vektor kifejezhetd (n}-vel) alacsonyabb szintii vektorok linedris kombinaciojaként, mégpe-
dig egyszertien tgy, hogy az L operatorok index szerinti sorbarendezését elvégezziik, minden fel-
cserélésnél a megfelel6 kommutécios relaciot alkalmazva. Ezt az eljarast ismételjiik, amig a végén
az Osszes L operator el nem fogy, aztan hasonléan jarunk el az L generatorokkal. A végeredmény
az lesz, hogy a skalarszorzatot kifejezziik a legmagasabb sulyu allapot (B.11) normajaval, amit
pedig (B.15) alapjan kifejezhetiink az operatorszorzat algebra (primér terek kozotti) harompont
csatoldsaival. A diagondlis miniméalmodellek esetén a harompont csatolasok Dotsenko és Fateev
munkéibol |[DF85, DF84| explicite ismertek; a jelen dolgozatban csak ilyenekkel foglalkozom. A
harompont csatolasok konkrét felirdsatol a kifejezések bonyolult volta miatt itt most eltekintek.

A fenti eljaras szimbolikus algebra szoftverek (Maple, Mathematica) segitségével teljes mér-
tékben automatizalhato.

B.4. Leszarmaztatott terek hAirompont csatolasainak szamitasa
Legyenek

Ou(2,2) = (Lemy---LomLon, ... Lo, @) (2,2)
05(2,5) = (Z/_mll .. 'E—m;,L—n’l .. 'L—n;,@iz) (2,5)

Oc(z,2) = (L—m’l’ . L—mzi,L—n’l’ . L—ng,,q)is) (z,2) (B.18)
tetszoleges lokalis konform terek, amelyek a ®;,, ®;,, ®;, terek leszarmaztatottai. A feladat a
(B.8) operétorszorzat kifejtésben szerepld Cj, operatorszorzat kifejtési egyiitthatok kifejezése a
primeér terek kozti Cf;ighérompont csatolassal. Jeloljiik az ezen operatorokhoz tartozo allapotokat
a kovetkezGképpen:

|\I’a> = Oa(0)|0> ) |\I]b> = Ob(0)|0> > |\I’c> = 00(0)|0>

ekkor B.1 alapjan
Cpe = <\I"a‘ob(1)’\1’0>

A bels6 szorzat B.3 alatt ismertetett kiszamitasahoz hasonléan most is a Virasoro algebra tulaj-
donsagait fogjuk felhasznalni. ElGszor megszabadulunk a bal oldali vektoron szerepld L operé-
toroktol. Ha levalasztunk egy Virasoro generatort

Vo) = Lopm|Pg) , m>1
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akkor (B.14)-t felhasznélva

d
G = (Wl § SECITOD]L)

amit a kontirt athuzva a z = 1 és z = 0-ban taladlhato szingularitasok koré, és a radialis rendezést
felhasznalva a kovetkezd alakot 6lti:

i = (0l ( f 3¢ ITQOND)) 104+ (0a[04(1) f AT

0 211

Az els6 tagban a (7™~! (nemnegativ kitevss) fiiggvényt ¢ = 1 koriil a binomialis tétel sze-
rint sorba fejtve, a masodik tagban pedig direktben alkalmazhatjuk a (B.6) formulat, amivel a
kovetkezd eredményt kapjuk:

m

ho= 3 (G )0l O 180 + (@O

Az ebben szerepl§ tagokat a skalarszorzat kiszamitasanal ismertetett modon, a Virasoro algebra
kommutéacios relaciot hasznélva kifejezhetjiik ajra a (B.18)-hoz hasonld alaka operéatorok harom-
pont fiiggvényeinek kombinéciojaként. Ezt ismételve, minden L generatort eltiintethetiink a bal
oldali vektorrol. Az L generatorokkal hasonloképpen jarhatunk el (ez a késébbiekben is igy lesz,
ezért a relevans formulékat a tovdbbiakban csak az L generdtorokra fogalmazzuk meg). Ennek
eredményeként a harompont csatolast kifejezhetjiik

(@, [Oy ()| W)

alakt matrix elemekkel, ahol a bal oldali vektor méar primeér.
Ezutan hasonlé médon megszabadulhatunk a jobb oldali vektor L és L generatoraitol, a
kovetkez6 tipusu (az el6z6 gondolatmenethez hasonloan szarmaztatott) azonossagot hasznalva

(@ |BOL-mlC) == 30 (]

> <—m +1
k=—1

)<q>i1\<LkB><1>|c> (B.19)

ahol kihasznaltuk, hogy a baloldali vektor mér primér. A végtelen Osszegnek csak véges sok tagja
ad jarulékot, mert LyB = 0, ha k nagyobb B (baloldali) Virasoro leszarmaztatéasi szintjénél.
Ezzel

<(I>i1 ‘B(l)‘q)i3>

alakt matrixelemekre jutunk, ahol most mér csak a kézéps6 operatorrdl kell letavolitani a Vira-
soro generatorokat. Az erre szolgalo relacid

[e.9]

@l (Lo B) O]5) = = 3 0 (7 ) @B L)
k=—1

Ettsl a jobb oldali vektoron ismét megjelennek az L generatorok. Valéjaban csak az L_; 1ép
fel, mivel a jobb oldali vektor méar primér, ezért Lj eltiinteti, ha k > 0, ha pedig k = 0,
akkor egyszertien felveszi rajta a A;, sajatértéket. Az L_; generdtorokat (B.19) segitsegével
visszadobhatjuk kozépre.

A folyamat tehat véges sok lépésben véget ér, amennyiben figyelembe vessziik, hogy a kézépss
vektorrél azonban csak azokat az L_,, generdtorokat érdemes eltavolitani, amelyekre m > 2.
Ugyanis a fenti formulak alkalmazasaval lathato, hogy

(®ir| (L1 B) (D|C) = —(®i,|B(1)L1|C)
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Ennek kovetkeztében az L_; generatorok egyszertien oda-vissza ,pattognédnak” a kozépss és a
jobb oldali mez6 koézott. Kz nem més, mint az elmélet eltolds invariancidjanak kifejezése a
harompont csatoldsok szintjén. L_; (és hasonléan L_;) ugyanis nem mas, mint a z (illetve 2)
valtozoban vett eltolas generatora. Ha a fentieket kévetve minden L_; (valamint L_;) operédtort
kozépre visziink, akkor végeredményként a probléméat

(i, [L7 LT D4y (1) | i)

alakt matrixelemek kiszamitasara redukiltuk. Azonban tudjuk, hogy az eltolds generatoranak
hatasa minden mez6re a kovetkezd alaku:

(L.1B)(2,2) = 0.B(2,2) , (L-1B)(2,2) = 0:B(z,2)

valamint (B.9)-bol (B.13) felhasznélaséaval

<CI)i1 ‘CI)iz (Z, 2)’@i3> = const. - ZA“ ~RnT Ay 5Ai1 _Aiz_Azg
igy
<®i1’L21ETICI)i2(1)‘CI)i3> - (Ah - Aiz - Ai3) s (Ail - Aiz - Ai3 —n+ 1)
(A“ — Aiz — Azg) . (All — A’ig — AiB —m + 1)
’<q)i1‘q)i2(1)|(pi3>
és mivel a primér harompont csatolas éppen

c

1213

= <(I>i1‘c1)i2(1)’(pi3>

ezzel a feladatot megoldottuk. A belsd szorzat B.3 alatt ismertetett kiszamitasdhoz hasonléan a
harompont csatolasokat Dotsenko és Fateev munkaibol [DF85, DF84| vehetjiik.

Ez az eljaras is teljes mértékben automatizalhatd megfeleld szimbolikus algebra szoftverek
(Maple, Mathematica) segitségével.

B.5. A szabad konform skalarmezo

Ebben a fiiggelékben a ¢ = 1 centralis toltést konform térelmélet, azaz a szabad konform ska-
larmez6 olyan alapvetd Osszefliggéseit targyalom, amelyekre a targyalt eredmények ismertetésénél
sziikség lesz.

B.5.1. Kompakt szabad bozon periodikus hatarfeltételekkel

Tekintsiink egy szabad, zérus tomegi skalarmez6t egy L méretd dobozban periodikus ha-
tarfeltételekkel (azaz egy L keriiletd koron), ami egy r sugart koron veszi fel az értékeit (azaz
kompakt); az r paramétert kompaktifikacios sugarnak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy a mezének
ki kell elégitenie a kovetkezd kvéaziperiodikus hatarfeltételt:

o(L,t) = ¢(0,t) + 27rm

ahol m € Z az Gn. csavarodési szam. Az elmélet hatéasa

o) L
A= 8% / dt /0 dd, 00 (B.20)

A kanonikus kvantalas eredményeként elGalld kvantumos mez8 modus kifejtése a kovetkezo:

4 M 1 o om
o(x,t) = pg + % <7r0t + %az) +Z'Z - (akez%k(w—t) n C—Lke—z%k(m—i-t))
k£0
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ahol 7y nem mas, mint a kanonikusan konjugélt mezd

1
ﬂ-(ta ‘T) = Eaﬁo(t? .’L’)

nullmodusa (a mezdimpulzus — nem tévesztendd ssze a tériddbeli értelemben vett impulzussal!):

L
770:/ 7(t,x)dx
0

M a csavarodési operator, aminek sajatértéke az m csavarodasi szam, a nem eltliné kommuta-
torok pedig
[po, mo] =i lak, @] = kdgpyr [a, @] = kdpq (B.21)

A Hamilton fiiggvény (-fiiggvény regularizacidoval szamolhato:
2 [ o rM\? o 1
H = T <7T0 + <T> + Za_kak + Za_kak - E)
k>0 k>0

Attérve a 7 = it euklidészzi idére és a € = 7 —ix,§ = 7 + iz komplex koordinatakat bevezetve,
a rendszert a & — z = eL¢ leképezéssel atvihetjiik a komplex sikra (2.2 dbra), ahol a mezét
szétbonthatjuk holomorf és antiholomorf komponensekre:

p(2,2) = ¢(2) +¢(2)

—k 5—k
o(z) = ¢0—iaolnz+i2ak% : ¢(2):¢0—iaoln2+izan%
keZ nez
rM B rM -
ao=ﬂo+7 ; G=T0— o $o + ¢o = @o

Hasznos bevezetni a duélis mezé6t a
P(2,2) = ¢(2) — ¢(2)
osszefliggéssel, amelynek nullmédusa
Po = do — %o

nem fordul el az eredeti ¢ bozontérben, tehat az eredeti operatoralgebra kiterjesztésének te-
kinthetd (az Gsszes tobbi modus kifejezhetd ¢ modusaival).

Ez a konform térelmélet a Virasoro algebra mellett invaridns az U(1) x U(1) aramalgebra
(Kac-Moody algebra) alatt, amit a

J(2) = i0,4(2), J(2) = i0:6(Z)

kiralis aramok generalnak. Ezek modusai éppen az a, és a, operatorok, a két megmarado U(1)
toltés operatora pedig az ag és ag nullmoédus operatorokkal azonos.

Egy ®(z,Z%) mez6t az aramalgebrara nézve primeér térnek neveziink, ha az aramokkal vett
operatorszorzataira a

J(2)®(w, @) = Wﬂ)a)
TEewm = D20 o)

osszefiiggések teljesiilnek, ahol gg és Gp a ® mez6 U(1) toltései. A Virasoro algebrét a

T(z) =21 J(2)0() T(z):%:j(z),]_(z):



170 B. Konform térelméleti mddszerek

alakban adott konform energia-impulzus tenzor generélja, ami alatt a ®(z,z) a B.1 alatt defi-
2 _ p

nialt értelemben is primér tér, mégpedig Ag = %", Ag = %" konform sulyokkal. A Virasoro

generdtorok kifejezése a modusokkal:

1 & -

Ln:§ Z D Qp_gQk En:§ Z D QO

k=—00 k=—o00

A fenti modellben az aramalgebrara nézve primér terek Osszességét a

mr =

‘/('I’L m) (27 2) g : ei%go(z,z)—l-i 2 50(272) = elq¢(z)+7'q(5(2) : (B22)
vertex operdtorok adjak !, ahol ¢ és ¢ nem més, mint az U(1) toltések sajatértékei. A tovab-

biakban mind az (n,m), mind pedig a (g,q) parametrizaciot hasznélni fogjuk, a ketts kozti

Osszefiliggés:
n mr n mr

S T

A vertex operdtorok operdtorszorzat kifejtésének vezets tagja

Vig.a) (25 2)1/((1/@/)(10,11)) = (z—w) (2—w)" : Vi, 4 (2 Z)V(q,,q,)(w,w) :
= (z—w)¥ (z —w)¥ I/(q+q/7(j+q/)(w, W)+ ... (B.23)

A Hilbert-tér Fock modulokbél épiil fel, amelyek alapallapotai a vakuumbol a kdvetkezsképpen
allithato eld:
|TL, m> = ‘/(n’m) (0’ 0)|0> — ei%<poei%¢o|0>

Az ilyen allapotokra a kovetkezdk teljesiilnek:

n
moln,m) = ;\n,m> ,  M|n,m)=m|n,m)

ag|ln,m) = 0=agln,m) , k>0

(az dramalgebra nyelvén ezt igy mondjuk, hogy az |n, m) éllapot egy legmagasabb stlyt vektor).
Az els6 Osszefiiggés konzisztens azzal, hogy mp nem més, mint a @g-hoz kanonikusan konjugélt
impulzus; a masodik ugyanilyen relaciot mutat pg és % kozott. A fentiek kovetkeztében fenn-
allnak az

TP m) = n+n',m) , €T Xn,m) = |n,m+m) (B.24)

osszefiiggések is 2.
Az F,, m Fock modul, amelynek bazisit a
Ay oo OQ_f, Gy .. G |0, M) (B.25)

vektorok alkotjak, nem mas, mint az dramalgebra egy (legmagasabb stlyu) irreducibilis abrazo-
lasa. A teljes Hilbert teret ilyen modulok direkt osszegeként épithetjiik fel:

H= P Fum (B.26)

(n,m)es

! A kettSsponttal jelslt normalrendezést tigy kell érteni, hogy k > 1 esetben a_; balra all ap-tol, ¢ pedig
ugyancsak balra p-t6l.

2 Lathato, hogy ¢ és <;~5 (és ezzel egyiitt az m mezGimpulzus és az m csavarodasi szam) szerepe teljesen
felcserélhets, ha ezzel egyidében végrehajtjuk az r — 2/r helyettesitést. Ez a hurelmeéleti irodalomban ismert
T-dualitas legegyszeribb példaja.
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Az operator algebra lokalitdsa megszoritja az (n,m) kvantumszémok lehetséges spektrumat.
Amennyiben megengediink nemtrivialis (m # 0) csavarodési szamokat, akkor r generikus érté-
keinél csak két inekvivalens lehetdseg van [KM93|:

g {SB ={(n,m) : n,m € Z}

. (B.27)
Sr :{(n,m):nGZ,m€2Z vagy nEZ+§,m€2Z+1}

Mivel a V{,, ,,,) operator konform spinje

A(n,m) - A(mm) =nm

az Sp algebra teljes mértékben bozonikus. Az Sp algebrat az operdtorszorzatra nézve a V.1
27

fermionikus operatorok generaljak, amelyek pontosan egy Dirac spinor négy komponensét adjak:
az n = i% a spinnek, az m = %1 a részecske/antirészecske indexnek feleltethetd meg.

B.5.2. Konform invarians hatarfeltételek

Ha a kompakt bozon egy L keriiletii kor (periodikus hatérfeltétel) helyett egy intervallumon
definialt, akkor feltehetjiik azt a kérdést: milyen hatarfeltételek 6rzik meg a modell dramalgebra
szimmetriajat. A konform szimmetria felhasznalasaval ezt a kérdést feltehetjiik a komplex felsé
félsikon is: a hatarfeltételek ekkor olyanok kell legyenek, hogy

Lz)=L(z) , J(z)=9QJ() ;

teljesiiljon a valos egyenesen (z = z) ahol © a (B.21) algebra automorfizmusa|PZ00]. A lehetséges

valasztasok: Q =1 vagy 2 = —1 |RS99|. Az els6 esetben a ¢ mez6 Neumann, a masodik esetben
Dirichlet hatéarfeltételnek tesz eleget. A dudlis mezdre ez a kettd szerepet cserél, azaz = 1
tartozik a Dirichlet, mig {2 = —1 a Neumann hatarfeltételhez.

B.5.2.1. Neumann hatarfeltétel

A moédusokra nézve az €2 = 1 hatarfeltétel az a,, = a,, relaci6hoz vezet:

o(z,2) = o —tap(Inz +1nz) +1 Z (;—n(z_" +z7").
nez
A valos Minkowski téridébe a kovetkezd méodon térhetiink vissza. A 0 < ax < L, —0c0o < t < 0
sdvon bevezetve a 7 = it euklidészi id6t és a & = 7 — iz komplex koordindtat, a £ — z = ett
transzformacio a z valtozoban a felsd félsikra képezi (8.1 abra). Ennek segitségével kifejezhetjiik
a skalarmez6t a savon:

4 s T
p(x,t) = o + %Wot +> %”(ezf”(m‘t) +eTiEn(@HY) (B.28)
n#0
Az x-fligges vilagosan mutatja, hogy Neumann hatarfeltételek teljesiilnek:

0:0(0,t) = Opo(L,t) =0 ; Vt

A Hamilton operétor (B.28)-bdl kaphat6 ((-fiiggvény regularizacioval)

2r 5, om 1
Hy = A + T Z#;)na_nan ~ 54 (B.29)
n

Visszatérve a sikra, egyszer szamolassal meggyézddhetiink arr6l, hogy a naiv exponencialis
alakban definialt V(, o)(2, z) operatorszorzatdnak vezet$ tagja nem egyezik meg a (B.23) alatti
eredménnyel, és emellett nem is viselkedik primér térként az energia-impulzus tenzorral vett
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operétorszorzatat tekintve. Mivel azonban a vertex operator ezen tulajdonséigai teljes egészében
csak a lokélis viselkedés fiiggvénye, ezért amennyiben ténylegesen a V(,, o) vertex operdtor peremes
megfelelGjét keressiik, az operator normalasat megfeleléen modositani kell (ami a norméalrendezés
atdefinialasaval lehetséges):

Ving)(2:2) = [z = 2|7 1 €920 5 g = (B.30)

n
-
Ezek az operatorok mar primér terek, és konform siilyuk megegyezik a sikon felvett % értékkel,
valamint operatorszorzatuk is pontosan megfelel a (B.23) alattinak.

A peremes konform térelméletben vannak a hataron lokalizalt mezd6k is, és az elmélet élla-
pottere ezekkel hozhatd egy-egy értelmii kapcsolatba. A jelen esetben ezek a peremes vertex
operatorok

U, (x) =: el r#E3)emsma (B.31)
Ezeken a konform szimmetrianak az a része abrazolodik, ami a peremet (a valos egyenest) nma-
gara képezi. Ez a sikon definialt kettds Virasoro algebraval szemben a Virasoro algebra egyetlen
kopidjaként all elg, ami alatt a fenti operator h,, = 27%2 silyt primér térként transzformalodik.
A dudlis mez6 a peremen eltiinik, és ennek megfelelGen a peremes Hilbert-térben nincsenek
csavarodasi szammal jellemezhetd szektorok. A teljes peremes allapottér a kovetkez6képpen all
el Fock modulok direkt dsszegeként:

"y = @AY (B.32)
nez

FN = span{a_g, ...a_p|n)}

In) = Wna(0)[0)

Tovabbi részletek tekintetében Recknagel és Schomerus munkajara [RS99| utalok.

B.5.2.2. Dirichlet hatarfeltétel
Az Q = —1 hatarfeltétel eredményeképpen ¢(z, 2) a kovetkezs alakot 6lti:

o(z,2) = pg —iap(lnz —Inz) + 14 E a—"(z‘” -z
n
nez

A sévon fenndllo hatarfeltételt itt is ugy lehet meghatarozni, ha visszaképezziik a rendszert a
¢ — z = '€ leképezés inverzével. Ekkor

2 o -
ola,t) = do+ TrMw =iy 2" (eiEne—t) — mEntas) (B.33)
n#0
ahol M = % Lathato, hogy ¢ kielégiti a
p(0,t) =¢o ; @(L,t)=¢r Vi

Dirichlet hatarfeltételeket, ahol ¢ és ¢ a mezd peremen felvett értékét megadd c-szamok. A
Hamilton operator kifejezése a modusokkal

or (rM\? « 1
Hp=—|— — _ - — B.34
D L<2>+L Znanan 51 (B.34)
n#0
A vertex operatorokat ezuttal a kovetkezéképpen kell atdefinialni:
Vinoy(2:2) = 2 — 277 s efwled) . g =2 (B.35)
’ r

Mivel ¢ a hataron egy c-szam, a (B.31) alatti peremes vertex operatorok trivialisak. A Hilbert-tér
tehat egyetlen Fock modulbdl all:

D
H = f¢07¢)L (B.36)
fé?hd’L = Spal {a—/ﬂ <o Ak, ‘0>¢>07¢L}
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B.6. Vertex operatorok matrixelemeinek szamitasa

B.6.1. Periodikus hatarfeltételek

Ahhoz, hogy a csonkolt konform &llapottér modszerét a ¢ = 1 konform térelmélet perturbéa-
ciora alkalmazhassuk, (4.5) alapjan a kovetkezo matrixelemekre van sziikségiink:

(' Via0)(1,1)|®)

ahol V(4 0)(2,2) a (B.22) alatt definidlt vertex operdtor,
|®) = Ha a7k [, m)

|q)/> = N\I, H arkk(_l kk|7'L m>

a szabad bozon (B.26) Hilbert-terének két bazisvektora, amiket most igy paramétereziink, hogy
megadjuk a jobb/bal oszcillatorok 7y, si, (illetve 7, s} ) betéltési szamait, amelyek minden vektor
esetén csak véges sok oszcillatorra kiilonboznek nullatol, igy a fenti szorzatok végesek, Ng és
Ny pedig poritiv valés szamok, amiket gy valasztunk meg, hogy a vektorok norméja egységnyi
legyen. Ennek kovetkeztében az ilyen vektorok ortonormalt bazist alkotnak:

(o]
<(I),|(I)> = Opn/Omm/ H 57%7’;655,%8;6
k=1
Expliciten

—k a

Viao)(1,1) = W%Heo‘kea e e

?r‘a.

o =

%IQ

Lathato, hogy minden métrixelem szamitasa médusonként faktorizalodik. A normalasi faktorok
(a (B.21) csererelaciok felhasznélasaval) a kovetkezGképpen szamithatok:

[e.e]

N3 = [ am ) (ara,) H (rad K7) (s k) (B.37)
k=1 k=1

ahol (...) a modusonkénti atlagot jeloli. A vertek operatorok matrixelemei pedig a kovetkezd-
képpen irhatok:
a_p a / a_p a
((I) ’VaO (1 1)’@> 1Nq>/15n n+a m’'m H ak —aTeaTkar_k><dee—a k ea%a%ﬁ
k=1

ahol felhasznaltuk (B.24)-t. Egy modus jaruléka pedig az

!

+5
T ik J i
(afe e ( > (a)a kaka %)
3'=0 7=0
e i’ g ok _ pitd’ [Tk Tk N LTk—d
(ayfa’paga’) = K™ j j G (e — G)LETE jérk—j,r;c—j’

formulékkal szadmithato. A minimalmodellek esetével szemben (Id. B.3 és B.4) a fenti képletek
egyszertien implementalhatok kozvetleniil C nyelven, mindenféle szimbolikus algebra szoftver kdz-
beiktatasa nélkiil, ami azonban sziikséges is, mert a kell6 pontossagot csak a minimalmodellekénél
joval nagyobb dimenziészamu csonkolt allapottérrel lehet elérni.
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B.6.2. Vertex operatorok matrixelemei a peremes esetben

Az alabbiakban megadjuk a csonkolt konform allapottér modszer alkalmazéasahoz sziikséges
maéatrixelemek kiszamitasanak modszerét Neumann és Dirichlet hatarfeltétel esetére.

B.6.2.1. Neumann hatarfeltétel
Ebben az esetben a (B.32) Hilbert-tér két bazisvektora legyen

1 [e.9]
o) = —[[a"
@ = 5, L
1 1.7
®) = NIHa_’“k\n/>
V=1

norméjuk a (B.37) kifejezéssel analog modon

(o] o0
¥ = [Tiaeacsy = TL o)
k=1 k=1

Ezuttal kétféle matrixelemet kell kiszamolni. A sav belsejében elhelyezkedd (,bulk”) vertex ope-
ratorok mindig a térben kiintegralva jelennek meg:

o 1 [F .
Bc(b), = f/o da (¥'|Vig,0)(2,2°)|®)|__i7e (B.38)

a peremes vertex operatorok ellenben x = 0 vagy x = L poziciéban

C’c(;),i = (/| : elre(2:7) |D)

B.39
z=%+1 ( )

(mindeniitt ¢ = 0). (B.28) és (B.30) alapjan

- T - T CY
V(a,O) (ezfx,e_’fx) = <2 sin ﬂ-x) elo H e

i_"_ 7sz> a%(szT_,’_efsz)
€

a
o= —
r
ahonnan
I 1 [t A it o —al=k (R Lo R g%k ikLLCE—i-e*’kﬂLz)
Bc(ba), = Nq,qu,,lén/,nJraz dx (2 sin T) H(ak’“e k ( >e k ( af“k
0 k=1
valamint . . - .
Ak ik —ik ap ik 5 —ik 5
r;ﬂ—ak(o L +e L)O‘T< L +e L)rk -
<ak e e )=
.7+.7 T T .]+.] !’
k —ik T " 30 0 Tk
( ) ( +e L) (afa’ ara™)
=0 7=0
és

ry . . o (TR T . —q
it a1 () () 15 = 0

Az elvégzendd integralok pedig visszavezethetSk a kovetkezd Gsszefliggésre:

1 W2

1
1 /Ld ( 7r:1:>a2( wx)k 1 gy (1 — ) = 1 P( +a) (*
— z (sin — cos — Yy -
L L L 2 2
0 T T I‘( QT"‘

*)

(B.40)

[SlEa w‘—i—
N—
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A peremes vertex operatorok a sav két szélén a kovetkezd alakot oltik:

o
; i _9q =k 7
r=0: . ezago(l,l) .— @l@po H e 20— e2a A
k=1
') o p "
=1 . piap(=1,-1) . _ qiapo H e—z(—l)’w%eza(—l)kT’v

(B.39) matrixelemeinek kiszamitasat nem részletezziik, a B.6.1 alatt leirt modszerek alkalmaza-
saval egyszertien addédnak.

B.6.2.2. Dirichlet hatarfeltétel
(B.36) alapjan az allapotok alakja

1 0.0]

@) = — [[e"™l0
No i
(0.0]

1 r
L g §
v b1

o
v = T - [T o)
k=1 k=1

a sziikséges méatrixelemek pedig

1 [r .
Béa), = E/O d.%’ <@,H/(a70)(272’ )’@>‘Z:el%z (B41)
(B.33) és (B.35) alapjan
_a2 00 o= R TE ik T a ikTT kg TT
i T . X 27 — L 2k L — L
Via,0) <eZLx,e ’LI) = <2smf> a(do+ 3 rMa) 1:[ ¢ >eak <C ¢
a
o= —
,
ahonnan
(a) 1 _11 L T <¢O+¢L %0 ) s v _a‘LTk<eik%_e—ik%) a%(a‘k%_e—ikﬂ
Bgg = Ny Ny 17 dx (2 sin T) e H(ak e e
0 k=1
<a;z —ath (ME o) afp (MF ) ey
g+’ LIz gz \JtI YY)
D) (e o) s
7'=07=0
és

Y . o (TR T . —3
<a2kaj_kaia7}k> = K <j> <]k> gt Hrg — J)VE™ ]5%—]}?;;—)"

az integralok pedig (B.40)-hoz hasonloan szamolhatok.



C. Integralhat6 kvantumtérelméletek

C.1. Integralhat6 elméletek S matrixa

C.1.1. Az egzakt S matrix elmélet alapjai

Az egzakt S-méatrix elméletet (,S matrix bootstrap”) A. B. Zamolodchikov és Al. B. Za-
molodchikov fogalmazta meg |ZZ79]. Egy kvantumtérelméletet akkor neveziink integralhato-
nak, ha létezik végtelen sok, egyméssal kommutéld, egynél magasabb Lorentz spini megmaradd
mennyiség, amelyek megmaradé lokalis aramokbol szarmaztatott strtiség integraljaként allnak
el (olyan mindig van, ami egyes spinnel rendelkezik, ez maga a szokasos energia és impulzus).
Ha egy altalanos szorasfolyamatot (C.1 (a) dbra)

Ap,(p1) + -+ Ap, (Pn) — A (qu) + -+ + Ag, (gm)

tekintiink, akkor a magasabb spinti megmaradé mennyiségek annyira megszoritjak a folyamatot,
hogy

1. a részecskék szdma nem valtozhat, m = n;
2. a bemeng és kimend impulzusok halmaza megegyezik:

{pl)"' )pn} = {q17---)Qm}

3. az el6z6 pont kovetkeztében részecske tipus valto folyamatok csak akkor lehetségesek, ha
vannak azonos tomegt, de kiilénb6z6 tipusi részecskék, és ilyenkor egy adott részecske csak
vele megegyez§ tomegiibe alakulhat at;

4. a sokrészecske folyamat amplituddja kétrészecske szordasok egymasutanjaként allithaté eld, az
S maétrixot tehat a kétrészecske amplitudok dsszessége teljesen meghatarozza.

A részecskék energidjat és impulzusat a (A.5)-nek megfelelGen a 0 rapiditassal paraméterezziik.
A Lorentz-invariancia kévetkeztében a szoras amplitudok csak a relativ rapiditasoktol fiiggnek.

Amennyiben minden lehetséges tomegértékhez csak egy részecske tipus tartozik, akkor a
kétrészecske amplitudok mindegyike egy, a részecskék rapiditasatol fliggé komplex skalar. Az
Aa(0,) + Ap(0p) — Au(0y) + Ap(6p) folyamat sordn nem torténik mas, mint hogy a részecskék
fazistolast szenvednek:

Sap (00 — 0) = i9ab(0a—0s)

Egy adott multipletthez tartozo, egymaéssal témegben degeneralt részecskék szorasa egy matrix-
szal jellemezhets. Legyen a két multiplett a B és C, ekkor az Ap, (01) + Ag;(02) — Ap, (01) +
Ac,(02) folyamatokat az i, j, k, multiplett indexek tetszoleges értékeire tekintve, az amplitadok
a kovetkezGképpen ifrhatok:

kl
Spc (th — 02);;
Ennek grafikus reprezentacioja a C.1 (b) abran lathat6. Az analitikus S matrix elmélet axiomai
a kovetkezdk:

1. A kétrészecske S méatrix amplitudok a komplex rapiditds paraméter meromorf fiiggvényei a
0 < Smf < 7w savban. Minden ebben a sdvban az imagindrius tengely mentén taldlhato
polus fizikai eredett, azaz vagy egy kotott allapothoz, vagy egy tgynevezett Coleman-Thun
diagramhoz tartozik [CT78|, ami a négydimenzios térelmeéletekbd] ismert anomalis kiiszob
szingularitasok kétdimenzids megfelelGje.
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12 .. m @) B&)  B8) Cn(&) mon

Ci&)| |BL®) =

[

12 .. n Bi(@&) Ci(&)  Bi(®) C;(8) i j
(a) n — m sz6- (b) Kétrészecske folya- (c) A (C.1) relacio
rasfolyamat mat

C.1. abra.

2. A kétrészecske S-matrixok eleget tesznek az

Z Spc(0)Scp (—0))" = o er (C.1)
k,l

feltetelnek (C.1 (c) dbra). Amennyiben a kétrészecske S matrix ezenfeliil teljesiti a
(530(9)%) = Sc(—0%), (C.2)

un. hermitikus analiticitasi feltételt [Mir99] akkor Spc egyben egy unitér matrix, azaz (valos
f-ra, azaz a fizikai tartomanyban)

>~ (Ssc0)f]) Spc @) =61, (€3)

k.l

Ez minden unitér kvantumtérelméletben teljesiil, de forditva ez nem igaz: a kétrészecske S
matrix lehet unitér anélkiil, hogy a teljes sokrészecske S matrix unitér lenne. Erre latunk
majd példat a skaldzd Lee-Yang modell esetén. Ha a modell id6tiikrozésre invarians:

Scs(0)]; = Spc(0)
akkor a hermitikus analiticitas ekvivalens a kozismertebb valds analiticitassal:
(SBC(H)ZZ)* = Spc(—0)1
A kétrészecske S métrixok eleget tesznek a keresztezési relacionak:

Spclim — 0)F =" CB.cScp(0)),) (C.4)
jlll

ahol CP és C a B és C multiplettre érvényes toltéstiikrozési matrixok.
Az S matrixok eleget tesznek a faktorizacios (Yang-Baxter) egyenletnek (C.2 dbra)

Scp (02 — 0322 Spp (01 — 03)i22 Spo (01 — 02) 127 = (C.5)
Spe (01 — 02)27 Spp (01 — 03)1%2 Scp (02 — 6’3)??:?

amelyek azzal kapcsolatosak, hogy minden haromrészecske folyamatot kétféleképpen is fel
lehet irni kétrészecske folyamatok egymadsutanjaként, de ennek a két felirdsnak meg kell
egyeznie. Itt az ismétl6ds indexekre Osszegzést kell érteni.
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ks i3
iy Ky
6, 03

C.2. abra. A Yang-Baxter egyenlet

5. A kotott allapotok az ket alkotd részecskékhez hasonldoan részei az elmélet spektruménak
(,nuklearis demokracia”). A kotott allapotok S matrixat az dsszetevék S matrixa egyértel-
miien meghatarozza. Az ezt leird fuzios (,bootstrap”) relacio felirdsatol most eltekintek, az
irodalomban (pl. a Zamolodchikov testvérek fentebb hivatkozott cikkében) megtalalhato.

A toltéskonjugalas (C), tértiikrozés (P) és id6tiikrozés (T') hatasa a kétrészecske S métrixon a
kovetkezSképpen adhatd meg:

\ C P T

B } (C.6)
Sap(0)ff — | Sap0)F Spa®)f Spa(0)y

ahol most az egyszeriiség kedvéért a C toltéskonjugdlas métrixok explicit kifrasa helyett egysze-
riien feliilvonassal jeloltem az antirészecskét.

Egy integralhato relativisztikus kvantumtérelmélet S métrixat akkor tekintjiikk ismertnek,
ha ismert egy részecske spektrum és a koztiik lehetséges Gsszes kétrészecske folyamat S mat-
rixelemeinek egy rendszere gy, hogy a kétrészecske S méatrixok Osszes fizikai sdvban taldlhato
szingularitdsdt a megadott részecske spektrum segitségével meg tudjuk magyarazni vagy kotott
allapotként, vagy pedig mint anomaélis kiiszobot leird (Coleman-Thun) diagram segitségével. A
teljes spektrum meghatarozasat a szakzsargon a ,bootstrap bezardsa” néven ismeri. Az egzakt S
matrix program egy nagyon alapos, szinte minden részletre kiterjedd 6sszefoglaldsa Mussardo cik-
kében olvashato [Mus92b|. Az aldbbiakban a jelen dolgozatban érintett és ismertnek feltételezett
egzakt S matrixok felsorolasara szoritkozom.

C.1.2. A skalaz6 Lee-Yang modell

A fejezet bevezetéjében emlitett skidlazo Lee-Yang modell az My 5 minimalmodell perturba-
cioja a ®q 9 primér térrel:

Asty = Az s +ig / d*x®y o(x)

A g csatolasi dlland6 normaélasat azzal rogzithetjiik, hogy a perturbald tér konform kétpont

fliggvényére el6irjuk a
1

(@1,2(2)P12(0)) = [

feltételt. A modell integralhatd, spektruma egyetlen részecskét tartalmaz, amelynek m tomegével
a g csatolasi alland6 a kovetkezd kapcsolatban all:

g = (0.09704845636 . . . ym!2/®
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az univerzalis bulk energia konstans értéke

1

(1d. [YZ90|) és a kétrészecske S matrixa [CM89|

sinh 6 + i sin %’T
21

sinh @ — isin 5

Ez a modell a kétdimenziés kvantumtérelméletek  allatorvosi lova™ egyszertisége miatt szinte
minden az irodalomban kifejlesztett modszer (pl. a TCSA, a termodinamikai Bethe Ansatz
vagy az ezen dolgozatban nem targyalt form-faktor modszer) ezen keriilt kiprobalasra. A jelen
dolgozatban is el6fordul hasonlé szerepkorben.

Az S matrix pélusa a 0 = %ﬁz pontban annak felel meg, hogy a részecske elgfordul mint
onmaga két példanyanak kotott allapota (ez az tn. ¢ tulajdonsag, mivel szemléletesen ez az
interpolélo tér harompont csatolasanak felel meg). Ennél a polusnél a reziduum értéke:

Res S(0) =ig , g=—-2V3

0=27i

Az analitikus S matrix elméletbdl kovetkezik, hogy unitér elméletben (diagonélis szoras esetén)
g > 0 kell legyen (értéke pontosan a tomeghéjon vett haromrészecske csatolds abszolut értékének
négyzetével egyezik). A skilazo Lee-Yang modell azonban nem unitér, a Hilbert téren definialt
metrika indefinit [CM89]| (egészen pontosan az dllapotok norméja attol fiiggden pozitiv/negativ,
hogy péros vagy pératlan szamu részecskét tartalmaznak).

C.1.3. A kritikus Ising modell magneses perturbaciojanak S maéatrixa

A kritikus Ising modellt az M3 4 minimalmodell irja le, amelynek centralis toltése ¢ = 1/2, és
megfogalmazhato egy zérus nyugalmi tomegii Majorana fermion térelméleteként. Az elméletben
az egységoperdtor mellett két nemtrivialis primér tér van:

€ AE:AEZE
2

- 1

D Ay =A, = —

7 16

Ez egyben azt jelenti, hogy modellnek két relevans perturbécioja van: az els6 a hémeérsékletnek
(pontosabban a kritikus értéktdl valo eltérésének), a masodik a kiils§ mégneses térnek felel meg;
itt ez utobbit targyaljuk (a hémérsékleti perturbécio egy szabad tomeges Majorana fermionnak
felel meg).

A hatas

AMh)y=A_1— h/dtdma(t,a:)

=3
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Ez a modell integralhato, S matrixat a nevezetes Eg faktorizalt szoras adja meg [Zam89|. A

spektrum 8 részecskét tartalmaz (A;, i = 1,...,8) amelyeknek tomegaranyait az
T
my = 2mq Ccos 3
mg = 2mj cos il
3 = 1 30
myg = 2MsgCoS n
4 = 2 30
9 27
ms = 2ms9Cos —
> " 15
5 T
mg = 2moCosS —
6 2 30
T
m7 = 21y COS 5
T
mg = 2msCoS s

osszefiiggések adjak meg. A tomegskala és a csatoléasi allando kozotti relacio |Fat94| alapjan
my = (4.40490857 ... )|h[/1?
vagy masképp kifejezve
h=rym® K, =0.06203236. .. (C.8)

Két A; tipusi részecske kozti szordsamplitiadd

$1:(6) = [1] H H | gy SO+ isinm o

5] 3] |5 sinh @ — isin

ahonnan a tobbi kétrészecske S matrix a ,bootstrap” modszer segitségével meghatdrozhato
|Zam89|, részletes felsorolasukat 1d. Mussardonal [Mus92b|.

C.1.4. A sine-Gordon elmélet S matrixa

A sine-Gordon modell klasszikus hatéasa
2 1 o ! l2
A= | &z 5@@8 P+ —52 cos 0P

A modell spektrum egy szoliton-antiszoliton dublettbél és ennek kotott allapotaiként elGallo
lélegzkbol all. Klasszikusan a szolitonok témege

8m
Mszoliton = ﬁ

a lélegzdk spektruma pedig folytonos, tomegiik 0 és 2Mg,qliton kK0zO6tt barmilyen értéket felvehet.
A konfiguraciok topologikus toltése

0= % /_Z 0, dz — % (@ (400) — B(—o0)) (C.10)

ami egy (a mozgéasegyenlettdl fiiggetleniil) megmarad6 mennyiség. A szoliton topologikus toltése
+1, az antiszolitoné —1, a lélegzdké pedig 0.
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A klasszikus elmélethez hasonléan a kvantumelmélet is integralhato, és a szoliton dublett
egzakt S matrixa a kovetkezs |ZZ79] :

e TT | FEU-DA+ 2N+ 1+ )
S0 =520 = -1l sy B o 1 5

/(60— —0)| (C.11)

=1
SO =510 = A stie) o A=t
STHO) = $H(0) = — 2O _gre ()

sinh(A(im — 6)) T

A lélegzdk spektruma a kvantumelméletben diszkrét. Ha A < 1, akkor egyetlen lélegz§ sincs
jelen, ezt nevezziik a csatolasi allandé taszito tartoméanyanak. A A > 1 vonzo tartoméanyban a
kovetkezd tomegekkel rendelkeznek:

B, : mn:2sin;’—§ C on=1,2,--- <A (C.12)

A t6bbi szorasamplitido felirasahoz célszert bevezetni a

1 -1
(%) (y2_>\) sinh (g —I—z%ﬂ)
{y} = e = , (2) = m (C.13)
(T_)(T""l) S T
fliggvényeket. A B™ és B™ lélegzdk szorasara
STmO)={n+m—-1}{n+m—-3}...{n—m+3{n—m+1} (C.14)

adodik, ahol az altalanossag megszoritasa nélkiil feltettiik, hogy n > m, mig egy szoliton (vagy
antiszoliton) és B" szérasamplitudojat

{1+ A} , han paros

C.15
—v/{A} , han pératlan ( )

S™M(0) = STO) = ST(0) ={n—1+AH{n—3+A}... {

C.1.5. Kink S matrixok

A szokasos részecskék mellett a kétdimenzios kvantumtérelméletekben a lokalizdlt gerjesz-
téseknek létezik egy mésik fontos osztalya is. Tegyiik fel, hogy az elmélet tobb (véges sok),
egyméssal degeneralt vakuumot is megenged (pl. valamilyen diszkrét szimmetria spontan sér-
tése folytan). Ebben az esetben a konfiguraciok koézott vannak olyanok, amelyek tobb doménre
oszthatok, ahol egy domén belsejében a rendszer egy kivalasztott vakuum kozelében van. A do-
méneket falak valasztjak el, amelyek pontszertien lokalizaltak és véges energiaval rendelkeznek,
Lorentz-transzforméciok alatt pedig mozgd, lokalizdlt, részecskeszert gerjesztésként viselkednek.
Az ilyen doménfalakat kinkeknek nevezziik.

Egyszertien lathato, hogy a szokésos részecskékkel ellentétben az ilyen kinkekbdl &llo sokré-
szecske allapotokban specifikus kivalasztasi szabalyok érvényesiilnek abban a tekintetben, hogy
milyen kinkek keriilhetnek egymés mellé. Jelolje K, azt a kinket, amely balrol a, jobbrél b va-
kuum kozott visz at. Amennyiben a # b, az adott kink két kiilonb6z6 vakuum koz6tt interpolél,
ami egyenértéki azzal, hogy nemtrivialis topologiai toltést hordoz. Egy &ltalanos elméletben
a mez6 konfiguraciok topologiai toltése a G/H faktoron veszi fel az értékét, ahol G az elmélet
diszkrét szimmetriacsoportja, H pedig a vakuumok altal sértetleniil hagyott alcsoport. A K,
kink topoldgiai toltése a G azon elemei éltal alkotott osztaly, amelyek az a vikuumot a b-be
viszik at. A C.1.6 alatt latni fogjuk, hogy elképzelhetGek semleges kinkek is, amelyekre a = b.

! Vegyiik észre, hogy {\} egy teljes négyzet.
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Feltételezziik, hogy az Osszes kink tomege azonos, azaz egy multiplettet alkotnak (a tobb
multiplettre valo dltalanositas teljesen természetes modon megadhato), valamint az egyszertiség
kedvéért egy a,b parhoz csak egy kink tartozik. A kink mozoghat, ezért a szimmetria kvantum-
szamai mellett egy rapiditas paraméterrel is rendelkezik. Egy aszimptotikus sok-kink &llapot
(amiben a kinkek egymastol nagyon tévol vannak)

|Ka1a2 (91) azag (92) Kanan+1(9n)>

alaki, ahol az A.2 alattiakhoz hasonléan 61 > 0y > -+ > 0, esetén bejové (in), mig 01 < 0y <
- < 6, esetén kimend (out) allapotrol van sz6. Az {ai,...,an+1} egy un. vakuumszekvencia;
minden modellre jellemz6ek azok az Gn. szomszédsagi szabalyok, amelyek megadjak, hogy egy
ilyen szekvencidban melyik két vakuum keriilhet egymés mellé (azaz melyik kettd kozott van
interpoléalo kink). Egészen pontosan egy olyan részecske multiplettet neveziink kink multiplett-
nek, amelyikbdl a sokrészecske allapotok nem az egyrészecske allapotok szabad kompozicidjaval
képezhetSk (mint a szokasos Fock térben), hanem a fenti médon nemtrividlis szomszédsagi sza-
balyok szoritjdk meg a lehetséges allapotokat.
A domeénfalak mozgas kézben egymassal talalkozhatnak, és ekkor szorodnak egymaéson. In-
tegralhaté modellekben ilyenkor semmi méas nem torténik, mint hogy a két fal athatol egyméson
és a koztiik lévs vakuum tipusa megvaltozik, azaz a folyamat a

Kap(01) + Kie(02) — Kaq(02) + Kqe(61)

egyenlettel adhaté meg. Ezen folyamat valdszintiségi amplitadéjat

Sed (0 — 0y) =

01 05

alakban reprezentalhatjuk. Az egzakt S métrix-elmélet Gsszes axiomaja megfelel6 moédon atir-
hato kink gerjesztések esetére [KM92|. A (C.1) helyett az S matrix a

S s 0)S (-0)% = 5 (C.16)
d

feltételnek kell eleget tegyen (C.16 abra). Amennyiben a kétrészecske S matrix ezenfeliil teljesiti
a

Se(0)" = Se(—07) (C.17)

un. hermitikus analiticitasi feltételt akkor a szoras unitér, amit most
> Sa0)Ss60) =5 (C.18)
d

fejez ki.
A toltéskonjugalas a K,p kinket a Kp, kinkbe viszi 4t, egy cqp toltéskonjugacios faktor erejéig.
A (C.4) keresztezeési relaciok megfelelGje

S5 (60) = 2 St (im — 6) (C.19)

mig a (C.5) Yang-Baxter egyenlet helyett

Zs 90, — 63)S9 (6 — 63) = Zsef (62 — 05)S9(01 — 05)S57(61 — 62)  (C.20)
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C.3. dbra. A (C.16) Osszefiiggés grafikus reprezentacioja

C 6, 85

C.4. dbra. Kink faktorizacios egyenlet

jelenti a faktorizacio konzisztencia feltételét (C.4 abra).

A dolgozatban el6fordulo, kink gerjesztéseket tartalmazé elméletek a miniméalmodellek in-
tegralhato perturbacio (@13, ®12/®2,1, illetve @4 5 operatorral), valamint a sine-Gordon modell
k > 1 hajtogatasi szammal jellemzett verzioi. Ezek koziil a kdvetkezs alfejezetben példaként egy
olyan S matrixot mutatok be, amelynek meghatarozasa sajat eredményem.

* s %,

ami azonban csak nemunitér elméletekben (|p — g| # 1) relevans. Ennek a modellcsaladnak az
S matrixat a modell kvantumcsoport szimmetriajat felhasznalva hataroztam meg |Tak97al; a
cikkben szerepld elirasokat késébb egy Watts-szal kozos cikkiinkben helyesbitettem [TWO02].

A modell hatéasa

A=Ay, — A / dtdad, 5(t, o)

ahol A, , a konform térelmélet hatasa. Az elmélet alapvets gerjesztéseit egy kink multiplett irja
le, a megengedett vikuumok egy j (fél)egész szammal indexelhetdk:

j:071/27"'7jmax

ahol jimar = (p—2)/2. A {j1,..., jn} vikuumszekvenciak akkor megengedettek, ha eleget tesznek
a

. . 1
|jk+1 — Jk| = 0 vagy 5

szomszédsagi szabalyoknak, amelyeket a (C.5) dbran illusztraltam. Ha a két vikuum azonos, a
megfelel§ kink semleges, ellenkez6 esetben pedig topologiai toltést hordoz.
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@/\@/\@/ \@/\@
0 3 1 Jmaz — 5 Jmaz

C.5. dbra. ®15 perturbaciok vikuum szomszédsagi grafja

_
Il

mp)
exp ™

T 4 7p
— iy =
R e
[z] _ q4z_q—4z
4 ¢t —q 1t

jeloléseket bevezetve, a toltott kinkek szorasi amplitudoi a kdvetkezd alakba irhatok:

2 1/2
sed = <_ <y_ _ % _ 3 + q> Sue <[2b + La[2d + 1]4> (C.21)

q [2& + 1]4[20 + 1]4
2 5 1
+ <y_ - q_2 - - +Q> 5bd> So(6)
Y q
ahol

1 /. .7 N T omi\\ !
So(0) = £— <s1nh— (0 — i) s1nhz <9 - —>> X

3

o sin k0 sinh 2 cosh (% — §) k

exp —Zi/ - - dk | . (C.22)
0 k cosh %57 sinh %

A t6bbi amplitudé semleges kinkeket is tartalmaz:

6,2 2.8 8 4,2 2 10,,2 4 2 2.2
va +2¢° — ¢® — g*yP + P - +y'e? -
gee — qay Yy q q qy y2qg qy yq yq 50(9) (C.23)
a (v +¢°)(y* - 1)
Sgb = y2q3 50(0)
Sgt; - _ (q )(z q )50(9)
yq
aa  __ .Caq (q4 B 1)(y2 - 1)
b Zcba q*y So(0)
LoD -1
SZ[I: — Z@ (q )2(y )S()(e)
Caa q-y

ahol a ¢y faktorok a Ky, kink toltéskonjugélasakor felléps egyiitthatok, amelyek megjelennek a
(C.19) keresztezesi relaciokban:

2a [[2b+1] B 1
oy — ap(—1)= [2a+1}i a=b=xs
(%) a =
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amelyekben o o tetszéleges (konvenciotol fiiggs) szorzofaktorok.

A teljes spektrum elvileg az S matrix szingularitdsainak analizisével kaphaté meg, de a mai
napig csak a (p,q) értékek egy bizonyos tartomanydban ismert, éltaldnossdgban a probléma
nem megoldott. Azt azonban tudjuk, hogy a gerjesztett allapotok spektruma tovabbi, magasabb
tomegt kink multipletteket, illetve skalar lélegz6ket tartalmazhat. A magasabb kink multiplettek
S maétrixai csak egy y — ny helyettesitéssel, illetve az Sy(#) skalarfaktor értékében kiilonboznek
(C.21,C.23)-t6l, ahol n = 41, 4 lehet.

C.2. Reflexi6s faktorok peremes integrialhaté modellekben

C.2.1. Az egzakt R matrix elmélet alapjai

Tekintsiink egy kvantumtérelmeéletet a co < & << 0 félegyenesen, ahol x = 0-ban a mezk va-
lamilyen hatarfeltételnek tesznek eleget. Tévol a peremtdl a fizikai viselkedés lényegében azonos a
perem nélkiili elméletével. Az aszimptotikus allapotok a A.2 alatti jelolésekkel a kévetkezSképpen
adhatok meg:

|Aa1(p1)'--Aan(pn)>ian = |91""’9n>aa1---an 9 01 > > 011 >0

A bemend éallapotban minden részecske rapiditasa pozitiv, hiszen a részecskék a végtelen tavoli
multban mind a perem felé haladnak. A kimeneti allapotban hasonloképpen:

(At (1) - Aat, W ot =101 O ovayoar, 5 01 < <0, <0

az Osszes részecske mar visszaverddott a falrol és a peremtdl tavolodik. Az o és o indexek a
perem allapotat adjak meg; latni fogjuk, hogy a peremnek is lehetnek gerjesztései, illetve ezek
tartozhatnak adott szimmetria alatt transzformal6d6 multiplettekbe is.

Amennyiben a perem nélkiili elmélet integralhatd, kereshetiink olyan hatarfeltételeket, hogy
a magasabb spin megmaradé mennyiségek egy része tovabbra is megmaradjon. Nem minden
mennyiségre lehetséges ez: pl. maga az impulzus megmaradésa is sériil az eltolasinvariancia
miatt, azonban Ghoshal és A. B. Zamolodchikov szdmos példat talalt olyan hatarfeltételekre,
amelyek a perem nélkiil megmaradé mennyiségek felét megtartjak. Ebben az esetben a perem-
feltételt integralhatonak nevezziik, és a C.1.1 alatti egzakt S métrix elmélethez nagyon hasonld
modon egy faktorizalt szoraselmélet épithetd fel, a kovetkezs tulajdonsagokkal:

1. a részecskék szama egy folyamatban nem valtozhat, m =n
2. a bemend és kimend rapiditasok halmaza elGjeltdl eltekintve megegyezik:

(01, 0,} = {—0,,...., -6}

3. részecske tipus valto folyamatok csak akkor lehetségesek, ha vannak azonos tomegi, de kii-
16nb6z6 tipust részecskék, és ilyenkor egy adott részecske csak vele megegyez6 tomegiibe
alakulhat at. A perem bemeneti és kimeneti dllapotanak energidja megegyezik: E, = Fg.

4. a sokrészecske folyamat amplitudoja kétrészecske szorasok és a peremen torténd egyrészecske
reflexiok egymasutanjaként allithato el, az atmeneti amplitadokat tehat a (peremtdl flig-
getlen) kétrészecske S matrix amplitudok és a (peremfeltételtdl fiiggs) egyrészecske reflexios
faktorok Osszessége teljesen meghatéarozza.

Az egyrészecske reflexios faktort a
0)oa = B (0)] = O)arwr

Osszefiiggés definidlja.
Az analitikus R méatrix elmélet axiomai a kovetkezsk:
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1. Az egyrészecske reflexios faktor a komplex rapiditas paraméter meromorf fiiggvényei a 0 <
Smé < w/2 savban. Minden ebben a savban az imaginéarius tengely mentén taldlhato polus
fizikai eredetii, azaz vagy egy gerjesztett pereméllapothoz, vagy egy tgynevezett peremes
Coleman-Thun diagramhoz tartozik [DTW99, BBT04].

2. Az egyrészecske reflexios faktorok eleget tesznek az

> RO (O)RY (—0) =65 68" (C.24)

o !

feltételnek. Amennyiben ezenfeliil teljesiil a

(R 9)) = Rt (—0%) (C.25)
hermitikus analiticitasi feltétel, akkor a reflexi6 unitér, azaz (valés 6-ra, azaz a fizikai tarto-
ményban )

3 (Rg;a’(e)) ol () = 6,89, (C.26)
o al

3. Az egyrészecske reflexios faktorok eleget tesznek a keresztezett unitaritdsnak. Ennek felira-
sdhoz érdemes bevezetni a

Kedab(g) = S e R, (i~ 0)

o a’

mennyiségeket, ahol C a részecskék, Ca perem &llapotainak viselkedését irja le toltéskonju-
galas alatt. A keresztezett unitaritas kovetelménye a kovetkezd:

KOPeb(g) = Sab, (20) KP4 (-9) (C.27)

a’'bt/

4. Az egyrészecske reflexios faktorok eleget tesznek a kovetkezs faktorizacios (peremes Yang-Baxter)
egyenletnek
b b b
R0 (00) S22 (01 + 02) RE2E2 (82) 52202 (61 — ) = (C.28)

Seapa (01 — O2) R (02) 520 (6 + 61) RA262 (61)

asbs aobo biao alal

ahol az ismétl6ds indexekre Osszegzést értiink.

5. A perem gerjesztett dllapotai részei az elmélet spektrumanak, az ilyen allapoton val6 refle-
xios faktorok egy fuzios (bootstrap) relacio segitségével a kétrészecske S matrixokkal és az
alapéllapoti reflexios faktorral kifejezhetdk, a részleteket 1d. [GZ94].

6. Ha valamely részecske két masik kotott allapotaként all els, akkor reflexios faktorai megkap-
hatok a konstituensek reflexios faktorai és S matrix amplitadoi ismeretében [Gho94].

A fentiek a C.1.5 alatt leirtakkal anal6g mdédon altaldnosithatok kink multiplettekre is, de ennek
targyalasatol itt most eltekintek, a peremes szuperszimmetrikus sine-Gordon modellrsl Bajnok
Zoltannal és Palla Laszloval kozosen irott munkankban [BPT02b| a részletek megtalalhatok.

C.2.2. A peremes sine-Gordon elmélet reflexiés faktorai

Az alabbiakban a perem nélkiili (,bulk”) sine-Gordon elmélet jellemz mennyiségeire a C.1.4
alatt bevezetett jeloléseket hasznéaljuk. A legaltalanosabb olyan integralhatéo modell, amely a
sine-Gordon modellbél egy peremre lokalizalt potencial hozzdadasaval kaphato meg, Ghoshal és
Zamolodchikov nyoman [GZ94| a kovetkezs klasszikus hatassal definialhato:

“al (2 mj i
Apsa = / dt / dx 58#<I>8“<I> + —-cos B3P | + M cos 5 (®(t,z =0) — dg) (C.29)
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(a Dirichlet hatéarfeltétel az My — oo hatéresetnek felel meg).

A peremes Yang-Baxter egyenletet, unitaritast és keresztezett unitaritast, valamint a mini-
mélis analitikus szerkezet kovetelményét kielégit legaltalanosabb megoldést a szoliton dublett
reflexios faktorara szintén Ghoshal és Zamolodchikov hatarozta meg [GZ94]:

_( Bin,9.0) Ri(n.9,0)\ _ ( PT(n,9,0) Q(n.9,0)
roo0) = ( giroe wooe )= omss P )
P+(T,71979) QO(H) 0(77’ 0) 0-(“979)
< "Qol0) P (,0.0) >R0(9)cos(n) cosh(9)
Pi(n,9,0) = cosh(\)cos(n) cosh(¥9) = i sinh(\g) sin(n) sinh (1)
Q(#) = isinh(A0)cosh(\0) (C.30)

ahol 7 és ¥ a megoldast jellemz§ két valos paraméter,

D4+ i 2T (N1 — 1) + 1+ i22)
o -Tl|

Ir+ 2@ - a1+ 0 _0)]

és

SHEZ (2 -DA+T(5 - L+ (20 - 1A+
%— L4 (20— 2N+ 20 + 2 4210 4 i29)

/(6 — —m]

A sine-Gordon modell peremes alapéllapota (valamint minden késébb targyalandé gerjesztett
pereméllapot is) szinglett, ezért nincs hozzajuk rendelt multiplett index. A reflexiéban a topo-
logikus toltés kettével valtozhat, vagyis a szoliton szam paritdsa megmarad.

A lélegzik reflexios faktorai ennek ismeretében mar egyértelmiien meghatérozhatok [Gho94|:

R (5,9,0) = R§Y(0)S™ (n,0)S™ (19, 0) (C.31)
ahol
Ly(n pqynzt Ly (L o+ n—1 L 14 n=2l-1
R(()n)(e): (2)752A—;_ ) ( )\)l( )\ 5 ) : S(n iL‘ 9 )\;r §+n_22)l\_1)
(F+3) o1 (L+3) o (G T3+ =)

(a jeloléseket 1d. (C.13)-ben).

A gerjesztett peremes allapotok spektrumat Bajnok Zoltannal, Palla Laszloval és Toth Gabor
Zsolttal egyiittmiikodésben hataroztuk meg [BPTTO02|, Mattsson és Dorey Dirichlet peremfel-
tételekre vonatkozo eredményeit altalanositva [MDO0]. A spektrum egész szamok sorozataival
paraméterezhets: az

\nl,ng, v ,nk>

allapot akkor létezik, ha teljesiil a

T
S 2y >y > 20
feltétel, ahol v, = 3§ — W és wy, =7 — 4 — W Az ilyen allapot energiaja (az alapalla-

potéhoz viszonyitva)

Binymg,mgy = M Z cos(vy,) + M Z cos(wp,)

i paratlan i paros

Megjegyzem, hogy a peremes alapéllapotot |)-vel jeloljiik; a [0) mér a vy polusnal keltett (elss)
gerjesztett allapotot jeloli.
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A reflexios faktorok k paritdsatol fiiggnek. Ha k paros, akkor a szoliton dublett amplitidoi

Qi s,y (1:0,0) = Q(,9,0) T an,(n,0) ] an,(3.0)

i odd i even
és
P oy (1:0,0) = PE(1,9,0) Id[d an, (1, 0) H an, (1,6)
ahol .
an(n, 0) :zl_[{2 (% —l)} ;o n=mA+1) =17
=1

(ismételten (C.13) jeloléseit alkalmazva).
A 1élegzdk reflexios faktoraira

R o :9,0) = R (n,9.0) TT b2, (0.0) T] v0.(7.0)

i odd i even

adodik, ahol

min(n,k)
i 0) = 1] {2—”—A+n—2l}{2?”+A—n—2(k+1—z)}

™
=1

Paratlan k-ra a fenti formulakban fel kell cserélni a szolitont és az antiszolitont (s <> 3), valamint
az

n—aA+1)—n
helyettesitést kell elvégezni.

Az R matrix paramétereit a kvantumtérelmélet csatolasainak fliggvényében Al. B. Zamolod-
chikov hatarozta meg |[Zam99|. A csatolasi dllandokat a perturbalt konform térelméleti leirashban
definialjuk, azaz a (C.29)-nak megfelel§ peremes kvantumtérelméletet egy Neumann hatéarfel-
tételeknek eleget tevé ¢ = 1 szabad bozon kettés (,bulk” és peremes) perturbécidjaként adjuk
meg:

[ele] 0 - 00
AT = A, +/ dt {g/ dz (Vig,0) + Vi—2,0)) + % / dt (e‘ﬁ%/Q\Ifl 1 eﬁ%/?\y_1>}

—0o0 - —0o0
(C.32)
ahol a V(490y és W41 vertex operatorokat a (B.30) és (B.31) kifejezések alapjén definialjuk, és a
bozon kompaktifikacios sugara?
Vi

r=2—

g

Az R matrix paraméterei és a (C.32) hatas csatolasi allandoi kozotti osszefiigges:

CoS 7 cosh i = z cos @
)\‘1‘ 1 )\‘1‘ 1 ﬂcrit 2

(i d
sin | —L— ) sinh v = ~,u sin P20 (C.33)
A+1 A+1 Herit 2
ahol
~ 2u
ﬂcrit — - 7 N\
: oy
Sin ()\—_,’_1)

2 A 4.2.2 alatt targyaltakhoz hasonléan természetesen itt is lehet hajtogatott modelleket definialni, ahol
r= Qk% és a perturbélo operatorok Viax 0y + V(_ak,0), illetve e PPo/2y, 4 P02y
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Zamolodchikov a perem energidjat is meghatarozta:
M n ¥ 1 T 1 m 1
Byl ) = — () teosh (2) ~ Leos (Z)  Lan(Z) 1) (o
b(1,7) Tcos & <cos 3 + cos <)\> 5 s (5 + 5 5in { o3 5 ( )

Ezen relaciok levezetése [BPT02al-ban talalhato.
A ®(z,t) = ®( Dirichlet peremfeltétel esetén a hatas alakja

0
CFT U
Al = AL+ —/ dt/ dr (Vi) + Vic1,0)) (C.35)
2 —00 —00
ahol a V(4 ¢y vertex operdtorok a (B.35) alapjan definidltak és a kompaktifikacios sugar az

Var

rT=—

g

kapcsolatban all a 3 paraméterrel. A reflexios faktorokban a Dirichlet hatarfeltétel a ¥ — oo
hataresetnek felel meg, és a fennmarad6 paraméter az

) — (Hl)% (C.36)

kapcsolatban 4ll a mez6nek a peremen felvett értékével [GZ94|, a peremes energiajarulék pedig

[LMSS95] o o I
0= g (o (2) e () +hon(F)-3) o
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