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BEVEZETES

A szerz6 a kandidatusi fokozat (1994) megszerzése 6ta tobb matematikai témaval foglal-
kozott, azota 1 jegyzetet 2 konyvet és 43 cikket kozolt (Minkowski geometria témakorébsl
12 cikk jelent meg, a racsgeometria vizsgalatait 9 cikkben folytatta, 9 cikket irt tovab-
bi Euklidészi geometriai problémékrol, 8 cikket a Bolyai-Lobacsevszkij féle geometriarol
és 5 cikket egyéb geometriai témékrol), tovabbi 2 munka jelenleg kozlésre elfogadott. A
disszertacio f6 témakore Minkowski geometria annak a lehet6 legtagabb értelmében. A
szigoru értelemben nem Minkowski geometridkrol irt dolgozatok koziil harom eredménye-
it csatoltuk a disszertacidhoz. Valamennyi kiemelt dolgozat hasznalja a konvex geometria
modszereit. 4 ezek koziil tarsszerzékkel irodott, Horst Martini tarsszerzém a |4l 6] [7] cik-
kekben, Vitor Balestro a [7] cikkhez jarult hozza, mig Langi Zsolttal irtam a [12] cikket.
A 1L 2 B, B 8 @ 10 1T, 13, 14] cikkeknek nincs tarsszerzgje. Fontos szerepet jatszik a
disszertacioban a fogalomalkotés kérdése, nem-Euklidészi geometridk esetén a jo fogalom
a kulcs a jo eredményhez. (A7 egyszerii kovethetGség érdekében a tézisfiizet szamozéasa
onallo.)

1. KONVEX BUROK ES A TERFOGAT SZAMITASA

Ebben a fejezetben a [12], [13], [I4] cikkek kozos probléméja a térfogat szamitas.

A Langi Zsolttal kozos [[12] cikkben a kovetkez§ geometriai probléméat jarjuk ko-
riil: két test konvex burkanak a térfogatarol mit lehet elmondani? Az elsé eredmény valoszi-
niileg a [34] cikkben talalhato, Fary és Rédei igazoltak, hogy ha az egyik test egyensvonala
egyenletes mozgast végez akkor a konvex burok térfogata az id6 konvex fiiggvénye. Ez a
gondolat (mint alkalmas eszkoz) tobbszor megjelenik az irodalomban, Rogers és Shephard
[66] 1958-ban egy kicsit altalanosabb formaban, u.n. linedris paraméter rendszerekre iga-
zoljak, mig Ahn, Brass és Shin [20] egy 2008-as cikkben igazoljak ennek "dudlis allitasat"
is poliéderekre, miszerint a metszet térfogata konkav fiiggvénye az idének. Mi a kévetkezs
mennyiségeket vizsgaltuk: Két /K és L konvex test esetén, jelentse

¢(K, L) = max {vol(conv(K'UL")): K2 K, L' ¥ L and K'N L # 0},

ahol vol az n-dimenzi6s Lebesgue-mérték. Tovabbé, ha S az R" egy izometriaibol allo
halmaz, legyen

c(K|S) = max {vol(conv(K UK")): KNK'# 0, K' = o(K) for some 0 € S} .

1
vol(K)
Hasonlo (kevésbé altalanos) mennyiségek vizsgalatara hasznalta Rogers és Shephard [66]
a linearis paraméter rendszer fogalmat. (A ¢(K, K) mennyiséggel a szerzd a [I7]-ben fog-
lalkozik el6szor, ahol konkrét értékét hatérozza meg szabélyos szimplex és a kolecsonos
elhelyezkedésre vonatkozo egy tovabbi feltétel teljesiilése mellett.)

Rogers és Shephard megmutatta, hogy a ¢(K|S) érték minimuma fellép az n-dimenzids
gomb esetén, ha S az eltolasok vagy a centralis tiikrozések halmaza. Mddszeriikbdl az
azonban nem koévetkezik, hogy méas test nem teljesiti a minimum feltételét. Sejtésiik szerint
mindkét esetben ha minimélis értéket vesz fel egy testen a vizsgalt fiiggvény, akkor a test
ellipszoid.

Jeloljiik ¢;(K)-val a ¢(K|S) értékét, ha S egy i-dimenzios affin altérre valo titkrozést jelent
(i =0,1,...,n — 1). Hasonloképpen, legyen ¢ (K) és ¢®(K) a ¢(K|S) értéke eltolasok-
ra illetve a teljes izometria csoportra nézve. Az eltolasok esetében, olyan 0j bizonyitast
adtunk Rogers és Shephard tételére, melybdl az is kévetkezik, hogy a minimum felvé-
tele karakterizalja az ellipszoidokat (azaz bizonyitottuk az eltoltakra vonatkozé Rogers-
Shepard sejtést). Egy n-dimenzids K konvex testrél azt mondjuk, hogy teljesiti az elto-
lasra vonatkozo konstans térfogat feltételt, ha minden eltoltan érintkezG test par esetén
a vol(conv((v + K) U (w + K))) fiiggvény ugyanazt az értéket veszi fel. Egy 2-dimenzios
konvex gdrbét Radon girbének neveziink, ha a K konvex burkanak egy alkalmas affin
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képére teljesiil, hogy a polarisa megegyezik a 90°- os elforgatottjaval (Isd. [60]); a Radon
gorbe fogalma kapcsolatban van a normalt terek Birkhoff-féle ortogonalitas fogalméaval.
A Birkhoff ortogonalitas szimmetrikus akkor és csak akkor ha az egység kérvonal Radon
gorbe. Bizonyitottuk a kovetkezd allitast:

1. Tétel. Tetszdleges K konvex sikidomra a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(1) K teljesz’ti az eltolasra vonatkozo konstans térfogat feltételt.
(2) Az 5(K — K) gorbe Radon gérbe.
(3) K egy Radon normdra nézve konstans szélesséqi alakzat.

A ¢ (K) és ¢,—1(K) értékekrol is igazoltunk analog eredményeket. Bizonyitottuk, hogy
c1(K) éppen az ellipszoidokra nézve minimalis és a ¢, _1(K) érték pedig az Euklidészi
gombre teljesiti ezt a feltételt. Az els§ eredmény a pontra vonatkozo tiikrozésre igazolja
a Rogers-Shephard sejtést. A bizonyitasok modszerei kozott klasszikus térfogat egyenlét-
lenségeket és konvex geometriai észrevételeket talalunk. Erdekes a Minkowski geometria
megjelenése ezen Euklidészi geometriai kérdés vizsgalata kapcsan.

A fejezet masodik cikke [13] szintén Euklidészi térfogattal kapcsolatos kérdést vizs-
gal. A Fejes-Toth Laszlo altal 1964-ben felvetett kérdés a kovetkezs: Melyek az adott
cstucsszami, egységgombbe irt poliéderek koziil a maximalis térfogatuak (Isd. [36])7 A kér-
dés szisztematikus vizsgalata Berman és Hanes 1970-ben megjelent [23] cikkével indult.
Meghataroztak az optimalis poliédereket n < 8 csticsszam esetén. Komputeres vizsgéalatot
a4 < n < 30 esetekre vonatkozoan Mutoh végzett (Isd. [65]). A tablazataban szerepls ma-
ximalis térfogatt poliéderek az altala a sejtett optimumok. Tudomasunk szerint (Isd: [25]
és [28]), a kérdés matematikai megoldasa az n > 8 esetben (eltekintve a szerencsés n = 12
esettdl) még varat magara. Langi Zsolttal kozos [18] cikkiink ezt a problémét vizsgalja ma-
gasabb dimenzios esetekben. Visszatérve a disszertacioban szereplé munkara Fejes-Toth
Laszl6 egy olyan egyenl&tlenségérdl kell beszélniink, mely megkeriilhetetlen az n < 8 illetve
n = 12 esetek optimalis megoldasainak megkeresésében. Az n = 12 eset optimalis megol-
désa az ikozaéder, mely allitas kozvetlen kovetkezménye a [36] konyv 264. oldalan talalhato
(2)-vel jelolt egyenlétlenségnek. Ennek simplicialis poliéderre kimondott valtozatat nevez-
ziik ikozaéder egyenldtlenségnek. Az ikozaéder egyenlGtlenség szerint egy az egységgdémbbe
irt rogzitett szférikus teriilett, szférikus haromszog altal meghatérozott kzponti tetraéder
térfogata akkor maximalis, ha a haromszog szabélyos. (A kozponti tetraéder a haromszog
héarom csucsanak és a gomb kozéppontjanak a konvex burka.) Fontos lehet azonban olyan
konfiguraciok vizsgalata is melyben szabalyos haromszog valamilyen ok folytan nem sze-
repelhet. A [I3] ebben az iranyban altalanositja az ikozaéder egyenlGtlenséget. Olyan
szimplicidlis gombbe irt testekre fogalmazunk meg egyenlGtlenséget, melyek haromszog-
lapjai maximalis hossziisagi éleinek a hosszrendszere adott. Tegyiik fel, hogy a P az

egységgombbe irt, csillagszert, szimplicidlis poliéder f szdmu lappal. Legyenek ¢y, ..., cy
az I, ..., Fy lapok maximalis kozponti szogéhez tartozo élhosszak. Jeloljiik 7;-vel az F;

laphoz tartozo szférikus héromszog teriiletét. Igazolhatod, hogy ha az a, b, ¢ élhosszakra
teljesiilnek az 0 < a < b < ¢ < 7/2 egyenlGtlenségek, akkor fennall a 7 < ¢ egyenl(’itlenség

is. A v(r,c) fiiggvény konkdv a D := {0 < 7 < 7/2,7 < ¢ < min{f(7),2sin"' 1/2/3}}
tartoményon, ahol az f(7) fiiggvényt a Hesse méatrix gyokei definialjak; es nem konkav a

={0<7<w, f(r) <c<2sint/2/3} = {0 <7 < ¢ < 7w/2}\ D tartoményon, ahol
f(w) =2sin"'/2/3. (Az w kozelits értéke w ~ 0.697715.)
2. Tétel. [13]| Tegyiik fel, hogy minden i-re teljesiilnek a 0 < 7; < 7T/2 felte’telek Indezel-

jiink gy, hogy i = 1,..., f" esetén 0 < 7; < ¢; < min{f(7;),2sin" \/2/3} dlljon fenn és
minden olyan j-re pedig, melyre j > f az 0 < f(1;) < ¢; < 2sin~' /2/3 egyenldtlenség.
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I’ f f
Ekkor a ¢ := % 21% = # ; f(r) és 1’ = ; 7; jelolések mellett fenndll:
i= i=f+1 i=f+1

f'd+(f — f’)c*) cos <W) — Cos 27” cos <7flcl+(2f]ffl)c*)

f 1 — COS 3 COS (%}W)

Az egyenlGtlenség alkalmazhat6 konvex poliéderek mellett a gomb kézéppontjara vonatko-
z6an csillagszertd poliéderekre is. Tobbek kozott teljes altalanossagaban megoldja a szerzé
[17]-ben kozos kozépponta egybevago szabalyos tetraéderekre vonatkozod probléméjat.
Vegil a [[I4] cikk egy tételét emeltiik be a disszertécio ezen fejezetébe. A hiperboli-
kus poliéderek térfogatanak kiszamitasa nehéz kérdés. Altalanos szimplex térfogatat u.n.
orthoszkémek térfogatanak szamitasara vezetik vissza. Az elemi fiiggvényekkel nem kife-
jezhetd integralok alkalmazasi teriilete ez, a Lobacsevszkij altal megadott térfogat formula
az egyik legismertebb nem elemi integral. Ezen formula az orthoszkém lapszogeit hasznal-
ja paraméternek, ezek egyértelmiien meghatirozzak az orthoszkémet igy a térfogatat is.
Kevésbé kozismert, hogy az orthoszkém térfogatara Bolyai Janos is adott két (elemi fiigg-
vényekkel nem kifejezhet) integralt, ezek paraméterei az orthoszkém bizonyos élhosszai és
lapszogei. Felépitve tobb koordinatarendszerben és modellben a hiperbolikus térfogat fo-
galmat, cikkiinkben megadunk egy olyan formulét, mely az orthoszkém meghatarozasahoz
tartozo harom él hosszat hasznalja paraméteriil. Igazoljuk a kovetkezs tételt:

< L

4

3. Tétel. Legyen a, b és ¢ eqy orthoszkém azon éleinek hosszai, melyek kézil b merdleges
a vele k6zd6s csicsu a-ra és ¢ merdleges az (a,b) sikra valamint a vele kizds csicsu b-re.
Az orthoszkém v térfogata ekkor az aldbbi integrdllal adhato meg:

b
1 tanh A sinh a sinh b + tanh ¢sinh A
== n(— - d\.
4 ) \/ tanh? b cosh? \ + sinh? @ sinh? \ sinh b — tanh c¢sinh A

2. BISZEKTOROK, IZOMETRIAK MINKOWSKI GEOMETRIAKBAN

Az [1, 2], [3], [4] dolgozatok Minkowski terek "szakasz-felez6 mercleges" halmazaival
tgynevezett biszektorokkal foglalkoznak. Az [5] munka Minkowski geometridk izometri-
ait tanulmanyozza. A disszertacid ezen fejezetéhez kapcsolhatd a szerzé harom tovabbi
cikke, melyekbdl ketts [6], [7] eredményeit a disszerticié tartalmazza (bizonyitésok nél-
kiil). A harmadik [19] cikk a szerz6 tarsszerzdi altal kezdeményezett, ennek (a Minkowski
geometriak polaritasaival foglalkozo) eredményeit nem csatoltuk a disszertaciohoz.

Az els6 4 cikk véges dimenzios, valos, szeparabilis Banach terekben vizsgalja két adott
ponttol egyenld tavolsagra elhelyezkeds pontok halmazéat (az u.n. biszektort), illetve an-
nak a geometriai és topologiai tulajdonsagait. A beagyazo teret geometriai Minkowski
térnek nevezziik, megkiilonboztetve az irodalomban szintén Minkowski térnek nevezett
indefinit skalarszorzatos tértGl. Az elmult hiisz évben a geometriai Minkowski tér elméleti
kutatasa ismét centrumba keriilt, elsGsorban, gyakorlati problémak felmeriilése és megol-
dasa kapcsan. A fogalom remek 6sszekots kapocs fizikai, funkcional analizisbeli, konvex
geometriai és nem-Euklidészi geometriai kutatasok kozott (Isd. pld. [58], [59]).

Ha K egy O-szimmetrikus, korlatos, konvex test az n-dimenzios Euklidészi térben E"-
ben, akkor K definidl egy norméat, aminek 6 az egységgombje (Isd. példaul [45], [67]).
A kapott teret Minkowski normdlt térnek vagy geometriai Minkowski térnek nevezziik.
A Minkowski metrika a norma altal indukalt tavolsag, ezért eltolasokra nézve invarians.
A norma egységgdmbje szigorian konver ha hatara nem tartalmaz szakaszt, sima ha
minden hatarpontjaban létezik egyértelmii tamaszhipersikja. A beagyaz6 Euklidészi tér
skalarszorzatara nézve ezek dudlis fogalmak: A K poldrisa az a K* ponthalmaz melyet a
kovetkezs egyenlet definidl: K* = {y | (z,y) <1 minden x € K}. Megmutathato (lsd.

[29]), hogy K pontosan akkor szigorian konvex, ha K* sima.
4
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A [I1 cikkben a Minkowski tér egységgdémbjének a hatarat vizsgalva két olyan tételt
bizonyitunk, melyek H.Mann, A.C.Woods and P.M.Gruber karakterizacios tételeihez ha-
sonloak (Isd. [57], [75],[42], [43] and [44]).

H.Mann igazolta, hogy egy Minkowski norméalt tér akkor és csak akkor Euklidészi ha a
Leibniz félterei konvexek. (Adott, az origotol kiilonb6z6 x pont esetén az L(0,x) Leib-
niz féltér azon pontok Gsszessége a térben, melyek az origohoz (0-hoz) koézelebb vannak
mint z-hez.) A.C.Woods igazolta az analog allitast abban az esetben, amikor a mérce
fiiggvény egységgombje ugyan korlatos de nem feltétleniil centrélisan szimmetrikus vagy
konvex. P.M Gruber kiterjesztette ezt az eredményt csillagszert (nem feltétleniil korlatos)
mérce fiiggvények esetére is. P.M. Gruber egy masik modon is altalanositotta Woods téte-
l6t, megmutatta (Isd. Satz.5, [42]), hogy egy korlatos mérce fiiggvény akkor is Euklidészi
normét ad, ha van egy olyan 7T részhalmaza az (n — 1)-dimenzios egységgomb felsziné-
nek, amely relativ belseje nem iires és rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsaggal: TetszGleges
{0,x} pontpar esetén, ahol = € T az L(0,x) Leibniz féltér konvex. A Leibniz félterek
konvexitasabol azonnal kovetkezik, hogy a biszektorok hipersikok. Eképpen Mann téte-
1eb6l kovetkezik M.M.Day allitasa ([30]): Ha egy Minkowski normdra nézve tetszdleges
biszektor hipersik, akkor a tér egységgombje ellipszoid. P.M.Gruber veszi észre(lsd. [43]
Satz.3), hogy ha K, K, konvex testek E%ben (d > 3) és tetszéleges olyan K, eltoltjara
Ks-nek, melyre K # Ki, a bdK} N bdK; halmazok hipersikbeliek, akkor K7 ellipszoid.
P.R.Goodey igazolja azt az erGsebb allitast, hogy a mondott feltétel mellett Ky a K,
homotetikus példanya ([40],[41]).

A [57]-ben H.Mann igazolja, hogy ha tetszGleges réacs esetén a racspontok Minkowski tavol-
sdgra vonatkoz6 Dirichlet-Voronoi celldi konvexek Euklidészi értelemben, akkor a norma
Euklidészi. P.M.Gruber ezt a tételt is kiterjeszti a csillagszerii egységgombok esetére.
Elsfordulhat, hogy egy zart Dirichlet-Voronoi cella nem konvex mig a belseje konvex. Ezért
a zart és nyilt Dirichlet-Voronoi cellakat meg kell kiilénboztetniink egymastol. Ilyen eset-
ben a cella "falai" maguk is n-dimenziosak. Ez a jelenség akkor léphet fel, ha a megfelel6
biszektor tartalmazza a tér egy n-dimenziés darabjat.

H, = {y € E"|Nk(y) = Nk(y — x)} jelolje a 0 és x pontok biszektorat, H, o és H,,
pedig a 0 illetve x pontokat tartalmazo nyilt (szigora egyenlGtlenséggel definialt) Leibniz
feltereket. Jelolje clg S az S halmaz lezartjat a Minkowski normara nézve, nyilvan H, =
clg HyoNelg Hy 4.

Héarom lemmaban osszegytijtottiik (és bizonyitottuk) a Leibniz-félterek és a biszektorok
topologiai és geometriai tulajdonsigait. Az elsében igazoljuk, hogy a biszektor egy zart,
Osszefiiggs, x iranyban konvex halmaz, a nyilt Leibniz félterek topologiai értelemben is
nyilt Osszefiigg6 halmazok, melyeket a biszektoruk elvalaszt. A masodikban igazoljuk,
hogy az egységgéomb hatara pontosan akkor nem tartalmaz egy adott irdnnyal parhuza-
mos szakaszt, ha az adott irdnnyal parhuzamos valamennyi egyenes az adott irdnyhoz
tartozo valamely biszektort pontosan egy pontban metszi. Egy fix x irdnnyal parhuzamos
egyenesek a biszektort szakaszban metszik, melyeket mazimdlis x-el paArhuzamos a biszek-
torhoz tartozo szakaszoknak hivunk. A harmadik lemméban igazoljuk, hogy ha valamely
maximélis szakasz egyik végpontja belsé pontja az egyik zart Leibniz féltérnek, akkor a
biszektor nem lehet topologikus képe egy hipersiknak. Fontos eredmény a kovetkezo tétel:

4. Tétel ([1]). Ha a Minkowski tér K eqységgombje szigorian konvez, akkor a biszektorok
homeomorfak eqy hipersikkal.

Az allitas altalaban nem megfordithato, lehet gy is homeomorf egy biszektor egy hi-
persikkal, hogy central-szimmetrikusan elhelyezked6 szakaszpért taldlunk az egységgomb
felszinén. A nehézségeket a cikkben harom példéval jelenitjiik meg, melyek koziil a har-
madik tartalmazza az emlitett érdekességet (Example 3). A cikk masodik tétele a példa
tapasztalatait foglalja allitasba:
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5. Tétel ([I]). Legyen n > 3. Ha minden biszektor topoldgikus hipersik, akkor K feliletén
nincs (n—1)-dimenzids henger. Tovdbbd ha valamely x-re H, topoldgikus hipersik és C egy
mazximdlis henger x-el pdrhuzamos alkotokkal a K feliletén, akkor C' dimenzidja legfeljebb
n— 2.

A cikkben Minkowski normaval definialt Dirichlet-Voronoi celldkkal is foglalkozunk. Be-
vezetjiik a normdlis felbontds fogalmat és igazoljuk, a kovetkezs tételt:

6. Tétel ([I]). Egy L rdcs Dirichlet-Voronoi cellarendszere akkor és csak akkor adja az
Euklidészi tér normdlis felbontdsdt, ha valamennyi biszektor topoldgikus hipersik. Speci-
alisan ha a norma eqységgombje szigorian konver akkor tetszdleges rdacsszerd Dirichlet-
Voronoi felbontds a tér normadlis felbontdsa.

A biszektorok topoldgikus leirasa nem valosulhat meg az egységgomb részletesebb vizsga-
lata nélkiil. Ezen vizsgalat alapvets eszkoze és targya az egységgomb felszinének specidlis
részhalmaza az drnyékhatdr. Valamely adott irdnyhoz tartozd arnyékhatar tartalmazza
a test azon hatarpontjait, amelyekben valamely az irdnnyal parhuzamos egyenes a test
hatarat érintheti. Vilagos, hogy az arnyékhatar a K felszinét harom diszjunkt halmazra
bontja. Ezek az arnyékhatar maga és a gombfelszin kovetkezs két darabja: Kt := {y €
bdK|3r >0,y —7 -2 € int(K)} illetve K~ :={y € bdK|37 > 0, y+ 7 -2 € int(K)}.
Ezen halmazok a pozitiv illetve negativ részei a gombfelszinnek. Fé sejtésiink a kovetkezd

1. Sejtés ([2]). A biszektorok pontosan akkor (n — 1)-dimenzids topoldgikus hipersikok,
amikor a megfeleld drnyékhatdrok (n — 2)-dimenzids topoldgikus szférdk (gombok).

A [2] cikkben ezt a sejtést az n = 3 esetben bizonyitjuk. Ezen eset bizonyitasaban
alapvets szerepe van az dltaldnos paraméter szféra fogalmanak. A korabbi jel6lések mellett
S(K,x) jeloli az x irdnyu arnyékhatart, v,(K,z) a 0,2 pontokhoz és A paraméterhez
tartozo altalanos paraméter szféra:

1. Definicio ([2]). Legyen K a Minkowski egységgomb, x eqy fiz pont a térben. Legyen
X = inf{0 <t € R|tKN (K + x) # 0} a legkisebb olyan t érték, amire tK és
tK + x metszik eqymdst. Ekkor az x iranyhoz és a X > \g paraméterhez tartozo dltaldnos
paraméter szféra a y\(K, x) := $[bd(AK) Nbd(AK + z)] C bdK halmaz.

Az arnyékhatar topologiai szempontbol igen "csinya" lehet, a cikkben példat adunk
olyan arnyékhatéarra, amelyik pontjainak nincs nyilt intervallummal homeomorf kérnye-
zete. (Specilisan ebben az esetben az arnyékhatar nem topologikus kor.) A pozitiv rész
paraméterezéséhez tartozd altalanos paraméter szférak szintén nem rendelkeznek szép
topologiai tulajdonsidgokkal. Nem topoldgikus szférak, altalaban egymassal sem homeo-
morfak, még a dimenziojuknak sem kell megegyezni kiilonb6z6 paraméterértékek esetén.
Az arnyékhatar és a megfelel6 altalanos paraméter szférak topoldgiai Osszehasonlitasa
utan adodik, hogy az altaldnos paraméter szférak természetes paraméterezését adjak a
K%\ 7, (K, ) halmaznak. Persze el6fordulhat, hogy az emlitett KT \ 7,, (K, z) halmaz
az iires halmaz, ilyen eset a kocka esete amikor az x irany egy hiperlap centruméba mutat.
Lényeges esetekben — példaul a szigortian konvex esetben — azonban ez a paraméterezés
jol miikodik, ilyenkor a K felszinén csak egy szingularis pont van az x/||z|| pont.

A Hausdorff metrika kapcsolatot teremt az arnyékhatéar és az altalanos paraméter szférak
kozott.

7. Tétel ([2]). A (K, x) dltaldnos paraméter szférik \ tart végtelen esetén, Hausdorff
metrikaban, az S(K,x) drnyékhatdrhoz tartanak.

A cikk tovabbi allitasai az n = 3 esetre vonatkoznak. Ennek {6 oka az, hogy a két-dimenzios
geometriai topologianak van egy egyedi karakterizacios tétele, a Schoenflies-Swingle tétel,
mely magasabb dimenziok esetén nem igaz. A tovabbiakban egy ponthalmazt a haromdi-

menzios Euklidészi térben topoldgikus siknak neveziink, ha van a térnek olyan onmagara
6



dc_1387_17

valo6 homeomorf leképezése, mely az adott halmazt egy Euklidészi sikra képezi. Egy a
pont egy B halmazbol fvvel elérhetd ha tetszéleges b € B ponthoz létezik egy T' iv a és
b végpontokkal tgy, hogy 7'\ @ C B. Ha A egy olyan ponthalmaz, aminek tetszéleges
pontja B-bdl ivvel elérhets, akkor azt mondjuk, hogy A ivvel elérhetd B-bél (Isd [73]).
A Schoenflies-Swingle (Isd. [68], [70]) tétel szerint valamely M C S* halmaza a topo-
logikus 2-szférdnak pontosan akkor 1-szféra, ha M kiézds hatdra két diszjunkt Dy C S?
illetve Dy C S? tartomdnynak, melyekbél M ivszerden elérhets. Hasznalva ezt a tételt
bizonyitjuk, hogy:

8. Tétel (|2]). Ha a H, biszektor topoldgikus sik, akkor a y\(K,x) (A > Ao) illetve S(K, x)
halmazok topologikus kirok. A X = Ao esetben az dltaldnos paraméter szféra lehet pont,
szakasz, vagy konvex sikbeli 2-dimenzios halmaz.

Az ellentétes iranyhoz, el6szor igazoltuk, hogy ha az arnyékhatar az x iranyban topologikus
kor, akkor az x iranyu altalanositott paraméter korok is topologikus korok, majd igazoltuk
a fenti tétel megforditasat. Osszegezve kaptuk a sejtés n = 3 esetére vonatkozo tételt:

9. Tétel ([2]). A H, biszektorok pontosan akkor topoldgikus sikok, amikor az x irdnyi
S(K,z) drnyékhatdrok topoldgikus korok.

A [3] cikkben a magasabb dimenzios eset vizsgalatat tiiztiik ki célul. A dimenzi6 novelé-
sével az el6z6ekben szerepld alakzatoknak nemesak a topologikus bonyolultsdga névekszik,
a bedgyazas problémaja is extra nehézséget okozhat. A sejtés vizsgalataban tovabbi ered-
ményt csak mélyebb algebrai és geometriai topologiai eredmények alkalmazéséaval lehetett
remélni. Az altalanos paraméter szférak vizsgalata mutatja, hogy ezek altalaban nem to-
pologikus sokasiagok s6t az is elgfordulhat, hogy nem abszolut kornyezet retraktumok (u.n.
ANR-ek). Vizsgalatainkat ezért a sokasdagok esetére szoritottuk meg. A bizonyitasokban
nem keriilhettiik el cellaszerti-approximacio tételét (Isd. pld.[64]). Egy nem iires K C M
kompakt halmaza az M ANR térnek cellaszerd, ha tetsz6leges U M-beli kornyezetében
taldlunk olyan V' kornyezetet, amire K C V C U teljesiil és az ¢ : V — U beagyazas
nullhomotop. Egy (folytonos) leképezés cellaszerd ha tetszéleges pont teljes inverz képe
cellaszeri halmaz. A cellaszert approximacio tétel szerint az n # 3-dimenzids topoldgikus
sokasagok kozotti cellaszerd leképezések majdnem-homeomorfizmusok. A tétel kovetkez-
ménye, hogy azonos dimenzios kompakt sokasdgok homeomorfak, ha megadhato kozottiik
cellaszertii leképezés. Az n = 3 esetben a tétel ilyen altalanossagban nem igaz de teljesiil
a cellaszerti leképezések egy részhalmazara a celluldris leképezésekre. A két fogalom ko-
zOttl eréviszonyt az hatarozza meg, hogy mig a cellaszertiség fiiggetlen a beagyazastol, a
cellularitas fiigg t6le. Ugyanakkor minden celluldris halmaz cellaszeri igy a 3-dimenzids
tétel a leképezések sziikebb korérsl allitja, hogy majdnem homeomorfizmus. Ez minket
annyiban érint, hogy ha nem akarjuk kizarni valamely dimenzi6t, akkor néha cellularitast
kell bizonyitani cellaszeriiség helyett.

Az arnyékhatar harom diszjunkt halmazra bontja a K felszinét az S(K,x), KT és K~
halmazokra. Igazoljuk, hogy S(K, x) egy legalabb (n —2)-dimenzios, zart (azaz kompakt)
halmaza bd(K)-nak, ami n > 3 esetén Osszefiiggs, a K illetve K~ halmazok homeomor-
fak R~ V-el, és unidjuk két {vszeriien Gsszefiiggé komponensét alkotjak. Tételeink rendre
a kovetkezdk:

10. Tétel ([3]). Ha S(K,z) (n—2)-dimenzids topoldgikus sokasdg akkor az S™=2 (n—2)-
szférdval homeomorf. Ha (n — 1)-dimenzids hatdrral rendelkezd sokasdg akkor homeomorf
az S™=2 x [0, 1] hengerrel.

11. Tétel ([3]). Az S(K,x) drnyékhatdr (n—2)-dimenzids sokasdg ha a y\(K, x) dltaldnos
paraméter szférdk X > Ao esetén azok, forditva ha S(K,z) egy (n — 2)-dimenzids sokasdg
akkor az dltaldnos paraméter szférak ANR-k. Teljesil tovabba, hogy S(K,x) egy hatdrral
rendelkezd (n—1)-dimenzids sokasdg akkor és csak akkor ha egy elegendden nagy A értéktdl

kezdve y\(K,x) (n — 1)-dimenzids hatdrral rendelkezd sokasdy.
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A bizonyitéas hasznalja M.Brown kovetkezd tételét is (Isd. [27]): Legyen (X,,) kompakt met-
rikus terek eqy inverz sorozata az X hatdrértékkel. Ha minden hatdrleképezés X, — X,
majdnem homeomorfizmus, akkor a hatdrprojekcio X, — X szintén az. Szép kapcso-
latot taldltunk a biszektorok és az altalanos paraméter szférdk kozott:

12. Tétel ([3]). A H, biszektor pontosan akkor (n — 1)-dimenzids sokasdg amikor a
(K, x) dltaldnos paraméter szférdk (n — 2)-dimenzids sokasdgok.

A fenti tételekbdl a sejtés egyik iranya kovetkezik: ha H, topologikus hipersik akkor minden
nem-degenerdlt dltaldnos paraméter szféra homeomorf ST -vel és ezért az drnyékhatdr
is homeomorf S~ -yel,

A forditott allitas bizonyitasanak gondolatmenete megakad, mivel a mondott feltételekbdl
nem tudtuk bizonyitani a sokasag tulajdonsagot az altalanos paraméter szférakra. Tovabbi
problémat jelenthet a befejezéshez, hogy a fenti gondolatmenetbdl csak az kovetkezik, hogy
a biszektor az R"~Y térrel homeomorf, ami logikailag gyengébb, mint a vart "topologikus
hipersik" tulajdonsag. Utols6 tételiinkben igazoljuk, hogy ez nem igy van:

13. Tétel ([3]). A sokasdg esetben a H,, S(K,z) és v\(K,x) halmazok beigyazdisa stan-
dard. Azaz ha a biszektor homeomorf R™V-el, akkor topoldgikus hipersik.

A biszektorok vizsgalatat a Horst Martini-vel kozos dolgozat ([4]) zarja, kapcsolodva
a [61] cikk eredményeihez. A biszektor az el6z6ektdl eltéré modon a +x € bd K pontoktol
egyenl§ tavolsagra elhelyezkeds pontok halmazat jelenti (igy a jelolése most B(—zx,x)),
mig az egységgémb centruma az origd. Bevezetjiik a biszektor korldtos reprezentdcidjanak
a fogalméat, mely szerencsés kapcsolatot ad az arnyékhatar, a biszektor radialis vetiilete
és biszektor fogalmak kozott. A fogalom bevezetése el6tt kibévitjiik az n-dimenzios Euk-
lidészi teret az adott iranyu félegyenesek ekvivalencia osztalyaihoz tartozd végtelen tavoli
elemekkel, majd ezen végtelen tavoli pontok koziil kivalasztjuk azokat, amelyeket a bi-
szektorhoz tartozo pontoknak tekintiink. Az eredeti biszektor pontokat rendes pontoknak
nevezziik, mig az 0j pontokat képzetes pontoknak. Legyen z € B(—x, z). Ha z kdzonséges
akkor van egy egyértelmten létez6 1 < ¢, < oo érték ugy, hogy z € (£,S +x) N (t.5 — x).
Definialjuk kozonséges z-kre a @ : B(—x,x) — K leképezést a &(z) = iz egyenlGség-
gel, mig idedlis pontokra legyen ® a radialis vetités leképezés. A kiterjesztett ® leképezés
képhalmaza a biszektor korldtos reprezentdcioja.

1. Allitas ([E]). A biszektor korlitos reprezenticidja a K drnyékhatdrdt és a K x-el
parhuzamos hirjainak a felezdpontjait tartalmazo halmaz.

A {6 eredmény azonban azt mutatja, hogy ellentétben a biszektor radialis vetiiletével a
korlatos reprezentacié hiien 6rzi a biszektor topologiai tulajdonsagait.

14. Tétel ([4]). Ha a kiterjesztett biszektor (n—1)-dimenzids hatdrral rendelkezd sokasdyg,
akkor a korldtos reprezentdcidja homeomorf az (n — 1)-dimenzids zdrt gombbel. Forditva,
ha a korldtos reprezentdcid egy topoldgikus (n — 1)-dimenzids zdrt gémb, akkor a bisector
is, €s a relative belseje (a kozinséges pontjai halmaza) eqy topoldgikus hipersik.

A disszertacid masodik fejezetének masodik szakasza a [5] cikk eredményeit mutatja
be. Stampfli (Isd [69]) vezeti be az Abel-féle adjungélt fogalmat egy félskalaris szorzattall
rendelkezé térre vonatkozoan, egy korlatos linearis A operatort akkor neveziink Abel-féle
adjungélt operatornak ha van egy olyan ¢ dualitas leképezés, amire A*p = pA. Azaz, A
Abel-féle adjungalt operator ha A = AT, azaz bizonyos értelemben az A operator énad-
jungalt. Langi Zsolt (Isd. [55]) vezeti be a fél-skalarszorzatra vonatkozd Lipschitz tulajdon-
sdg fogalmat, és vizsgalja meg az ilyen tulajdonsagi diagonalizalhato operatorait a Min-
kowski geometridknak (melyek most félskalaris szorzattal rendelkezs valos végesdimenzios

LA definiciot lsd. a kivetkezs szakaszban.
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vektorterek). F6 eredményének egy kovetkezménye, hogy egy teljesen nem-Euklidészi n-
dimenziés Minkowski geometria diagonalizalhato Abel-féle adjungaltjai izometriak skalar-
szorosai. Ezen vizsgalatok folytatasaként feltérképezziik az Abel-féle adjungalt operatorok
szerkezetét majd igazoljuk, hogy egy [, tér minden ilyen operatora diagonalizalhato.
[zometridkkal kapcsolatosan igazolunk két tételt. Az els6ben leirjuk az izometridk szerke-
zetét majd az izometria csoport szerkezetérdl igazoljuk a kdvetkezdt:

15. Tétel. Ha a (V.|| - ||) 3-dimenzids tér egységgombjét 2-dimenzids sik nem metszi
ellipszisben, akkor az izometria csoport fél-direkt szorzata az eltolds részcsoportnak és a
specidlis ortogondlis transzformdciok eqy véges rendi részcsoportjanak.

A fejezet harmadik szakasza két tarsszerzGs cikk eredményeit sorolja fel (bizonyitasok
nélkiil). A [6] cikk a Minkowski geometriak kiupszeleteirsl szol ez Horst Martini-vel ko-
z6s munka. A [7] cikk tarsszerz6i Vitor Balestro és Horst Martini. Ebben az elforgatés

“, e,

massagat a szokasos tételek (pld. Euler-Savary tételek) érvényessége bizonyitja.

Matematikai eszkiozok a bizonyitasokban. A [I] cikk alapvetd linearis algebra, algebrai to-
pologiabol, konvex geometriai ismeretekre épit, ezek megtalalhatok az [21] irodalomban.
A [2] cikkben a fentieken tul felhasznalunk olyan klasszikus geometriai topologiai isme-
reteket, melyek megtaldlhatok a [73], [68], [70] munkakban. A [3] és [4] cikkek ezeken
til tovabbi eredményeket hasznalnak a geometriai topologiabol. Jellemz&en hasznélhato
referencidk itt [64], [31],[26], [27]. A [5] cikkben linearis algebrai eszkozoket hasznalunk
klasszikus konvex geometriai eredményekkel kombinalva. A [6], [7] cikkek eredményei szin-
tetikus geometriai okfejtések mellett, klasszikus differencidlgeometriai ismeretekre és moz-
gasgeometriai alapokra épiilnek.

3. ALTALANOSITOTT MINKOWSKI TER

A "Minkowski tér" elnevezés napjainkban két kiillonboz§ strukturat jelent, az el6z6 fe-
jezetben vizsgalt véges dimenzids szeparabilis Banach tér mellett, igy hivjak az indefinit
skalaris szorzattal ellatott tereket is. Ezen utobbi jelentGsége a relativitas-elmélet mate-
matikai megalapozasa soran valt nyilvanvalova (Isd. [63]). Az, hogy a két kiilonbozonek
tlinG struktira hasonld6 matematikai alapokon nyugszik, az 1960-as évektdsl valt lathato-
va, mikor is bevezették a fél-skaldarisszorzat fogalmat olyan normélt terekre vonatkozo
szamitasok kedvéért, melyek hagyoméanyos skalarisszorzattal (bels§ szorzattal) nem ren-
delkeznek (Isd. [56]). Eszrevételiink, az a tény, hogy a két elmélet tekinthets egységes
keretrendszeren beliil. Bevezettiink 1j struktardkat a fél-indefinit skaldrszorzatos teret,
és az dltaldnositott Minkowski teret, majd vizsgaltuk ezen utobbi legfontosabb specialis
esetét az dltaldnositott téridd modellt (1sd. 8], [9]) illetve ennek altalanositasait. Az al-
talanositott téridé modell céliranyos tovabb gondolasa vezetett el az idd-tér fogalmahoz,
mely determinisztikus és véletlen modon is vizsgalhato (Isd. [10], [I1], [15]).

A skalaris szorzat helyett gyengébb szorzat fogalmat hasznalva Euklidészi tereknél al-
talanosabb terekhez jutunk. G. Lumer [56] vezeti be a fél-skalarisszorzat fogalmat. Egy
V' komplex vektortéren értelmezett [x,y] : V x V — C komplex fiiggvényt fél-skaldr-
szorzatnak (réviden s.i.p.) neveziink, ha rendelkezik a kivetkezs tulajdonsagokkal: [s1]:
[z +y, 2] =[x, 2] + [y, 2], [s2]: [A\x,y] = Az, y] minden X\ € C, [s3]: [x,2] >0 ha z #0,
[s4]: |[z, y]|* < [z, 2]y, y]. Ha a V vektortéren értelmezett egy s.i.p. akkor a (V,[-,-]) pért
fél-skalarszorzatos térnek nevezziik.

Ha tekintjiik az ||z|| = +/[z, z] definicioval adott fiiggvényt, akkor a vektortér ezzel nor-
malt térré valik. Forditva, minden normaélt tér tekinthets fél-skalarisszorzatos térnek. J.
R. Giles veszi észre (Isd. [38]), hogy mindig lehet a s.i.p.-t tigy véalasztani, hogy teljesiiljon
a méasodik argumentum homogenitisa is azaz fennélljon az [s5]: [z, \y] = A[z,y] A € C
is. Szintén Giles vezeti be a folytonos s.i.p fogalmét az [s6] tulajdonsaggal: TetszGleges

9
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x,y € S, egységvektor esetén, valos A — 0 mellett teljesiiljon R{[y, x + \y|} — R{[y, =]}
A teret egyenletesen folytonosnak nevezi, ha ezen hataratmenet az egységgémbon egyen-
letesen fennall. Egy normalt tér esetén tobbféle differencialhatosagi tulajdonsaggal is ren-
delkeziink. Felmeriil a kérdés ezeknek mi a kapcsolata a most bevezetett fogalmakkal.
A fenti gondolatmenet folytatasaként a [7] cikkben definidltuk a s.i.p. tér diffe-
rencialhatosagat. A differencidlhato s.i.p. tér egy olyan folytonos s.i.p. tér, amelyben a
kovetkez$ feltétel is teljesiil: [s6']: Tetsz6leges harom x, y, z vektor és valos A esetén, létez-
/ R{[z,y+Az]}—R{

zen a [$a ]z(y) = }\IE)% A

differencidlhato, ha a fenti hatardtmenet mint y fiiggvénye folytonos. Ezutan kimondjuk,
majd [7]-ban igazoljuk a s.i.p és a norma differencidlhatosigara vonatkozo feltételeket
osszekapcsolo tételt:

16. Tétel ([7]). Egy s.i.p. tér akkor és csak akkor (folytonosan) differencidlhato, ha a
norma figguény kétszer (folytonosan) differencidlhato Gateaur értelemben.

2ol hatarértek. Azt mondjuk, hogy a tér folytonosan

Minkowski veszi észre, hogy a vildg jelenségeinek vizsgalatara is alkalmas, az id6t ne-
gyedik dimenzioként tartalmazo beagyazd négydimenzios Euklidészi tér, ha pontjainak
a tavolsagait alkalmas moédon mérjiik. Ezzel elinditja a pszeudo-Euklidészi terek vizs-
galatat, mely nem mas mint egy valos vagy komplex véges-dimenzios vektortér ellatva
egy nem feltétleniil pozitiv definit bels6 szorzéassal (Isd. [39]): Egy V' komplex vektortér
indefinit-skaldrszorzata (i.i.p.) egy olyan komplex [z,y] : V x V — C fiiggvény, amely
a kovetkezs tulajdonsagokat teljesiti: [il]: [z + vy, 2] = [z, 2] + [y, 2], [i2]: [Az,y] = Az, ]
minden A € C, [i3]: [z,y] = [y,2] minden z,y € V, [i4]: [z,y] =0 minden y € V then
x = 0. Egy V vektortér egy i.i.p.-vel ellatva egy tgynevezett i.i.p. tér. Lathatoan [il]—|
s1], [i2]=[s2]. Igazolhato, hogy [s1], [s2], [s3], [sD] egyiittes fennallasa maga utan vonja a
szorzat nem-elfajulo voltat, és minden nem-negativ (illetve nem-pozitiv) altéren teljesiil
a Cauchy-Schwartz egyenl6tlenség. A [8] cikk a két axiomarendszer otvozésével kapott
térfogalmat vizsgalja:

2. Definicié ([7]). Egy komplex V' vektortér fél-indefinit skaldrszorzatdnak (s.i.i.p-nek)

nevezink eqy [z,y] : V xV — C komplex fiigguényt, ha rendelkezik a kivetkezd tulajdon-

sdgokkal:

[ +y,z| =[x, 2] + [y, 2] (additivitds az elsd vdltozoban),

Az, y] = Mz, y] minden X\ € C (homogenitds az elsé argumentumban,),

[z, \y] = Az, y] minden A\ € C (homogenitds a mdsodik argumentumban,),

[z,x] € R minden x € V' (valds értékiiség tulajdonsdiga),

5: ha vagy [x,y] = 0 teljesil, minden y € V wvagy [y, x] = 0 teljesil, minden y € V,
akkor x = 0 (nem-elfajulas tulajdonsdga),

6: |[z,y]]* < [z, ][y, y] nem-negativ, és nem pozitiv alterekhez tartozo x, y vektor-
parra, (a Cauchy-Schwartz egyenlétlenség teljesiljon nem-pozitiv és nem-negativ
altereken).

1:
2:
3:
4:

Eqy V' wvektorteret, elldtva egy s.i.i.p.-vel, fél-indefinit skaldrszorzatos térnek (s.i.i.p. tér-
nek) nevezink.

A cikkben elGszor illusztraljuk, hogy a s.i.i.p. tér fogalma nem csak trivialis példakat tar-
talmaz. Vegyiik észre, hogy egy s.i.i.p. tér pontosan akkor homogén s.i.p. ha pozitiv definit
az s.i.i.p. Egy s.i.i.p. tér pontosan akkor i.i.p. tér, ha az s.i.i.p. antiszimmetrikus is. Az is
vildgos, hogy minden — akar geometriai, akar fizikai — Minkowski tér reprezentalhato s.i.i.p.
térként. Majd tetsz6leges V' komplex normalt térhez definidlni tudunk szamos s.i.i.p.-t,
melyek koziil egy a norméhoz tartozé valamelyik s.i.p.. Ez az altalanos szorzatfogalom is
felhasznalhato egy téridé modell felépitéséhez. ElsG lépésben a két (geometria és fizikai)
Minkowski tér alkalmas kombindal4sat elvégezve, megadjuk az altalanositott Minkowski tér
fogalmat, masodik lépésben ezt a fogalmat egyszeriisitve eljutunk az altalanositott téridé
modell fogalmahoz. Alap lemmank szerint, ha (S, [+, ]s) illetve (T, —[-, ) két s.i.p. tér,
10
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akkor az S+ T direktosszeg vektortéren az [sq +ty, So + ta] ™ := [s1, 82| — [t1, t2] szaballyal
értelmezett [-,-]7 : (S+7T) x (S+7T) — C fiiggvény szintén egy s.i.p.. Elképzelhetd tehat,

hogy egy V s.i.i.p. tér egy pozitiv és egy negativ alterének direkt dsszegeként 4ll elg. Ekkor
két természetes struktiraval ruhdzhatjuk fel az altalanos s.i.i.p teriinket, az egyik a fenti
lemma szerint a direktszorzat s.i.p. tér, a masikat pedig dltaldnositott Minkowsk:i térnek
fogjuk nevezni.

Legyen tehat (V[ :]) egy s.i.i.p. tér. Tegyiik fel, hogy S,T" < V pozitiv illetve negativ
alterek, melyek egymés direkt kiegészitG alterei V-re nézve, S pozitiv, T negativ. Defini-
aljunk egy szorzast V-n az [u, v]™ = [s1+11, sa+t2]T = [s1, $2] + [t1, 2] egyenlGséggel, ahol
s; € S és t; € T. Ekkor azt mondjuk, hogy a (V,[-,-]7) par dltaldnositott Minkowski tér
a [, |t Minkowski szorzdssal. Szintén hasznaljuk V-re a valos altalanositott Minkowski
tér elnevezést, ha V' valds vektortér és a s.i.i.p. egy valos-értékii fiiggvény. A definiciohoz
fontos észrevétel, hogy a Minkowski szorzat fogalma nyilvan teljesiti a s.i.i.p. 1-5 tulaj-
donsagait, azonban 6 tipikusan nem teljesiil rd. Azonban +/[v,v]~ egy norma fiiggvény a
V' vektortéren, amit az altalanositott Minkowski tér bedgyaz6 normélt tere normajanak
is nevezhetiink. A helyzet anal6g a pszeudo-Euklidészi tér és az 6t beagyazo Euklidészi
tér kapcsolataval.

A tovabbiakban a cikk véges dimenzios, valos altalanositott Minkowski tereket vizsgal. Le-
gyen V egy altalanositott Minkowski tér az S, T kiindulasi pozitiv illetve negativ alterei
altal meghatarozva. Nevezziik egy vektorat térszerinek, fényszerinek, vagy iddszerinek,
aszerint, hogy a skalarnégyzete pozitiv, zérus vagy negativ. Legyen S D S, Land T D T
a térszert, fényszerd illetve idGszerii vektorok halmaza. Ha a tér véges dimenzids, valos és
dim T = 1, akkor a teret dltaldnositott téridd modellnek nevezziik, ez a [8] cikk azon de-
finicidja, amely osszekapcsolja az eddigi tisztan matematikai vizsgalatokat a kozmologiai
és relativitaselméleti vizsgalatokkal. az altalanositott téridé modellben 7 két darabja-
nak az uni6ja, azaz 7 = T+ UT , ahol TT = {s+ ¢ € T|ahol I\ > 0, = Xe,} ¢s
T— ={s+te€T|ahol I\ <0, = Xe,}. [gazoljuk, hogy T egy nyilt kettds kip, melynek
a hatara éppen L. A pozitiv része T (ugyanigy mint a negativ része 7 ) konvex. A
cikk f6 eredményei a képzetes egységgomb geometriajarol szolnak. A mar emlitett analo-
gia alapjan a képzetes egységgomb a hiperbolikus tér altalanositasanak tekinthetd, ha a
bedgyaz6 normalt tér Euklidészi, akkor ez éppen a hiperbolikus tér.

17. Tétel ([8]). Legyen V' egy dltaldnositott téridé modell, amely képzetes egységgombje
H, annak egyik darabja H'. Ha S folytonosan differencidlhatd s.i.p. tér, akkor (HT, ds?)
eqy Minkowski-Finsler tér. Ha azt is feltessziik, hogy S szigorian konver és sima, akkor a
bedgyazo s.i.p. tér {V,[-,-|7} szintén szigorian konvex és sima. Jeldlje FT az F linedris
leképezés dltalanositott adjungdltjat a {V,[-,-]"} tér fél-skaldrisszorzatdira nézve, és J :
V — V definidljik az J|S = id|S, J|T = —id|r egyenldségek. Ekkor az F|ly = f: H — H
leképezés eqy linedris izometria a felsé darabon H™ -on, akkor és csak akkor ha teljesiil az
F~1 = JFTJ egyenldség és e,-t a HY eqy pontjdba viszi. A HT linedris izometridi eqyben
topologikus izometridk is. Ha végil a HY linedris izometridi tranzitivan hatnak H™-on,
akkor a Minkowski-Finsler tdvolsdg d(-,-) teljesiti az [a,b]™ = —ch(d(a,b)) egyenldséget.

A cikk folytatasa a [9] cikk, melyben az altalanositott téridé modell legfontosabb hiper-
feliileteinek egységes szempontok szerinti differencidlgeometriai targyalasat talaljuk.

A [10] cikk témidja latszolag eltér a tobbi kiemelt cikkétsl. A [11] cikkben vetddik fel
az a kérdés, hogy lehetséges-e az adott dimenziés normak metrikus terén (vagy, ami ezzel
egyenértékii az n-dimenzios centralszimmetrikus konvex testek terén) olyan (nem trivialis)
mértéket megadni, mely egy rogzitett mérhets fiiggvényen elGretolva normalis eloszlasi-
nak latszik. Ez a probléma a geometriai mértékelmélet egyik fontos kérdéséhez kapcsolo-
dik: Van-e nem trividlis "geometriai” mérték a konvex testek metrikus terén? A [49] cikk
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adott erre a kérdésre kielégité valaszt. Megadja a "geometriai" jelz6t pontosito kitéte-
leknek megfelels lehetséges elvi konstrukciokat. Eljarasat (részben) kovetve "geometriai"
tulajdonsiagokkal rendelkezé konkrét mértéket konstrudlunk a normék terén:

18. Tétel ([I0]). A normdk metrikus terén létezik olyan P wvaldszindségi mérték, melyre
vonatkozolag a kornyezetek mértéke pozitiv, a politopok halmaza nullmértékid és a sima
testek halmazdinak a mértéke 1.

A cikkben bevezetjiik a konvex halmazok sovdnysdgdnak fogalmat. Ha w(K) jeloli a K
konvex halmaz szélességét és d(K) az atmérGjét, akkor a test sovanysagat az ao(K) =

% mennyiséggel definialjuk. A definici6 nem onkényes a sovanysidg a Hausdorff
tavolsaggal kompatibilis jellemzGje a testnek. Ha Bp az Euklidészi tér egységgombje,
akkor metrikus teriink ekoriil megrajzolt egységgdmbje K} := {K € Ky | "(K, Bg) = 1}.

Lényeges szerepe van a kovetkezd lemménak.

1. Lemma ([8]). Ha K € K} és ag := ao(K) a sovdnysdg fiiggvénye K-nak, akkor teljesiil,
hogy

200 — 1 ha ay < «

h _
) (OzK,BE)—{ 2a+1_2o% ha 0<a<ag.

Az dltalunk konstrudlt geometriai mértékek an(K) szerinti eldretoltjara fenndll, hogy az
[2,1) intervallum csonkolt normdlis eloszldsdval rendelkezik. A cikk lényegi része ezen
utobbi allitas igazolasat tartalmazza. Maga a cikk pedig a [IT] cikk egyik konstrukciojat
helyezi realizdlhato kornyezetbe.

A cikk elméleti alapjaira kozmologiai modelleket lehet alkotni. A [I1] cikkben két
tipust a determinisztikus iddtér modellt és a véletlen iddtér modellt definidljuk. Feltéte-
lezziik valamilyen abszolit idG jelenlétét, mely ugyanigy az érzékelési koriinkén kiviilre
esik, mint az abszolut térkoordinatakat ado tengelyek a Minkowski téridében. Ezen idé-
t6l fiigg a tér szerkezetének véaltozasa, mely fiiggést tekinthetjiik el6re meghatérozottnak
vagy bizonyos egyszerii feltételeket teljesité véletlen valtozasnak is. A tér szerkezetére
tett megszoritasunk az, hogy minden konkrét idépillanatban legyen leirhato egy alkalmas
n-dimenzi6s normalt térrel. Ennek az egységgombjét elég ismerni. A tér idGszerinti valto-
zasat az egységgdmb valtozasa irja le. Ennek a modellnek van idéfejlédése és ez nyomon
is kovethets. Ezéltal specidlisabb a semi-Riemann sokasagnéal, de altalanosabb a szokasos
térid6 modellnél. Az Einstein egyenlet ismert megoldésainak a zome modellezhet§ a mi
rendszeriinkon beliil errél szol a [I5] cikk, melynek a tartalma a disszertacionk fiiggelékébe
kertilt.

A tér valtozasat kovets fliggvény a K (1) fiiggvény mely a 7 idépillanathoz a megfelel
normaélt tér egységgdmbjét rendeli. A K (1) fiiggvényre adott feltételeink: K (7) centralisan
szimmetrikus, konvex, kompakt, C? test adott térfogattal; tetszéleges s, s” pontparra a
K : RTU{0} - Ky, 7 — K(7) és a [s,s"]" : 7 — [¢,s"]" fiiggvények folytonosan
differencialhatok. Egy altalanositott tér-id6 modell ellatva egy ilyen K(7) fiiggvénnyel a
determinisztikus iddtér modell.

Geometriai szamolasok elvégzése ezen modellben csak akkor lehetséges, ha a fél-skalaris-
szorzatokra vonatkozd formuldkat kiterjesztjiik az id6 szerint valtozo fél-skalarisszorza-
tokra vonatkozo formulakka. Ez nem kevés mennyiségi technikai jellegii szamitast jelent
melyek eredményeit lemmakban és tételekben gytjtottiik ssze.

A determinisztikus id6tér modell parjaként definialtuk a véletlen idétér modelljét. Eszko-
ziink Kolmogorov kiterjesztési tétele [54]), mely leirja, hogyan lehet valosziniiségi terekbdl
kontinuum szdmossagi szorzat teret létrehozni. E szerint konzisztens gytijteménye véges-
dimenziés eloszlasoknak definial a szorzat téren egy valdszintiségi mértéket. Az esemény
teriink a centralszimmetrikus konvex kompakt testek Iy tere a Hausdorff metrikaval. Ez
lokalisan kompakt, szeparabilis metrikus tér. A Blaschke féle kivalasztasi tétel szerint
([46]) K feltételesen kompakt, tehét teljes tér. Konnyi ellendrizni, hogy Ky is teljes metri-

kus tér, ha feltessziik, hogy az iires bels6vel rendelkezs (nem teljes dimenzios) halmazok is
12
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hozzé tartoznak. (Egy ilyen testet mi egy kisebb dimenzios normalt tér egységgombjének
tekintiink.) Legyen P egy olyan valosziniiségi mérték, amelyet a [§] cikkben definialtunk.
A (Ko, P) valoszintiségi tér példanyai a Kolmogorov kiterjesztéssel ellathatok egy P mér-
tékkel, mely a T-b6l Kp-ba mend leképezések cilinder halmazai altal generalt o-algebran
értelmezett. A P eloszlasénak a projekcioja minden fix id6pontban éppen a P eloszlasa.

3. Definici6 ([9]). Legyen (K, , 7 > 0) a (Ko, P) tér Kolmogorov kiterjesztéseként elddllo
[TK,, P valdsziniségi tér eqy véletlen fligguénye. Véletlen id6tér modellnek neveziink eqy

dltaldnositott téridé modellbdl és a K, = ¢ %KT véletlen fiigguénybdl dllo pdrt. Mivel

ao(K;) P definicidja szerint csonkolt normadlis eloszldsi véletlen vdltozd (ag(K;) , 7 > 0)
eqy staciondrius Gauss folyamat. Ezt nevezzik a véletlen téridd modell alak folyamaténak.

A definiciobol azonnal kévetkezik, hogy a determinisztikus id6tér modellek trajektoriai a
véletlen id6tér modellnek.

19. Tétel ([9]). A véletlen iddtér modell tetszdleges L(T) trajektoridjahoz, eqy adott pil-
lanatokbol dallo 0 < 1 < --- < 75 véges halmazhoz és eqy adott € > 0 szamhoz, megadhato
eqy K(7) alak figguényhez tartozo determinisztikus iddétér modell gy, hogy teljesil az
sup{pn (L(1;), K(7;))} < € egyenldtlenséy.

Ahhoz, hogy a relativitias elmélet fogalmait definidlni lehessen, nem elegendé az egység-
gomb alakjanak valtozasat kovetni, inercia rendszereket kell definiélni és ezek mozgéasairol
kell beszélni. Ehhez a kiilonb6z6 idépillanatokban szerepl6 térbeli pontok megfeleltetésé-
re van sziikség. Forditott gondolkozas kell, az egységgémb pontjainak valtozasat kell egy
fix (abszolut) vonatkoztatési rendszerre nézve rogziteni, ez hatarozza meg az egységgomb
alakjanak a valtozasat. Az alak fiiggvényt egy homotdpiaként definidljuk, mely specia-
lis differencidlhatosagi tulajdonsagokkal is rendelkezik. Ezutan definidlhatoak a sziikséges
fizikai objektumok és lehet beszélni a specidlis illetve altalanos relativitas elméletrél a
determinisztikus id6tér modell keretein beliil (Isd. az Appendix-et vagy a [15] munkat).

A harmadik fejezet cikkeinek matematikai modszerei. A [8] cikkekben hasznaljuk
a funkcionalanalizis alapvets és a fél-skalarisszorzat fogalmahoz kapcsolodo eredménye-
it (Isd. [24],[52], [51], [72]), valamint az indefinit skalarisszorzatos terek tulajdonsagait
(Isd. [39]) és a Riemann (Finsler) geometridk tavolsag fogalmarol és izometriairol szolo
eredményeket (Isd. [22], [71], [32]). A [9] cikk a klasszikus differencidlgeometria eszkoz-
taraval operal. A [I0] cikk a geometriai mértékelmélet alapismeretei koziil hasznélja a
Borel, Dirac, Haar és Lebesgue mértékek fogalmat (Isd. [35], [47]). Emellett hasznalunk
alapvets eredményeket a valoszintség szamitasbol (Isd. [54], [37], [48], [50]). A [IT] cikkben
olyan apparatust dolgozunk ki, melyhez vektortereken értelmezett leképezések differenci-
alszamitasat kell ismerni. Végiil a [I5] cikk a fentieken til alapvets ismereteket kovetel
globélis relativitaselméletrsl, a kozmologiai modellekrdl és az Einstein egyenlet megtalalt
megoldasairol (Isd. [33]).
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