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1. A TARTALOM ATTEKINTO LEIiRASA

A BEVEZETO (INTRODUCTION) ... 9 oldalan voltaképpen az egyes fejezetekhez
tartozo témakorok részletes torténeti és attekintd lefrasa szerepel.

Az ELSO FEJEZET (CHAPTER 1.) ... a,Problems on convezity and volumes in
connection with non-Euclidean geometries” cimet viseli, hossza mindéssze 20 oldal,
és tartalmilag leginkibb a térfogat fogalma koré csoportosul, de a konvexitashoz és
a Minkowski- vagy hiperbolikus geometriakhoz is kapcsolodik.

Az elsd, 1.1-es szakasz egy, még a szegedi Fary és Rédei altal 1950-ben in-
ditott problémakort altalanositva foglalkozik metszé konvex testek kozos konvex
burkdnak térfogatbecslésével, illetve ezen térfogat szélsGértékeinek és e szélséérté-
keket elGallito testeknek a meghatéarozasaval. Ilyen példaul az, hogy egy konvex
sikidomnak és vele érintkezs eltoltjainak konvex burka akkor és csak akkor konstans
teriilett, ha centrélis szimmetrizaltja egy Radon-gorbe.

A masodik, 1.2-es szakasz részlegesen altalanositja Fejes-Toth Laszlé fontos,
1964-es, a rogzitett felszint és élszamu konvex gémbi sokszog és a gomb kozéppont-
ja altal adott térbeli gombszelet térfogatarol szolo egyenldtlenségét, és példakkal
tamasztja ala, hogy az éltalanositas valoban szolgéltat ijdonsagot.

A harmadik, 1.3-as szakasz a 3-dimenzids hiperbolikus geometriaban a hi-
perbolikus ortogonalis paraméterezéssel ad az ortoszkémak térfogatara egy, a Heron-
képletre emlékeztets, kizarolag az ortoszkéma oldalhosszait hasznalé formulat.

A MASODIK FEJEZET (CHAPTER 2.) ... az ,Investigations in a classical Min-
kowski normed space” cimet viseli, hossza 49 oldal, és ugyancsak harom szakasz-
ra tagozodik, de az el6z6 fejezettdl eltéréen most végig tematikusan kotédik a
Minkowski-geometridkhoz.

Az elsd, 2.1-es szakasz mintegy 21 oldalon at, 6t részben vizsgélja a biszek-
torokat, amelyeken a szerzé a két pontra ekvidisztans pontok halmazait érti.

Az els6 részben a szerzd azt igazolja, hogy szigorian konver indikdtriz esetén a
biszektorok homeomorfak egy hipersikkal.

A masodik rész az elsé gondolatait fiizi tovabb a Dirichlet—Voronoi-cellakra.

A harmadik rész témaéaja az elss rész eredményének megforditasa. Ehhez a szerzo
bevezeti a paramétergomboket, melyek minden dimenziéban az indikéatrix Arnyékha-
tarahoz tartanak, és 3-dimenzioban el is vezetnek oda, hogy a biszektorok akkor és
csak akkor homeomorfak egy sikkal, ha az indikdtriz drnyékhatdra topologikus kér.
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2 A. KURUSA

A negyedik részben a szerzé a harmadik részben megfogalmazott sejtésének,
mely szerint ,,n-dimenzidban a biszektorok és hipersikok homeomorfidjibél kovetke-
zik az indikdtriz drnyékhatdrainak homeomorfidja az (n — 2)-dimenziés gombfelii-
lettel”, egy verziojat bizonyitja. Eszerint egy biszektor akkor és csak akkor (n—1)-
dimenziés topologikus sokasig, ha a megfelels paraméter- goémbok (n—2)-dimenzios
topologikus sokasagok.

Az utolso, 6todik rész a biszektorok korldtos reprezentdciojdval foglalkozik. A
korlatos reprezentécioé végss soron nem mas, mint az indikatrix megfelel arnyék-
hatéranak és az azonos iranyhoz tartozoé hirfelezs pontok halmazanak unidja. Ki-
deriil, hogy ez és a biszektor lényegében ugyanakkor homeomorf egy hipersikkal.

A masodik, 2.2-es szakasz mintegy 10 oldalon, a Neumann altal elinditott,
majd Lumer altal tovabbvitt gondolatot, vagyis a norméak és bizonyos skalarszor-
zatok Osszekotését folytatva, a differencidlhatoség tekintetében fejleszti tovabb a,
félskalarszorzat fogalmat, megadja a Minkowski-geometria altal meghatarozott fél-
skalarszorzasra nézve adjungalt Abel-operatorok normélformajat, és bebizonyitja
[, terekre a nagyon természetesnek haté sejtést, mely szerint eqy sima Minkowski-
geometria dltal meghatdrozott fél-skaldrszorzdsra nézve adjungdlt Abel-operdtorok
diagonizdalhatck. Végiil az izometridk normaélalakjabol a 3-dimenzios Minkowski-
geometridk izometriacsoportjanak jellemzését adja.

A harmadik, 2.3-as szakasz mintegy 16 oldalon mutat be kiilonféle gorbeé-
ket a Minkowski-geometridban. ElGszor az euklidészi geometriaban Aaltalanosan
kupszeleteknek nevezett gorbékre megszokott definiciok harom f&bb tipusarol mu-
tatja meg, hogy azok altalaban a tipusok szerint eltérs gorbéket eredményeznek,
azutan bizonyos tipusok esetén a gorbék konvexitasat osszekdti az indikatrix komn-
vexitasdval, végiil a szogmeérés lehetdségei mentén az egymason gordiilé gorbékkel
létrehozott rulettdk és a rugalmas mozgas Minkowski-geometriai vizsgilataval zar.

A HARMADIK FEJEZET (CHAPTER 3.) ... a  From the semi-indefinite inner
product to the time-space manifold” cimet viseli, hossza 47 oldal, eziittal négy sza-
kaszra osztva, de mindvégig a szerzé altal bevezetett indefinit fél-skalarszorzatok
teriiletére koncentralva.

Az elsG, 3.1-es szakasz minddssze 4 oldalas bevezetGjében a szerzé az in-
definit skalarszorzatok és a félskalarszorzatok kozos altalianositasaként bevezeti az
indefinit fél-skaldrszorzdst, majd példak bemutatasaval demonstralja annak létjogo-
sultsdgat. Utobbi egyben az dltaldnositott Minkowski-tér fogalmanak bevezetésére
is alkalmat teremt. Az altalanositott Minkowski-tér tulajdonképpen egy indefinit
skaldrszorzatos téren bevezetett, Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenség nélkiili indefinit
félskalarszorzat-tér, és nem mas, mint a relativitaselméletben hasznalt téridé olyan
altalanositdsa, melyben az idé dimenziéja 1-nél nagyobb is lehet, valamint a téren
és id6n Minkowski-metrikat definialo fél-skalarszorzatok vannak adva.

A masodik, 3.2-es szakasz 16 oldala az altalanositott Minkowski-tér dltald-
nositott térido modellnek nevezett specialis verziojaval, ahol a negativ tér (vagyis az
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id6) dimenzi6ja 1, annak is leginkabb a képzetes egységgombjével foglalkozik. A f6
eredmény az, hogy — bar finomabb értelmezés mellett, de bizonyos értelemben még-
is — teljes az analégia a kvadratikus skalaris szorzasnal megszokott helyzettel, mint
példaul az [a, b]* = — cosh(d(a, b)) formuldban. Végiil a szerzé kiépiti az altalano-
sitott téridé ,hiperfeliileteinek” differencialgeometriajat: kiszamitja az els6 (belss-
geometriai) és masodik (kiils6geometriai) f6mennyiséget, a Ricci-gorbiiletet a kép-
zetes egységgombre, a de Sitter-gémbre, a fénykupra és a beagyazoé fél-skalarszorzat
egységgdmbjére.

A harmadik, 3.3-as szakasz 9 oldala az n-dimenzios valos tér konvex testei-
nek Haussdorff-metrikaval adott metrikus terében Hoffman egy eljarasaval, a szert6
altal bevezetett ,,sovdnysdgfiiggvényt” hasznalva ad meg egy valésziniiségi mértéket,
mely invaridns az Euklidészi tér forgasaira és eltolasaira nézve.

A negyedik, 3.4-es szakasz 18 oldalan a szerz6 bevezeti az univerzum két,
altala konstrualt, determinisztikus, illetve valdszindségi ,idé-tér” modelljét. A de-
terminisztikus modellben egy bizonyos feltételeken beliil a 7 ,abszolit” idével val-
tozé K(7) egységgomb adja meg az altalanositott téridé-modell alakjat. Ebben a
térben a differencidlgeometriai alapok megteremtése utén sor keriil a képzetes egy-
séggomb és a de Sitter-gdmb vizsgalatara, el6bbi egy konkrét példan is szemléltetve,
utébbi pedig az analégia miatt csak utalasszeriien. Ezt a 3.4.1.3-as, tobb mint 5
oldalas rész koveti, amelyben a szerzé bevezeti az ,,alakfiigguényt”, hogy kivalaszt-
hassa a modell inerciarendszereit. Végiil a 3.4.2-es részben a 3.3-as szakaszban
elkészitett valosziniségi mérték felhasznalasaval a ,,valoszintiségi” modell 1étrehoza-
sara keriil sor, melyrdl kideriil, hogy barmely trajektoriajan kijelolve tetszélegesen
sok pontot, valaszthato olyan determinisztikus modell, mely ezen pontokban tet-
sz6legesen kozel van a trajektoridhoz.

A FUGGELEK (APPENDIX A.) cime ,Relativity theory in time-space”, hossza
apro bettikkel 11 oldal, leirdsa szerint kozmologiai és elméleti fizikai ismeretekkel
tdmasztja ald a 3.4 szakaszban tanulmanyozott struktirak hasznossagat.

2. ERTEKELES

Bar nem lehet mindig szétvalasztani a formai és tartalmi elemeket, azért most
ezek (mindenképpen szubjektiv, de objektivitasra torekvs) megitélése kovetkezik.

FORMAI ERTEKELES. A véleményezésre valo felkérés rogzitette a formai szem-
pontokat, elészor ezek kovetkeznek:

(1) a doktori mi be kell, hogy mutassa a pdlydzé tudomdnyos munkdssdgdnak eqy
jellemzd részét;
Ez egészen nyilvanvaléan teljestil.
(2) a doktori miinek
(a) egységes terminoldgidt és jellésrendszert kell haszndlnia;
AlapvetGen teljesiil ez a feltétel, rdadasul egy ekkora anyagban amugy is
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csak elég nehezen lenne tarthat6 ez a feltétel teljes egészében, ezért a ko-
vetkezo észrevételeket nem tekintem a disszertacio negativumanak.

Ugy latom, hogy a jelolésrendszer sokszor bonyolultabb a kelleténél. Néha
fejtorést okoz, hogy egy-egy paraméterjellegti index' miért is keriilt a jelo-
lésbe.

A 2.3 szakaszban a szerz6 ugyan bejelenti, hogy ebben a korabbitél eltérs
jelolésrendszert hasznal, de ez mégis a jelen feltétel tételes megsértését je-
lenti.

A 3.2 szakaszban a szerzd a cosh és sinh fiiggvényjelolések helyett a ma-
gyarban szokésos ch és sh jeloléseket hasznélja, de ezt a szorzattol alig
megkiilonboztethets ch és sh formaban teszi.

a szakértoknél szélesebb kor szamdra is érthetének kell lennie;

Nem tudom, hol kellene a szakért6i szintet meghiizni, ezért ez a feltétel
inkabb csak iranymutaté lehet, de szerintem ez biztosan nem teljesiil a
dolgozat egy kisebb, mondjuk 20%-4ban. Mindazonaltal a maradék 80%-
ban, és ez még mindig 6risi anyag, az altalanos érthetdség inkabb tébbé
mint kevésbé van jelen.

(3) a doktori miinek tartalmaznia kell

(a)

az alapfogalmak definidldsdt;

Nehéz eldénteni, hogy hol hiuzédik az alapfogalom szintje.... Néha kiiz-
denem kellett egy-egy hirtelen eldkeriilt fogalommal, de ezek minden te-
kintetben rendezddtek tovabbolvasas és a szovegkornyezet elemzése utjan.
(A disszertacio egy kiilon példanyaban ezeket az osszességében nem olyan
fontos dolgokat pirossal megjeldltem, az anyagot a szerzének atadom.)

az eredmények elozményeit, egymdsra épiilésiiket, helyét a tudomdnyban,
tudomdnyos megalapozottsdgdt, részletes bizonyitdsdt (ez utobbi lehet csa-
tolt publikdcickban is);

Ebben a tekintetben a disszertacio lényegében tokéletes. Ehhez nincs mit
hozzatenni.

Nincs ugyan formélisan elsirva (gondolom egyelére :-) ), de rendelkezvén a
disszertacié PDF-allomanyaval, bizony negativan éltem meg, hogy sajnos az iroda-
lomjegyzékben az egyes referenciaknal nem 4ll rendelkezésre se DOI-kéd, se mas
internetes elérhetdség, holott ez (kiilondsen, ha klikkelhets formaban lenne) sokkal
kénnyebbé tette volna az irodalmi hivatkozasok ellenérzését, illetve azok béngészé-
sét a jobb megértés céljaval.

Végiil, bar szintén nem el6irt szempont (talan csak mert nyilvanvalé :-) ), fontos
rogziteni, hogy a tételeknél és definicioknal adottak a referenciak, és a nyelvezet
tekintetében a disszertécié hozza a matematikai publikaciok megszokott atlagos
nyelvi szintjét, habar néhol vannak benne komolyan ,angoltalan” mondatok és jo

1Példaul a 3.3 szakaszban a sovanysagot jelentsé ag esetében
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par (gondolom) eliras (A disszertaci6 egy kiilén példanyaban ezeket is megjelsltem
pirossal, az anyagot a szerzének atadom.).

TARTALMI ERTEKELES. Tekintve, hogy a disszertacié mar publikalt cikkekbgl
épitkezik, vagyis eredményei mar atestek a részletes matematikai vizsgalaton, az
aprolékos hibakeresés helyett, csak a mondandé megértésére koncentraltam. Ez is
egy hatalmas, vagy 100 oldalas anyag feldolgozasat jelentette, igy csak a szerintem
tudomanyosan legfontosabb megjegyzéseimre térek ki.

A tartalomjegyzék lattan a disszertacio cime tokéletes, amit olvasaskor a tar-
talom is visszaigazol. A hosszi és részletes bevezets igazolja, hogy a disszertacio
a matematika (elméleti fizika?) él6 témaival foglalkozik, olvasaskor pedig a mate-
matikai tartalomnak megfelel§ felépités is megmutatkozik, ami talan csak a 2.2 és
2.3 szakasz megcserélésével lenne tovabb javithato.

Az 1.1 szakaszban a szerz$ és tarszerzje a témat 1959-ben elindité szegedi
Fary és Rédei, majd a kés6bbi szorvanyos kutatésok felvetéseit altalanositva jut
nemcsak az eredetiket jelentGsen pontosito, kifejezetten szép, teljes és értékes ered-
ményekre, hanem ezeket tovabbgondolva bdséggel” felvet fontos és értékes prob-
lémékat és sejtéseket is. Az egyik sejtéssel kapcsolatban, mar kozolt is érdemi
eredményt az Amer. Math. Monthly (https://doi.org/10.4169/amer .math.
monthly.122.5.486) 2015-ben. Felmeriilt bennem, hogy ez a téma kapcsolatban
lehet a kovariogram-problémaval, és ebben az esetben milyen kovetkezményekkel
szamolhatunk?.

Az 1.2 szakaszban a Fejes-Toth-eredmény munkés altalanositisa, de szamomra
az erre adott példdk sem tamasztjak eléggé ala az altalanositas fontossagat vagy
értékességét.

Az 1.3 szakaszban az ortoszkémékra adott Heron-szerii formula nemcsak tet-
szetds, de a szerz6 tovabbi munkai jol mutatjak a hasznalhatosagat is.

A 2.1 szakaszban a kétpontekvidisztansok sem varatlannak sem konnytinek nem
tekinthetd, az indikatrix tulajdonsiagaibol kiindulé, de a korabban altaliban az
euklidészi geometriak jellemzésére vezet6 gondolkodason tilléps, immar 17 éves
topologiai lefrasa, mindmaig meglepden sok tovabbi eredményt indukal példaul
az euklidészi geometridk jellemzését célzo kutatdsokban. A sokkal nehezebb, az
indikatrixokat, illetve az arnyékhataraik topologidjat a kétpontekvidisztansok to-
zetett paramétergdmbok vizsgalata, majd a 3-dimenziés eredményhez, magasabb
dimenzioban pedig egy részeredményhez vezetd, sok otletet és ismeretet felhaszna-
16 bizonyitas is vilagossa teszi ezen teriilet és benne szerz6 munkajanak mélységét.
Egyértelmien ez a szerzé legtobb hivatkozast felmutatni képes kutatési irdnya.

A 2.2 szakasz a szerzé kutatési témai kozott a méasodik leghivatkozottabb terii-
let, nyilvanvalo a fontossaga és hasznossiga. Felmeriilt bennem, hogy az adjungalt
Abel-operator diagonizalhatosagit nem lehetne-e esetleg altalanosan is bizonyitani

2Az eredeti cikkben legalabb...
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az amugy szokasos megkozelitéssel, hogy ti. az T 3 a [Az, x] leképezésnek egy
maximumbhelye (esetleg) sajatvektor?

A 2.3 szakasz a kupszeletek leirasaban semmi varatlannal nem szolgél, de olyan
alaperedményeket hoz, melyekre még sokan fognak épiteni, ahogy én magam is
tettem mér.

A 3.1 szakaszban megjelend altalanositott Minkowski-tér bevezetését nem indo-
kolja kozvetlen gondolatmenet, de a szerzé példakkal illusztralja, hogy a fogalom
¢rdemes a vizsgélatra, és engem meggyb6zott.

A 3.2 szakaszban az 1-id6dimenzios altalanositott Minkowski-téren, amit a szer-
zG altalanositott téridd modellnek nevez, a szerzé olyan szamitasokat végez, melyek
potencialisan alapvet$ fontossagiva valhatnak, matematikai mélységiik és gondo-
latisaguk pedig elvitathatatlan.

A 3.4.1 szakaszban a szerz6 még az altalanositott téridénél is altalanosabb teret,
az id6-teret hozza létre, de ennek hasznossaga, ugy vélem, mar nem matematikai
megitélés kérdése.

A 3.3¢és3.4.2, valamint 3.4.1.3 részek értékelésétsl elzdarkozom, mert az elGb-
bi kett6héz sziikséges véletlen alakzatok sztochasztikus elméletében és az utébbihoz
motivaciot biztosito fizikusi ismeretek tekintetében nem érzem magam az értéke-
léshez kellGen jartasnak. Mindazonaltal vannak megjegyzéseim:

(i) A 3.3 szakasz megfontolasainak nehézségét az okozza, hogy nincsen izomet-
ria-invarians Borel-mérték a konvex testek Hausdorff-metrikaval ellatott
terén. A sovanyséagfiiggvény bevezetése pedig kifejezetten jo megkozelitést
eredményez.

(ii) A fliggelékben a szerz6 ugyan egyaltalan nem hivatkozik megjelent cikké-
re, de kis kereséssel megtaldlhaté a publikalt verzio: Relativity Theory
in Time-space Manifold, Universal J. Phys. Appl., 10(4), pp. 115-127;
DOL: 10.13189,/ ujpa.2016.100403.

3. KONKLUZIO

Mindent Osszevetve a disszertacio bizonyitja, hogy a szerz6 matematikaja je-
lentds mélységgel rendelkezik, sokszor és batran altalanosit és konstrual, vagy hoz
létre 0j teriileteket, melyeket jo példakkal tolt fel.

A fentiek alapjan javaslom a nyilvinos vita kitizését és a mi elfogaddsdt. Ugy
gondolom, hogy G. Horvath Akos dolgozata és munkéssaga megfelel az ,MTA Dok-
tora” cim kovetelményrendszerének.

A. Kurusa, Bolyai Institute, University of Szeged, Aradi vértanik tere 1, 6725 Szeged (Hungary);

E-mail: kurusa@math.u-szeged.hu . '
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