Valasz Makai Endre opponensi véleményére

ElGszor is koszonetemet szeretném kifejezni Makai Endrének dolgozatom
ért6 és figyelmes olvasasaért és eredményeim részletes ismertetéséért. A vé-
leményben egyetlen kérdés szerepel:

T. Tarnai, P. W. Fowler, S. Kabai, Packing of reqular tetrahedral quartets
of circles on a sphere, Proc. Royal Soc. London A 459 (2003), 2847-2859
numerikusan vizsgdaltik ugyanezt a kérdést N < 8 beirt szabdlyos tetraéder
esetére. Ott megsejtették (az N = 2 eset mellett) hogy N = 5-re a megoldds
(azaz a konver burok) a beirt szabdlyos dodekaéder (és az ot tetraéder egy
dgynevezett “tetrahedral compound™ot ad). Lehetne-e ezt a kérdést hasonlo
modszerekkel kezelni?

Az emlitett cikkben a szerz6k egy az altalam vizsgalt térfogatszamita-
si probléma egy kozeli rokonat targyaljak: A gombfelszinen (az enyémmel
megegyezG) korlatozo feltételeknek eleget tevs kongruens korok elhelyezésé-
re vonatkozo stirtiségi probléma optimalis megoldasait keresik, numerikusan.
Ezaltal kapnak olyan konfiguraciokat, melyek esélyesek a globédlis maximum
felvételére. Habar ez a klasszikus feladat igazabol a pontok kozott fellépd
minimalis tavolsdg maximumanak a keresését jelenti, (ami nem ekvivalens
feladat a pontok konvex burka maximuménak a megtalalasaval), jelentds 0j
irdnyt mutathat az én vizsgalataim folytatasaban két okbol:

e A cikkben hasznalt feltétel jogossaga, (miszerint a pontok négyesével
egy-egy a gbmbbe irt szabalyos tetraédert hataroznak meg,) olyan al-
kalmazasokkal bir, amelyekr6l eddig nem volt tudoméasom.

e Maga az emlitett (altalam eddig nem ismert) cikk, olyan konstrukciok
gépi vizsgalatat tartalmazza, melyekre a "kézi" szamolas esélytelen,
tampontot nytjtva az optimalis konfiguraciok kereséséhez.

A cikkben és Makai Endre kérdésében szerepel az 5 tetraéder esetére vo-
natkozo, a stirtiségi probléma megoldasara esélyes azon konstrukcio, melyben
az ) tetraéder csticsponthalmazanak a konvex burka a szabalyos dodekaéder.
Elképzelhets, hogy a cikkben vizsgalt feladat megoldasa tényleg ez, de a do-
dekaéder csekély szami (mindossze 12) lapjara tekintettel, a konvex burok
maximalis térfogatara vonatkozo feladatnak nem lehet ez a megoldasa. A ko-
vetkezd konfiguracio altal szarmaztatott konvex test térfogata nagyobb mint
az ugyanazon gombbe irt szabalyos dodekaéder térfogata.



1. abra. A konstrukeio

Tekintsiink két kozos kozéppontu szabalyos tetraédert oly mdédon, hogy a
cstucsok konvex burka kockat alkosson. Az egyik A;A; A3A, csucsokkal ren-
delkez6 A tetraéder élei a kocka felszinét triangulaljak (egybevago derékszogii
haromszogekre bontjak). A masik B tetraéder B, cstcsdhoz csatlakozod hé-
romszogekben helyezziink el egy-egy pontot ( az abran Py, Q2, R3) ezeket az
6t tartalmazo kockalapra merdlegesen vetitsiik fel a kocka (igy a tetraéderek
koré is) rajzolt gombre. Kapjuk a C, Dy, E3 pontokat, melyek a maradék
harom C, D, illetve £ tetraéder egy-egy cstcsat jelolik. Végiil az A tetra-
éder A; A; A3 lapjat a csucsok sorrendjének megfeleld ciklikus permutaciokkal
rendre vigyiik az A tovabbi lapjaiba és tekintsiik ezen permutaciok altal de-
finialt gombi egybevagosagok szerinti képeit a C, Dy, E3 gombi pontoknak.
A kapott négyesek a C, D illetve £ szabalyos tetraéderek cstcsait adjak. A
rendszer legszimmetrikusabb véaltozata, amikor a C;, Dy, F5 pontok a kocka
B, cstiicsdhoz tartozd harmadrendd forgasszimmetriaval kaphatok egymasbol
és a C pont az Ay A3 B, egyenlGszari gombi hdromszog szimmetria tengelyé-
re esik. (Az abran ezt az esetet latjuk.) Ilyenkor az 6t tetraéder konvex burka
térfogatdnak a szamitasa konnyen megy. Vezessiik be az B4OB; metszeten
(Isd a baloldali kis rajz) a t, m;, v paramétereket és tegyiik fel, hogy a gémb
sugara \/g, azaz a kocka élhossza 2. Az m; = /3 cos y—1ést = V6—+/3sin v
Osszefiiggésekre tekintettel m; < (v/2/2)t, azaz a CyEs hir hosszabb mint 2,
ezért a konvex burok a kocka unidja a 12 darab az A, By E,C B, négyoldala



gilaval egybevago gulaval. Ezért a teljes térfogat
V =84 12V (y) = 8 + 4(2V3 cos v + 3v2cos ysiny — V6 siny — 2).

A maximilis térfogat a v = 1/3sin~'(/2/3 értéknél adodik, mely értéke
V ~ 15.1383. Az ugyanezen sugari gémbbe irt szabalyos dodekaéder tér-
fogata viszont csak Vp = 14.4721 ami allitasunkat alatamasztja. (A kapott
"optimalis" testben a By E,, E,C, és C1B, ivek és a nekik megfelel§ élek
egyenld hossziak.)

Az eredeti kérdés vonatkozasaban megjegyzem, hogy a modszer rogzitett
kombinatorikiju laphal6 esetén alkalmazhaté csak hatékonyan, igy nem segit
a kombinatorikusan kiilonb6zé esetek szamanak a csokkentésében. Tekintet-
tel arra, hogy egy szabdlyos tetraéder valamely lapjanak centralis vetiilete a
gombfelszinen képes a belsejében tartalmazni egy az éleivel egyenlé hosszu-
sagli gombi szakaszt, az Ot tetraéder esete nagyon sok alesetet tartalmaz,
melyekben kiilon-kiilon meg kell oldani a kapott szélsGérték feladatot. Ezért
a korabbi kutatés eredményes folytatésa a (szintén nyitott) 3 tetraéderre
vonatkozo6 kérdés megoldasara iranyulhat inkabb.
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