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1. FEJEZET

Bevezetés

1.1. Egyszeri 6sszefon6dott rendszerek

A miult szazad huszas éveiben keletkezett kvantumelmélet szamos, a jozan észt meghazud-
told tulajdonsaggal rendelkezik. Az egyik ilyen tulajdonsig a kvantumos Osszefonddottsag. Az
osszefonddottsag kifejezés Erwin Schrodingertdl ered aki a kifejezéssel kvantumrendszerek rész-
rendszerei kozotti specialis kapcsolatok lehetGségére utalt [Sch35a].

Barmely fizikai rendszer leirasara megfigyelhetd fizikai mennyiségek rendszerét hasznaljuk.
Ilyenek az energia, impulzus, impulzusmomentum stb. Ezen mennyiségek értékeit a rendszer
tulajdonsdgaiként interpretaljuk. A klasszikus fizikan iskolédzott elme szamara természetes el-
varas az, hogy a teljes rendszert ilymodon jellemz§ tulajdonsdgok a rendszer részrendszereit is
jellemzik. Egy muzikalis csaladtol példaul elvarjuk, hogy a tagjai rendelkezzenek a muzikalitas
tulajdonsagaval. Az ilyen rendszereket szepardlhato rendszereknek nevezik.

Kvantumrendszerek esetén azonban el6fordulhat az is, hogy a rendszert jellemzé tulajdon-
sagok a részrendszereket nem jellemzik. Ez a hasonlatunk kontextusaban arra a meglehet&sen
furcsa szituaciora vezetne, hogy csaladunk ugyan muzikalis, de a tagjai botfiltek. Az ilyen
rendszereket dsszefonddott rendszereknek nevezik. Példaul két triplett &llapotban 1évé megkii-
16nboztethets %h sajat impulzusmomentummal rendelkezd részecske egy meghatérozott tengelyre
vett hatarozott impulzusmomentum vetiilettel (%) rendelkezik, ez a tulajdonsag azonban a péros
tagjaira kiilon-kiilon nem jellemz§. Ekkor a részecskeparos Gsszefonodott allapotban van.

A kvantum informacioelmélet megjelenésével [Fey82, Deu85, DiV95, Sho99, NCO00]| nyil-
vanvalova valt, hogy a kvantumos Gsszefonodottsig jelensége nemcsak az elmélet szokatlansagat
szemlélteti, hanem ugyanakkor egy olyan fontos erdforrdst is biztosit, melynek segitségével ja-
vunkra fordithatjuk a kvantumos vilag ezen furcsasagait. Ez az erdforras reményeink szerint
lehet&vé teszi majd olyan kvantum szamitogépek épitését is, melyek bizonyos szémitastechnikai
feladatok elvégzését latvanyosan jobb hatéasfokkal képesek biztositani mint a jelenleg jolismert
klasszikus tarsaik [Sho99, NCO00].

Barmely er6forras esetén alapvetd fontossagu az eréforras kiilonbo6zé tipusainak elkiilonitése,
illetve kvantifikdlasa. Az Osszefonddottsag esetén ez egy meglehetGsen Osszetett feladat. Els6
lépésként ugyanis le kell rogziteniink azokat a fizikai kritériumokat, melyek alapjan az Ossze-
fonoddottsag egyes tipusait osztalyozzuk. Ugyanakkor ezek a kritériumok az 6sszefonddottsag
kvantifikdlasara hasznalatos Gsszefonodottsagi mértékek definidlasdhoz is irdnyadok kell, hogy
legyenek. Az 6szefonodottsagnak mint eréforrasnak az osztalyozasahoz a leghasznalhatobb kiin-
dulopont az Osszetett kvantumrendszer részrendszereivel kapcsolatos megengedhetd fizikai mani-
pulaciok kivalasztasa kindlkozik. Ha példaul a kvantumrendszeriink két térben jol elkiilonithetd
tartomanyra bonthato, akkor elvarhato, hogy a részrendszerekkel kapcsolatos lokdlis manipuléci-
ok nem valtoztatjak meg az Gsszefonodottsagot. Osszefonodottsag létrehozasahoz olyan globdlis
transzformaciok lehetségét is meg kell engedniink, melyek a két részrendszer kozotti bizonyos
tipusi kolcsonhatésok kialakulésat is biztositjak.
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A fentiekben vazolt fizikai elvek a kvantumelmélet matematikajanak nyelvén az alabbi médon
reprezentalhatok. A kvantumrendszerek lehetséges dllapotainak és tulajdonsagainak teljes rend-
szereinek matematikai reprezenténsai: egy tenzorszorzat Hilbert tér elemeil, illetve a Hilbert
téren hato onadjungélt operdtorok kommutéaloé rendszerei. Megmutathato [GM04, GWO02],
hogy a fenti értelemben definialt szeparalhato allapotokra a tenzor szorzat tér allapotvekto-
ra maga is szeparalhatd, mig Osszefonodott allapotokra ilyen szeparalt alak nem adhaté meg.
Ebben a képben a lokalis manipulacioknak az egyes tenzorszorzat faktorokon toérténé operato-
rok alkalmazasa felel meg. Amennyiben az operatorok unitérek, akkor ezek a részrendszerek
szokasos Schrodinger képbeli idéfejlédését reprezentaljak. Nem unitér operatorok alkalmazasa
pedig altalanositott mérésekkel [NCOO| kapcsolatos manipulacidknak felel meg. A kvantumos
manipulaciokon til érdemes megengedni klasszikus manipulaciokat is. Példaul a térben elkiilo-
nithetd részrendszerek esetén, ezeket lokalisan transzformalo (térben szintén elkiilonitett) felek,
szokasos klasszikus csatornak dtjan még tudodsithatjak egymast arrdl, milyen manipuléciot is
végeztek a rendszereiken. Ennélfogva ennek a klasszikus csatornan kozolt informacionak a kovet-
kezG 1épésben végrehajtott kvantumos transzforméacié méar fiigvénye lehet. Erdemes még azt is
megkovetelni, hogy amennyiben a rendszer allapotat lokalis manipulaciokkal valamilyen valdszi-
niiséggel sikeriil egy mésik dllapotba attranszformalni, akkor a visszatranszfomalas miivelete is
megengedhetd (jollehet a sikeres visszatranszformalas valoszintisége mar akar més is lehet). Az
ilyen transzforméaciokat klasszikus kommunikacioval kiegészitett sztohasztikus lokalis operéciok-
nak (SLOCC) nevezik [DVCO00]. Megmutathato, hogy az ilyen manipulaciok végrehajtasanak
matematikai szempontbol az invertalhaté komplex linearis csoport elemeinek egyes tenzor fakto-
rokon torténd alkalmazasa felel meg [DVCO00]. Két allapotot SLOCC ekvivalensnek neveziink,
ha talalhato a fenti csoportnak olyan eleme, melynek alkalmazésa az egyik allapotra, a masikat
szolgaltatja. Ennek megfelelGen a SLOCC csoport tenzorszorzat allapottéren térténdé hatasa-
nak palyai ekvivalencia osztalyokat definialnak. Ezeket az osztalyokat SLOCC 6sszefonddottsagi
osztalyoknak nevezik.

A SLOCC 6sszefonodottsagi osztalyok elkiilonitésére és az dsszefonddottsag kvantifikaciojara
polinom invaridnsokat és kovaridnsokat hasznalhatunk. Ezek az allapotok komplex amplitudoéi-
ban olyan polinomialis kifejezések, melyek az allapotokhoz komplex szamokat rendelnek hozza,
és a SLOCC csoport hatasra nézve egy karakter erejéig invaridnsak vagy kovariansak. A SLOCC
klasszifikacio alapja annak vizsgalata, hogy ezek a mennyiségek bizonyos SLOCC osztalyokon
zérus, méasokon nem zérus értékeket vesznek fel. Az invariansok és kovaridnsok eltiinése altal
meghatarozott polinomialis relaciok specialis algebrai varietasok megjelenésére vezetnek [FH91|.
Ezek az algebrai geometriai strukturak természetes modon kapcsolatba hozhatok bizonyos ka-
rakterisztikus Gsszefonodottsagi osztalyokkal. Ennek a dolgozat szempontjabol a legfontosabb
kovetkezménye az, hogy az 6sszefonddottsag jelenségét geometriai modszerekkel vizsgalhatjuk.

A SLOCC invariansok némelyikének abszolut értékét felhasznalhatjuk 6sszefonddottsagi mér-
tékek konstrualasara és igy erdforrasunk kvantifikdciojara. Annak eldontése, hogy mely SLOCC
invariansok rendelkeznek fizikai szempontbol értékes informacioval, tovabbi vizsgalatokat igé-
nyel [Vid00]. A hasznos &sszefonddottsagi mértékek kivalasztasdban az invariansok geometriai
szerkezetének alapos vizsgalata tovabbi tAmpontokat ad.

A dolgozat {6 témaja az Osszefonodottsag geometriai vonatkozasainak egyszerd rendszerekre
torténd vizsgalata. Az egyszertiiség esetiinkben azt jelenti, hogy a tanulméanyozott rendszereink
csupan néhany részrendszerbol, részrendszereink pedig qubitekbdl (kétallapott rendszerek) vagy
néhany egyrészecske allapottal rendelkezd fermionokbol fognak allni. A megkiilonboztethetet-
len részrendszerek targyalasat csak a fermionikus rendszerekre adjuk meg?. Ezt az indokolja,

hogy a megkiilonboztethets részrendszeres eseteket (qubitek, qutritek, quditek stb.) alkalmasan

IPontosabban a fenti tér agynevezett sugarai.
2A héarom bozonikus qubit esetét leszamitva bozonokkal nem foglalkozunk.
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valasztott fermionikus rendszerekbe természetes modon beagyazhatjuk. Ennek az a meglepd
kovetkezménye, hogy a fermionikus rendszerek az Gsszefonodottsag geometridjanak tanulmanyo-
zésdhoz egy természetes formalizmust biztositanak [18, Sar16]. Ennek a megkozelitésnek a
tovabbi elénye az, hogy a fermionikus SLOCC &sszefonédottsiagot valtozd fermionszam esetére
is altalanosithatjuk. Természetesen szdmos fontos eredményt tetszéleges szamu qubitre illetve
fermionra is altalanositunk, azonban a dolgozat {6 gondolatmenete specialis Gsszefonédott rend-
szerek tulajdonsagainak vizsgélatara koncentral. A specialis 6sszefonddott rendszerek szerepének
hangsilyozasa egyrészt abbol a reménybdl taplalkozik, hogy a bonyolultabb Gsszefon6dottsigi
struktirakat minél egyszeriibb algebrai és geometriai mintézatokra vezessiik vissza®. Masrészt,
ezen rendszerek alapos megértése iranti torekvés a dolgozat masodik felében targyalasra keriilg
fekete-lyuk/qubit megfeleléssel kapcsolatos vizsgalatok soran nyer majd mélyebb értelmet.

Végezetiil felhivjuk az Olvaso figyelmét arra a fontos tényre, hogy a geometriai modszerek
alkalmazéasa a tudomény torténetében alapvets fontosségi. Kepler hires mondasa "Ubi materia,
ibi geometria"* a természet alapvets kolcsonhatasainak feltérképezésében mély jelentéssel bird
alapelvnek bizonyult. Valoban a fenti idézet akar a klasszikus gravitacidelméletet geometriai
kontosben prezentalo altalanos relativitaselmélet mottoja is lehetne. Tovabba amennyiben fel-
idézziik, hogy az elektromégneses, gyenge és erds kolcsonhatasok mértékszimmetridkon alapulé
egységes standard modellje is egy, a fibralt nyalabokon alapul6 elegans geometriai képbe foglal-
haté, a geometria nézépont létjogosultsaga tovabbi magyarédzatot nem igényel. Fontos azonban
azt is latnunk, hogy a geometriai perspektiva nem csupan az alapvetd kolcsonhatéasok klasszikus
térelméleten alapulé megértéséhez ad tampontot. Valdéban vildgunk inherens médon kvantu-
mos természet, ezért az alapvets kélcsonhatasok kvantumos jellemvonésainak alapos kiismerése
természetes elvaras. Ez veti fel azt az igényt, hogy a kvantalas és a geometria Osszefiiggéseit le-
hetsleg minél egyszeriibb rendszerekre vizsgaljuk. A kvantalas és a geometria elemi rendszerekre
torténd Osszjatékanak fontossagat mar szamos jolismert fizikai jelenség igazolta. Elég itt a kvan-
tumos idé6fejlédés geometriai vonatkozasaival kapcsolatos Berry-féle fazisfaktorokra [Ber84|, az
Aharonov-Bohm effektusra [AB59], a tort statisztikaji anyonok [LM77, Wil82] két dimen-
zi6s rendszerekben torténd megjelenésére utalnunk. A dolgozat elsg felében bemutatott tobb
részrendszeres kvantumos Osszefonddottsag geometriai szempontok alapjan torténd targyalésa,
reményeink szerint, a kvantumelmélet fenti hagyoméanyok szellemében torténd mélyebb megérté-
sét teszi majd lehetéveé.

1.2. Fekete lyuk-qubit megfelelés

A fizika torténete soran néha eléfordul, hogy két egymastol fiiggetlentil fejl6ds teriilet kozott
egy bizonyos ponton vératlan kapcsolatokra deriil fény. Ezek a kapcsolatok fakadhatnak abbdl az
egyszeri ténybdl, hogy a széban forgo teriiletekkel kapcsolatos elméletek szerkezete matematikai
hasonlatossagokat mutat. Ebben az esetben a felbukkané kapcsolat tisztan strukturalis természe-
td. Ritkdbban azonban az is el6fordul, hogy a megfelels fizikai jelenségek kozott talalt kapcsolat
egy mélyebben rejl§ egységesité elv miikodésére utal. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a
megfelel§ teriiletekkel kapcsolatos elméletek ugyanannak a fizikai valosagnak a dudlis leirasat
adjék.

Erre a jelenségre jo példat szolgaltat a hullam-részecske dualizmus. A fény viselkedésével
kapcsolatos fizikai jelenségeket a kisérleti elrendezés fiiggvényében egyszer egy korpuszkuléris,
masszor pedig egy hullamelméleti képben érthetjiik meg. Hasonloképpen tekinthetjiik az elekt-
romos és magneses alapjelenségek kozott talalhato jol ismert kapcsolatokat egyfajta dualitas fo-
lyomanyanak, mely a hattérben hiz6do egységesité Maxwell-féle elektromagneses elméletre utal.

3Gondoljunk az elemi linearis harmonikus oszcillator igen specidlis algebrai tulajdonsagaira, és a kvantum-
térelméletekben épitSkockaként betoltott kardinalis szerepére.
4n Ahol anyag, ott geometria."
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Ebben az esetben a fent emlitett fizikai elektromos-magneses dualitas a Maxwell-egyenletek rend-
szerét valtozatlanul hagyé matematikai dualitasi csoport transzformacié képében jelenik meg.

Az utébbi két évtized soran a modern fizika a fentiekhez hasonlé matematikai dualitasok
osztalyat szamos 0j példaval gyarapitotta. A legtobb példat az extra dimenziokat is tartalmazo
téridében rezgd kiterjedt objektumok (nyilt és zart hurok, membranok) kvantumos dinamikajat
targyald htrelméletek adtak [JHSO07]. A harelméletek konzisztens kvantumgravitacio elméletek.
Ezek az elméletek azonban nem filiggetlenek. Kideriilt, hogy a hurelmélet 6t kiillonb6z6 lehetséges
konzisztens tipusat nemtrivialis dualitasi szimmetriak kotik 6ssze [JHS07]. Példaul a harelmélet
egyik gyengén kolcsonhato véltozata, egy masik erésen kolesonhato valtozatanak felel meg. Ez a
megfelelés preciz matematikai forméaba onthetd (S-dualitas [SEN94]). A kiilonds dualitasok egy
masik valtozata azt mutatja, hogy a harelmélet egyik tipusa egy meghatarozott topolégiaval bird
extra dimenzios hattéren, fizikai szempontbol ugyanigy viselkedik, mint a hiirelmélet egy mésik
tipusa egy topologiai szempontbol nagyon kiilonb6z6 masik hattéren (T-dualitas [SYZ96], tiikor-
szimmetria [COGP91]). Ugy tiinik a hirelméletek kozott létezik még mindezeket a dualitasokat
kombinalo, és ezen tulmutato olyan kapcsolat is mely a dualitasok elméletét egy egyesitett képbe
szervezi (U dualitas [HT95]). A kibontakozo kép a kiterjedt objektumok kvantumos dinamikajat
leiro, M-elméletnek [JHS07, Duf96| nevezett matematikai rendszer megalkotasdhoz vezetett.
Az 6t kiilonbo6zonek hitt hurelmélet ebben a képben az M-elmélet specialis eseteiként all eld.

Sajnos az M-elmélet, és az azt jellemz& matematikai dualitasok alapjaul szolgald fizikad
alapelvek teljes rendszere, a kisérleti input hidnyaban, ezidaig ismeretlen. Egy fontos alapelvre
azonban mégis fény deriilt. Ez a Holografikus Elv [tH93, Sus95| mely az un. AdS/CFT
[Mal99] megfelelésben csicsosodott ki. Ezek szerint bizonyos (magasabb dimenzios) anti de-
Sitter geometriaval rendelkezd térfogatban felirt kvantumos gravitacidelméletek megfeleltethetk
egy, a térfogat (magasabb dimenzios) hataran felirt alkalmas konform kvantumtérelméleteknek.
Az AdS/CFT megfelelés felfedezése ota szabalyos diadalutat futott be. A megfelelést a fizika
szamos teriiletén alkalmaztak: a szilardtestfizikiban [Her09], a nehézion fizikaban [Kov12], a
hidrodinamikdban [BRST08|, a fekete lyukak fizikdjaban [Sol06].

A jelen dolgozat maéasodik felének targya egy kevésbé ismert, a kvantum informécidelmé-
let és a hurelmélet kozott talalt "megfelelés" vizsgalata. A "Fekete Lyuk-Qubit Megfelelés"
(FLYQM) kifejezés Michael J. Duff-tol szarmazik [BDD™10] aki 2006-ban a teriileteket Gssze-
kots els6 fontos megfigyelést tette [Duf07]. Az ezt kovetd évek soran kideriilt, hogy a fenti
két elmélet hataskorén beliil ezidaig fliggetleniil fejl6dé kvantumos Gszefonddottsdgnak, és a
hurelméleti fekete lyuk megoldasoknak az elmélete szadmos eseteben meglepd strukturalis kap-
csolatokat mutat [KL06, 4, 5, DF07b, DF07a, 6]. A megfelelés szot nem véletleniil tettiik
idézGjelbe. Az AdS/CFT megfeleléssel ellentétben ugyanis a fenti teriiletek kozotti kapesolatot
még nem sikeriilt preciz matematikai forméba onteni, és egyenlére szerteagazo lehetséges fizikai
alkalmazéasokrol sem beszélhetiink. Az elmilt évtized soran viszont harom kiilonb6z8 csoport
munkéjanak koszonhetSen, sikeriilt a megfelelést érinté teriileteken egy preciz szotarat kidol-
gozni [BDD109¢c, BDL12|. A FLYQM-nek koszonhetSen mindkét teriilet 0j eredményekkel
gazdagodott, melyeket a masik teriilet matematikai modszerei tették elérhetsvé.

Példaul a négy-qubit rendszerek SLOCC &sszefonodottsagi osztalyainak preciz jellemzése
hiirelméleti modszerek bevetésével valt lehetévé [BDDT 10|, miutan kideriilt, hogy az extrem-
osztalyok probléméajanak felel meg [8]. Masrészt, osszefonodottsag elméleti modszerek felhaszna-
lasaval valt vilagossé, hogy négy dimenziora torténd torusz kompaktifikdciok esetén a legaltalano-
sabb extremalis fekete lyuk megoldasosztalyban nem egy, hanem hét STU rész-szektor talalhato
[5, DF07Db], melyek toltéskonfiguracioit a 168 elemt Klein csoport elemei kotik Gssze. A Klein
csoport hetedrendd generatorat mely a hét szektor kozott forgat, a kvantum informacioelmélet-
bél ismert Osszefonddottsagot generaldo harom qubit CNOT kapuk segitségével elegans mdédon
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felirhatjuk [13]. Az irodalomban ezidaig ismeretlen hétszeres STU csonkitasnak kozmologiai
alkalmazasat illetGen lasd Ferrara és Kallosh 2016-os dolgozatat [FK16].

Mar ezekbdl a példakbol is kideriil, hogy a FLYQM egyszert 6sszefonddott rendszerek geo-
metriai tulajdonsigaival all kapcsolatban. Ez a jellemvonéds a FLYQM valamennyi ismert ese-
tében igaz. Ez a tény ezt az igen érdekes teriiletet a dolgozat elsé feléhez koti. A dolgozat
méasodik részében, (az elss rész szellemében) targyalasra keriils eredmények azt mutatjak, hogy
a két kiilonbo6zo teriileten bizonyos fontos esetekben hasonld szimmetria és algebrai geometriai
strukturak bukkannak fel. Ennek megfelelGen a dolgozat ezen részében a FLYQM-t illetGen az
alabbi pragmatikus megkozelitést fogadjuk el: a FLYQM oka tisztan strukturalis természeti.
Tehat a két kiilonbozs teriilet kozott talalt megfelelések nem feltétleniil utalnak egy mélyebb
fizikai kapcsolat meglétére®. Ez a megkozelités a megfelelés mélyebb okainak firtatasa helyett
arra sarkall, hogy inkabb azt hasznaljuk. Ez az egyik teriileten kifejlesztett abrézolas és inva-
ridnselméleti technikak felhasznalésat jelenti arra, hogy mélyebb belatast nyerhessiink a mdsik
teriilet matematikai szerkezetébe.

A pragmatikus filozéfiank alkalmazésa ellenére latni fogjuk, hogy a FLYQM igen szuggesztiv.
Remeényeink szerint a dolgozat mésodik felének tanulméanyozésa soran sikeriil majd az Olvaséban
némi rokonszenvet kelteni azon lehetdség irant, hogy a FLY QM matematikai megfelelései egy egy-
ségesits fizikai alapelv miikédésére is utalhatnak. Kiilonésen vonzo lehetség a FLY QM kapcsan
felbukkano &tletek és a Holografikus Elv esetleges kapcsolatanak tovabbi kutatas soran torténd
feltarasa. Amennyiben ez a kapcsolat valoban létezik, az a FLYQM-t a fejezet elején emlitett
fizikai szempontbdl is érdekes dualitasok kozé emelné. A Szerzd ezzel kapcsolatos vélekedését a
dolgozat utolso fejezete tartalmazza.

1.3. A dolgozat felépitésérdl és az Osszefonddottsag szerepérdsl

A dolgozat {6 szerepl§je a kvantumos Osszefondodottsiag. Vizsgalodasaink els6 részében, a
kvantum informacioelmélet szokasos szellemében, az Gsszefonddottsédggal kapcsolatos ismerete-
inket ennek az 1j, hatékony erdforrdsnak a geometridjanak a feltérképezésére hasznaljuk. A
dolgozat masodik felében az 6sszefonddottsaggal kapcsolatos filozofidnk megvéltozik. Itt az 6ssze-
fonodottsaggal kapcsolatos ismereteink rendszerét mint egy aj nyelvet fogjuk fel, melynek segit-
ségével tjragondolhatjuk egy masik teriilettel (hurelméleti fekete lyuk megoldasok) kapcsolatos
ismereteinket.

A dolgozatban a tézispontokkal kapcsolatos eredmények kifejtésén tual joval tobb anyag he-
lyet kapott. Véleménylink szerint ugyanis, a tézispontokkal kapcsolatos hattérinforméaciok rovid
Osszefoglalasa jelent&sen megkonnyiti a f6bb gondolatok megértését. A bevett szokéssal ellentét-
ben ezeket a részeket nem szamiiztiik fiiggelék forméajaban a dolgozat végére, hanem inkabb a
gondolatmenet szerves részeként a szovegbe épitettiik. Igy példaul a dolgozat tartalmazza a IIB
tipusi hiarelmélet, FLYQM-hez sziikséges elemeit. Az egyes tézispontokkal kapcsolatos fonto-
sabb allitasokat és bizonyitasukat a matematikus Definicio-Tétel-Bizonyitas séméval ellentétben
a fizikus hagyoméanyoknak megfelelGen, szintén a szévegbe épitettiik. Az egyéb, a dolgozatban
nem részletezett bizonyitasokat az Olvaso a tézispontokkal kapcsolatos publikiciokban taldlhatja
meg.

A dolgozat két f6 részre valdé bontasa nemcsak a Szerzé munkassdganak hanem az Ossze-
fonodottsag torténetének utjat is tiikrozi. A kvantum informéciéelmélet lényegében az 1990-es
évek kozepén a Shor algoritmus® és mas kvantum algoritmusok megjelenésének idején keriilt be a

5 A FLYQM megfelelései 6vatossagra és fent emlitett pragmatikus nézdpont elfogadasara intenek. Egy
jolismert hasonlat szerint ugyanis akinek csak egy kalapacs all a rendelkezésére az hajlamos a vilagot kilogo
szegek egyiittesének tekinteni.

6Amennyiben a kvantumszamitogépet megépitenénk a rajta futé Shor algoritmus [Sho99]| egy Osszetett
természetes szamot polinomialis id6 alatt bontana primtényezdire.
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kéztudatba. Ezek az eredmények a kvantumos Gsszefonodottsag erdforrds jellegére irdnyitottak
a figyelmet. Ennek megfelelGen a teriilet fejlédésének elsé évtizedében a kvantum informacio-
elmélettel kapcsolatos elsGdleges torekvések a kvantumszamitogépek megépitésének idedja koré
csoportosultak.

A késébbi felfedezések azonban, mint példaul a kvantum teleportacio jelensége [BBCT93], a
kvantumelmélet alapkérdéseinek Gsszefonodottsag elméleten alapuld tjragondolasara is késztet-
ték a kutatokat [DHOO0]. Egy, az ebbdl az id6bol szarmazo elgondolas szerint, mely a kvantum
parallelizmus [Deu85]| &tletének atyjatol David Deutschtol szarmazik, méar a kvantumelmélet
alapszintii oktatasat is a kvantum algoritmusok és a kvantumos Osszefonodottsag iranyabol kel-
lene megkozeliteni.

Ezzel parhuzamosan a kvantumszamitason kiviili egyéb érdekes alkalmazésok robbanasszert
elterjedését figyelhettitk meg. Az sszefonodottsdg elméleti modszerek behatoltak a szilardtest-
fizikus, a kvantumkémikus, az atom és molekula fizikus eszkéztardba. Paradox modon a nagy-
energias fizika (részecskefizika, térids-fizika, hurelmélet stb.) az Osszefonodottsag elmélet altal
produkalt kihivasokra viszonylag késén reagalt. 2005-ben példaul a nagyenergias elméleti fizikai
archivumban (arXiv: hepth) mindgssze 22 olyan cikket talalunk, melynek cimében az "entang-
lement" sz6 szerepel. 2015-ben ugyanez a szam mar 220. Mi tortént tehat a kézben eltelt 10
évben?

Sejtésiink szerint az Gsszefonodottsaggal kapcsolatos ismereteinket a kutatok fokozatosan
egy olyan 4j nyelvként kezdték hasznalni, melynek segitségével mélyebb bepillantast nyerhetiink
a fent felsorolt teriiletek egyes fizikai problémaéaiba. Téagabb értelemben ez a nyelv a kvantum
informécidelmélet fogalmi apparatusanak egyfajta univerzalitasat sejteti.

A nagyenergiaju fizikaban az érdeklédés novekedtét a Ryu-Takayanagi paros holografikus
osszefonodottsagi entropiaval [RT06] illetve a Duff-Kallosh-Linde tri6 FLYQM-vel kapcsolatos
vizsgalatainak [Duf07, KLO6] 2006 elején torténs megjelenésével hozhatjuk kapcsolatba. Saj-
nos a FLYQM-vel kapcsolatos érdeklédés harom csoport tevékenységétsl eltekintve hamar eliilt.
Az ok: az elkGvetkezs néhany éveben nem sikeriilt a megfelelés esetleges fizikai alapjait tisztéz-
ni. A "kvantum &sszefonodottsag/térid6 geometria" témakorben azonban az tgynevezett Ryu-
Takayanagi (RT) formula [RTO06] alapvets attorést hozott. Az ok: a RT-formula a mar hiisz
éve az érdeklédés homlokterében allé és szamos teriileten igazolt AdS/CFT megfelelés logikus
tovabbgondolasabol sziiletett, kiemelkedd fontossagu eredmény.

Erdemes azonban hangsulyozni, hogy a tobbrészrendszeres osszefonddottsagi mértékek, és a
hibajavito kodok fekete-lyuk entropiaval valo” kapcsolata eldszor a FLYQM kontextusaban jelent
meg 2007-ban [5, 6]. Hasonlo (de fizikailag joval megalapozottabb) eredmények a RT-formula
kontextusaban csak joval késsbb [VV13, PYHP15], 2013-t6l bukkantak fel. 2016-ban a Simons
Foundation szponzoralasaban az "It from Qubit" program® beindulaséval a kvantum informéacio-
elmélet és a térids-fizika/kvantumgravitacio tertiletén dolgozo fizikusok kozos projektbe torténd
Osszehangolasa mar azt jelzi, hogy a két teriiletet valoban az Gsszefonddottsag elméletének nyelve
koti Gssze. Ezzel egy, az eredetileg a FLYQM altal méar 2006-ban felvetett lehetGség valosult meg
[KLO06, 4] egy sokkal grandiozusabb és kevésbé ad hoc feltételezéseken alapulé projekt keretében.

Jelenleg a teriileten a FLYQM kevésbé ismert. A FLYQM eredményeinek dolgozatbeli 6ssze-
foglalasa azt a célt is szolgalja, hogy megteremtse annak a lehet&ségét, hogy a jelenleg folyd

7Megjegyezz1'ik, hogy ennek a kapcsolatnak a formalis és meglehet&sen ad hoc jellege részben indokolja azt,
hogy az eredmény kevésbé ismert.

8John Wheeler hires stlete ("It from Bit") nyomén az Univerzum minden jelenségét ("It") informacicelméleti
alapokra ("Bit") kellene tudnunk helyezni. A projekt nevét szellemesen "It from Qubit"-re moédositottak annak
megfelelen, hogy id6kozben tudasunk gyarapodasanak koszonhetSen az "informacidelmélet" sz6 helyesebben
"kvantum informaciéelmélet"-re modosult.
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kutatas 1j eredményeinek segitségével ezt az igen érdekes teriiletet az "It from Qubit" program
szellemi aramlatdhoz csatolja.
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2. FEJEZET

Egyszerii osszefon6dott qubit rendszerek geometriaja

2.1. Két megkiilonb6ztethets részrendszerbdl all6 rendszerek

2.1.1. Schmidt dekompozicié és von-Neumann entropia . Tekintsiink két megkilon-
boztethetd kvantumrendszert. Legyenek ezek a rendszerek A és B. Tegyiik fel tovabba, hogy A és
B bizonyos ideig kélcsonhatasban alltak és ennek eredményeképpen egy AB Osszetett rendszer
jott létre. A keletkezett AB rendszert fizikai tulajdonsagok egy teljes rendszerével jellemezhetjiik.
Ha a fenti teljes rendszerrel az A és B részrendszereket is jellemezhetjiik akkor az AB rendszert
szepardlhatonak nevezziik. Ha ilyen jellemzés nem tehet6 meg akkor AB dsszefonddott.

A kvantumelmeélet axiémaéi szerint a tulajdonsigok teljes rendszerét kommutéld 6nadjungalt
operatorok teljes rendszerével reprezentalhatjuk. Ezek a megkiilonboztethetd részrendszerekbdl
all6 kvantumrendszer allapotait reprezentald Hap = Ha ® Hp Hilbert téren hatnak. Ekkor
megmutathatd, hogy tiszta dllapotok esetén a szeparalhatosag fenti definicioja megfelel a |¥) 45 €
H 4p hullamfiiggvény szeparalhatosdganak (GM04, GWO02].

A hullamfiiggvény szeparalhatosaga véges dimenzios Hy = CM és Hp = CV esetén az alabbi
modon jellemezhets. Egy tetszoleges tiszta allapotban 1évé AB rendszer fizikai allapotét a

M N

|‘I’>AB:ZZ‘I’ab|a>A®\b>B EHAQRHEB (2.1)

a=1b=1

vektorral reprezentalhatjuk. Itt |a)a és |b)p ortonormalt béazisvektorok. Ha talalhatunk olyan
|)a € Ha és |p)p € Hp allapotvektorokat melyekre

(W)aB =) a®|p)s (2.2)

akkor az AB rendszer szeparalhato.
Hogyan donthetjiik el, hogy egy tetszdleges |¥) 4p allapot szeparalhato vagy Gsszefonodott?
Jo lenne azt is tudni, hogy két részrendszer Gsszefonasara milyen lehetGségeink vannak. Ez az
Osszefonodottsag bizonyos kritériumok alapjan torténd klasszifikdciojanak probléméja.
Két részrendszer esetén a fenti kérdések a Schmidt dekompozicio [NC00, BZ06] segitségével
és |i) p bazisvektorok taldlhatok melyekkel irhato, hogy
ny
W) = riliya®|i)s (2:3)
i=1
Az ryyi=1,2,...ny <min{M, N} pozitiv valos szamok a |¥) allapot Gn. Schmidt egyiitthatoi.
A Schmidt dekompozicié alapjan a feltett kérdésre a vélasz: ha a nemzérus Schmidt egyiitthatok
szama nagyobb mint egy akkor |U) 45 Osszefonddott, kiilonben szeparalhato.
A Schmidt dekompozici6 jelentésének megértését megkonnyiti a redukalt stirtiségmatrix (mar-
ginalis) fogalmanak bevezetése. A |¥) tiszta allapotnak megfelels strtiségmatrix alakja |¥)(J|.
Ekkor a részrendszereknek megfelel6 marginélisok

0a = Trp |[¥)(V), op = Tra [V)(V] (2.4)
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ahol Tr4 p a megfelel§ részrendszer szerinti parcidlis atlososszeg képzését jelenti. Ekkor

OAaa’ = (\I]\IIT)aa’a @Bbb’ = (\I’qu)bb’ (25)
ahol feliilhuzéssal a komplex konjugalést jeloltiik.

A fenti alakbol lathatéan a g4 és pp matrixok nemzéro6 sajatértékei (A;) azonosak és poziti-
vak. Tovabba ezen sajatértékek szama min{ M, N'} azaz egyenl6 a Schmidt egyiitthatok szamaval.
Nyilvan r; = V/Ai. Az i) 4 és |i) p Schmidt bazisvektorok a 94 and pp matrixok kozos \; sajatér-
tékeihez tartozo sajatvektorai. Jelolje U € U(M) és V € U(N) azon unitér méatrixokat melyek a
megfelel§ marginalisokat diagonalizaljak. Ekkor a Schmidt alakba torténd transzformacié meg-
felel a

|[T) — U @ VI|T), UV eU(M)xU(N) (2.6)
lokdlis unitér transzforméacionak. A fenti transzformacié matrix alakja
\Ijab — (U\IIVT)ab (27)

ahol U és W M x M-es illetve M x N-es matrixok és V7 az N x N-es métrix transzponaltja.

A fentiekbdl kiovetkezik, hogy |¥) Osszefonodott akkor és csak akkor ha a g4 és op redukalt
strtségmatrixok kevert allapotokat reprezentalnak. (Ezen matrixok rangja nagyobb mint egy.)
Hasonloan |¥) szeparalhato akkor és csak akkor ha o4 és op tiszta allapotokat reprezentalnak.
(Ekkor a megfelel6 matrixok egy rangi projektorok.) Tudjuk azt is, hogy a o4 (op) méatri-
xok rangja és sajatértékei nem valtoznak tovabbi U(M) (U(N)) transzformaciok soran. Ezért
a két megkiilonboztethetd részrendszerbdl allo rendszerek Osszefonddottsagi tulajdonsagai nem
valtoznak az U(M) x U(N) lokalis unitér transzformaciok soran.

Az elmondottak alapjan célszert definialni a lokdlis unitér (LU) ekvivalencia fogalméat. Azt
mondjuk, hogy |®) ~Ly |V) azaz |®) lokalis unitér ekvivalens |¥)-vel ha létezik olyan U € U (M)
és V € U(N) mely |U)-t |®)-be viszi. Képletben

1B) ~rp [U) < |B) =U @ V|T), UV e UM) x UN) (2.8)

A fenti modszerrel konstruélt ekvivalenciaosztélyok a LU-Osszefonodottségi osztalyok. Nyilvan-
valo, hogy amennyiben a |®) és |U) allapotok Schmidt rangja kiilonb6z6 a két allapot kiillonbozs
LU-osztélyban van. Azonban ha a fenti két allapotra a Schmidt rang ugyan azonos, de A # \Y
akkor a két allapot ismét két kiilonb6zé LU-osztélyban van. Az r; = +/A; Schmidt egyiitthatok
konkrét értéke tehat a LU osztalyok egy finomabb jellemzését teszi lehetévé. Konnyt belat-
ni, hogy |®) és |¥) pontosan akkor van ugyanabban az LU osztalyban ha a megfelel§ Schmidt
egylitthatok megegyeznek.

Célszerd még bevezetni a Schmidt vektor fogalmat. Ez egy olyan max(M, N) komponensi
vektor melynek els6 min(M, N) komponense a A; nemzérus sajatértékekbsl all nem novekvs
sorrendben. A fennmarad6 komponensek zérusok.

A Schmidt vektor ismeretében hogyan szamszertisithetjiik az Osszefonddottsiagot? Milyen
Osszefonddottsagi mértékeket célszerii bevezetni?

A két részrendszeres Osszefonodottsag jellemzésére a legismertebb mérték a von-Neumann
entropia [OP93] S(¥). Definicioja

min{M,N}
S(¥) =—Troalog, 04 = —Troplog, 05 = — Z Ailoggy A (2.9)
i=1
Alternativ 6sszefonodottséagi mértékeket adnak még a Rényi entropidk [OP93]. Mivel g4 és
op nemzérus sajatértékei megegyeznek ezért a tovabbiakban p alsé indexét elhagyjuk. Ekkor a
Rényi entropidk definicija az alabbi

1
Sa(0) = 1 log, Tr 0%, a=12.... (2.10)

—
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Vegyiik észre, hogy lim,_,1 So(¥) = S(¥). A két részrendszeres Gsszefonodottsag jellemzésére
az irodalomban gyakran a Trp®, a = 2,3... mennyiségeket is hasznaljak. Egy N x N-es
stiriiségmaétrix jellemzésére kiillondsen fontos mennyiség az an. konkurrencia négyzete

N
CP= ——(1-Tro? 2.11
(1T e?) (211)
Mivel tiszta allapotok esetén o> = g, és Tro = 1 ezért amennyiben g el6all mint egy |¥) tiszta
allapot redukalt stirtiségmatrixa a konkurrencia pontosan akkor zérus ha |¥) szeparalhato.

2.1.2. Osszefonodottsagi osztalyok . Az el6z6 fejezetben feltettiik, hogy a két részrend-
szer A és B a korabbiakban kolcsonhatasban alltak. Ha az AB teljes rendszert elszigeteltnek gon-
doljuk el akkor a véges dimenzios esetben ezt a kolcsénhatasi folyamatot egy Hap = Ha @ Hp-n
hat6 U € U(MN) unitér transzforméaci6 reprezentalja. Ha A és B kordbban szeparéltak voltak
akkor ez a globdlis unitér transzformacié felelés a részrendszerek koztott 1évs Gsszefonodott-
sag megjelenéséért. Ezzel szemben az ezt kévet6 U @ V € U(M) x U(N) alaki lokdlis unitér
transzforméciok mar nem valtoztatjak meg ezt a LU ekvivalenciaosztalyokkal reprezentalt 6ssze-
fonodottsagot. A kvantum informacioelméletben ezek az utobbi transzformaciok a megfelel
részrendszereken torténd valodi lokalis manipulacidkat reprezentalnak.

A kvantum informacidéelméletben azonban a szokasos protokollok olyan lokalis manipulécio-
kat is megengednek melyek nem szoritkoznak csupan unitér operatorok alkalmazaséara. Ilyenek
példaul az egymastol nagy tavolsagra 1évs -de kvantumosan mégis Osszefont- A és B nagyobb
lokalis kornyezetekbe torténs bedgyazasai. Ezeken az 0j kornyezetekkel ellatott részrendszereken
altalanositott mérések végezhetsk. Tovabba ugyan a tovabbiakban globalis kvantum manipuléci-
okat mar nem engediink meg, de még megengedhetiink A és B kozott klasszikus kommunikdciot.
Ilyen lehet példaul az egyes részrendszerekkel kapcsolatos altalanositott mérések eredményeinek
tovabbitasa a maéasik fél szaméara postagalamb dtjan. A mésik mérési eredményeinek ismere-
tében a felek tovabbi lokalis manipulécidkat végezhetnek, és igy tovabb. Az ilyen klasszikus
kommunikacioval kiegészitett lokéalis manipulaciokat az angol roviditésnek megfelelsen LOCC
transzformacioknak fogjuk hivni. (Local Operations and Classical Communication.)

A kvantum informéacioelméletben fontos kérdés annak eldontése mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy egy |®) osszefonddott allapotot egy masik |¥) allapotba tudjunk transz-
formalni LOCC transzformaciok segitségével. Legyenek AY és A\? a két allapotnak megfelels
Schmidt vektorok. (Emlékeztetiink arra, hogy A1 > Ao -+ > A4, Itt a vektorok komponenseinek
szdma d = max{M, N} alkalmas szamu zérussal feltoltve.) Azt mondjuk, hogy a AY vektor
majorizalja a A® vektort, képletben A® < A\¥, ha

k k
SATSNI N, k=12...d (2.12)
=1 i=1

ahol k = d esetén egyenldség értends. Ekkor |®) LOCC transzformalhato |¥)-be akkor és csak
akkor ha a AY Schmidt vektor majorizalja a A® vektort [Nie99]. A majorizilasi tétel alapjan
konnyen belathato, hogy |¥) and |®) kdlesondsen egymdsbaalakithats LOCC transzformaciokkal
ha a megfelels Schmidt vektorok megegyeznek. Ekkor a két allapot lokalisan ekvivalens azaz LU
ekvivalens [BPR100]. Ennek megfeleléen a LOCC ekvivalenciat az alabbi médon is megfogal-
mazhatjuk

1®) ~Loce [B) ¢ |®) = M@N|T),  MeN e UM) x UN) (2.13)

A LOCC transzformaciokon tul a kvantumos 6sszefonodottsig vizsgalata soran sziikséges-
nek bizonyult a transzforméaciok egy tjabb tipusanak bevezetése. Ezek a transzformaciok olyan
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protokollokat reprezentélnak melyek soran |¥) atalakithato |®)-be de csak bizonyos valoszint-
séggel [DVCOO]. Ilyen eset valosul meg akkor amikor bizonyos altalanositott mérések eredmé-
nyeként kapott kvantum allapotokat egyszertien figyelmen kiviil hagyunk. Az &llapotok ilyen
manipulaciojat az End(H 4) x End(Hp) alakt linearis leképezések realizaljak. Az ilyen alaku
transzforméciok alkotjak a sztochasztikus LOCC roviden SLOCC transzformaciok félcsoportjdt
[Vralla]. Azt mondjuk, hogy a |¥) allapot valamilyen nemzérus valoszintiséggel atalakithato
a |®) allapotba SLOCC félcsoport transzformaciokkal ha talalhatok olyan A € End(Hp), és
B € End(Hp) leképezések melyekre |@) = A ® B|¥). A SLOCC félecsoport transzformaciokkal
kolcsondsen egymasba alakithatd allapotokat SLOCC ekvivalens allapotoknak nevezziik. A két
kiilonbo6z§ iranyba térténd konverzio valoszintiségei altalaban kiilonb6z6ek. Megmutathatd, hogy
az ilyen transzformaciokat lokalis invertalhato méatrixok reprezentaljak. Ezek a transzformaciok
a GL(M,C) x GL(N,C) SLOCC csoportot alkotjak, és az allapotok normajat nem &rzik. Ennek
alapjan a SLOCC ekvivalencia formalis definicidja az alabbi [DVCO00]

1®) ~spoce |B) ¢ [®) = MRN|T), MeN € GL(M,C) x GL(N,C) (2.14)

A fentiek szerint az Osszefonodottsagi osztalyoknak két fajtajat célszert megkiilonboztet-
niink. Ezek a (2.8) LU és a (2.14) SLOCC ekvivalenciaosztalyok. Mivel a SLOCC csoport
dimenzi6ja nagyobb ezért ebben az esetben kevesebb Gsszefonddottsagi osztalyt kapunk. TSbb
részrendszeres Osszefonodottsagnal 1atni fogjuk, hogy alacsony dimenzios rendszereknél a SLOCC
osztalyok szama véges is lehet. A SLOCC osztalyok az dsszefonodottsdgnak egy durvabb a LU

Hatéarozzuk meg az LU és SLOCC &sszefonodottsagi osztalyokat két véges részrendszer ese-
tén! Mar tudjuk, hogy a finomabb LU klasszifikil4s szerint kontinuum sok &sszefonodottsagi
osztalyunk van melyeket a A Schmidt vektorok nem zérus komponensei indexelnek. Konnyt
belatni [DVCO00| hogy ezzel szemben a SLOCC osztalyok szama véges éspedig megegyezik a
nemzérus Schmidt egyiitthatok szaméaval azaz a Schmidt ranggal, ng < min{M, N}-vel. A nem
invertalhato SLOCC félcsoport csdkkenti a Schmidt rangot tehat a |¥) nem zérus valoszintséggel
lokalisan atalakithato |®)-be akkor és csak akkor ha ng > ne.

Milyen 6sszefonodottsagi mértékekel jellemezhet6k a fenti osztélyok? Mindkét esetben az
osszefonodottsagi mértékeket célszertd az allapotok egytitthatoiban (illetve LU esetén az egyiitt-
hatokban és a komplex konjugalt egylitthatokban) invarians polinomok kérében keresni. Ezek a
polinom invariansok konstans értéket vesznek fel a csoporthatéas palyain azaz az 6sszefon6dottsa-
gi osztalyokon. Jollehet ezek az invarians polinomok altaldban nem kiilonitik el az 6sszes palyat
egymastol, mégis nagyon fontos betekintést nyijtanak az Ssszefonodottsagi osztalyok szerkezeté-
be. Ilyen polinominvariansokra lathatunk példékat a kévetkezd fejezetekben. A LU invaridnsok
altalanos matematikai szerkezete irdnt érdekl6dé Olvasonak PHD hallgatoim Vrana Péter és Sza-
lay Szilard munkainak tanulményozasat javaslom [Vralla, Vrallb, Vrallc, Szall, SK12,
Szal2].)

2.2. Két-qubit rendszerek

2.2.1. Konkurrencia és Schmidt dekompozicié . A legegyszeriibb két részrendszeres
osszefonodott rendszer két qubitbol all. Ekkor Ha ~ Hp = C? és a (2.1)-ben szerepls ¥, egy
2 x 2-es komplex elemd méatrix

(W)= Y Wylab),  |ab) = |a) @ |b) € C* @ C (2.15)
a,b=0,1

A két qubites Gsszefonodottsag egy lehetséges mértéke a (2.11)-ben definialt konkurrencia négy-
zet. Mivel 2 x 2-es matrixokra (Tr M)? — Tr M? = 2Det M ezért (2.4) és (2.5) felhasznalasaval
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kapjuk
C? = 4Det pa = 4Det gop = |2Det ¥|? (2.16)
Normalt allapotokra konnyen lathaté, hogy
0<C(¥)=2|Det¥| <1 (2.17)

Szeparalhat6 allapotokra mint példaul a
1 1
V2 V2
a konkurrencia zérus, C = 0. Maximdlisan ésszefonddott, dllapotokra mint példaul a
1
V2

Bell-allapot, C = 1. Vegyiik észre hogy az elsG esetben

%(I00>+I01>+I10>+I11>)= (10) + 1)) ® —=(10) + 1)) (2.18)

(lo1) +10)) (2.19)

1/1 1
04 =0p=7 (1 1) (2.20)
s igy 0% = 0 azaz a marginalisok tiszta allapotok (projektorok). A masodik esetben
1/1 0
04 =08=7 (0 1) (2.21)

azaz a marginalisok maximalisan kevert allapotok. A marginalisok diagonalizalasaval kapjuk,
hogy a (2.3)-ban szerepld Schmidt egyiitthatok

T+ =/ As, Ar =

és a von-Neumann entrépia
0<S(¥)=—-Ailogg Ay —A_logy A <1 (2.23)
Mivel az U(2) x U(2) lokélis unitér csoporttal szemben a ¥ matrix ¥ — UVV7T moédon transz-
formalodik ezért a C = 2| Det ¥| konkurrencia LU invaridns. Ebbdl fakadoan a von-Neumann és
Rényi entropidk is LU invariansok.
A konkurrencia azonban nem SLOCC invarians. Ugyanis M @ N' € GL(2,C) x GL(2,C)
esetén

(1 + m) (2.22)

N |

|U) = M N|U) = C(¥) — | Det(MN)|C(D). (2.24)
Figyeljiik meg, hogy a (2.24) formulaban az extra faktor a SLOCC csoport karaktere (egydimen-
zi0s abréazolasa). Ekkor azt mondjuk, hogy a konkurrencia a SLOCC csoporttal szemben egy
relativ invaridns. Természetesen a SLOCC csoport SL(2,C)x SL(2,C) alcsoportjara nézve a kon-
kurrencia invarians. A SLOCC csoport matematikai szerkezete tehat SL(2,C) x SL(2,C) x C*,
ahol C* = C — {0}. Az utolso faktor az allapotvektor nemzérus komplex szammal valo ujraska-
lazasanak felel meg.

Mivel r%r +1r2 =1 egy két qubit allapot kanonikus Schmidt dekomponalt alakja

|0y = cosgm()} —l—sing\ﬁ> (2.25)

Itt |0) és |1) a Schmidt dekompozicioval kaphaté ortonorméalt bazisvektorok. A 6 paraméter és

a konkurrencia kapcsolata
0 1
(30525 = 5(1 +v1-2C2). (2.26)

A (2.22) egyenlet alapjan 6 € [0, /2], szeparalhato allapotokra § = 0, mig maximalisan Gsszefo-
nodott allapotokra § = 7/2. Lathatéan 6 minden megengedhetd értékének egy LU osztaly felel
meg. Tehat kontinuum sok LU 6sszefonodottségi osztalyunk van.
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Masrészt mivel a SLOCC transzforméciok megvaltoztatjak a konkurrencia értékét ezért
mindossze kettd SLOCC osztaly van. A SLOCC szeparalhatd osztaly C = 0 , és a SLOCC
osszfonodott osztaly C # 0 értékekkel. Az el6bbi osztaly reprezenténsa a |00) az utdbbié a
|00) + |11) allapot. (A SLOCC esetben a normaltsaggal nem kell foglalkoznunk hiszen ezek a
transzforméaciok nem 6rzik a normat.)

2.2.2. A két qubites 6sszefonodottsag geometriaja [1, 19]. A két qubitbol allo rend-
szer geometridjanak vizsgalata hasznos tAmpontot ad tobb részrendszerbdl 4ll6 rendszerek késéb-
bi vizsgalatahoz. Az Gsszefonddott allapotok geometridjaval kapcsolatban szamos fontos munka
jelent meg [BZOG, BHO01, KasidZ01la, BZO2]. A kovetkezSkben mi a Mosseri és Dandoloff
[MDO01] altal kezdeményezett megkozelitést tekintjiik irdnyadonak. Itt ennek a targyaldsnak az
[1, 19]-ben tovabbfejlesztett valtozatat ismertetjik.

Parametrizaljuk a (2.15)-ben megjelend komplex matrixot az alabbi médon

1 _ . ,
U= E(Qo +1iQ1), Qo= ool —iajo;, Q1 =Pl —ifjo; (2.27)
ahol a -k j = 1,2,3 a szokésos Pauli matrixok és a,, 8,, u =0,1,2,3 valés szamok. Mivel
|W) normélt ezért QoQl + Q1Q1 = I, aua® + B,B" = 1 igy a normalt allapotok tere S7 a 7
dimenziés gomb. Ekkor a marginalisok

1 1
o4 =00 = §(I+x0'), op =010 = 5([ +yo) (2.28)
ezért
—ixo = QiQh — QuQl,  —iyo = QQ1 — Q1 Qo (2.29)
Vezessiink be még két mennyiséget
2ol = QiQh+ QuQl, oI = Q@1 + Q1Qo (2.30)
Tekintsiik még az aldbbi mennyiségeket
zal = QoQ) — QiQ}, vl = Q)Qo — QI (2.31)
Az explicit kifejezések
To = Yo = 2au6“7 Ty =Yg = auau - Buﬁﬂ’ (2'32)
x = apf — oo+ a X 3, y=aB—fa—axp (2.33)

Koénnyen belathato, hogy
adtaitaitaitai=1, @yt tytyi=1 (2.34)

azaz x,1y € S* tehat o és y egy-egy pontot hataroznak meg a 4 dimenziés gombfeliileten. Ezek
a megfontolasok két leképezés bevezetését indokoljak

maST— 8 X =20:1Q)  wl =QuQ) - QiQ] (2.35)
g ST — S, Y =2QiQ1, vil =Q{Qo — QlQ: (2.36)

ahol
X = a0l — ixo, Y =yl —iyo (2.37)

A (2.6) transzforméacios szabalybol lathatoan lokalis unitér U(2) x U(2) ~ SU(2) x SU(2) x
U(1) transzformaciok soran ¥ — UWVT ahol feltehetjiik, hogy a relativ U(1) fazisfaktor vagy a
jobb vagy a baloldali SU(2) méatrixot szorozza. Legyen most U € U(2) és VT € SU(2)! Ha csak
Bob qubitjén hajtunk végre egy I ® V lokalis SU(2) transzformaciot akkor

(Qo, Q1) = (QVT, V"), VT eSU(Q) (2.38)
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Az ilyen alaki transzformaciokat a (2.35) leképezés nem veszi észre hiszen az eredeti és a transz-
formalt dsszefonodott allapot is ugyanabba az z € S* pontba képezddik. Mivel SU(2) ~ S3
ezért a m4 leképezés egy olyan fibralt nyalab projekcidja melynek a bézistere S* a nyalab tere
S7 és a fibrum S3. Hasonléan lathaté be az, hogy a mp leképezés "nem érzékeli" azokat a

(Qo, Q1) — (UQo,UQ1),  Ue€SU2) (2.39)

transzforméaciokat melyek az Alice qubitjén torténd lokalis U ® I unitér manipulécioknak felelnek
meg. A mp leképezés egy masik fibralt nyalabot hatdroz meg, mely szintén kiilonb6z8 dimenzos
gdbmbok segitségével all eld.

Megmutathato, hogy a (2.35) és (2.36) leképezések a masodik (kvaternios) Hopf fibralasokat
adjak [Min80]. Valoban ha a szokasos kvaternidalgebrat az i, j, k szimboélumok generaljak ahol
i2 =32 =Kk?>=—-1¢éij = —ji = k sth. akkor egy tetszbleges kvaterni6 ¢ € H felirhato
a q = qol + q1i + g2 + ¢sk alakban. A konjugalt kvaterniot és a kvaternié6 norméjat a g =
qol—qii—qoj — g3k és |q| = /qq képletekkel értelmezziik. A R(q) = 3(q+7) ésaS(q) = 3(¢—7)
definiciok a ¢ kvaternio valos és képzetes részét adjak. Ekkor a

11, i< —ioy, j & —iog, k < —ios (2.40)

megfeleltetés a kvaterniovalgebra 2 x 2-es matrixabrazolasat adja. Minden ¢ kvaterniénak megfelel
tehat egy @ 2 x 2-es matrix'. Ekkor a kvaternié konjugéalasnak (q — q) az adjungélas (Q — Q)
felel meg, ahol (QP)" = PTQf-nek megfeleléen gp = pg. A valds és képzetes rész képzésnek a
megfelel§ 2 x 2-es méatrixok hermitikus és antihermitikus részének képzése, a kvaternié6 norma
négyzet képzése a matrix determinansanak képzésének felel meg. Az egységnyi norméaval rendel-
kez6 kvaternioknak (kvaternio ,fazis” faktoroknak) (lu| = 1) az U,V € SU(2) ~ S% méatrixok
felelnek meg.

A fenti H-n alapul6 képben a (2.27) egyenlet szerint egy két-qubit allapotnak a (Qo, Q1) par
ennek pedig egy (go,q1)? € H? kvaternié komponensekkel rendelkezs oszlopvektor, ,spinor” felel
meg. Egy normalt spinor esetén (qo,q1)7 € S7. Ebben az esetben a (2.35) és (2.36) leképezéseket
a
|2

a8 — S x =2q1q, € H, x4 =|qo|* — \q1|2 (2.41)

és
ma:ST— SN y=2%q €H,  yi =l —|af (2.42)
formulakkal értelmezett leképezések helyettesitik. Ezek pedig a kvaterniés Hopf fibralasok szo-
kasos definiciojat adjak [Min80].
Legyenek most v és u egység kvaterniok. Ekkor a

Ry () () (2.4
Ly (fﬁ) — (Z?ﬁ) (2.44)

bal szorzas soran az z,y € S* vektorok nem valtoznak. A v és u kvaternio6 ,fazisokkal” torténd
jobb és bal szorzas a |¥) két-qubit allapoton hato I®V és U lokalis SU(2) transzformacioknak
felel meg.

A 74 és mp leképezések Gsszefonodottsag érzékenyek [MDO1|. Ez azt jelenti, hogy a kiilon-
boz6 Ssszefonddottsagi osztalyokba ess két-qubit allapotok az S* gémb kiilénb6z6 tartoméanyaiba

jobb illetve a

1 Fontos, hogy a (2.40)-ben szerepld i és ¢ szimbolumokat ne keverjiik Gssze.
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esnek. Ennek felismeréséhez elég azt észrevenniink, hogy a (2.17) konkurrencia az xg = yo és
x4 = y4 koordinadtakomponensekkel a

€= $3+wi=\/y8+yi (2.45)

alakban fejezhetd ki.

Maximalisan dsszefonodott allapotokra C = 1 ezek tehat az 22 + 23 = 1 koron vannak. Az
x4 = +1 pontok, a megfelels S* ,északi” és ,déli” sarkpontja, ilyen allapotokat reprezentalnak.
A fenti tulajdonsagn pontokra (2.34) miatt 1 = 29 = 23 = 0 és y1 = yo = y3 = 0 ezért a (2.28)
miatt o4 = o = %I azaz a margininélisok teljesen kevert allapotok ahogy annak lennie is kell.

Masrészt szeparalhato allapotokra zg = x4 = 0, ekkor 22 + 23 + 23 = 1 és y + y32 +y3 =
1. Ezek két kettd dimenziés gombfeliiletet irnak le. Ez a két S? a két szeparalhaté qubitnak
megfelels két ugynevezett Bloch gomb [NCO00]. Ezeket a Bloch gémboket a megfelels Hopf
fibralasok S* gémbjeinek ,egyenlitsi” (melyek most S3-ak) tartalmazzdk. Példaul az x5 = +1-be
vetiilg allapotokra g4 = %(I +o03) és op = %(I F o3) ezek a standard egy rangu projektorok
melyek valoban szeparalhato dllapotok marginalisai.

Figyeljiik meg, hogy a 74 és mp leképezésekben az egyik qubit a fibrumban (S%) a masik a
bazistérben (S*) helyezkedik el. A 74 esetén Alice qubitja a bazistérben Bob qubitja pedig a
fibrumban van, mp esetén megforditva. A Hopf nyalab egy nem trivialis fibralt nyalab. Ez azt
jelenti, hogy az S” nyaldbtér nem homeomorf S* x S3-val. S7 tehat nem egy szorzat nyalab, ez
a tulajdonsag csak lokélisan teljesiil. Pongyoldn fogalmazva ez azt jelenti, hogy a Bob qubitjét
tartalmazé S® topolégiai értelemben ,elcsavarodik” az Alice qubitjét tartalmazé S* felett. A
kovetkezs két alfejezetben megmutatjuk, hogy a normalt két-qubit allapotokat reprezentalo S7
nemtrivialitasa valoban az osszefonodottsag geometriai megjelenési formaja [1].

2.2.3. A Schmidt dekompozicié és a kvaterniés Hopf nyalab [1]. Mivel a targyalés
soran a két qubit ekvivalens szerepet jatszik elég csak az egyik Hopf leképezést vizsgalni. Legyen
ez m4. Tekintsiik a két qubit allapotokat reprezentalé H? spinorok terét mint egy jobb modult.
Ez azt jelenti, hogy a (2.43) szabalynak megfelelgen a kvaternié komponensii spinorokon a skalar
kvaternioval torténd szorzast mint jobb szorzést értelmezziik. H?-n bevezetiink egy (-|-) : HxH —
H belss szorzatot. Tetszleges |p) <+ (po,p1)T és |q¢) « (qo,q1)T spinorokra legyen (plq) =
Dogo + P1q1- Ekkor egy nemzérus v kvaterniora (pv|qu) = v(p|q)v. A bevezetett bels§ szorzat
segitségével értelmezhetjiik két normalt két-qubit allapot |p) és |q) (©,,) tdvolsdgdt

()
COSZ% = |(plg)|*. (2.46)
Mivel ||p|] = |lq|| = 1 ezért a Cauchy-Schwartz egyenlStlenség egyenlSséggel teljesiil akkor és

csak akkor ha |p) = |¢g)v ahol |v| = 1. Ebbdl kivetkezik, hogy ©,, = 0 akkor és csak akkor ha
a spinorok csak egy egységkvaternioval térténd jobb szorzasban kiillonbdznek. Tehéat pontosan
azokra a két-qubit allapotokra melyek I @V ekvivalensek a fenti tavolsag zérus. A jobb szorzésra
torténd invariancia miatt a (2.46) infinitezimalis valtozata egy metrikat definial S*-en. Mivel S*
homeomorf a HP! kvaterniés projektiv egyenessel ezért ez a metrika a projektiv terekre jolismert
Fubini-Study metrika [BZ06| kvaternios valtozata [Lév90, Lévol].

Tekintsiink most egy két qubit allapotnak megfelels |¢) spinort. Ennek az allapotnak megfelel
egy ma(|q)) € S* pont. Ha ez a pont a szepardlhat6 dllapotoknak megfelel§ részsokasdgban van
akkor a Schmidt dekompozici6 egy tagbol all és ez maga az éllapot. Ha a pont nincs ebben a
részsokasagban akkor tekintsiik a m4(|q)) € S* ponton keresztiilmend a Fubini-Study metrikira
vonatkoz6 geodetikusokat. Megmutathato [1], hogy a legkdzelebbi szeparalhato allapot egy olyan
geodetikuson van melyre a geodetikus tavolsag éppen a (2.26) képlettel adott Schmidt egyiitthato:

0

cos 5. Ebbdl kévetkezik, hogy 0 az Osszefonddott allapothoz legkézelebbi szepardlhato allapot

geodetikus tavolsaga. Ez a specialis geodetikus a szeparédlhato részsokasagot két pontban metszi.
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A masik pont geodetikus tavolsaga m — 0. Ezek a megfontoldsok a Schmidt egyiitthatok algebrai
fogalmat a geodetikus tavolsag geometriai fogalméaval kapcsoljak Gssze.

A fentieket egy kétdimenzios gombfeliilettel kapcsolatos analdgiaval az alabbi moédon szemlél-
tethetjiik. Tekintsiink egy olyan specialis két qubit 6sszefonoédott allapotot melyre zg = x2 = 0.
Az ilyen allapotok az x?3 + 23 + 23 = 1 gémbfeliileten vannak. Az allapot sszefonodott tehét
(2.45) alapjan nemzérus konkurrenciaval rendelkezik ezért x4 # 0. A hatarozottsag kedvéért
legyen x4 > 0 tehat az allapotnak megfelel§ pont az északi félgdbmboén van példaul Budapest
foldrajzi helyén. A szeparalhaté allapotok a gombfeliilet egyenlit&jén helyezkednek el. Tekint-
siik az Osszefonodott allapotnak megfelels ponton (Budapesten) atmend hosszuséagi kort. Ez az a
geodetikus mely mentén haladva az egyenlits a legktdzelebb van. Az a két atellenes pont ahol ez a
hosszusagi kor metszi az egyenlitét a Schmidt dekompozicidban szerepld szeparalhato allapotpar
A" részrendszerbe ess részét reprezentalja. A pontok atellenesek tehat a megfelel$ szeparalhato
qubitek ,A” részei az 27 + 23 + 2% = 1 Bloch gémbon ortogonalis dllapotoknak felelnek meg. Az
atellenes pontoknak megfelels geodetikus tavolsag és a Schmidt egyiitthatok kapcsolatat a (2.22)
és a (2.25) oszefiiggések adjak.

Figyeljiik meg azonban, hogy a Schmidt dekompozici6 ,B” részrendszerbe es§ qubitja mar az
S4 feletti S fibrumban van. Bob ezen qubitjét a fenti geometriai megfontolas még nem rogziti.
Azonban mivel S? ~ SU(2) ez pedig az egységkvaterniokkal azaz a kvaternios fazisfaktorokkal
kapcsolatos, ezért a Bob Schmidt dekompozicibban keletkezd qubitjét a kvaternios fazisfakto-
rok alkalmas rogzitésével tudnank egyértelmiivé tenni. Ehhez sziikségiink lenne arra, hogy a
Kiilonboz6 S*-beli pontok feletti kvaternios fazisokat Gsszehasonlithassuk.

2.2.4. Kvaternios fazisfaktorok [1, 19]|. Definidlnunk kellene tehat két |p) és |q) spi-
norra a kvaternios ,faziskiilonbségiiket”. Ezt a Pancharatnam altal bevezetett és a geometriai
fazisok elméletében hasznalt kapcsolat vagy konnexi6 altalanositasanak segitségével tehetjiik meg
[Ber87, 19]. Ha a két spinor ugyanazon a sugaron van azaz |[p) = |q)v ahol |v] = 1 akkor a
Jfaziskiilonbség” éppen v. Legyen (p|q’) # 0 ahol |p) és |¢') két rogzitett spinor nem ugyanazon a
sugdron. Azt mondjuk, hogy a |p) kvaternios spinor ,fazisban” van azzal a |¢) = |¢')v spinorral,
melyre a |v| = 1 fazis valtoztatasa soran az interferencia” maximalis azaz

l1p) + lg')v[|* = max. (2.47)
Nyilvan az ,interferencia” maximalis ha (p|¢)v € RT. Mivel |v| =1 ezért
{d'lp n {d'lp)
_ , _ . 2.48
] (249

Tehat a |p) kvaternios spinorral ,fazisban” 16vé |g) spinorra teljesiil, hogy

(plg) = [{pld")| € RT. (2.49)

Tehét altalaban (p|g) € H de ha a spinorok fazisban vannak akkor (p|q) € R*.

A kovetkezskben a (2.49) szabély infinitezimalis valtozatat vizsgaljuk. Legyenek |q) és |g+dq)
egymashoz infinitezimalisan kozel 16vS spinorok. Mivel ||q||? = {(q|q) = 1 ezért {dq|q) + (g|dq) = 0.
Ebbdl fakadoan a {(gq|dg) mennyiség tiszta kvaternié képzetes. Az infinitezimalisan kiilonbozs |g)
és |q + dq) allapotok tehat ,fazisban” vannak akkor és csak akkor ha

1. —
Sqldq) = i(qadq —dq"qa) = 0. (2.50)

Irjuk most a |¢) spinort a |¢) = |¢/(x))u alakba. A |¢'(z))-re gondolhatunk gy mint egy

r € S* pontjaival parametrizalt béazis spinorra, melyhez képest az |u| = 1 kvaternios fazist
majd leolvassuk. Mivel a Hopf nyalab nemtriviélis ezért |¢/(z))-t S* felett csak lokdlisan tudjuk
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definidlni. Az ilyen tulajdonsagu bézis spinort a Hopf nyalab lokalis ,szelésének” hivjuk. Legyen

’ _ 1 1+ 24
/() = 5t ( -

Lathatoan a szelés S* | déli polusaban” nincs értelmezve. Ekkor a (2.50) feltételt a

) , =20l + 211 + 22j + 23k xq # —1. (2.51)

STdx
du = — Au, A= 50+ 1) (2.52)
alakba irhatjuk. Amennyiben a kvaterniokat a (2.40) médon 2 x 2 matrixokkal abréazoljuk, a
megfelel6 mennyiség egy su(2) Lie-algebra értéki egy-forma. Megmutathato, hogy az A egy
SU(2) nem-Abeli mértéktérként viselkedik [1]. Az A nak megfelel6 FF = dA + A A A kétforma
ondualis, és a Hopf nyalab méasodik Chern szama Cy = 1. 2
Az (2.52) egyenlet segitségével definialhatjuk a kvaternios spinorok gorbementi parhuzamos
eltolasat. Valoban legyen C' egy a ,déli” sarkon nem athaladé ¢ € R-vel parametrizalt gérbe z#(¢)
lokalis koordinatakkal. Rogzitsiink ¢ = O-ra egy tetszéleges |¢(0)) = |¢’(x(0))) spinort. Ekkor az
4= —A(t)u(t) egyenlet u(0) = 1 kezddfeltételnek eleget tevs megoldasa

u@)zzPexp(—:AtA> (2.53)

ahol P az tutrendezett szorzatra utal. Ennek alapjan a C mentén parhuzamosan eltolt spinor

la(t)) = 1a'(£))u(?). (2.54)
Fontos latni, hogy a kvaterniés spinorok fenti gérbe menti parhuzamos eltoldsat az interferencia
fizikai fogalmanak alkalmas (2.47) altalanositasaval kaptuk. Mivel a kvaternios spinorok Ossze-
fonodott két qubit allapotokat reprezentalnak ezért szabalyunk lehet&séget nyuajt arra is, hogy
egy Osszefonodott allapotot egy adott gorbe mentén parhuzamosan eltoljunk. Ekkor a felszedett
kvaternios fazisnak egy I ® V alaku lokalis SU(2) transzformécio felel meg.

Legyen most |¢) = |¢'(x)) kiindulasi spinor az © = wa(|q)) pont felett. Ezt szeretnénk
parhuzamosan eltolni az y pontba. Mint tudjuk az y feletti allapotot a |p) = |¢’(y)) bazisspinor
reprezentalja. A Fehér Laszlo és Benedict Mihaly altal eredetileg a Berry fazis kontextusaban
felfedezett tétel altalanositasaval megmutathaté [BF89, 1, 19] , hogy amennyiben az = és y-t
0sszekots gorbe a rovidebb geodetikus akkor a |¢) parhuzamos eltolasa soran feleszedett kvaternios
fazis

u— Pl (2.55)
[(pla)]

Végre valaszt adhatunk tehat arra a kérdésre, hogy hogyan reprodukalhatjuk Bob Schmidt
dekompozicioban szerepls qubitjét tisztan geometriai moédon. Ehhez nem kell mést tenniink [1]
mint parhuzamosan eltolni a kiindulasi z € S* pont feletti 6sszefonodott allapotunkat repre-
zentéld spinort a szeparalhato részsokasag megfelel6 két pontjaba a méar targyalt tulajdonsagu
geodetikus mentén. Az eredményiil kapott kvaternios fazisok pontosan a Schmidt dekompozicio
megfelel a B részrendszerbe es§ qubitjeit adjak [1].

Végezetiil megjegyezziik, hogy a (2.52) mértéktér az tgynevezett SU(2) Yang-Mills insz-
tanton mértéktere. Az insztantonok az SU(2) Yang-Mills mértékelméletek Euklideszi téridben
kaphato topologiai szempontbél nemtrivialis klasszikus megoldasai [BPST75]. A klasszikus el-
mélet kvantalasakor az insztantonok a kiilénb6z6 topologikus toltésekkel jellemzett szektorok
kozotti alagtt effektus mejelenéséért felelgsek [tH76|. Erdemes mejegyezni, hogy a Schmidt de-
kompozicié geometriai értelmezésén keresztiil pontosan ezek a matematikai struktirak jelennek
meg az Osszefonodottsag legegyszertibb tipusanal a két-qubit rendszereknél is. Erdekességként

2Hasonl(’), a mp leképezésen alapulo okoskodés egy anti-ondualis mértékteret ad ellentett elgjeld Chern szam-
mal. Ekkor persze a megfelel§ spinorok terét mint egy bal modult kell definialni.
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még megjegyezzik, hogy a kés6bbiekben, a Szerz§ altal javasolt kvaternios fazisfaktorok, Franson
interferometriaval valo, kimutathatosaganak lehetGsége is felmeriilt[JEST11].

2.2.5. A két-qubit SLOCC osztalyok geometriaja . Tudjuk maéar, hogy két (2.15)
alakban el6allo |¥) és |®) két-qubit allapot SLOCC ekvivalens ha (2.14) teljesiil, ahol most
N = M = 2. Feleltessiik meg az alabbi médon egy tetszdleges két-qubit allapot négy komplex
amplitudojat egy & € C* négyesvektor négy komponensének

5(1) Yoo

r_ & 2 [Ym

S R (256)
& Uy

Mivel a SLOCC transzforméaciok nem 6rzik az allapotvektorok norméajat ezért érdemes & € C*-
beli vektorok helyett sugarakat vizsgalni. Valéban a kvantumelméletben a tiszta allapotoknak
nem Hilbert tér-beli vektorok hanem sugarak felelnek meg. A C*-beli sugarak tere négyesvektorok
ekvivalenciaosztalyainak halmaza ahol két nemzérus £ és £ vektor ugyanabba az ekvivalencia-
osztalyba tartozik akkor és csak akkor ha létezik olyan nem zérus komplex szam A, hogy & = AE.
Ekkor & ~ £. A sugarak tere C* esetén a komplex projektiv téer CP3. Ez egy 3 komplex (6
valos) dimenziés kompakt komplex sokasiag. Minden két-qubit allapotnak megfelel tehat CP3
egy pontja.

A (2.24) transzformacios szabaly alapjan tudjuk, hogy a SLOCC transzforméaciok SL(2,C) x
SL(2,C) alcsoportjara nézve a (2.16)-ben bevezetett C(¥) konkurrencia invarians. Ez motivalja
azt, hogy a C-en bevezessiik a g

g : Ctxct — C
(¥, @) — U@ =P — Vo1 P10 — P10Po1 + V11 Poo
nemdegeneralt szimmetrikus bilineéris format. A megfelel6 négyesvektorokkal
(&) = E-n=grseln) =enwzghbey, &, 1,]J=0,1,2,3 (2.58)

ahol gry az ¢ ® ¢ SL(2) x SL(2) invarians matrixnak felel meg

(2.57)

0 0 0 1
0 0 -1 0 0 1 0 1

II=10 -1 0 0 (—1 0>®(—1 0)' (2:59)
10 0 0

A ¢ bilinearis formahoz asszocialt® kvadratikus forma abszolutértéke a konkurrenciat adja
C() = [Q(6)] = 2/ Det . (2.60)

A Q&) = 2(£°¢3 — £€1¢?) = 0 homogén masodfokit polinom CP3-ban két komplex dimenzios
Q kvadratikus feliiletet hataroz meg. Ezért a zérus konkurrenciaval jellemzett szeparalhato
allapotok olyan CP3-beli pontokkal jellemezhetsk melyek a rajta vannak Q-n. Az &sszefonodott
allapotokat pedig azok a pontok reprezentaljak melyek nincsenek rajta O-n. Mivel csak két
SLOCC osztalyunk van ezért a két-qubit SLOCC osztalyok szerkezetét ez az egyszeri geometriai
kép jellemezi.

Megjegyezziik, hogy mivel C2 x C? = C* ezért azt varjuk, hogy CP! x CP! «— CP3. Ez
azt jelentené, hogy a két kiilonbozs qubit sugarainak megfelels két CP! ~ S? Bloch gémb be-
agyazhato CP3-ba. A beagyazas valoban létezik a Segre-beagyazas? névre hallgat és a megfelels

PQE) =g =¢-¢

4 A Segre beagyazis a Cttl @ Cm+1l = Cn+1)(m+1) esetben a két részrendszeres osszefonodottsaggal
kapcsolatos ahol a Hilbert terek dimenziéja N = n+ és M = m + 1. Ekkor a CP™ x CP™ — CP(ntD(m+1)—-1
beagyazas a szeparalhato allapotok részsokasigaval kapcsolatos.
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projektiv terek homogén koordinataiban V., = ¥, moédon jellemezhets. Ez azonban pontosan
a Q szeparalhato feliiletet jellemzi®. Azt kaptuk tehat, hogy

Q ~CP!' xCP. (2.61)

Megmutathaté, hogy a Q feliilet azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy a feliillet barmely
pontjan két olyan komplex egyenes halad &t mely teljes egészében Q-ban fekszik® . Az ilyen
egyeneseket izotrdp egyeneseknek nevezziik. Ha & # cn ahol ¢ € C* akkor L = s& + tn, ahol
s,t € C egy egyenes CP3-ban. L tehét izotréop ha L - L = 0. A harom-qubit rendszerek
geometridjanak vizsgalatakor latni fogjuk, hogy ezek a Q feliiletben teljes egészében benne fekvs
komplex egyenesek biszeparalhaté SLOCC osztalyokat reprezentalnak (lasd 2.6 és 2.7 abra).

5Pontosabban a CP3-ban 1év6 nem degeneralt kvadratikus feliiletek egy-egyértelmi modon megfeleltethetsk
CP! x CP! 5sszes lehetséges beagyazasanak.
6A valos esetben ennek vizualizaciéjat lasd Bengtsson és Zyczkowski kényvében [BZ06].
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2.3. Kevert allapotok 6sszefonodottsaga

A két részrendszeres Gsszefonodottsag eddigi targyalasa soran kizardlag tiszta éllapotokkal
foglalkoztunk. Felmeriil a kérdés: hogyan lehet definialni kevert allapotok Gsszefon6dottsagat?

Egy AB 6sszetett rendszer kevert allapotait a o : Ha @ Hp — Ha @ Hp stirtiségoperator jel-
lemzi. A benniinket érdekls véges dimenzios esetben o Hermitikus (of = 0), pozitiv szemidefinit
méatrix (o > 0) egységnyi atlososszeggel (Tr o = 1).

Mint ismeretes egy adott o allapotot tiszta allapotok keverékeként sokféleképpen elallitha-
tunk. Matematikai szempontbo6l ez azt jelenti, p egy rangi projektorok konvex kombinéciojaként
tobbféleképpen is felirhatd. Adott o esetén egy ilyen lehetséges elGallitas alakja az alabbi

K K
0= pilxi)xGl ) EHa®HE, D pi=1 (2.62)
j=1 j=1

ahol a p;-k nemnegativ valos szamok . A projektorokat alkotod |x;), 7 = 1,2,... K allapotok
normaltak de nem feltétleniil ortogonalisak. Fontos azt is megjegyezni, hogy K akar nagyobb is
lehet mint NM azaz Ha ® Hp dimenzidja. Természetesen mivel o egy Hermitikus métrix ezért
a fenti alakua elGallitasok kozott ott van a p diagonalizalasaval kaphato kanonikus alak

MN MN
0= Nl ) eHawHE, Y A=1 (2.63)
i=1 1=1

Itt a nemnegativ \;-k a sajatértékek és a |i);) sajatvektorok most egy ortonormalt bazist alkotnak.

A stirtiségmatrix fenti "tobbértelmiiségét" preciz moddon kifejezhetjiik az tn. keverési tétel
segitségével [Sch35b, HIW93, Gis89|. Ennek alapjan a (2.63) kanonikus formaban el6allo
stirtiségmatrix a (2.62) alakban is elgallithato akkor és csak akkor ha létezik olyan K x K-s
unitér matrix U, hogy

1 MN
Ix;) = \/77;”]‘1‘\/2\%% (2.64)

Figyeljiik meg, hogy az U matrix nem a H4 ® Hp Hilbert téren hat hanem olyan vektorokon
melyeknek komponensei tiszta allapotvektorok. Figyeljiik meg azt is, hogy a (2.64) egyenletben
a K x K-s U méatrixnak csak az els6 M N oszlopa jelenik meg.

Természetesen a (2.62) egyenletben szerepld |x;) € Ha ® Hp tiszta allapotokat reprezentalo
vektorok lehetnek szeparalhatok és osszefonddottak is. Azt mondjuk, hogy a keveréssel keletkezd
o allapot Gsszefonodott ha o-t nem tudjuk elGallitani szepardlhato tiszta allapotok konvex kom-
binaciojaként. Fontos osszefonodottsigi mérték az tn. formdcids dsszefonddottsag [BDSW96]

Eg(0)
K
Ef(0) =min » _p;S(x;)- (2.65)
=1

Itt S a (2.9) egyenletben definialt von-Neumann entropia. A definicidban szereplé minimumot
o Osszes (2.62) alaku elSallitasara kell venni. A p matrixok azon sokasiga melyre minimumot
kapunk optimdlis. Megmutathato, hogy a forméacios osszefonodottsag akkor és csak akkor zérus
ha a kevert allapot szeparalhato.

A formaécios osszefonodottsag fizikai jelentése az alabbi [Woo01]. Tegyiik fel, hogy A és B
(Alice és Bob) kozos ténykedésiik eredményeképpen szeretnének létrehozni n darab ¢ allapotot.
Ehhez rendelkezésiikre all tetszéleges szamu osszefonddott (2.19) Bell allapot. Minden egyes Bell
par A része Alice a B része Bob birtokdban van. Alice és Bob globdlis kvantum operaciok kivé-
telével barmilyen manipuléciét hasznalhatnak. Kérdés: mennyi Bell part kell aszimptotikusan
elhasznalniuk (m) ahhoz, hogy n darab g allapotot hozzanak létre? A valasz m = nE¢(p).
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Hogyan hatarozhatjuk meg egy konkrét esetben a formacios dsszefonodottsagot? A keverési
tételbdl mar tudjuk, hogy az Gsszes ilyen elGallitast a K dimenzids komplex vektortérben 1évé
M N komponensi linearisan fiiggetlen ortonormalt bazisvektorok adjak. K > M N esetén ezeket
a vektorokat tekinthetjiik egy K x K-s unitér matrix els6 M N oszlopanak. Az ilyen tulajdonsagu
vektorok Osszessége a differencialgeometriabol ismeretes Stiefel-sokasag V (K, MN). Ekkor a
minimumot matematikai szempontbol jol kézbentarthaté objektumokra, V (K, M N)-kre, ahol
K > MN kell venni. Sajnos ennek ellenére a formacios 6sszefonddottsag kiszamitasa csak igen
specialis esetekben ismeretes.

A legegyszeriibb konkrétan kiszamithato eset két qubit keverésével kaphato [Woo98, HW97].
Ekkor kideriil, hogy a (2.62) egyenletben elegends K = 4-et venni. Definialjuk a o — ¢ spin-flip
operaciot ahol

0=eRePERE, €= (01 (1]) . (2.66)

Megmutathato[Wo098, HW97], hogy a 4 x 4-es pg matrix sajatértékei nemnegativak. Képezziik
ezeknek a sajatértékeknek a négyzetgyokét. Az eredményiil kapott valos szamok: Ay > Ay >
Az > A4. Definialjuk a kevert allapotokra a konkurrenciat az alabbi modon

0 < C(Q) = maX{O7A1 — A2 — Ag — A4} < 1. (267)
Ekkor megmutathato, hogy
1
Ey) = =2 logy . — 2 logy i, pz = 5 (12 /1=C(2)). (2.68)

Ennek alapjan C(g) = 0 (E¢(0) = 0) esetén az allapotok szeparalhatok mig C(o) # 0 (E¢ (o) # 0)
esetén Osszefonodottak. Ha o tiszta allapot belathato, hogy (2.67) visszaadja a tiszta allapotokra
méar definialt (2.17) konkurrenciat. Ebben az esetben a formacios osszefonodottsagra kapjuk,
hogy (W) = S(V).

Példaként tekintsiik az alabbi stirtiségméatrixot

1+ 0 0 2x
1 1 0 1—2 0 0
0= Z(l — )] + z|P)(P| = 1 0 0 1-=2z 0 (2.69)
2x 0 0 14+

ahol z € [0,1] és ® a (2.19) Bell allapot. Rovid szamolas utan kapjuk, hogy A; = (1+3x)/4 and
Ay = A3 = Ay = (1 — 2)/4. Strtségmatrixunk tehat © < 1/3 esetén szeparalhaté mig z > 1/3
esetén osszefonodott. Osszefonodott allapotok esetén a konkurrencia értéke C(o) = (3 — 1)/2.
A konkurrencia z = 1 esetén maximalis ekkor o a |®)(®| tiszta allapot. Vegyiik észre, hogy
az © = 0-ra kaphato teljesen kevert allapot szeparalhatd. Tehét erre a példara kevertség és az
Osszefonodottsag komplementer fogalmak.

2.4. Valoés két részrendszert tartalmazé kétallapota rendszerek

Komplex kétallapotii rendszerek esetén qubitekrsl [NCO00] valos esetben rebitekrsl [CFRO1]
szokas beszélni. A két rebit allapotot irjuk a

W)= > Wglab), (‘1’00 ‘1’01) € M(2,R) (2.70)
ab=0.1 Ui Uny

alakba. M(2,R)-t egy R feletti négydimenzios vektortérnek tekintve az alabbi bazist valasztjuk

1 0 0 1 0 1 1 0
() mo (% ) (D) mo(l 0) em
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Ekkor s
Tog W L (Wo+ w3 wh+w?
) =Y Whep), 00 Z0L) — 5, 2.72
| > ;} |901> (‘1’10 \Ijll \/5 W2 _ Wl WO _ WS ( )
ahol |¢r), I =0,1,2,3 az an. Bell bazis vektorai
1 1
= —(]|00) + |11)), = —(]01) — |10 2.73
o) \/i(‘ ) +111)) 1) 2(\ ) — 110)) (2.73)
1 1
= —(|01) + [10)), = —(]00) — |11)). 2.74
|p2) \/§(| ) +110)) |p3) \/§(| ) —11)) (2.74)
A (2.66) definiciohoz hasonlatosan egy tetszoleges M € M(2,R) elemre is definidljuk a
Wootters spin flip operaciot: M = —eM7Te. Ekkor a tiszta allapotokra értelmezett konkurrenciat
a valds esethez hasonlatosan a

C =2|Det ¥| = | Tr(VV)| = | Tr(TeWTe)], (2.75)

képlet definialja. Két kiilonb6zé amplitudoval rendelkezé rebitre a konkurrencia fenti definicioja
ismét a szokdsos (2.57) bilinearis forma bevezetését motivalja. A (2.57) formaval kapcsolatos
kvadratikus forma alakja

U0 =2Det ¥ =2(VooW1; — V1 W) = WZ + WE - Wi — W2, (2.76)

Tehat a Bell bazisban a konkurrencia az instruktiv SO(2,2) invarians alakot 6lti. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a két rebit SLOCC csoport SL(2,R) x SL(2,R) részcsoportja izomorf az SO(2,2)
csoporttal.

Az E;, I =0,1,2,3 bazisvektorok a Hj split-kvaternicalgebra’ e, e1, e, €3 bazisvektorainak
méatrix dbrazolasaként is felfoghatok. Ekkor egy tetszéleges x € Hy, =z = an:O Tmem €elem
megfelel egy X € M(2,R) elemnek azaz egy két rebit allapotnak. Ebben a képben a Wootters
spin flip a H; beli konjugalasnak (T — X ), a konkurrencia a H-beli N normanak, végiil a valos
SLOCC csoport SL(2,R) x SL(2,R) részcsoportja az N normét 6rz6 SO(2,2) csoportnak felel
meg. Vegyiik észre azt is, hogy a (2.57) bilinearis forma rebitekre lesziikitett valtozata a Hg-beli
(x,y) = N(z +y) — N(z) — N(y) bilinaris forméaval kapcsolatos.

7Egy egységelemmel rendelkezd algebrat kompozicids algebranak neveziink ha az algebran létezik egy nem-

degeneralt N (norma) kvadratikus forma melyre N(zy) = N(z)N(y). A kompozicios algebra split ha tartalmaz
olyan nemzérus elemeket melyek normaja zérus. Hurwitz hires tétele kimondja, hogy egy kompozicios algeb-
ra mindig véges, éspedig 1,2,4,8 dimenziés. Ezek az esetek megfelelnek a valos szamok, a komplex szamok a
kvaterniok és az okténiok kompozicios algebrainak, illetve ezek split valtozatainak.



dc_1382 17

24 2. EGYSZERU OSSZEFONODOTT QUBIT RENDSZEREK GEOMETRIAJA

2.5. Harom-qubit rendszerek

2.5.1. Invariansok és SLOCC osztalyok . A tobb részrendszeres Gsszefonddottsag ese-
tén az egyes részrendszerek tiszta allapotait a véges da,dp,dc, ... dimenziés komplex Hilbert
terek H4, Hp, Hco ... sugarai reprezentaljak. Egy d komponensd allapotvektort quditnak hi-
vunk. Gyakran a vizsgalt esetekben dy = dg = do = -+ = 2 (multiqubit renszerek) vagy
da =dp = do = --- = 3 multi qutrit rendszerek , vagy ezek kombinacioi szerepelnek. A tébb
részrendszert tartalmazo rendszerek koziil a legegyszertibb a harom-qubit rendszer.

Egy harom-qubit allapotot a

1
(W) = Y Wapclabe), |abe) = |a) @ |a) @ |¢) € Ha @ Hp @ He (2.77)
a,b,c=0

alakba frhatunk ahol H4QHpRHc = ((C2)®3 ~ C8. A tovabbiakban a részrendszereket A, B, C-
vel (Alice, Bob és Charlie részrendszere) a részrendszereknek megfelels amplitudok indexeit a, b, -
vel jeloljiik. Szeretnénk meghatarozni a harom qubit 6sszefondédottsagi osztalyait.

Tudjuk mar, hogy két lehetséges klasszifikacidos sémank van. A finomabb felosztast addé LU
klasszifikacio az ekvivalencia

|U) ~py | ) & W) =URVRIW|P), URVIW cU(2)®? (2.78)
fogalmara épit. Fontos szerepet t6lt be a durvabb felosztast nyajto
|¥) ~sr0cc |P) & W) =A@BxC|®), ABxCcGL(?2,C)%? (2.79)

SLOCC ekvivalencian alapul6 klasszifikacio. Az alabbiakban kizarolag a harom qubit allapotok
SLOCC Kklasszifikaciojara koncentralunk.

Ebben az esetben az Gsszefonddottsagi osztalyok szama véges és az osztalyok geometriai je-
lentése is konnyen tisztazhato. Ezek az osztalyok a matematikusok szadméra régota ismeretesek
voltak [GK94]. Ezeket az eredményeket a kvantum informacioelmélet keretein beliil a fizikusok
tjra felfedezték [DVCOO0|. Ezen eredmények szerint minddssze két nemtrivialis SLOCC &sszefo-
nodottsagi osztaly van. A fennmarado négy osztaly a szeparalhato allapotok kiilénbo6zé fajtaival
kapcsolatos. Szokas még a teljesség kedvéért az azonosan zérus allapotot az tn. trivialis osztalyba
sorolni.

Harom qubit tehat két inekvivalens modon fonhato ssze. A megfelels SLOCC ekvivalencia-
osztalyok normalt reprezentansai a

1
V2
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) allapot [Gre89, Mer07] és a

1
VB

allapot. A GHZ &llapot a maximalis harmas 6sszefonddottsagot reprezentalja. Azonban a
GHZ allapotban 1év6 6sszefonodottsagot csak abban az esetben lehet tovabbi kvantumos mani-
puléciokra felhasznalni ha a harom qubitet birtoklo kisérletezé egytittmiikodik. Az egyik qubit
(példaul a Charlie birtokdban 1évé C-qubit) vesztésével kapott kétrészecskés p4p marginalisra
szamitott kevert allapoti konkurrencia zérusnak adodik. Ez az Alice és Bob szamara hozzaférhetd
allapot tehat méar nem tartalmaz tovabbi kvantumos manipuléciok sorén felhasznélhato Gszefo-
nodottsagot. Ha ezt az 6sszefonddottsagot harom szines gytrtivel akarnank szemléltetni akkor az
egységet szimbolizald6 Borromeoi gytiritket kapnank. Ekkor a gytiriik barmelyikének atvagaséaval
a rendszer szétesik harom diszjunkt gytrtre. Ezzel szemben a W allapot 6sszefonddottsaga nem

IGHZ) = —(|000) + [111)) (2.80)

W) (001) + 010) + [100)) (2.81)
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© &

- (j001) + |010) + |100))

7 (]000) + [111))

2.1. abra. A W és GHZ osztalyok szemléltetése.

érzékeny ennyire egyetlen qubit elvesztésére. Megmutathato [DVCO00|, hogy az AB, AC és BC
részrendszerekben tarolt atlagos dsszefonodottsag ebben az esetben maximalis.

A fennmaradé SLOCC osztéalyok A(BC') , B(AC) és C(AB) tipusu biszeparalhato és (A)(B)(C)
teljesen szeparalhato allapotokkal reprezentélhaték A biszeparalhat6 osztalyok reprezentansai

[A(BC)) = \[|0>(|01> +[10)) (2.82)

az A(BC) allapotokra mig a fennmarado osztalyokat két hasonlo a qubitek permutélaséval kapott
allapot reprezentélja. A teljesen szeparalhato osztaly reprezentansaul a |000) allapot valaszthato.
Hogyan jellemezhetnénk a harom qubit 6sszefonodottsagot polinom invariansok segitségével?
A két részrendszeres Osszefonodottsag vizsgalata alapjan mar tudjuk, hogy a biszeparalhatosagot
eredményesen mérik a megfelel6 marginélisokbdl képzett mértékek. Tekintsiik tehat a

0a = Trpc [¥)(¥], o5 = Trac |¥)(¥], oc = Trap [¥)(V], (2.83)
egy qubit és a
opc = Tra[U)(¥],  oac =Trp|¥)(¥|,  oap=Trc|¥)(V| (2.84)

két qubit stirtiségmatrixokat. Az utobbiak 4 x 4-es méatrixok. Az el6z6 fejezetek alapjan a biszepa-
ralhatosag mértékeként hasznalhatjuk a (2.16)-ban definialt 0 < 4Det o4 p,c < 1 konkurrencia
négyzeteket. Példaul a |¥) harom-qubit allapot A(BC) szeparalhato akkor és csak akkor ha
4 Det p4 = 0. Ennek alapjan hasznos definidlni a

TaBc) = 4Detoa, Tpac) =4Detop, Toap) = 4Detoc (2.85)
osszefonodottsagi mértékeket. Ezek a mértékek U(2) x U(4) invaridnsok ahol az U(2) azon a
qubiten hat melynek a szeparilhatosagat szeretnénk tesztelni.

A biszeparalhatosagon kiviil megkérdezhetjiik azt is mekkora az A és B részrendszer kevert
allapoti Osszefonodottsaga az ABC tiszta allapotban 1év6 teljes rendszeren belil? FErre a kér-
désre a valaszt a (2.68) formacios Gsszefonodottsag vagy az ennek alapjaul szolgalo (2.67) kevert
allapoti Wootters konkurrencia értéke adja. Ha példaul a BC' részrendszer Gsszefonodottsagat
vizsgaljuk akkor a harom-qubit allapot elsé qubitje a C? ® C* felbontasnak megfelelGen kitiinte-
tett szerepet fog jatszani. A 2.1 fejezetben elmondottak szerint a popc nemzérus sajatértékeinek
szama maximum ketts. Ez a két sajatérték ugyanaz mint a p4 marginalis két sajatértéke. Ami-
kor tehéat a kevert allapoti konkurrenciat (2.67) alapjan szamoljuk akkor a go matrixra két Ay
és Ao nemnegativ valos szamot kapunk. A szdmolas eredményeképp a Wootters konkurrencia
négyzetre kapjuk

Cko = C*(opc) = Tr(opcdnc) — 2M1As = o' ory — 201 A5 (2.86)
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ahol az indexek felhuzasat a (2.57)-ben definialt bilinearis forma matrixaval végezzik. A tdbbi
kétrészes rendszert is figyelembe véve végiil a
TAB 261243, TAC :C,24C7 TBC :CIQBC (2.87)

mértékeket kapjuk. Normalt allapotokra mindharom mérték lehetséges értékei a [0, 1] interval-
lumba esnek.

Fontos kérdés annak eldontése, hogyan osztoznak meg a részrendszerek a kiilonb6zdé tipu-
st dsszefonodottsagokon. Mésképpen szolva hogyan viszonyulnak egyméshoz a 74(pc), Tan
és T4c mennyiségek? FEléfordulhat-e példaul az, hogy az A részrendszer Osszefonddott a BC
egyiittes rendszerrel, de kilon-kilén nem fondodott Gssze sem a B sem a C rendszerekkel? Ha
az Osszefonodottsdgot az emberi kapcsolatok vilagaban préobalnank elhelyezni akkor a fenti kér-
dés meglehetGsen abszurd. Ha példaul az 6sszefonodottsagot itt a szeretet szimbolizalnd akkor
igencsak nehéz lenne elképzelni egy olyan kétgyermekes csaladanyat aki szereti a gyerekeit, de
kiilon-kiilon egyikiiket sem. A kvantumos vilagban a |GHZ) allapot az dsszefonddottsag ponto-
san ilyen megosztasara ad példat. Valoban, rovid szamolas mutatja, hogy

TA(BC’) :1, TAB:TAC:O, (288)

ez pedig pontosan a fenti abszurd szituacié kvantumos megfelelGje. Masrészt a |[W) allapot
arra mutat példat amikor az 1 részrendszernek a 23 egyiittes rendszerrel valo Ssszefonodottsaga
megoszlik az egyes részrendszerek kozott. Ekkor ugyanis

TA(BC) = TAB + TAC- (2.89)

Definialjuk most a maradék vagy hdrmas osszefonodottsagot [CKWOO]

TABC = TA(BC) — TAB — TAC = TB(AC) — TAB — TBC = TC(AB) — TAC — TBC- (2.90)
A harmas osszefonas lathatdéan permutéicié invarians. A 74p¢ kielégiti a
0 <7apc =4|D(¥)| =4M A2 <1 (2.91)
Osszefiiggést, és a W,y komplex amplitudokkal kifejezett explicit alakjaban a D(¥) definicioja
[GK94, CKWO00, Miy03]
D(¥) =W500%T 11 + P01 310 + Yo10%T01 + Yo11 Y00
—2(Yo00¥001¥110¥111 + Yooo Yo10¥101 W11
+%000%011¥100¥111 + Yoo1 Yo10¥101W110 (2.92)
+001 %011 ¥110¥100 + Yo10¥011¥101¥100)
4(Yoo0Wo11¥101 V110 + Yoo1¥o10¥100P111)

A fenti mennyiséget Arthur Cayley vezette be 1845-ben a 2 x 2 x 2 kocka "determinansaként"
[Cay45]. A tovabbiakban ezt a mennyiséget Cayley-hiperdeterminansnak fogjuk hivni. Kénnyen
ellendrizhetd, hogy D (W) kifejezése az abe részrendszer indexek cseréjére nézve permutacio invari-
ans. A tovdbbiakban azt is megmutatjuk, hogy D(¥) invarians az SL(2, C)*3 SLOCC részcsoport
transzformaciokra nézve, a teljes GL(2,C)*3 SLOCC csoportra nézve pedig relativ invarians.
Képletben

D(A® B®CV¥) = (Det A)?(Det B)?(Det C)>D(¥), A,B,C € GL(2,C). (2.93)

A definici6 alapjan az is lathato , hogy a SLOCC reprezenténs allapotokra
Tapc(GHZ) =1,  71apc(W) =0,  7Tapc((A)(B)(C)) =0 (2.94)
Tapc(A(BC)) = Tapc(B(AC)) = Tapc(C(AB)) = 0. (2.95)
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Tehat a |GHZ) allapot harmas Osszefondsa maximélis, mig a tobbi SLOCC osztalyba tartozd
allapotoké zérus. A Tapc mérték a tehat felhasznalhatdé a GHZ osztalyba es6 allapotok azono-
sitasara.

Erdemes a fenti megfontolasokat a Coffmann-Kundu-Wootters egyenlstlenségek [CKWO0O]
forméjaban memorizalni

TAB + TAC < TA(BC): TAB +TBC < TB(AC), Tac +TBC < TC(AB)- (2.96)

Ezek az egyenlStlenségek megmutatjak, hogy az Gsszefonddottsag mint egy erdforras hogyan
oszlik meg a kiilonb6z6 részrendszerek kozott. Néha a fenti egyenlGtlenségeket monogdmia Gssze-
fliggéseknek is szoktak hivni jelezvén azt, hogy az Gsszefonas nem oszthaté meg szabadon.

2.5.2. A harmas 0Osszefonds SLOCC invariancidja . Vizsgaljuk meg részletesen a
Tapc = 4|D(¥)| harmas osszefonas invariancia tulajdonségait! Ehhez figyeljiik meg, hogy Cayley
D(¥) hyperdeterminansét az alabbi alakban is felirhatjuk

1
b1b bsb
D(W) = — gt st ee1 e bWy, Wane, Vagyes Vasbacs- (2.97)

Ez az alak nem tiikrozi D(W) permutacio invariancidjat hiszen a Wo = Wope, U1 = Uype 65 a
(2.57) definiciokkal a

1
D(\Ij) = _§Ea1a38a2a4 (\I]al : \I/az) (\IIQS . \Ila4) (298)

alakba frhato ahol Alice qubitja kitlintetett szerepet jatszik. D(¥) permutécié invarianciaja
miatt a Bob illetve Charlie qubitjének kitiintetésével és a Ug = U,o., U1 = Uy, illetve a
Uy = Wapo, U1 = P, parok bevezetésével egy hasonlo konstrukeioé soran ismét a (2.92) formulat
kapnéank.

A (2.97) képlet segitségével gyorsan belathatjuk D(¥) SL(2,C)*? invariancidjat, és SLOCC
relativ invariancidjat. Legyen elészor A @ B ® C € SL(2,C)*3. Ekkor az I ® B ® C alaki
transzformaciokra a fenti kifejezés invarians a (2.57) - szorzat SL(2,C) x SL(2,C) invarianciaja
miatt. Masrészt az ¢*1#3%2% (U, - W, )(V,, - U,,) kifejezés 2 Det(¥, - ¥,/ )-vel egyenls. Legyen
Myo = (V- Wyr). Ekkor az My, +— (AM AT, 4 transzformécios tulajdonsig miatt Det M nem
valtozik. Tehat D(¥) a fennmaradé A ® I ® I alaku transzformaciokra is invarians. Méasrészt
amennyiben A ® B ® C € GL(2,C)*3 SLOCC transzformaciokat hasznalunk ekkor az M
AM AT jellegii transzformacios szabaly miatt D(¥) ezittal egy Det(A)? faktorral szorzodik. A
permutéciés szimmetria miatt a végeredmény a relativ invarianciat kifejezs (2.93) Gsszefiiggés.

2.5.3. A harom qubit SLOCC osztalyok geometriaja [2, 4]|. Jollehet a permutacios
szimmetriat sérti, az 6sszefonodottsag geometriajanak vizsgalataban az egyik qubitet kitlintetd
szemléletmod nagyon hasznos. A két qubit rendszerek geometridjanak vizsgalataban is ezt az
utat kovettiik. Legyen az ABC' rendszer kitiintetett qubitja A. Ekkor a harom qubit rendszert
jellemz6 8 komplex amplitudo helyett a C?@C* felbontasnak megfelels Wop., W1y 2x4 amplitudot
tekintjiik. Legyen

&0 Yooo n° U100
1 1
r_|¢ Yoo1 1_|m Y101
¢ £ Yo10 g n? Wi (2.99)
& Yor1 n® Wi

Mint tudjuk C*-en adott két extra struktira. 1. A szokdsos U(4) invaridns Hermitikus
skalarszorzat mely komplex antilinedris az elss tényezében: (-,-) : C* x C* — C. 2. A (2.57)
SL(2,C) x SL(2,C) invarians szimmetrikus bilinearis forma (- szorzat). A C*-beli kanonikus
ortonormélt bazisban vett komponensekben

€m=Esm’,  €-n==Egrm’ (2.100)
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A(BC)

2.2. abra. Az A(BC') biszeparalhat6 allapotok geometriai abrazolasa.

(A)(B)(C)

2.3. abra. A teljesen szeparalhato (A)(B)(C) osztaly geometriai dbrazolasa.

Figyeljiik meg, hogy a (-, -) skalarszorzat nem méas mint a Bob és Charlie C2®C? ~ C* kombinalt
Hilbert terén indukalodo skalarszorzat. A tovabbiakban az indexek le és felhtizasat a (2.57)-ben
definialt g;; matrix és az inverze segitségével végezziik.

Alice (2.83) alapjan szamitott 04 marginalisabol a (2.85) 74(p¢) konkurrencianégyzetre kap-
juk

Tasey = A& = [IEP]nlP). (2.101)

A Cauchy-Schwartz egyenlétlenség egyenldséggel teljesiil és ekkor 74 (o) = 0 akkor és csak akkor
ha £ = ¢n ahol ¢ € C*. Ekkor Alice qubitje szepardlhat6 a BC rendszertl. A harom qubit
rendszer tehat A(BC) szeparalhato akkor és csak akkor ha & és 7 linearisan Osszefliggdk. Az
A(BCQ) szeparalhatosag geometriai szemléltetéséhez felhasznaljuk azt, hogy a C*-en adott (2.57)
szimmetrikus bilinearis forma egy, a 2.2.5 fejezetben a két-qubit SLOCC klasszifikicié soran
mar megismert, @ C CP3 kvadratikus feliiletet hataroz meg. Ezen a feliileten fekvé pontok a
(B)(C) szeparalhato két qubit allapotoknak felelnek meg. Ha az A(BC) tipust osztalyban a
BC részrendszer 6sszefonddott akkor a megfelel§ allapotot egy olyan pont abréazolja mely nem
fekszik a Q feliileten, lasd 2.2 abra. Hasonloan az (A)(B)(C) teljesen szeparalhato allapotokat
pedig egy a Q feliileten 1év6 pont dbrazolja, lasd 2.3 abra.
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Tegyiik most fel, hogy Alice qubitje nem szeparalhat6. Ekkor a £ és n vektorok linearisan
fiiggetlenek tehat C*-ben egy komplex sikot hataroznak meg. A 2.2.5 alfejezetben targyaltak-
nak megfelelGen a négyesvektorok ekvivalenciaosztalyainak megfelels sugarakkal is dolgozhatunk.
Ebben a projektiv képben a £ és n altal kifeszitett C*-ben 16v6 siknak a CP3 komplex projektiv
térben 1év6 komplex projektiv egyenes

L = s& +tn, s,t e C (2.102)
felel meg.® Ekkor definidlhatjuk az alabbi leképezést
[0y = L=s&+tn, s,t € C. (2.103)
Természetesen ugyanazt a projektiv egyenest CP3-ban tobb |¥) harom-qubit llapotbdl is meg-
kaphatjuk. Val6ban
a b
U) - AR T ®I|TV), A= (c d

tehat az Alice SLOCC transzformécidival (jeloljiik ket SLOCC 4-val) kaphato allapotok ugyan-
azt a projektiv egyenest hatarozzak meg.

Az L projektiv egyenesek alternativ jellemzésére bevezethetjiik a P!’ Pliicker (egyenes)
koordindtdkat

) €GL22,C)=E&—al+bn, nec+dn (2.104)

Pl =¢lpt eIyl (2.105)
A Pliicker koordinatéak kielégitik a
pUp? — pO?pls 4 pBpP2 = (2.106)
Pliicker relaciokat és a SLOC(C 4 transzformaciok soran
P s (Det A) P/ (2.107)

modon transzformalédnak. Mivel a P/7/-k is csak egy nemzérus komplex szam erejéig definialtak
a SLOCC 4 transzformaciok soran nem valtoznak. A fennmaraddé SLOCCpc transzforméciok
tartalmazzak a SL(2,C) x SL(2,C) ~ Spin(4,C) komplex 4 dimenzioés forgascsoportot fedGcso-
portjat?. Ezekre a transzformaciokra nézve a Pliicker koordinatak transzforméacios szabalya

P (SPSTYY S € Spin(4,C). (2.108)

Ezek a transzformaciok a (1,—1) elemekbdl allo Zy részcsoportot leszamitva elforgatjak az L
projektiv egyeneseket.

A (2.103) f leképezés segitségével minden haromqubit SLOCCy osztalyhoz bijektiv modon
hozzarendelhetiink egy CP3-beli egyenest. Szeretnénk a fenti egyenesek alkalmasan valasztott
ekvivalenciaosztélyait egy-egyértelmi modon megfeleltetni a fennmaradé négy'® SLOCC osz-
talynak. Ehhez elég azt megfigyelniink, hogy a nem degeneralt (2.102) L egyenes és a Q feliilet
viszonyara négy kiillonb6zd lehetségiink van.

I. GHZ osztaly. Tegyiik fel, hogy £ és n egyike sem fekszik a Q feliileten. Ez azt jelenti,
hogy £ - & # 0 ésn-n # 0. ElGszor azt az esetet tekintjiik amikor L két pontban metszi Q-
t. A metszéspontok az uy négyesvektorokkal jellemzett sugarak az agynevezett principdlis null
irdnyok. Az u4 vektorokat az

L-L=a%-¢+2abé-n+b*n-n=0 (2.109)

8Ha & = cn akkor L egy pontta degeneralodik. Ekkor a megfelels CP3-beli pont az el6bb targyalt szeparalhatod
osztalyokat reprezentalja.

9Emlékeztetiink arra, hogy a valés esetben SO(4) ~ Spin(4)/Za ~ (SU(2) x SU(2))/Zz.

10A |W) = 0 trividlis osztalyt nem szamolva.
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GHZ

2.4. abra. A GHZ osztaly geometriai abréazolasa. Az L egyenes és a Q feliilet metszéspontjai a
principalis null irdnyokat adjak.

egyenlet megoldaséaval kaphatjuk meg.'! Két megoldast kapunk ha a fenti kvadratikus polinom
diszkriminansa nem zérus. A (2.97) egyenlet alapjan a diszkriminans épp Cayley hiperdetermi-
nansa. Valoéban

Tapc = 4D(V)| = 4/(§-m)?* — (§-&)(n-m)| = 2P Py, (2.110)
Tudjuk mar, hogy
D(\I/) 75 0& |\IJ> ~SLoCC |GHZ> (2.111)
ahol |GHZ) a (2.80) GHZ-allapot. Ebbgl az alabbi fontos eredmény kovetkezik: A |¥) harom-
qubit allapot altal meghatarozott L egyenes pontosan akkor metszi két pontban a Q feliiletet ha
az allapot a GHZ osztalyba tartozik. Eredményiinket a 2.4 abran szemléltetjiik.
A principéalis null iranyok fizikai jelentésének tisztazasahoz a GHZ osztalyban (D # 0) 1évé
allapotokra definialjuk az 1]

R .PI,]£I

PI I
5157/ . Jn

=1

o TETS

négyesvektorokat. Ezek a vektorok a (2.99) megfelelés utjan egy |\i/> dudlis hdrom-qubit dllapotot
definidlnak.
Vegyiik észre, hogy a Pliicker matrix P7 kielégiti a

PP el =pe!, PP ™ = Dy! (2.113)

(2.112)

egyenleteket. Ennek a felhasznaldsaval megmutathato, hogy a duélis allapotnak megfelelé né-
gyesvektorokra teljesiilnek még a

§4=ni=0, &&=E6 =i, En=£) (2.114)
Osszefliggések is. Ebbol (2.110) és (2.113) miatt kovetkezik, hogy a duélas soran D nem valtozik
D(¥) = D(D), (2.115)

és
) = —|W). (2.116)

HMivel az L projektiv egyenes épp a Riemann gémb CU{co} ~ CP! ~ $2 ezért az a/b vagy a b/a aranyokat
hasznalhatjuk lokalis inhomogén koordinataknak. Ezekre az aranyokra egy masodfoku egyenletet kapunk.
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Teljesiil még a késGbbiekben fontos szerepet jatszo

i(Ule @ e @ e|¥) = 2,/D(V) (2.117)
identitas ahol e = ioy. A GHZ osztalyba tartozo |¥) dualis allapot a SLOCC csoporttal szemben
a (2,2,2) dbrazolas szerint!'? transzformalédo kovaridns mennyiség.

Tekintsiik most a

uh =l i, ol =pf +int (2.118)
négyesvektorokat. Rovid szamolas mutatja, hogy ui és vy nem fiiggetlenek, nevezetesen
+/D . .
vy = \/>+77 gu _ n-n (2.119)

&€ T EDinc
Az uy és a vy vektorok tehat ugyanazt a két CP3-beli pontot hatarozzak meg. A fenti vektorok
explicit alakjabol az is lathato hogy az ezeknek megfelels CP3-beli pontok egytttal a (2.102)
L egyenes speciélis pontjai. Valoban a (2.114) felhasznalasaval rogton kovetkezik, hogy us -
u+ = v4 - v+ = 0 pontjaink tehat rajta vannak a O feliileten is. Az uy vektorok tehat a
principalis null iranyokat adjak'®. Erdemes még megjegyezni, hogy az elnevezéssel 6sszhangban
P! jul = +iv/Dul, azaz a null iranyok a P’ ; Pliicker matrix sajatvektorai.

Térjiink at a principalis null irdnyok fizikai jelentésének tisztazasara. A (2.118) képletbsl
kapjuk, hogy

1 1
¢l — i(ui taul), ! = §(U-I‘r +ol). (2.120)

Ebbdl kovetkezik, hogy a GHZ osztalyba tartozo vektorokat mindig felirhatjuk két allapotvektor
osszegeként. Mivel uq4 = cvy,c € C* és uy - ux = vy - vy = 0 ezért a felbontasban szerepld
két komponens mindegyike teljesen szeparalhato (A)(B)(C) tipusu allapot. Az allapotot utolag
normélva azt kapjuk, hogy a £ és n komponensekkel és D # 0 feltétellel jellemzett |¥) allapot
mindig felirhato a

9= (14 © b @ fe) +]a) © b= ©fe-) (2.121)
kanonikus (2.80) GH Z allapot alakjaban ahol a szeparalhato faktorok ortonormalt bazisvektorok.
A (2.112) és a (2.118) definiciok a teljesen szepardlhaté GHZ komponensek meghatarozasara
explicit eljarast adnak.

Megjegyezziik, hogy a kiindul6 & - £ # 0, n-n # 0 feltétel nem jelent 1lényeges megszoritast.
Hiszen amennyiben L két pontban metszi O-t akkor csak az a két eset marad amikor mind a &
és 1 vagy csak egyikiikk Q-n van. Az els6 esetben az allapot mar eleve kanonikus alakban van,
a masodikban a méar eleve Q-n 1évs pontot fixen hagyo alkalmas SLOCC 4 transzforméacioval a
kivant alakot kaphatjuk.

II. W osztaly. Az L egyenes egy pontban is érintheti a Q feliiletet. Ekkor egy principalis
null irdny van. Ezt az esetet szemlélteti a (2.5) dbra. Tegyiik fel most is, hogy £ - & # 0 és
n-n# 0. A (2.109) egyenletbdl egy principalis null irdnyt kapunk akkor és csak akkor ha D = 0.
Ekkor (2.110) miatt 7 - £ # 0. Innen azt is latjuk, hogy a (2.112) definicioban szerepld

=-Pe=—(n-O + (& O, (2.122)

i'= P’ =—m-nE" +m-on' (2.123)
mennyiségek egyike sem zérus. Megmutathato, hogy ez a 8 (az eredeti amplitudokban kobos)
kifejezés is a SLOCC csoport (2,2,2) abrazolasa szerint transzformalodo kovaridns. Célszerd
tehét ezt a 8 komplex szamot is egy harom-qubit allapot amplitudédjaiként felfogni. Jeldljiik ezt

12L4sd a (2.79) transzformacios szabélyt.
13Az uy és a v4 vektorokat a (2.109) a/b illetve b/a ardnyokra torténd megoldasaval is megkaphatjuk.
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2.5. dbra. A W osztaly geometriai abrazolasa. Az L egyenes az egyetlen principalis null iranynak
megfelelg pontban érinti a Q feliiletet.

az allapotot |W)-vel't. Tehat ha L egy pontban metszi O-t akkor D = 0 és |¥) # 0. Kénnyen
belathato az is,hogy a (2.5) abran lathaté szituicio pontosan akkor teljesiil ha D = 0 és |[¥) # 0.
Megmutathaté [BDDT09b], hogy

D¥) =0,  [¥) =0 |¥) ~s0cc W) (2.124)

ahol |WW) a (2.81) allapot. A |¥) harom-qubit allapot altal meghatarozott L egyenes pontosan
akkor metszi egy pontban a Q feliiletet ha az allapot a W osztélyba tartozik. Az eredményt a
2.5 abra szemlélteti. Ebben az esetben egyetlen principalis null irdny van mely akar a £ akar az
7j vektornak (ezek ismét ardnyosak) valaszthato!®.

IIT.-IV. C(AB) és B(AC) osztalyok. ElSszor is emlékeztetiink arra, hogy az egyik
qubit szeparalhatosaganak a sziikséges és elégséges feltétele a (2.85)-ben definialt konkurrencia
négyzetek egyikének eltiinése. Legyen 7, = 7¢(ap) és T = Tp(ac). Az A(BC) biszeparalhato
osztalyt mar jellemeztiik feltessziik tehat, hogy 74(pc) # 0 < £ # cn. Megmutathato, hogy [2]

e = &P+ n-nlP+ 2 n)* + (P F+P")Pyy, (2.125)
ahol

w« Pl) = ZJdIKLpr (2.126)

N | =

Megjegyezziik, hogy az *P matrix is kielégiti a (2.106) Pliicker relaciokat. Ezek tehat egy masik
xL egyenes koordinétait adjak.

Ezen elgkésziiletek utan legyen most a (2.102) egyenes teljes egészében a Q feliileten. Az
ilyen egyeneseket izotrop egyeneseknek nevezziik. Ezekre az egyenesekre L - L = 0 ezért £ - € =
n-n=£&-n =0. Izotrop egyenesekbdl két fajta van [HH83] Az dgynevezett a-egyenesekre
P = %P, azaz ezekre a Pliicker matrix dndudlis. Hasonldéan a [-egyenesekre P = — x P ekkor a
Pliicker méatrix anti-ondudlis. Tehat a (2.125) kifejezésbdl kovetkezGen ha az L egyenes izotrop
akkor vagy 7 = 0 vagy 7— = 0. Megforditva: tudjuk, hogy a (2.125) kifejezés minden tagja
nemnegativ.'® Ezért 7+ = 0-bol kovetkezik, hogy az L egyenes izotrop és az L-et jellemzs P

141§ természetesen csak az i/v/D faktorban kiildnbézik a (2.112) definicién alapuls |¥) dualis allapottol.
Az utobbi allapot csak a GHZ osztalyra értelmezett és a ¥ +— cW¥ nyujtas soran ugyancsak ¥ — ¥ moédon
transzformalodik.

Yéé=q-qi=0.

16Megmutathatc’>, hogy Tr(o+d+) = (PIY ¥ +*PI/)Pr; ahol o+ = 0ap é 0— = 0ac. Belathato, hogy a
0+ 0+ matrix sajatértékei nemnegativak [Wo098].
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e

C(AB)

2.6. dbra. A C(AB) biszeparalhato osztaly geometriai abrazolasa. Az L egyenes teljes egészében
a @ feliileten az « tipusi egyenesek osztélyaban fekszik.

e

B(AC)

2.7. abra. A B(AC) biszeparalhato osztaly geometriai abréazolasa. Az L egyenes teljes egészében
a Q feliileten a (3 tipusu egyenesek osztéilyaban fekszik.

matrixra vagy P = *P vagy P = — * P teljeslil. Azonban az utobbi két feltétel nem ad dj
megszoritast hiszen példaul ¢/ Pr; = i%€[JKL§IPKL = 0. Ebbdl kiovetkezden a (2.122) kifejezés
jobboldalara zérust kapunk. Mivel allapotunk nem A (BC) szeparalhato ezért £ # ¢n ahol ¢ € C*
és € # 0, n # 0. Ebbél kdvetkezSen ¢ - € = £ -1 = 0. Hasonloéan n! Pr; = 0 kiértékelése utan
kapjuk, hogy n-n = 0. Ezek a feltételek ismét L izotropsagat fejezik ki. Az izotrop egyenesek
tehat pontosan a C(AB) vagy B(AC) szeparalhato allapotokat reprezentaljak. Tehat a |¥)
harom-qubit allapot altal meghatarozott L egyenes pontosan akkor helyezkedik el a Q feliileten
ha az allapot vagy a C(AB) vagy a B(AC) osztalyba tartozik. Az eredményt a 2.6 és a 2.7 abra
szemlélteti.

A (2.2)-(2.7) abrak osszefoglaljak a nemtrivialis harom-qubit SLOCC osztalyok geometria-
jat abban a képben ahol Alice qubitja kitiintetett szerepet jatszik. A geometriai reprezentacio
lényege: a |¥) harom qubit allapotnak megfelels (2.102) L egyenes'” és a Q kvadratikus feliilet
viszonyanak jellemzése.

1"Most az egy pontté degeneralodott ,egyenes” lehetGségét is megengedjiik.
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2.5.4. Twisztor geometriai analogia [2, 4]|. Figyeljiik meg, hogy a fenti geometriai
klasszifikicioban alapvetd szerepet jatszo Q feliilet megaddsa ekvivalens a (C%, g) par rogzitésé-
vel, ahol g a (2.57) szimmetrikus bilinearis forma. A Q feliileten fekvd £ vektorokra g(&,€) a
zérus értéket veszi fel. Ez a tulajdonsag a Minkowski téridébeli fényszert vektorok viselkedésére
emlékeztet.

Probaljuk most meg a fenti klasszifikdcioban szereplé nemtrivialis L egyeneseken alapulo
I.-IV. osztalyokat a Q feliilet bevezetése nélkil jellemezni. Nem degeneralt L egyenesek esetén
a P Pliicker-koordinatak nemzérusok és kielégitik a (2.105)-(2.108) osszefiiggéseket. A (2.105)
definici6 alapjan hat komplex koordinatank van melyeket C® elemeinek tekintiink. Koordinatéink
csak egy nemzérus komplex szamszorzo erejéig értelmezettek tehat P € CP®. Teljesiil azonban
még a (2.106) Pliicker-relacio is mely egy tjabb kvadratikus K feliiletet ad mely eziittal CP®-ben
helyezkedik el. Ezt a IC feliiletet Klein feliletnek nevezziik. Tehat az I.-IV. osztalyokat jellemzd
P rajta van a Klein feliileten: P € K C CP?. A K Klein feliilet egy 4 komplex dimenzios
kompakt sokasag mely homeomorf az M#* kompaktifikalt komplexifikalt Minkowski téridével®.

Tekintsiik most a (2.126) képlettel értelmezett dualis *P Pliicker koordinatakat. Ezek egy
masik, duélis xL egyenes koordinatainak felelnek meg. Figyeljik meg, hogy a (2.126) formu-
laban szerepls Pry als6 indexek megjelenése miatt L definicidja a g (2.57) bilinearis forméval
kapcsolatos. Ebben a képben tehat az L és Q elhelyezkedésére vonatkozo informéacio az L és xL
egyenesek egymashoz valé viszonyaban talalhato.

Tekinthetjiik tehat az alabbi Klein-megfelelést. Egy |¥) harom-qubit allapotnak megfelel-
tethetiink két CP3-ban fekvs L és *L egyenest, vagy a K Klein feliileten fekvs két P és P
pontot. Figyeljiik meg, hogy a megfelelés nemlokalis abban az értelemben, hogy az egyik esetben
a harom-qubit allapotnak két egyenest a masik esetben két pontot feleltetiink meg.

A Klein feliiletet jellemz6 (2.106) kvadratikus forma polarizaldsaval egy G : C® x C® — CS
szimmetrikus nemdegeneralt bilinearis format kaphatunk. A forma explicit alakja

1
G(P, Q) — 5 (P01Q23 4 Q01P23 _ P02Q13 _ Q02P13 4 POSQIQ + Q03P12) (2127)
ahol P17 = a!b7 — a’b! s Q7 = c'd” — ¢’d’ a két egyenesnek megfelel6 Pliicker koordinatak.
A bilinearis forméat felirhatjuk a kompakt

G(P,Q) = éEIJKLPIJQKL = ieumabechL (2.128)
alakban. Innen lathato, hogy ha az a,b,c és d négyesvektorok linearisan fiiggetlenek akkor
G(P,Q) # 0. Ekkor a C*-ben fekvs megfelels sikok, azaz a CP3-ban fekvé megfelels egyenesek
nem metszik egymdst. Ha G(P,Q) = 0 akkor a megfelel6 egyenesek vagy egy pontban metszik
egymést vagy egybevagok.

Legyenek most P!/ és «+P!/ a |U) harom-qubit &llapotnak megfelel6 két egyenes Pliicker
koordinatai. Ekkor

QG%dﬂz—iD@A (2.129)

Ennek alapjan lathato, hogy az L és *L egyenesek pontosan akkor nem metszik egymést ha a |¥)
a GHZ osztalyban van. Pontosan akkor metszik egy pontban egyméast ha a |¥) a W osztalyban
van. Végezetiil ha az egyenesek ,egybevagok” akkor két lehet&ségiink van. xL = L akkor és csak

18 A twistor elméletben [Pen67, WW91, HHS83| a szokasos valos, nemkompakt Minkowski téridst egy
,wvégtelenben fekvs fénykap” hozzaadasaval konform kompaktifikaljak. Az eljaras hasonlé a nemkompakt komplex
sik azon egy pont kompaktifikaciojdhoz melynek soran sztereografikus projekcioval a CU{oco} Riemann-féle gombot
képezziik. A kapott M? valés 4 dimenzios sokasag a 4 komplex dimenziés M* alkalmasan valasztott valos része.
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akkor ha |¥) a C(AB) osztalyba illetve *L = —L akkor és csak akkor ha a B(AC) osztalyba
tartozik®.

A Klein-megfelelés felhasznalasaval a fenti eredményeket méasképpen is megfogalmazhatjuk.
A CP3-beli L és *L egyeneseknek a Klein-feliileten a P és *P pontok felelnek meg. Ha az
egyenesek nem metszik egymast akkor a megfelelé P és *P pontok

(XP—*RP—WP):—RXR*P%:%DNQ (2.130)

Jtavolsaga” nem zérus?’

. Hasonléan ha L és %L egy pontban metszik egymést akkor P és xP
Jbévolsaga” zérus, masképp szolva P és xP fényszertien szeparaltak. Az elnevezés valoban jogos
hiszen K ~ M*, és G(P — @, P — Q) a szokésos Minkowski-féle tavolsag alakjara hozhato?!.

Erdemes megjegyezni, hogy a Klein feliileten alapul6 képben a 74pc = 4/D(¥)| harmas 6ssze-
fonas (2.130) alapjan mint a (P, *P) pontpar Minkowski-szeri tavolsdga jelenik meg. Tovabba
a szeparalhato osztalyokat nem szamitva a két valodi harom-qubit 6sszefonodottsagot reprezen-
talo W és GHZ osztalyok pontparjai fényszerd és nem fényszeri szeparacioval jellemezheték. A
kovetkez6 fejezetben héarom rebit Gsszefonddottsagat vizsgaljuk. Léatni fogjuk, hogy ebben az
esetben az R felett a GHZ osztély tovabbi két SLOCC inekvivalens osztalyra bomlik. Az egyikre
D(¥) > 0 a masikra D(¥) < 0. Ekkor tehat mar harom osztalyunk van. A GHZ osztaly felel
meg a térszertd a GHZ_ osztily az id&szert és a W osztaly tovabbra is a fényszeri szepa-
racioval rendelkezs (P, *P) pontparnak. Ez a helyzet analég azzal amikor a komplexifikalt M*
Minkowski téridé helyett az alkalmasan véalasztott M?* valos Minkowski téridst tekintjiik ahol
méar beszélhetiink térszerid és idGszerid szeparaciorol is.

A twistor elméletet Roger Penrose eredetileg abbdl a célbdl fejlesztette ki, hogy a térids-
geometria kvantalasara egy 0j nemlokalis modszert adjon. Az elméletben a szokasos téridd soka-
sag helyett az ugynevezett projektiv twisztortér jatsza a f6 szerepet. Minkowski téridé esetén a
twisztortér a CP3 komplex projektiv tér. A Klein-megfelelés segitségével a téridével kapcsolatos
strukturakat a twisztortérrel kapcsolatos struktirakba alakithatjuk és viszont. Meglepd, hogy a
legelemibb tobbrészrendszeres Gsszefonodottsag geometridjat legelegansabban a twisztor elmélet
kapcsan bevezetett strukturak irjak le.

2.5.5. Valos harom-qubit allapotok [4, 15]. Harom-rebit rendszerek esetén a W 5. amp-
litudok valos szamok. Ennek megfelelGen a (2.99) definiciéban szerepls & és n vektorok valosak,
tehat £, € R A SLOCC csoport most GL(2,R)*3, a SLOCC &sszefonddottsagi osztalyok a
(2.79)-ban megadott ekvivalenciaosztalyok, ahol most A® B®C € GL(2,R)*3. Ekkor a SLOCC
klasszifikdcié eredménye az alabbi [AACT00, AAJTO1]. A GHZ osztalyt leszamitva ugyan-
azokat az Osszefonodottségi osztalyokat kapjuk, a GHZ osztily pedig tovabbi két inekvivalens
GHZ, és GHZ_ osztalyra bomlik. A GHZ, osztély elemeire D(V) > 0, a GHZ_ osztaly
elemeire pedig D(¥) < 0.

Valoban a (2.112) definiciobol lathatéan D(¥) < 0 esetén £,7 € R?, ezért a (2.118) képletben
szerepls u4 € C* principélis null iranyok egymas komplex konjugaltjai. Hasonléan D(¥) > 0-ra
utr € R* ekkor két valés null iranyt kapunk. A két eset nyilvan valés SLOCC inekvivalens,
jollehet komplex SLOCC ekvivalens.

Erdemes a fenti eredményt a megfelel 6sszefonodottsagi osztalyok reprezentansainak explicit
megadasaval szemléltetni. Tekintsiik az aldbbi két harom-rebit allapotot

IGHZ)_ = %(|ooo> —[011) — [101) — |110)) (2.131)

YAz «L =4I jelblés természetesen most arra utal, hogy a megfelels P/ Pliicker matrixok énduélisak vagy
anti 6nduélisak.

20A Pliicker relaciok miatt G(P, P) = G(xP, xP) = 0.

217 45d példaul Hughston és Hurd 8sszefoglalé munkajanak [HHB83| 3.1. fejezetét.
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|(?£{Z)+.::%(|000)4#|011>—%\101>—%|110>) (2.132)
Figyeljiik meg, hogy (2.92) alapjan a mdsodik allapotra D(¥) > 0 és
GHZ,) = =0} o) © ) + 13) 19) ©18)) (2.133)
ahol
@) = (0 + ). 18) = 2=(0) = 1) (2.134)

Ezt a diszkrét Fourier transzformaciéval kapcsolatos Hadamard matrix segitségével az alabbi
alakban is felirhatjuk

1 /1 1
GHZ,) = (He HeMIGHZ),  H=—5 (1 _1) . (2.135)
Ez a képlet azt mutatja, hogy a |GH Z,.) allapot a szokasos (2.80) |GH Z) allapottal valos SLOCC
ekvivalens.
A masik allapotra D(¥) < 0 ekkor

1 - 1 ,
GHZ)- = ()8 l) o lo) + TSI, )= s(0)+ill),  (2136)

vagy _
GHZ_) = (U o U ® U)|GHZ), U:JQG ;). (2.137)

Ez a képlet azt mutatja, hogy a |GHZ_) komplex SLOCC ekvivalens a |GHZ) allapottal. A
(2.135) és a (2.137) formulakbol lathatoéan a |GHZ,) és |GHZ_) valés SLOCC inekvivalens
allapotok.

Vizsgaljuk meg most a D(¥) < 0 esetet. A (2.136) formulabol lathato, hogy a |GHZ_)
valos allapot kanonikus GHZ alakja komplezr, ahol a kanonikus alak teljesen szeparalhato két
komponense egymés komplex konjugaltja. Tehat adott |¥) € R? @ R? @ R?, D(¥) < 0 esetén
definialni tudunk két olyan (A)(B)(C) szeparalhato allapotot melyre az egyik |w) ® |w) ® |w) €
C? ® C? ® C? a masik ezen allapot komplex konjugaltja.

Legyen D(¥) < 0 ekkor kdnnyen belathato, hogy a (2.113) Osszefiiggés a

52 @ 1@ I|¥) = —|T) (2.138)
alakba is irhat6 ahol
S 51(5'77 —§'§>. (2.139)
-D\n-n =&
Figyeljiik meg, hogy Sy az els rebiten hat, és (2.110) miatt S2 = —I. A (2.139) matrixhoz

hasonloan definialhatunk két masik méatrixot is, legyenek ezek Ty és Uy. Ezeknek az Gj matri-

xoknak?? az alakja azonos a (2.138)-ban megismerttel csak a - szorzat értelmezése valtozik. Ty

most Bob qubitjén hat és definiciojaban szerepls (2.57) - szorzat most az A és C részrendsze-

reknek megfelels C2 @ C2-n megadott 1j bilineéris forméaval kapcsolatos. Hasonléan Uy Charlie

qubitjén hat és ekkor a - szorzat definicidja az A és B rendszerekkel kapcsolatosan modosul®? .
Legyen most

Ju =S¢ ® Ty ® Uy € SL(2,R) x SL(2,R) x SL(2,R). (2.140)

227 matrixok elnevezése a FLYQM kapcséan ismertetendd STU modellel van kapcsolatban.

237 Tg-ben szerepls € -n = YoooV111 — Y001 V110 — Y100Po11 + Y101 Vo010, az Ug-ben szerepls & - n =
Po00P111 — Yo10P101 — Y100Po011 + Y110P001, mig az Sy-ben a mar megszokott (2.99) és (2.57)-n alapuld
§-n=Yo00¥111 — Yoo1¥110 — Yo10¥101 + Y011 V100 képlet érvényes.
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Ekkor
Je=-1IRIx]. (2.141)
A Jy € End(R? @ R? ® R?) leképezés tehat egy W-t6l fiiggs komplex strukturat ad meg a
harom-rebit allapottéren. Példaul a (2.131) allapotra
JoHz =e®eQe. (2.142)
Megjegyezziik még, hogy amennyiben a Jy leképezést magara a |¥) allapotra hattatjuk akkor a
GHZ osztalyban értelmes (2.112) definicié és a (2.116) tulajdonsag miatt kapjuk, hogy
|0) = Jg|W). (2.143)
Innen a GHZ_ osztalyban 1évé allapotokra a (2.115) tulajdonséig egybdl lathato.
2.5.6. A Coffmann-Kundu-Wootters relacié geometriaja [2]. A harom-qubit alla-

potokkal kapcsolatos vizsgalodasaink lezarasaként tekintsiik az Gsszefonodottsag megosztasaval
kapcsolatos (2.96) Coffmann-Kundu-Wootters relaciot. Legyen

Wooo Woor\ _ (€% &Y\ _ 1 [(Z2°—izd Z?—iZ! (2.144)
Yoo Vo) \& &) o \-2?—-iz' Z°+iz? :
Yi00 Y101 n° ! L (WO —iw3 W2 —iwt
- 2 3] = = 2 . 1 0 . 3] - (2145)
Vio Yin ne n V2 \-W2 =W WP W
A =UT Z0, nf = U \W* bazistranszformacio unitér ezért
€)= (ZW)=Z WO+ Z W + Z°W? + Z'W? (2.146)
ahol felhasznaltuk a (2.100) Hermitikus skalarszorzatot. Azonban
§n=2W0+ Z2'W' + 2°W? + Z*W*. (2.147)

Lathatoan az 0j bazisban a - szorzas a kozonséges SO(4, C) invarians skalarszorzas. Mivel a régi
béazisban a - szorzat SL(2,C) x SL(2,C) invarians volt, ezért a fenti baziscsere a SO(4,C) ~
SL(2,C) x SL(2,C) izomorfizmust illusztralja. A bevezetett Gj bézis a kvantum informécidel-
méletben ,magikus bazis” néven ismeretes [KasidZ01a]. Konnyen belathato, hogy a béziscsere
a |00}, |01), |10), |11) szeparalhato bazisrol a (2.73)-(2.74) Bell-allapotok maximalisan Gsszefono-
dott?* bazisara valo attérésnek felel meg.

Jeloljiik a Pliicker matrix mégikus bézisbeli koordinatait PA*-vel. Ekkor a (2.101) és a
(2.110) egyenletek 1j alakja

__AS
TABC) = 2P Pay, Tapc = 2|P > Py (2.148)

ahol most (2.146) és (2.147) miatt az indexek lehuzasa dpx-val torténik. Lathatoan (2.96)-val
osszhangban Tapc < ToBc)- Valoban az egyenlétlenség baloldalan hat komplex szdm négyzet-
Osszegének abszolutértéke, a jobb oldalan pedig hat komplex szdm abszolatérték négyzetének
Osszege all. A (2.90) formulak szerint a 74pc-ben jelenlévs interferencia tagoknak a Tap + Tac-
ben 1év6 kevert allapoti konkurrencia négyzetek felelnek meg. Az interferencia tagok eltiinésekor
TABC = TA(BC), azaz ekkor a kevert allapoti konkurrencidk zérusok. Ez torténik meg a (2.80)
kanonikus GHZ allapot esetén. Ekkor A ugyan 6sszefonodott a kombinalt BC rendszerrel, kiilon-
kiilon azonban egyikiikkel sem.

24 A szokésos Bell-allapotokat még alkalmas fazisfaktorokkal kell szorozni.
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2.6. Négy qubit rendszerek
2.6.1. Polinom invariansok [3]| Egy négy-qubit allapotot az alabbi alakba irhatunk

(W)= Y Wapeglabed), Jabed) € Ha @ Hp @ He @ Hp (2.149)
a,b,c,d=0,1

ahol Ha @ Hp @ He @ Hp € (C?)®* ~ C'0. A részrendszerek Alice, Bob, Charlie és Daisy
részrendszerei. A SLOCC ekvivalencia szokésos definicioja ismét

¥) ~sr0cc [@) & [¥) =A®BRCD|P), ABRC®D e GL(2,C)*". (2.150)

Lattuk, hogy a SLOCC 6sszefonodottsagi osztalyok jellemzésében fontos szerepet jatszanak
a SLOCC csoport relativ invariansai. Ezek az SL(2,C)** SLOCC alcsoporttal szemben invari-
ans mennyiségek. A harom-qubit rendszereknél az egyetlen ilyen algebrailag fiiggetlen inarians
Cayley hiperdeterminansa volt. A négy-qubit rendszerek esetén ismeretes, hogy az algebrailag
fiiggetlen invariansok szama négy [LT03]. Az alapvetd invaridnsok kéziil egy masodrend, kettd
negyedrend, és egy hatodrendii. A 2x2x2x2 hiperkocka” determinansa (a Cayley hiperdeter-
minans megfelel altalanositasa [GK94]) most is definidlhato latni fogjuk azonban, hogy most
ez a 24-ed rendd mennyiség nem filiggetlen, hanem kifejezhets az alacsonyabbrendi fliggetlen
invariansok segitségével [LT03, 3].

Vegyiik sorra az algebrailag fiiggetlen invariansokat [3]. Ismét a harom-qubit rendszereknél
megismert modszert valasztjuk és két qubitnak kitiintetett szerepet adunk. Legyen ez a két qubit
Alice és Bob qubitja. Ennek megfeleléen |¥)-hez az alabbi 4 x 4-es méatrixot rendeljiik.

Yoooo Wooor Wooro Woorr v ut u? Ul

_ | %00 Poi01 Por0o Youuu | _ | VO VI o vZ V3
L= =N A S (2.151)

Y000 Yioor Yoo Pio11 we wht we: w

Yi100 Y1101 Piii0 Prinn VAR/A N LA

A fentiekben 4 négyesvektort (UL, VI, W1 ZT I =0,1,2,3) is definialtunk. Latjuk, hogy az elsé
két qubit indexe mondja meg, hogy melyik négyesvektorol van sz6. A maradék két-qubit indexek
a négyesvektorok komponenseit cimkézik. Sziikségiink lesz még az

UO Ul VO Vl UO U2 VO V2
WO Wl ZO Zl Ul U3 Vl VS

M= Uz Uys vz y3|o N = wWo w2 z0 z2 (2152)
w? w3 z2 Zz3 wt w3zt 73

matrixokra is. Az M és N matrixok az £ matrixbdl az (ABC)(D) és a (A)(BCD) permutéaciok
segitségével kaphatok, a hdrom métrix index szerkezete tehat

M < Vpead N & Uaea. (2.153)

A fenti matrixok az alabbi marginalisokban jelennek meg

L \I/abcd

o4 = Trep |[O) (0| = LLY  ope = Trap |9)(¥] = MMT (2.154)
0ac = Trpp [U)(¥| = NNT  Bop = Trap [U)(¥] = LTL (2.155)
Oap = Trpo | (¥] = MIM  Ggp = Trac |[U)(¥] = NTA. (2.156)

Feltessziik, hogy a Charlie és Daisy részrendszereinek megfelels C* ~ C? @ C2-en adva van a
szokésos (2.58) g forma. Az U, V,W és Z segitségével g altali index lehuzas utan definialhatjuk
az alabbi dualis négyesvektorokat

u' = KV Wi Z),

’UJK = EIJKLU[V]ZL

v = TELy Wi Zy, (2.157)
2L = KLY VW (2.158)
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ahol €12 = +1. Az u,v,w és z vektorokkal definidlhatunk egy |t/) dualis négy-qubit allapotot
is

) =) Vabealabed) (2.159)
abced
ahol
toooo  Pooo1  %Yoo10  Yooi1 ul ow?r o owd ut
Vo100 Yoror Yoo Yourn | _ [ vt w? 0¥ 0t
=11 2 .8 .4 (2.160)
Y1000 Y1001 Y1010 Y1011 wh w? w w
Y1100 Y1101 Y1110 Y1 b2 28
A fenti |¢) dudlis allapot kovaridns modon, a SLOCC csoport (2,2, 2, 2) abrazolasa szerint transz-

formalodik.
A fenti definicidkat felhasznalva a masod és hatodrendt invaridnsok alakja

1 1
Ilz§(U-Z—V-W), IgE§(U'Z—U'U}). (2.161)
A - szorzéas segitségével a hatodrendd invarians alakja
v-v U-V U-Z v-v v.v V.W
2l3=Det |{U-W V. W W.-Z|-Det|U-W V.W W.W (2.162)
v.-Zz Vv.-Z Z-Z v.-Zz Vv.Zz W-.Z
Megjegyezziik, hogy I explicit alakjabol nem latszik, hogy ez a polinom permutaci6é invariéns

is. I; permutéciéinvarians alakja
1 ’ ’ 7 ’
Il = 5 <€aa 6bb o Edd \Ijabcd\Ija’b’c’d’) . (2163)

Tovabba, jollehet I3 alakilag I -re hasonlit, Is azonban nem permutécié invarians.
Nézziik a negyedrendii invariansok szerkezetét. Két fiiggetlen ilyen invariansunk van a leg-
egyszeriibb a nyilvanvalo
Iy =Det L (2.164)
kombinaci6. A masik negyedrendii invarians az alabbi hat Pliicker matrix?® segitségével irhato
fel

Huyaﬂ = ,CZ'[,C]'J _»Ci.]['jlv i,j, I,J = 0,1,2,3. (2165)

A L;; 4x4-es méatrix sorait indexels 7 az U, V, W és Z vektorokon, a matrix oszlopait indexels I a
megfelel6 vektorok komponensein fut végig. Ezekkel a jelolésekkel az utolsé algebrailag fliggetlen

invarians az
1 .
I, = EHMUH”” (2.166)
alakba irhato. A g bilineéris forma /\2((34 bivektorok terén egy masik nemdegeneralt szimmetrikus

bilineéris format indukal. A szeparalhato bivektorok alterén ennek a forménak az explicit alakja

(UAV)Yo(WAZ)=2(U - W)V -2Z)—(U-Z)(V-W)). (2.167)
Ennek alapjan I, alternativ alakja
I :é (UAV)Yo(WAZ)+(UAW)o(VAZ)— %(U/\Z)Q - %(V/\W)Q . (2.168)

Fontos megjegyezniink, hogy az alabbi mennyiségek [LTO03]
L=1,=DetL, M = Det M, N =Det N (2.169)

25Lasd a (2.105)-(2.106) képleteket.
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mindegyike szintén negyedrendt invariansokat ad. Azonban a fenti invaridnsok nem fiiggetlenek,
hiszen
L+M+N=0 (2.170)
fenall tovabba az
M — N =3I, — 2I} (2.171)
Osszefiiggés is. A negyedrendd invaridnsok koziil valaszthatjuk példaul az (1o, I4) = (I2, L) vagy
az (L, M) part. Mi a tovabbiakban az SL(2,C)** invarians polinomok algebrailag fiiggetlen
generatorainak az (I, I, I3, I;) négyest valasztjuk.
A fenti generatorrendszer valasztasét a kés6bbiekben ismertetett geometriai megfontolasokon
kiviil az alabbiak is indokoljak. Tekintsiik az

Q=LglLTy (2.172)

4 x 4-es méatrixot.?6 Ekkor  karakterisztikus polinomja
Y4(U,t) = Det(1t — Q) = t* — 41,t% + 61,t* — 413t + I7. (2.173)

A Newton identitasok segitségével kapjuk, hogy
1 1
I = zTm, I = E[(TrQ)2 — Tr Q7 (2.174)
1

I3 = ﬁ[(TrQ)3 —3TrQTr Q% +2Tr Q% (I4)? = Det Q. (2.175)

Az algebrailag fiiggetlen invariansok fenti alakban térténd generalasa” az SL(2,C) x SL(2,C) ~
SO(4,C) izomorfian alapul.
A X(T,t) negyedfoki polinom diszkriminansa a W ,4.q apmplitudokkal kapcsolatos 2 x 2 x
2 x 2 ,hiperkocka” D4(W) hiperdeterminansa. Dy (¥) egy 2894276 monomialisbol 4116 [HSYY08]
homogén 24-ed foki polinom?® mely az (11, I», I3, I;) generatorokkal az alabbi alakban fejezhetd
ki [3]
256D, = S3 — 277> (2.176)
ahol
§= (12— B)+4(B ~ LTy), T= (I}~ )12~ L)+ (I — [ 1,)", (2.177)

2.6.2. Négy-qubit allapotok és az SO(8) csoport . A négy-qubit allapotoknak és a
rajtuk hato SL(2, C)** transzformaciok csoportjanak létezik egy elegans leirasa mely az SO(8, C)
csoport specidlis szerkezetén alapul. A 12 komplex dimenzios SL(2,C)** ~ SO(4,C) x SO(4,C)
csoport részcsoportja a 28 komplex dimenzios SO(8, C) csoportnak és a megfelel Lie algebrakra
fennall

g=b®dm, g=s0(8), bh=so0(4)Dso(4) (2.178)

Cartan felbontas ahol m az so(8) Lie-algebra 16 dimenzios altere. A fenti felbontasra teljesiil,
hogy

[b:b]ch, [pmlCm  [mm]Ch. (2.179)

Itt a kommutacios relaciok azt fejezik ki, hogy a G/H = SO(8)/S0(4) x SO(4) faktortér egy

szimmetrikus tér.

26Figye1jiik meg hogy a specialis LT = L esetben Q = LL ahol £ a (2.66)-ban bevezetett Wootters-féle
spin-flip operécio.

27A fenti polinom mint a négy-qubit invaridnsok generatorfiiggvénye elszor a [3] dolgozatban jelent meg.
A polinom és a négy-qubit SLOCC klasszifikacio kapcsolatarol lasd még a Chterental-Djokovic konyv megfelels
fejezetét [CDOTD.

28D4(\Il)—nek fliggetlen négy-qubit invariansokkal torténd kifejezése elészor Luque és Thibon cikkében jelent
meg [LTO03].
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A komplex szamtest felett?® SO(8,C) = SO(4,4,C). Mivel az SO(4,4,C) csoport Lie-
algebrajat azok az R matrixok alkotjak melyekre teljesiil

RE+ER" =0 (2.180)
ahol
(g O _ (0 1
E= (0 g>’ g=e®e , €= (_1 0) (2.181)
ezért egy tetszlleges so(4,4) Lie-algebra elemet az alabbi médon parametrizalhatunk
o [(54®Ip+T4RsB Lg
R(sa,8B,8¢,8p; L) = < ety se®lptle®sp) (2.182)

Itt a 16 dimenziés m alteret a négy-qubit amplitudokkal felirt (2.151) £ maéatrix reprezentélja.
Az s4,58,80,8p € sl(2,C) 2 x 2-es matrixok a SLOCC infinitezimalis generatoroknak felelnek
meg. Példaul a (2.150)-ben szerepls A matrixra

A=I4+sa+..., she+esa=0 (2.183)

ahol az utolsé egyenlet az ATe A =¢, A € SL(2,C) egyenlet infinitezimélis valtozata.

Koénnyti megmutatni, hogy az infiniteziméalis SLOCC hatast a [h, m] C m alaki kommutato-
rok generaljdk. Valoban a (2.182) matrix blokk-diagonéalis részét kommutalva ugyanezen matrix
blokk-offdiagonalis részével kapjuk, hogy

(5Aa®@1Ip+1a®sp)L+ L(sE@Ip+1c®sh). (2.184)
Ez pedig az
L— (A2B)LC®D),  AB,C,DeSLE2,C) (2.185)
csoporthatés infinitezimalis valtozata, melynek négy-qubit valtozata 6sszhangban (2.150)-(2.151)-
vel éppen a ¥ peq — .AaaleblCCC/Ddd/\I/a/b/c/d/ transzforméacios szabaly.

2.6.3. Négy-qubit SL(2,C)** SLOCC osztalyok . Tekintsiik most (2.151) és (2.182)
alapjan az aldbbi 8 x 8-as méatrixot

R = R(0,0,0,0; L) = (_ng %‘7> . (2.186)
Az el6z6 alfejezet eredményei alapjan tudjuk, hogy R az SO(4,4,C) = SO(8,C) csoport Lie-
algebrdjanak egy eleme. Tudjuk tovabba azt is, hogy a G = SL(2,C)** SLOCC részcsoport a
fenti R matrixon az
A®B 0

0 C®D

adjungélt médon hat. Ennek alapjan a négy-qubit G-SLOCC 6sszefonddottsagi osztalyok klasszi-
fikdcioja matematikai szempontbol ekvivalens a (2.187) csoporthatas so(4,4)-en vett palyainak
klasszifikaciojaval.

A |¥) allapotot féligegyszerdnek neveziink ha a megfelels R méatrix L£g blokkja a fenti cso-
porthatas eredményeképpen diagonalizalhato. Az ilyen allapotok az aldbbi modon is jellemez-
heték. Tekintsiik C? @ C2-ben a (2.73)-(2.74)-ben bevezetett Bell bdzist. A Bell bazisvektorok
segitségével definidljuk a négy-qubit allapottér azon a alterét melyet az aldbbi bazisvektorok
feszitenek ki

R sRs™ !, 5= ( ) ,  AB,C,De SL(2,C) (2.187)

160 = [00) @ |00} = %(|0000>4k\0011>—%|1100>4%|1111)) (2.188)

29 A (2.77) egyenlet alapjan a g szignaturija (2,2) ezért a (2.180)-ben szerepls E matrix szignaturaja
(4,4). Méasrészt (2.155) alapjan tudjuk, hogy a 2.4 fejezetben targyalt ,magikus bazis” felhasznalaséval a komplex
szamtest felett E-t a (4,0) szignaturaji 8 X 8-as egységmatrixba transzformalhatjuk. A fenti transzforméaciok
soran az SL(2,C)** csoport az SO(4,C) x SO(4,C) csoportnak felel meg.
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|91) = lep1) @ |ep1) = %(|0101> —10110) — |1001) + [1010)) (2.189)
|p2) = |2) ® [p2) = %(|0101> +10110) + [1001) + |1010)) (2.190)
|p3) = lp3) @ [p3) = %(|0000> —10011) — [1100) + |1111)). (2.191)

Definialjuk most az alabbi négyparaméteres allapotokat

|Giotytats) = toldo) +t1|d1) + t2|d2) +t3]¢s) € a, to,t1,t2,t3 € C. (2.192)

A generatorok a fenti allapotokon az alabbi értékeket veszik fel

1
I = St + 1 + 13+ 13], (2.193)
1
I = ¢(tot1)” + (tot2)* + (tots)® + (t1t2)? + (trts)* + (tats)?] (2.194)
1
Iy = —[(tot1t2)® + (totits)? + (totsta)” + (tatsta)’], 1o = totatats. (2.195)

4
A (411,615,415, I2) invariansok tehat az (zo,x1,z2,73) = (t3,t3,13,t3) valtozokban az elemi
szimmetrikus polinomokat adjak. A |Giyt,1,t5) allapotra a Dy négy-qubit hiperdeterminans az
alabbi alakot 0lti
1

D, = %Hi<j(xi — ;)% (z0, 1,20, 23) = (t3, 13,12 12). (2.196)

A fentiek alapjan belathato, hogy a Ga alaku allapotok féligegyszertiek. Féligegyszerd al-
lapotokra igaz az alabbi allitas [CDO7b|: |¥) és |®) G-ekvivalensek akkor és csak akkor ha az
(I1, I, I3, 1) invariansaik megegyeznek. Vegyilk azt is észre, hogy az a altérbe es¢ allapotokra
a (2.186) matrix az so(8) egy Cartan részalgebrajat adja. Az (so(8),a) par Weyl csoportja 192
elembdl all. Megmutathaté [CDO7b], hogy ez a 192 elem el6all mint a (to, t1, t2, t3) négyes 24
permutécidja, kombinalva olyan (+tg, +-t1, £to, +t3) el§jelcserékkel ahol a negativ elGjelek szama
péros?’o.

Legyen most

o = {|U) € (C*)*H|W¥) €a, t;#*£t;, i#j} (2.197)

Fontos eredmény, hogy a D, hiperdeterminans az egyetlen®! olyan SL(2,C)** invarians polinom

mely pontosan az a’ osztalyon vesz fel nemzérus értéket [GW12]. Tehat az o’ osztalyt az alabbi
moédon is jellemezhetjiik

o = {|W) € (C?)*4|Dy(W) # 0}. (2.198)
Harom-qubit esetén a fenti osztalynak a
(GHZY = {10) € (C?)**| Dy (W) # 0} (2.199)

GHZ osztaly felel meg ahol most D3 a (2.92) Cayley hiperdeterminénst jeloli. A fenti két osztaly
mindegyikére igaz, hogy az osztéaly elemeire az egy-qubit marginalisok teljesen kevert allapotok>2.
Az o' osztaly masik érdekes tulajdonsiga az, hogy az elemei nem tartalmaznak valodi harom-
részrendszeres Osszefonodottsagot [VDDMVO02]. Jegyezziik meg azonban, hogy a harom-qubit
esettel ellentétben a [0000) + |1111) allapot nem tartozik az a’ osztalyba.

Tudjuk méar, hogy a harom-qubit GHZ allapotoknak megfelel6 SLOCC osztaly négy-qubit
esetén az a’ osztaly. Egy négy-qubit allapot pontosan akkor esik ebbe az osztalyba, ha a (2.177)

3094 . 41/2 = 192

31Modulo a Dy hatvanyai és nemzérus komplex szamszorosa.
32Olyan 2 X 2 matrixok melyre o = %I.
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segitségével szamolt (2.176) hyperdeterminans nem zérus. Megmutathato, hogy a a osztély-
beli allapotok stirtin helyezkednek el a négy-qubit allapottérben®®. Hasonlo allitas igaz a GHZ
osztalyba tartozo héarom-qubit allapotokra is. Harom-qubit esetén azonban wvéges sok tovabbi
degeneralt (D3 = 0) SLOCC 6sszefonodottsagi osztéalyt is kaptunk. Ezek a W-osztély, a harom
biszeparalhat6 osztaly és a teljesen szepardlhatd osztaly. Felmeriil tehat a kérdés, hogyan lehet
a Dy = 0-val jellemzett degeneralt SLOCC osztalyokat klasszifikalni?

Erre a kérdésre a valasz [CDO7Tb, VDDMYVO02]: ezek az osztalyok a (2.187) adjungalt
hatas azon palyai melyekre a palyat reprezentalo R métrix R = S + N alakba irhaté ahol
S feligegyszert és N # 0 nilpotens és [S,N] = 0. Ha R = N nilpotens akkor a megfelels
négy-qubit allapotot is nilpotensnek hivunk. Ekkor a (2.172)-ban definialt @ matrix valamely
hatvanya elttinik. Nilpotens allapotokra az (I7, I, I3, I;) invariansok mindegyike zérus. Ismeretes
[CDO07b], hogy a nilpotens allapotokra igaz, hogy amennyiben |¥) nilpotens akkor a nemzérus
komplex szamszorosa is az. Ebbdl kiovetkezik, hogy egy nilpotens G-palya egytttal GL(2,C)*4
azaz SLOCC palya is.

A Kklasszifikicio eredményeképp a G-palyédinak 17 csaladjat kapjuk. Az egyik csaladot a mar
ismert Ga alaku féligegyszert allapotok adjak. Ez a csalad kontinuum sok G inekvivalens palyat
tartalmaz [GW10]. Valoban, amennyiben |U),|®) € a két (2.192) alaku allapot (to,t1,t2,t3)
illetve (so, 1, $2, 83) paraméterekkel, akkor a nekik megfelels két palya inekvivalens hacsak s, =
+t,(;) ahol o € Sy és az elgjelvaltésok szdma pdros™.

A fennmarado 16 csalad koziil 10 csalad az R = S + N felbontasnak megfelelGen komp-
lex paramétereket (t1,t9,t3) tartalmaz. Nevezetesen: 1 csalad 3, 4 csalad 2, 5 csalad pedig 1
komplex paramétert. Ebben a 10 esetben ha a komplex paramétereket zérussal tessziik egyen-
16vé nilpotens palyakat kapunk. A fennmaradé 6 csaldd csak nilpotens palyakat tartalmaz. Az
osztalyok reprezentansainak konkrét alakja kdnnyen megkonstrualhatd Djokovic és Chterental
konyviejezetének 1. tablazata alapjan [CDOTb].

2.6.4. G-SLOCC 06sszefonddottsagi osztalyok modulo permutaciok . Az el6z6 al-
fejezetben emlitett 17 osztaly esetén el6fordulhat, hogy az egyik osztalyba tartozé palya a qubitek
permutalasaval egy mésik osztalyba tartozo palyaba megy at. Szeretnénk megvizsgélni az el6z6
alfejezetben kapott csaladokat abban az esetben amikor az allapot permutacios tulajdonségait is
figyelembe vessziik.

Tekintsiik az Sy szimmetrikus csoportot mely a H = (C2)*? allapottéren a négy qubit
permutaciojaként hat. Legyen G = SL(2,C)**. Ekkor a G = S; x G csoport a

(0,91 ® g2 ® g3 @ ga) (T, h1 @ ha ® hg ® ha) = (0T, gr(1)1®, gr(2)h2 @ gr(3)h3 © gr(ay) (2.200)

szorzéassal természetes modon hat H-n. A féligegyszeri palyak jellemzéséhez sziikségiink lesz
olyan G invaridnsokra melyek egyuttal a qubitek permutécidira nézve is invaridnsak. Tudjuk
mér, hogy a (2.163) alakban is felirhato I egyuttal permutacié invarians is. Ismeretes, hogy az
algebrailag fiiggetlen G invariansok szama is négy [LT03, GW12] . Ezeknek a definidlasahoz
vezessiik be a D és H négy-qubit invariansokat az aldbbi moédon

D=1I,—NLI, H=2, L=I,. (2.201)

Legyen E = D+ HL és F = D— HM. Ekkor (2.170) miatt F' = E+ HN. Ekkor megmutathato,
hogy a

I'=D+E+F=3D+H(L-M)=3F+H(M—-N)=3E+H(N — L) (2.202)
33A Zariski topologiara nézve.

34Ey azt jelenti, hogy ha a két féligegyszerd allapot ugyanazon a G-palyan van akkor létezik olyan w eleme
az SO(8,C) Weyl csoportjanak melyre |®) = w|¥).
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hatodrendt invarians permutaciéinvarians tehat G invarians. Megmutathato, hogy a
Y =L*+ M?+ N2, = (L-M)(M-N)N-1L) (2.203)

nyolcad és tizenkettedrendid mennyiségek is permutacidinvariansok s igy G invariansok. A fenti
mennyiségeket Schliffli vezette be 1852-ben [LT03, Sch52|. Tehat az algebrailag fiiggetlen G
invaridnsok: H, T, %, II.

Feéligegyszeri allapotokra igaz az alabbi allitas [CDO7b]: |¥) és |®) G-ekvivalensek akkor
és csak akkor ha a két allapotra szamolt (H,T', X, II) invaridnsok megegyeznek. Ha a két allapot
legalabb egy invaridnsban kiilonbdzik akkor a két allapot G palyai kiilonboz6ek. Megmutathato,
hogy a G csoporthatasra nézve a palydk mar csak 9 csaladba szervezGdnek. Tehat négy-qubit
kilenc féleképpen fonhato ossze [VDDMVO02]. A 9 csalad reprezentansainak konkrét alakja
megtalalhaté Djokovic és Chterental konyvfejezetének [CDO7b]| 7. tablazatdban. Fontos meg-
jegyezniink, hogy a négy-qubit sszefonodottsagi osztalyok [VDDMV02]-ben adott jellemzése
nem preciz. A 9 dsszefonodottsagi osztaly preciz jellemzését lasd [CDO7b]-ban, illetve a FLYQM
modszereivel [BDD T 10]-ban.

2.6.5. Négy-qubit allapotok és elliptikus gérbék [10]. Az algebrailag fiiggetlen négy-
qubit invariansok és az elliptikus goérbék kozotti kapcesolat feltarasahoz fejezziik ki az algebrailag
fiiggetlen (I, I, I3, I4) invariansokat a szintén fliggetlen H, L, M, D invariansokkal

1 1 1
11=§H, 12:6(H2+2L+4M)’ 13:D+§HL, I, = L. (2.204)
Ekkor az
U=H>+4M~L), V=12(HD—2LM) (2.205)
mennyiségekkel a méar korabban bevezetett (2.177) S és T invaridnsok alakja
1258 =U?% -2V, 216T = U® — 3UV + 216D>. (2.206)

Ekkor a D4 négy-qubit hiperdeterminans (H, L, M, D)-vel kifejezett alternativ alakja a mar is-
mert 256D, = S3 — 27T? Osszefiiggés felhasznalasaval adodik.

Ismeretes, hogy egy g = 1 génuszi nemszingularis projektiv gérbe, mely izomorf egy sikbeli
kobos gorbével, felirhatd az alabbi

xoxg + ar1zoT1T2 + a3$(2)$2 — xi’ — G,QQS'()CE% — a4£c(2)x1 — aﬁscg =0 (2.207)

Tate-alakban. Itt az aq,as,as, a4, ag egyiitthatok egy tetszéleges karakterisztikaju algebrailag
zart F szamtest elemei®® . Az (xq, 1, 22) par az FP? projektiv sik homogén koordinatait jelenti®C.
Inhomogén (z,y) = (x1 /20, x2/xo) koordinatakat hasznélva a fenti gorbe az alabbi alakba irhato

v+ arxy + azy = 23 + asx® + agx + ag. (2.208)
A gorbe j invariansat és a A diszkriminansat az alabbi moédon definialjuk
= % = 1728@31 ii 2 (2.209)
ahol
cy = b3 —24by, ¢ = —b3 + 36boby — 216bg (2.210)
by = a% + 4as, by = ar1asz + 2ay4, bg = a% + 4ag. (2.211)

A gorbe nemszingularis akkor és csak akkor ha A # 0.

35Az egyiitthatok furcsa szamozasanak okait illet6en lasd K. Ueno kényvének 3.3. fejezetét [Uen95.
36Természetesen qubitek esetén F = C. Ekkor a gérbe a komplex projektiv sikban fekszik.
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A (2.206)-(2.205) egyenletek alapjan belathato, hogy a sikbeli kobos gorbék ag = 0-val jel-
lemzett specilis osztalya elegans modon jellemezhets a (H, L, M, D) négy-qubit invaridnsokkal.
Valoban, legyen

bo=U=H?+4M L), by= %V:HD—2LM, b = D? (2.212)
s igy
cg =125, ce = —2167. (2.213)
Ekkor,
ap = H =21, aga=M—1L, a3 =D =13 — 1114, ay = —LM. (2.214)
Tehat a kobos gorbék négy-qubit invariansokkal parametrizilt csaladja az
yv* + Hey + Dy =2 + (M — L)2® — LMz (2.215)

elegans alakba irhat6. Konnyen ellenérizhetd, hogy a fenti alaki gorbe diszkriminansa a négy-
qubit allapot D4 hiperdeterminansaval aranyos

1
A=S8—21T° = —
256

Dy (2.216)
a j invarians pedig

53
S3 — 2772

Eredményiink tehat az aldbbi. Minden négy-qubit allapothoz hozzarendelhetiink egy olyan
Tate-alakban felirt elliptikus gérbét melynek diszkriminansa D4/2* ahol Dy a négy-qubit hiper-
determinéns. Az elliptikus gérbe pontosan akkor nem szinguléris ha |U) a |Gy s, 1065), 12 # t5 #
t3 # t2 kanonikus alakkal rendelkezd (2.197) SLOCC osztalyba tartozik.

Tekintsiik azt a specidlis esetet amikor a o4p és a pop matrixok nem maximalis ranguak,
de a t6bbi marginalis mar maximalis rangi. Ekkor M # 0, L = 0 tehéat

y* 4+ Hay + Dy = 2° + Ma?. (2.218)

j=1728 (2.217)

Ha még a pac és ppp matrixok sem maximalis ranguak®” akkor L = 0, M = 0 és az elliptikus
gorbe alakja

y? + Hay + Dy = 2°. (2.219)
Ezekben a specialis esetekben a D, hiperdeterminans az
A =D?(D(H? —27D) + M((H* + 4M)* — 36 HD)) (2.220)
illetve a
A = D?(H® -27D) (2.221)

alakot olti.
Ha az F test karakterisztikdja nem egyenlé 2 vagy 3 akkor az elliptikus gérbe Tate-féle
alakjabol projektiv transzforméaciok segitségével 3® a Weierstrass-féle

y* =42 — Sz T (2.222)

kanonikus alakot kapjuk. Ez a méar jolismert (2.173) negyedfoku polinomunk rezolvens har-
madfokiu polinomja. Mivel esetiinkben F = C ezért a Weierstrass alak a Tate alakbdl mindig
megkaphat6. Azonban a Weierstrass-alakkal szemben a (2.215) Tate-alakban a legegyszeriibb
(H,L, M, D) algebrailag fiiggetlen invariansok jelennek meg.

37Ekkor az M + N+ L =0 Osszefliggés miatt egyik marginalis sem maximalis rangi. Figyeljiik meg azt is,
hogy L = 0 esetén (2.204) miatt I3 = D.
38 Alakitsuk teljes négyzetté (2.215) baloldalat, majd kobbé a jobb oldalat.
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2.6.6. A négy-qubit invariansok geometriaja [3]. A (2.151) matrix definidlasa soran
Alice és Bob qubitjét kitiintetett szereppel ruhaztuk fel. Ebben a képben minden négy-qubit al-
lapothoz hozzarendeltiink négy négyesvektort: az (U, V, W, Z) négyest. Ha a négy négyesvektor
linearisan fiiggetlen, akkor a négy vektor CP3-ban négy kiilénb6zé pontot hataroz meg. Ebben
az esetben a (2.164)-beli L = I negyedrendi invarians nem zérus és a (2.155)-ben szerepld
marginalisok maximaélis ranguak.

A (2.165) formula segitségével hat bivektort definialtunk ezek: (UAV,UAW , UAZ VA
W,V AZ, W AZ). Ha a négyesvektorok linearisan fiiggetlenek akkor a fenti hat bivektor CP3-
ban hat komplex egyenest (CP!-et) hataroz meg. A hat projektiv egyenest jellemzs Pliicker
koordinatakkal a (2.166)-beli Ipinvarianst definiadltuk. Az egyenesek segitségével az I, invarians
alternativ jelentése: ha az U AV és W A Z egyenesek nem metszik egymast®® akkor I # 0.

A (2.157)-(2.158) formulakkal négy trivektort definialtunk ezek: (UAV AW, UAW A
Z,VAWAZTUAVAZ). A projektiv geometriabol ismeretes, hogy egy projektiv sik (CP?)
a CP? projektiv térben azon X! homogén koordinitaji pontokbol all melyek egy ur X! = 0
alaki egyenletet elégitenek ki. Itt az u; négyes a sik koordinatait adja. Mivel u; és Auy ahol
A € C* ugyanazt a sikot hatarozzak meg ezért a CP3-beli sikok egy mésik komplex projektiv
teret hataroznak meg. Ez a tér a dudlis projektiv tér CP2 melynek pontjai az eredeti tér sikjai.
Ha U?, VI W! harom altalanos helyzetti pont homogén koordinatait jelenti akkor a (2.157)-ben
definialt u; négyesvektorra u;U! = u;V! = u;W! = 0. Innen lathato, hogy a (2.157)-(2.158)-
beli négyesvektorokat négy projektiv sik dualis Pliicker koordinatainak is tekinthetjiik. Ebben a
képben az I3 invarians a négy-qubit allapot altal definialt projektiv sikokkal kapcsolatos invarians.
Vezessiik be a P, trivektort ahol Pyio = UAV AW stb. Itt példaul Poiorsx = 3(U; ViWiky).
Ekkor

I3 = 1%4PU’“JKPU,C,JK. (2.223)
Ez a képlet a (2.166) projektiv egyenesekre érvényes formula projektiv sikokra érvényes analo-
gonja.

A fenti fejtegetések alapjan nyilvanvalo, hogy a (2.161)-ben szerepls I kvadratikus invaridns
a CP3-ban fekvé pontokkal, a (2.166) negyedrendt invarians egyenesekkel, a (2.223) hatodrend
invarians sikokkal, végezetiil a (2.164) invarians a U A’V AW A Z térbeli alakzatokkal kap-
csolatos. Figyeljiik meg, hogy féligegyszerid (2.197) négy-qubit allapotra a fenti alakzatok egy
tetraéder pontjainak, egyeneseinek, és oldalainak illetve maganak a tetraédernek felelnek meg?’.
Az (I, I, I3, I4) négyes tehat azon tul, hogy algebrailag fiiggetlen generatorrendszert alkot, még
fontos geometriai jelentéssel is rendelkezik. Ez a négy invarians természetes modon jelenik meg
a (2.173) fundamentéalis negyedfokd polinomban melynek rezolvens kobos polinomja a (2.222)
Weierstrass alakban elGallo elliptikus gorbe jobb oldalan lathatoé.

39Hasonl()an, haaz UAW és VAZvagy a UAZ és VAW egyenesek nem metszik egyméast akkor I4 # 0.
0A; UAV és VAW egyenesek nyilvan a V pontban metszik egymést. Hasonlé incidencia relaciok lathatok
be a tobbi egyenesre és a sikokra is.
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2.7. N-qubit rendszerek

2.7.1. N-qubit rendszerek partici6éi és a Grassmann sokasag [20]. Ebben a feje-
zetben megvizsgaljuk, hogy a két, harom és négy-qubit rendszereknél megismert konstrukciok
hogyan &ltalanosithatok tetszdleges szamu qubitre. Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a qubitek
permutaciés szimmetridjat sértve, s igy bizonyos qubiteknek specialis szerepet adva az LU és
SLOCC invariansok szerkezete a komplex projektiv geometria modszereivel targyalhatd. Most is
ezt az utat valasztjuk. Az N qubit rendszer utolsé n < N qubitjét kitiintetettnek fogjuk tekin-
teni és az Osszefonodottsagi meértékek szerkezetét az (N — n,n) kétrészrendszeres particionélas
geometriai vizsgalatan keresztiil probéaljuk megérteni.

Tekintslink tehat egy N-qubit tiszta allapotot

|\I]> = Z \IJilizmiN'Z‘liQ“'iN) S CQ@"'@)CQ- (2.224)

i1,i2,...in=0,1

Véalasszunk ki n < N qubitet ugy, hogy ezeket az 115 . .. 15 sorozat utolsé n eleme cimkézi. Tehat
a cimkézés az alabbi: i1is... iN—piN—pt1..-in. Legyen L = 2N-" > | = 2", Legyen tovabba
2% a=0,1,...L—-1,a=0,1,...1 — 1 az az L x [-es méatrix mely a ¥;,;,  ;, amplitudoknak a
fenti particionak megfelels elrendezésével keletkezik. Ez azt jelenti, hogy a Z matrix a indexének
értékei decimélis alakban a U els6 N —n indexének értékeinek felel meg binaris alakban, hasonldéan
a Z métrix a indexének decimalis értékei a W utolsé n indexének binaris sorozata felel meg. Mivel
feltevésiink szerint N — n > n ezért a Z,, matrix sorainak szama nagyobb egyenls az oszlopok
szamanal.

Tegyiik most fel, hogy a Z20, zo1 ... z*=1 = 70 Z' ... Z!'"! nemnormalt oszlopvektorok
mint CL elemei lineérisan fiiggetlenek. Ekkor a (Z72)? redukalt stirtiségmatrix maximalis ran-
gl. A lineérisan fiiggetlen Z°, Z!, ... Z!~1 vektorok C*-ben egy | dimenzios sikot feszitenek ki. A
CE-beli I-sikok halmaza egy L — [ x | dimenziés komplex sokasagot alkot, a Gr(L,l) Grassmann
sokasagot. A Z** L x l-es matrix elemei a Grassmann sokasiag homogén (Stiefel) koordinétait
adjak. Ezen koordinatak szdma nagyobb mint a sokasag komplex dimenziéja. Ez a redundancia
arra vezethets vissza, hogy a Z%, a = 0,1,...1 — 1 vektorok tetszéleges linearis kombinécioja
ugyanazt az [-sikot fesziti ki. Ezt Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy a koordinatakként felhasznalt
Z matrix Z — ZS alakua transzformécioi ahol S € GL(I, C) mértéktranszforméaciokat reprezen-
talnak. Ezek a transzformaciok ugyanis csak a sikot kifeszité vektorok ujradefiniadlasat adjak.
Megmutathato [GK94, WW91], hogy a maximalis rangt komplex L x l-es matrixok halma-
zat! a Gr(L,1) Grassmann sokasag felett egy nyalabot alkot melynek mérték csoportja GL(I,C).
Figyeljiik meg, hogy n = 1 qubit levalasztasa esetén a mértékesoport GL(2,C) azaz éppen az
I®---®1®.S alaki SLOCC transzformécidk csoportja.

A Grassmann sokasag jellemzésére hasznalhatjuk az el6z6 fejezetekben méar megismert Pli-
cker koordinatakat. Egy [-stk P@o%1--®-1 Pliicker koordinatai a Z maétrix azon maximalis mi-
norai melyeket ugy kapunk hogy a Z matrix L soradbol az ag,a,...q;—1-vel indexelt | da-
rab sort tartjuk meg. A Z — ZS5, S € GL(I,C) transzformécié soran a Pliicker coordinatak
Ppoocr-i-1 y Det(S)PX* -1 gzabaly alapjan transzformalodnak. A Pliicker koordinatak
szama (?) mely nagyobb mint a Gr(L,[l) Grassmann sokasag dimenzidja. Ez azt jelenti, hogy a
Pliicker koordinatak nem fiiggetlenek. Valoban a Pliicker koordinatak kielégitik [KPRTO07] a

l
4 5(P) = Z(_l)j—lpagal...apz,@g PpPobi-BiBj — 0, (2.225)
=0

4UAz S(L,1) Stieffel sokasag.



dc_1382 17

48 2. EGYSZERU OSSZEFONODOTT QUBIT RENDSZEREK GEOMETRIAJA

Pliicker relaciokat. Itt A = {ag, a1,...,1—2} és B ={5o,b1,...,0} a {0,1,...,1 — 1} halmaz
I —1é&s 1+ 1 elemi részhalmazai, és a 3; elemet el kell hagyni. Példaul L =4, [ = 2 esetén
minddssze egy fliggetlen Pliicker relaciot kapunk a jolismert (2.106) relaciot.

Mivel a Pliicker koordinaték csak egy nemzérus komplex szamszorzo erejéig definidltak ezért
Gr(L,1)-t be kell tudnunk agyazni a CPP-be ahol D = (f) — 1. A keresett beagyazas

l
Gr(L,1) —»cpl)-t =p (/\ (CL> (2.226)

a Pliicker bedgyazas [GK94, WW91]|. A Pliicker bedgyazas az [-sikot kifeszit6 Z% ,a = 0,...,1—
1 vektorokhoz a ZOAZ'A- - -AZ!~! [-vektort rendeli. A Pliicker koordinatakra tigy is tekinthetiink
mint egy olyan [-indexes teljesen antiszimmetrikus tenzorra mely még a Pliicker relaciokat is
kielégiti. Az igy kapott antiszimmetrikus tenzor szeparalhat6. Ezek a multilinearis formak
elméletébdl ismeretes objektumok, a molekula fizikaban hasznalatos Slater determinansoknak
felelnek meg. A fermionikus Gsszefonodottsagot targyalo kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy
a fermionikus tiszta allapotok szepardlhatosagara a Pliicker relacidk egy sziikséges és elégséges
kritériumot adnak. A szeparalhato l-vektorok (Slater determinansok) kielégitik a

ZON - NZFY s (Det S)ZO A - AN ZT (2.227)

transzformacios szabalyt, ahol S € GL(I,C) ahol Z — ZS.
2.7.2. Osszefonodottsagi mértékek [20]. Legyen Z¢ = Z%%¢,, ahol {e, }5Z} a kanonikus
ortonormalt bazis V = CF-ben. Vezessiik most be a V*-beli {e*}LZ dualis bazist. Ekkor

e*(Z*) = Z**. Legyen most ag < a1 < --- < oy—1 a {0,1,... L — 1} halmaz rogzitett l-elemii
részhalmaza novekvs sorrendbe rendezett elemekkel. Ekkor

-1
N\ €*(2°,..., 2" ") = Det(e*(2°))ap=0...1-1- (2.228)
a=0

a Z matrix a,,a = 0,...0 — 1 indexd maximéalis minorja, azaz a (2.227)-ben szerepls I-vektor

P>1--2-1 Pliicker koordinatéja.
Tekintsiik most az

L—1 -1 2\ /!
&, =12 > N e*(2) (2.229)
ap<-<a;—1=0 |a=0
mennyiséget [Emao04]. &, Pliicker koordinatakkal kifejezett alternativ alakja [20]
&=L Lil P, |2 B (2.230)
n = N ap...0q_1 . .

ag,...ap—1=0

Megmutathato [Ema04], hogy az &, mennyiségek lokalis unitér (LU) invariansok. Tovabba a
fenti mennyiségek nyilvanvaloan altaldnosithatok olymédon, hogy a kitiintetett szerepet jatszo
n-qubit helyét tetszolegesnek valasztjuk. Ekkor, amennyiben (ki,...k,) azonositja az n-qubit

helyét Osszesen (]X ) LU-invarianst definidlhatunk. A keletkez6 Eflkl""k") mennyiségekrdl az is
megmutathaté [Ema04], hogy ezek sszefonodottsag monotonok*?. Az igy bevezetett LU inva-
ridnsok természetesen nem feltétleniil fiiggetlenek.

42F7 a kifejezés azt jelenti, hogy a megfelel§ mennyiségek nemcsak invaridnsak lokalis unitér transzforméaciok-
kal szemben, hanem a LOCC transzformaciok (2.12)-vel kapcsolatos félcsoportjanak alkalmazasa soran atlagban
csokkennek [BZ06]. A (2.230) képletben megjelens 2/l hatvany megjelenése garantalja az Gsszefonédottsagi
monotonitast [Ema04].
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Ilusztrativ példaként tekintsiik ismét a harom-qubittel kapcsolatos L = 4, [ = 2 esetet.
Ekkor a (2.230) definiciét hasznalva é'fl)—re43 a (2.148) Osszefiiggések koziil a baloldalit kapjuk,
mely a (2.11) 74(pc) konkurrencia, az els6 qubit szepardlhatosagat jellemzd mérték. Az %(51(1) +
51(2) + 51(3)) mérték mely a konkurrencidk atlaga [MWO02], egy permutacidinvarians mérték.

A fenti konstrukciot az alabbi modon altalanosithatjuk SLOCC &sszefonodottsag monotonok
konstrualasara [20]. Vezessiink be a V = C* komplex vektortéren egy g : V x V — C nemde-
generalt bilinearis SL(2,C)*™~") invarians format melynek matrixa a kanonikus ortonormalt
bazisban az alabbi**

JaB = Eigjo X ® CiN—n—1JN-n—-1* (2231)
Itt £ a (2.66)-ben definialt SL(2,C) invariéns tenzor. Ekkor ¢(Z, W) = Z - W = g,3Z°W".
Vegyiik észre, hogy paros N —n esetén g szimmetrikus, paratlan N —n esetén antiszimmetrikus.
Tehat paratlan N — n esetén a V' egy szimplektikus formaval ellatott vektortér.

Tekintsiik most az )
l

ag...a;_1]2/1
T = 5|Pag .o PO / (2.232)
mennyiségeket 5. 7,,-t az [ linearisan fiiggetlen vektor segitségével az alabbi alakba is irhatjuk
2/1
Zo-Zo ... Zo-Zi1\|Y
o=PDet | oo : (2.233)
Zy_y -7 Zy -7,

Kénnyen belathatoé, hogy a fenti mennyiségek SLOCC SL(2,C)*" invariansok. Valéban az
SL(2,C)*(N=") invariancia a g bilinearis forma megfelel§ invarianciajabol kovetkezik. A (2.227)
transzforméacos formulabdl pedig a Pliicker koordinatak SL(I, C) invariancidja adodik. Ez pedig
maga utan vonja az SL(2,C)®™ C SL(Il,C) SLOCC részcsoporttal szembeni invarianciat. Az Z,,
mennyiségek Osszefonodottsag monotonok is [20].

A fenti SLOCC &sszefonédottsag monotonok természetesen altalanosithatok tetszéleges n-

qubit kivalasztasa esetén is. Ekkor a fentiekben definialt &(lkl """ k) LU invarians mértékekhez

hasonléan ZF1*») SLOCC mértékek kaphatok. Harom-qubit (L =4, [ = 2) esetén a Z° =

¢, Z' = n szereposztassal Ifs) éppen a (2.110) 7apc harmas Osszefonast adja. Mivel 74p¢
permutacios invaridns is ezért I{l) = 11(2) = I{S).

2.7.3. Példak N-qubit SLOCC invariansokra [20]. Elsoként tekintsiik azt a fontos
esetet amikor csak egyetlen qubitet ruhazunk fel specialis helyzettel. Ekkor az (N —1, 1) particio
geometriajat a Gr(2V~1,2) Grassmann sokasag adja. Ebben az esetben két 2V ~! komponensti
vektorunk van: Z° és Z' melyek a Z° A Z' bivektorral jellemzett sikot feszitik ki. Igy a fenti
particionak megfelels képben az Gsszefonodottsag geometridjat a (C2)*(NV-1_beli kétdimenzios
sikok, vagy pedig a megfelel§ projektiv térbeli egyenesek irjak le. Ha N paros akkor N — 1
paratlan, s igy a (2.231) g matrix antiszimmetrikus. Ekkor a (2.233) definiciéban szerepls Z° - Z°
és Z' - Z' mennyiségek zérusok. Az 7; invariansok alakja tehét

T, = 4)Z° - Z')°. (2.234)

A fenti formula két qubit esetén a (2.16) konkurrencia négyzetet adja, négy qubit esetén pedig
a (2.163) és (2.201) képletekbdl ismert 4| H|? kvadratikus invaridns négyzetét. Ha N tetszéleges

437 felss index arra utal, hogy most az elsd qubit jatszik kitiintetett szerepet.

44, egyenlet baloldalan egy L x L = 2V ~" x 2N ~"_es matrix all melynek sorait és oszlopait a decimalis
alaka a, 8 =0,1,... L—1 szamok indexelik. Az egyenlet jobb oldalan 2 x 2-es méatrixok N —n-szeres tenzorszorzata
szerepel. Az (ipi1 -+ iN—_n—1) Szam binaris alakban az « szdmnak felel meg decimalis alakban.

451t a Pliicker koordinaték alsé indexes valtozatait a Jap matrix-szal térténd indexlehtizassal definialtuk, és
a szokasos Osszegkonvencié van érvényben.
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péaros szam az invariansokat a (2.163)-szert alakba frva lathatjuk, hogy a kapott mennyiségek
)

egyuttal permutécios invaridnsok is, ezért az Ifk mennyiségek minden k-ra ugyanazt az invari-
anst adjak.
Ha N paratlan akkor a g bilinearis forma szimmetrikus, ekkor
T, = 4|(Z° - Z°) (2" - ZY) — (Z° - Z)?). (2.235)

Mar tudjuk, hogy ez a negyedrendii invarians harom-qubit esetén a (2.110) harmas sszefonast
adja ami permutécios invarians is. A fenti invariansokat N-6sszefondsoknak nevezik [WCO1].
Az (N — 2,2) alaka particiokra a legegyszertibb példa az N = 4 esetben kaphatoé. Ekkor
L = | = 4 miatt C*ben 4 négyesvektort kapunk. Ezek a vektorok a mar bevezetett (2.151)
L matrix sorvektorait adjak. A megfelels Grassmann sokasag Gr(4,4) trivialis, csak egyetlen
Pliicker koordinatank van ami az £ matrix determininsat adja. A (2.233) képletbdl kaphato
invarians ekkor Gsszhangban (2.164)-vel Z, = I2(34) = 16|L|*>. Az 6sszes (2,2) particion alapul6
invarians
¢ =78 = 16|02, T =18V = 16|M 2, T = 780 = 16N 2. (2.236)

Lathatoan ezek nem fliggetlenek, s6t teljesiil még a (2.170) L + M + N = 0 Osszefliggés is.
Megjegyezziik még, hogy mivel csak egyetlen Pliicker koordinatank van ezért a fenti invariansok
azonosak a (2.230)-beli £5"'%2) LU invariansokkal®® is.

Ot qubit esetén a (4,1) alak particicknak (2.235) szerkezetii negyedrendt invariansok fe-
lelnek meg. Ezek a mennyiségek CP-beli egyeneseknek egy a g bilinearis forma altal definiélt
rogzitett kvadratikus feliiletekhez*” valo viszonyat hatarozzak meg. Megmutathato [LT06], hogy
a kiilonboz6 kitlintetett qubiteken alapuld Ifk), k =1,...5 invaridnsok algebrailag fiiggetlenek.

Tekintsiik most az N = 5, n = 2 felosztason alapulé (3,2) particiot. Ebben az esetben Z¢

egy 8 x 4-es matrix. Mivel N —n = 3 ezért ¢ antiszimmetrikus s igy Z% - Z° = —Z° - Z%, ezért
Ti*) = 16| Det(z - Z)"/2. (2.237)
Mivel egy paros dimenziés antiszimmetrikus matrix mindig felirhaté négyzet alakban® ezért
I = 16(2° - 2') (22 - Z°) — (2° - Z°)(Z" - Z%) + (Z° - Z%)(Z" - Z?)). (2.238)

A 10 lehetséges particionak megfelel I§ k2 invariansok nem algebrailag fiiggetlenek. Valoban,

megmutathaté [LT06], hogy a fenti mennyiségek nem fiiggetlenek az I{k) negyedrendi 6t-qubit
invariansoktol. Az algebrailag fiiggetlen negyedrendii 6t-qubit SLOCC invaridnsok szama 6t
[LT06].

4BVessiik dssze a (2.230) és a (2.232) definiciokat.

47 Egy rogzitett particiora egy ilyen feliiletet azon X € C'® homogén koordinataju CP5-beli pontok hata-
rozzék meg melyekre g(X, X) = 0.

48Egy paros dimenzios antiszimmetrikus matrix determinansa az ugynevezett Pfaffian négyzeteként all els.
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3. FEJEZET

Egyszeri fermionikus rendszerek geometriaja

3.1. Két megkiilonboztethetetlen részrendszerbdl all6 rendszerek

3.1.1. Bevezetés . Az eddigi vizsgalodasaink soran feltettiik, hogy az Gsszetett AB rend-
szert alkotd6 A és B részrendszerek megkiilonboztethetSk. Elsfordulhat azonban az is, példaul
egy kételektron rendszer esetén, hogy a részrendszerek ezzel a tulajdonsaggal nem rendelkez-
nek. A kvantum informéacidelméletben az 6sszefonodottsag egy kvantumos korrelaciokon alapuld
eréforras amit kiilonb6z6 célokra szeretnénk felhasznalni. Azonos részrendszerek esetén a meg-
kiilonboztethetetlenséghdl adodoan extra korrelaciok lépnek fel (gondoljunk a kvantumkémiabol
ismeretes elektronkorrelaciora). Kideriilt azonban, hogy ezeket a korrelaciokat nem lehet fel-
hasznalni kvantumos manipulaciokra [GWO02, GMO04]. Ebbdl fakaddan fontos kérdés annak
tisztézasa, hogy hogyan lehet megkiilonboztetni az 6sszefonddottsagot reprezentéléd korrelacidkat
ezektdl a részrendszerek azonossagabol szarmazo korrelacioktol?

Ismeretes, hogy a ketténél nagyobb térdimenzié esetén az azonossag elve a megkiilonboztet-
hetlen rendszerek kvantéalasara két kiilonbozo lehetséget enged meg. Ez az elv fermionokat és
bozonokat tartalmazé rendszerek megjelenésére vezet. ' A megkiilonboztethetd részrendszeres
esetben az allapotot szepardlhatonak neveztiik ha az AB rendszert jellemzd tulajdonsagok tel-
jes rendszerét a részrendszerekhez is hozzarendelhetjiik. Megkiilonboztethetetlen részrendszerek
esetén a megfelels allapot szeparalhato ha a tulajdonsagok teljes rendszerét legaldbb az egyik rész-
rendszerhez hozzarendelhetjiik [GMO04, GWO02]. (A megkiilonboztethetetlenség miatt mindegy
melyikhez.) Fermioniok esetén megmutathato, hogy ez a definici6 matematikai szempontbol
ekvivalens azzal hogy a megfelel§ allapotot egy antiszimmetrizalt szorzat allapotként, egy Sla-
ter determinansként irjuk fel. Hasonléan bozonok esetén az allapotot szimmetrizalt szorzatként
allithatjuk els.

A dolgozatban kizarélag a FLYQM-ben fontos szerepet betolté tobb fermionos Gsszefono-
dottsaggal fogunk foglalkozni. A bozonikus esetre egy a 4.2 fejezetben targyalt fontos speciélis
esettdl eltekintve nem lesz sziikségiink.

3.1.2. Két fermionos Osszefonodottsag . Els6 lépésként ebben az alfejezetben a két
fermionos 6sszefonddottsaggal foglalkozunk. Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban feltessziik,
hogy az egyrészecske allapotok tere paros dimenzios.

Legyen az egyrészecske allapotok tere V. = C*N ahol K € N. Legyen tovabba {e;}3%, a
standard ortonormalt béazis V-n. Ekkor a tanulméanyozandd fermionikus korrelacidkat a H =
A(C?*E © C?K) antiszimmetrizalt tenzorszorzaton alapulé Hilbert térbeli allapotvektorok tulaj-
donsagaiként reprezentalhatjuk.

Vezessiik be az f; és f;,5 = 1,...2K fermionikus kelt§ és eltiintetd operatorokat, és a |0)
fermionikus vakuum allapotot. A fermionikus operatorok a szokésos

{(Fin iy =0, {finfy=0,  {fLATT=0 (3.1)

1Egy és két dimenzidoban lehetdség van még az tgynevezett tort statisztikaju részrendszerek bevezetésére.
Az ilyen tulajdonsagu részecskéket ,barmionoknak”, angolul anyonoknak nevezik.

51
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relaciokat elégitik ki. Ekkor azt mondjuk, hogy az f; operator egy olyan fermiont kelt mely
az e; € C?K-beli bazisvektornak megfelels egyrészecske éllapotban, vagy ,moédusban” van. A
kétrészecske allapotok K (2K — 1) dimenziés Hilbert terét az f]T f,I |0), j < k ortonormalt bazis-
vektorok feszitik ki. Egy tetszéleges | P) kétfermion allapot? a
Py=" > Pufi'fi'|0) (3:2)
1<j<k<2K

alakba irhat6. A fenti allapotot jellemezhetjiik egy 2K x 2K-s antiszimmetrikus métrix segitsé-
gével (PT = —P) ekkor normalt allapotokra

2Tr PPT =1. (3.3)
Mivel a fermionok megkiilonboztethetetlenek ezért a redukalt strtiségméatrixok megegyeznek
0=0a=0p=2PP". (3.4)

LU transzformacidk soran
|P) —URU|P), P—UPUT, UecU_2K). (3.5)

Fontos megfigyelni, hogy most a megkiilonboztethetetlenséget tiszteletben tarto lokalis manipu-
laciokat reprezentald unitér transzformaciok mindkét részrendszerre ugyanazok.

Két fermion esetén bevezetheté a Schmidt dekompoziciéval analoég tgynevezett Slater de-
kompozici6 [SCKas'T01|. Ennek sordn egy specidlis U € U(2K) transzforméci6 segitségével
elérhetd, hogy a P matrix a blokkdiagonalis

1 0

kanonikus alakot Oltse ahol z; € C. A nemzérus zy,I = 1,2,... K egylitthatok szama a Slater
rang. Ha a Slater rang egy akkor a megfelel§ allapot szeparalhato, kiilonben Osszefonddott. A
fenti alak helyett célszert a Schmidt dekompozicioval nagyobb hasonlatossagot mutatd Zumino
[Zum62] altal bevezetett, egy masik V € U(2K)-vel kaphato, kanonikus alakot hasznalni

R = diag(rie,rae, .. . TKE), R=VPVT (3.7)

ahol r; € RS‘ . Itt tehat akircsak a Schmidt dekompozicié esetében az r;-k nem negativ valos
szamok.

A kanonikus osszefonodottsagi mérték ismét a (2.9) von-Neumann entropia. Kihasznélva,
hogy a (3.7) kanonikus alak miatt a (3.4) marginalis \; sajatértékei kétszeresen elfajultak kapjuk,

hogy

7 = diag(z1¢, 226, . .. 2K€), Z=UPUT, €= <O _1> (3.6)

K K K
S(P) = 32A) = (270 logy (2A1) = 1 — 3(2A1) log,(20)). (3.8)
I=1 I=1 I=1
A von-Neumann entrépia az egyik részrendszerrel kapcsolatos ismereteink hidnyat méri. Meg-
kiilonboztethetetlen részrendszerek esetén az ismereteink hidnyosak azt illetGen is, hogy melyik
részrendszerhez is kell hozzéarendelni a (3.4) o = p4 = op kevert allapotot. Ennek a kovetkezmé-
nyeként a (3.8) egyenlGség baloldalan megjelenik az 1 konstans. Valoban a szeparalhaté (Slater
rang = 1) allapotra S = 1 hiszen az egyetlen Slater determinanson alapulé allapot pontosan a
részrendszerekrol szerezhets informécio fenti hidnyossagat tiikkrozi. Megjegyezziik, hogy N darab,
M egyreészecske allapottal rendelkezd fermionikus részrendszer esetén [12] log, N < S < log, M.
Ekkor tehat a megfelels egydeterminéns allapotokbol addédéd hatarozatlansaggal kapcsolatos alséd
korlat log, N.

2Jeldlésiink a mar hasznalt P Pliicker koordinatakkal vald kapcsolatra utal. Valéban, szeparalhat6 allapo-
tokra a P amplitadok épp a megfelel§ bivektorok kifeszitette sik Pliicker koordinatai lesznek.
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3.1.3. Két fermion négy egyrészecske allapottal [12]. Ebben az alfejezetben a leg-
egyszeriibb N = 2, M = 4 esetet vizsgaljuk. Ekkor H = A(C* @ C*) és

4
1P)= Y Puflfilo) e n. (3.9)

Jik=1
A P komplex 4 x 4-es antiszimmetrikus matrixot az alabbi alakba frjuk 3

0 El E2 E3
—E1 0 —BB B2
—Fs Bj 0 —B;
—FEs —By DB 0
Mar tudjuk, hogy a (3.5) alakd unitér transzforméaciok nem valtoztatjak meg a (3.8) dsszefono-

dottsagi entropiat, ezért P-t felirhatjuk egy olyan unitér ekvivalens bazisban is ahol az Gsszefo-
nodottsadg geometriai tulajdonsagai jobban latszanak. Legyen

1 0 0 1
1 jo 1 —-i 0
10 0 -1
Az U altal meghatarozott bazisban irhato, hogy
1
P =UPU"T = 5(e@e) (I®aoc+bo®l) (3.12)
ahol
a=E+:B, b=E-iB, aoc =aj01+ a0+ azos (3.13)

és feliilhtizassal a komplex konjugalast jeloltiik. Ekkor a (3.4) redukalt stirtiségméatrixot az alabbi
alakba irhatjuk

P =UpUt = i(l +A), (3.14)
ahol
A=2(I®xe+yoc®I+bo®ac+bo®ao), (3.15)
x=—jaxa, y=ibxb, 1=I®I. (3.16)
Ro6vid szamolas mutatja, hogy
A?=(1-64EBP)(I®1I) = (1—-n)1. (3.17)
Ebbél kovetkezik, hogy p két kétszeresen degeneralt sajatértékét az alabbi alakba irhatjuk
Ae = % (1 +/1- 772) . (3.18)

A (3.7) kanonikus alakban szerepls mennyiségek tehat

/A [A_
r = ?—i_’ To = 7, (319)

a (3.8) von-Neumann entrépia explicit alakja pedig

(1+V1—72). (3.20)

Sim)=1—zlogox — (1 —x)logy(1 —z), z=

DN =

Az
0 <n=8|PaP3y— Pi3Pay+ P14 Po3| =8/EB| < 1 (3.21)

3Ezt az elektrodinamikébél ismert
F;; tenzor parametrizalasara emlékeztetd jelolést kényelmi okokbol vezettiik be.
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mennyiség a (2.17) konkurrencia fermionikus analogonja [SCKas™01]|. Mivel Det P = (EB)?
azonnal lathato, hogy 7 invaridans a (3.5) U(4) lokalis unitér csoporthatésra nézve. Figyeljiik
meg, hogy a PioPsy — Pi3Psy + P14 P35 kombinacioval mar a (2.106) és (2.225) Pliicker relaciok
kapcsan talalkoztunk. Mint tudjuk a fenti kombinécié eltiinése sziikséges és elégséges feltétele
annak, hogy talalhassunk olyan u és v négyesvektorokat, melyekkel Py, = ujvy — uxv;. Ekkor P
egy szeparalhato bivektor, tehat a megfelels (3.9) kétfermion allapot egyetlen Slater determinéans
alakjaba frhato. A (3.7) kanonikus alakban igy 1 = 1/2 és ro = 0, azaz a Slater rang egy.
Masrészt megmutathato [12], hogy n = 1 akkor és csak akkor ha

x« P =¢fP, (3.22)
ahol P a (2.66)-ben definialt spin flip operacio, és
1
x Py = iejklmp“” (3.23)

a Pj;, matrix Hodge-dualtja*. Ezeknek a kettd Slater rangi allapotoknak a fermionikus Gsszefo-
nodottsaga maximalis. Figyeljiik meg, hogy a

|P) = S®S|P), P~ SPST, ScGL(4,C) (3.24)
SLOCC transzforméciokra nézve n egy relativ invarians azaz
n(|P)) = [ Det S|n(|P)). (3.25)

Nyilvan csak ketté SLOCC osztalyunk van. A SLOCC szeparalhaté osztéily elemeire n = 0, a
SLOCC 6sszefonodott osztaly elemeire pedig 1 # 0. Masrészt a finomabb klasszifikaciot ado
LU ekvivalencia fogalmat hasznalva az n # 0 osztaly kontinuum sok LU inekvivalens osztalyt
tartalmaz. Ezeket az osztalyokat az 0 < n <1 értékekkel jellemezhetjiik.

Ennek az alfejezetnek a lezarasaként hasonlitsuk Ossze két qubit és két négy egyrészecske
allapottal rendelkez6 fermion SLOCC osztélyainak geometriajat [12]. A 2.2.5 fejezetben lattuk,
hogy egy tetszé6leges két qubit allapotot megfeleltethetiink a harom dimenziés komplex projektiv
tér, CP3 egy pontjanak. A szeparalhato allapotok a (2.57) altal meghatarozott Q kvadratikus
feliileten, az osszefonodott allapotok pedig ezen feliileten kiviil helyezkednek el. Tudjuk azt is,
hogy Q ~ CP! x CP! ~ S? x 52, azaz a szeparalhato allapotok tere direkt szorzat alakban 4ll el6.
A direkt szorzatban szereplé két gombfeliilet a két tiszta allapotban 1év6 qubitet reprezentald
Bloch gombnek felel meg. A (2.147) egyenlet alapjan azt is tudjuk, hogy alkalmas koordinatdkban
a @ feliilet egyenletét a

(Z° +(Z') +(Z%)*+ (Z2°)* =0 (3.26)
alakban is felirhatjuk. A fenti egyenlet a két qubit konkurrencia alapjaul szolgalé (2.60) kifejezés
eltiinését fejezi ki.

Két, négy egyrészecske allapottal rendelkez6 fermion esetén a konkurrenciaval analog kife-
jezés az n relativ invarians (3.21) kifejezése. Ez az invarians a jolismert Pliicker relacion alapul
mely az allaptvektor 6 komplex amplitudojaban ismét egy kvadratikus kifejezés. A 2.5.4. fejezet
alapjan tudjuk, hogy a Pliicker relacié ezittal CP%-ben a K Klein feliiletet hatarozza meg. A
szeparalhatd két-fermion allapotok tehat most a Klein feliileten, mig az 6sszefonodottak ezen
kiviil helyezkednek el. A szeparalhato allapotok IC Klein feliiletét alkalmas koordinatakban most

(Z°V+(Z')V + (22 + (Z°) + (2*) + (2°)* =0 (3.27)
alakba irhatjuk.
4Figyeljiik meg, hogy UgUT = ¢ ® ¢ ahol g = diag{1,—1,—1,—1} a Minkowski téridé metrikijahoz hasonld

metrika illetve U a (3.11)-ben definialt unitér matrix. Az indexek fel és lehuzéasa is ezzel a Minkowski-szert
metrikaval torténik.
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A (3.26) altal definialt Q és a (3.27) altal definialt K feliiletek kozott érdekes matematikai
kiilénbség van. A differencidlgeometriabol ismeretes, hogy a homogén mésodfoka Y '_(Z%)? = 0
kifejezéssel adott CP™-beli kvadratikus @, —1(C) feliiletek szimmetrikus terek melyek az alabbi
faktortér alakban reprezentalhatok

Qn-1(C) =~ SO(n+1,C)/SO(2,C) x SO(n — 1,C). (3.28)

n = 3 esetén (két qubit) mint tudjuk Qo(C) szorzat alakban is felirhat6. Nyilvan ez a tulajdon-
sag a (3.28) kifejezésében szerepls SO(4,C) csoport "szorzat" szerkezetével kapcsolatos®. n > 4
esetén azonban a megfelel§ szimmetrikus terek irreducibilisek [KK69], azaz méar nem irhatok fel
két sokasag direkt szorzataként. Tehat a fenti két specialis esetben a szeparalhaté allapotok te-
re megkiilonboztethetd illetve megkiilonboztethetetlen részecskék esetén topologiai szempontbol
kiilsnb6z6. Erdemes azt is megfigyelni, hogy két szeparalhaté qubit esetén (szorzat alaku alla-
pottér) a (2.23) von Neumann entropia minimélis értéke Sy, = 0, mig két szeparalhato fermion
esetén (szorzat alakban nem elGallithato allapottér)) a (3.20) von Neumann entr6épia minimu-
mara Spi, = 1 adédik. Tehat az utébbi esetben a von Neumann entrépia zérustol kiilonbo6zé
értéke és az allapottér szorzattol vald eltérése a fermionok felcserélésével kapcsolatos kvantumos
korrelaciokat tiikrozi. Ne keverjiik azonban Gssze ezeket a korrelaciokat a fermionikus 6sszefono-
dottsagot jellemz6 korrelaciokkal. Ezeket a korrelacidkat matematikailag olyan allapotvektorok
reprezentaljak melyeket (3.6) alapjan tobb mint egy Slater determinéns linearis kombinéaciojaként
frhatunk fel. Ezen allapotvektorok Q4(C) komplementuméaban foglalnak helyet és mar kvantum
informécidelméleti feladatok végrehajtasara is hasznalhatok.

3.2. Tobb megkiilonboztethetetlen részrendszeres rendszerek

3.2.1. N-fermion rendszerek [SL14b|. Egy tetszdleges N-fermion rendszer (tiszta) alla-
potait (3.2)-hez hasonlatosan a

Py=" > Paies, SLIL - £L10) (3.29)

1<i1<i2<-+1p <2K

kifejezéssel definialjuk és a | P) vektor normaltsagatol eltekintiink®. Tovabbi egyszertisddést jelent
ha a fizikdban meghonosodott kelts és eltiinteté operatorok bevezetésén alapulé jelolés helyett a
multilinearis algebrabol ismert lineéris formas jelolést hasznaljuk.

Legyen V = CV az egyrészecske allapotok Hilbert tere a szokisos skalarszorzattal ellatva.
Legyen {ej}é\[:l V egy bazisa. Tekintsiik a V* dualis teret az {e¢’}}Y, dualis béazissal ahol”
(el,e;) = §%;. Legyen tovabba A(V*) a V* kiils6 algebrdja. Ismeretes, hogy A(V*) = &N Al V*
ahol az (];[) dimenzios APV* linearis terek elemei p-formak. Tekintsiink egy tetszsleges P € APV*
p-formét

P= > Piigeiy€ A€ A Netr (3.30)

1<i1 <ia<-ip <N
Ha a fenti kifejezésben megjelené (]: ) linearisan fliggetlen komplex kifejtési egyiitthatot egy
minden indexében teljesen antiszimmetrikus p-indext Pi,..i, tenzor részeként tekintjiik akkor

irhato, hogy
1 , . .
P = thiz...ipe“ NeP N Ne'r (331)

5Gondoljunk a valés esetben érvényes Spin(3) ~ SU(2) és Spin(4) ~ SU(2) x SU(2) izomorfizmusokra ahol
Spin(3)/Za ~ SO(3) és Spin(4)/Zs ~ SO(4). Ezek az sszefiiggések S2 ~ SO(3)/SO(2) ismeretében azonnal

6A tovabbiakban célunk a SLOCC osztalyok vizsgélata és a SLOCC transzforméciok nem &rzik a normat.
7A lineéris formék és a vektorok kdzotti szokdsos parositast most a (+,-) jeloli. Nem keverends ez Ossze az
egyrészecske allapotok Hilbert terén definialt (-|-) : V' x V' — C skalarszorzattal.
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ahol az ismétl6ds indexekre Osszegzés értends. Egy tetszéleges v € V' vektorra definialjuk az
Ly : APV* — APTLV* linearis leképezést az alabbi modon

P
et A A =Y (=) e v)et A AET A N (3.32)
n=1
Egy tetszéleges p-formara ez az
1 , , ,
P = (r— 1)1U21Pi1i2...ipew A Ne'r. (3.33)

explicit kifejezést adja. Masrész tetszbleges w € V™ esetén az w-val torténd ék-szorzas egy
At APV* — APTIV* linearis leképezést ad.
Tekintsiik most a kovetkezd megfeleltetést

Py —e AP, filP)— i, P. (3.34)

Ekkor a (3.1) antikommutacios relaciok teljesiilnek® és a (3.31) kifejezéssel definialt p-forma egy
N egyrészecske allapottal rendelkez6 p-fermion allapot reprezentansanak tekinthetd.

3.2.2. N-fermion rendszerek szeparalhatosaga [18, SL14b]. Ebben az alfejezetben
definialjuk p-fermion &allapotok SLOCC 0Gsszefonodottsagi osztalyait és felidézziik a szeparalha-
tosag mas kontextusban mar megismert kritériumat.

Legyen g = gjiei ®e; € GL(V) = GL(N,C) egy invertalhato linearis leképezés. Ez a
leképezés egy v € V vektorhoz a gv = ¢/ ,v*(e?, e) @ e; = ¢’ v*e; vektort rendeli hozza. ITrhato,
hogy

ge; = ejgji, g € GL(V). (3.35)
A fenti hatas a V* duélis téren a
<g*ei,gej> = <ei,ej> = Sij (3.36)
formulaval adott dualis hatast indukalja
gt =eg,  gidt =0 (3.37)

azaz a ¢’ MmAtrix a ¢ matrix inverz transzponaltja. A dualis hatas a p-formak AFV*-terén egy
D(g*) hatést definial. Komponensekben kiirva ennek a hatasnak az alakja

Piyiy = (DG)P)isin = 9393 93 Pi - (3.38)
Nyilvan az S = ¢’ megfeleltetéssel a fenti SLOCC transzformacios szabaly a (3.24) formula
p-fermion rendszerekre torténd altalanositasanak tekinthetd.

Egy tetszbleges P € APV* p-fermion allapot {D(¢*)Plg € GL(V)} palyajat az allapot
SLOCC osszefonodottsagi osztalyanak nevezziik. A P éllapot az illet osztély reprezenténsa.
Feladatunk a fenti dsszefon6dottsagi osztalyok jellemzése, szerkezetének tisztézasa, és az oszté-
lyokat jellemzs Osszefonodottsiag megfelels mértékek segitségével torténs kvantifikalasa.

Legyen uy,ug, ... up, p darab linedrisan fiiggetlen V* egy-forma. Ekkor az uq Aug A---Awu, €
APV* p-forma GL(V') palyajat alkoto allapotokat szeparalhat6 allapotoknak nevezziik. Nyilvan a
fenti alakt p-formak az egyetlen Slater determinéns alakjara hozhato tiszta allapotoknak felelnek
meg. A kétfermionos esetben az ilyen tulajdonségu allapotokat egy Slater rangu allapotoknak
neveztiik. T6bb fermiont tartalmazo rendszer esetén a Slater rang fogalma nem hasznalhato?.

8 Ha a V vektortér nincsen ellitva a (-]-) skalarszorzattal akkor az f,j nyilvin nem tekinthet§ az f;
adjungaltjanak.

IAz el6z6 alfejezetekben megismert Slater dekompozicié a jolismert Schmidt dekompozici6é altalanositasa.
Akéarcsak a Schmidt dekompozicié tobbrészecske rendszerekre ez sem altalanosithaté trivialis modon.
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A szeparalhatosag sziikséges és elégséges feltétele a (2.225)-ben mar megismert Pliicker re-
laciok teljesiilése [GK94]. Ha A = {i1,49,...,9p—1} és B = {j1,J2,..-,Jp+1} az {1,2,...,N}
halmaz p — 1 és p + 1 elemii részhalmazai akkor a Pliicker relaciok az alabbi alakaak'®

p+1
Mas(P) =Y (1) "Piisip 15 Pirsy o s =0 (3.39)
a=1
A relevans Pliicker relaciok felirasdhoz elegendd novekvs sorozatokat tartalmazo A és B rész-
halmazokat venni, tovabba ha a B halmaz tartalmazza az A halmazt akkor a megfelelg Pliicker
relaci6 azonosan zérus tehat A ¢ B. Végezetiil [KPRTO07] ha A\(A N B) egyetlen {i} pontbol
all akkor j > ¢ valasztandé minden j € B\(A N B) esetén. A fenti megszoritasokkal kaphato
kvadratikus relaciok szama [KPRTO07]

N!
(m+D!m+3)(p—m-—2)(N—p—m —2)!

1 M
K= a0 + mE:l Um, Qm = (3.40)
ahol M = min{p, N — p}-2. Megmutathato, hogy a szeparabilitas eldontéséhez felhasznalando
Pliicker relaciok szama jelentGsen tovabb csokkenthets [KPRTO07].

Az alfejezet lezarasaként emlékeztetiink arra, hogy a (2.226) kapcsan elmondottaknak meg-
felelsen az uy A ug A -+ A u, egydeterminans allapot altal meghatarozott P(AP CE)-beli'! sugéar
a CN-beli uy,us,...,u, vektorok altal kifeszitett p-dimenzos altér Pliicker beagyazés altal léte-
sitett képe. A CN-beli p-dimenzios alterek a Gr(p, N) Grassmann sokasagot alkotjak. A Pliicker
beagyazas révén tehat Gr(p, N)-re tgy is gondolhatunk'? mint egy olyan P(A? CF)-beli algeb-
rai varietasra melynek definialo idealjat a (3.39) kvadratikus kényszerek adjak. A szeparalhato
p-fermion allapotok ezen varietasat szokas még Grassmann-kupnak is nevezni [KPRTO7].

3.2.3. Beagyazott N-qubit rendszerek [18, VL09|. A FLYQM-vel kapcsolatos fejtege-
téseink soran hasznosnak bizonyul ha a qubitrendszereket fermionrendszerek részeként képzeljiik
el. Az utobbi id6ben ezt a matematikai triikkot az osszefonodottsag elméletében is elészeretettel
hasznaljak [LCV07, OCZ*11, CDGZ13, CDGZ14|.

Tekintslink egy tiszta allapotban 1évé 2N egyrészecske allapottal rendelkezé N-fermion rend-
szert. Reprezentaljuk a rendszer allapotat a (3.31) alakban felirt P € ANV* V = C2V,| N-
formaval. Indexeljiik a V* vektortér bazisvektorait az alabbi moédon

{el,e?,. .. eN Nt N2 2N o {61,62,...,eN,eT,ef,...,eN}. (3.41)

A ANC2N ter (213/ ) bézisvektora kdziil 2V olyan van mely nem tartalmaz iyi; - - - igix index-
kombinéci6ju blokkokat. Ezt a 2V bazisvektort egy N-qubitbol 4ll6 rendszer bazisvektoraiként
képzeljiik el

00...0) < 2N (00, 1) e N o 111 e 2N, (3.42)

Legyen most
|U) = Z Wi |12 -+ - UN) (3.43)

H1,p42,..pn=0,1
egy N-qubit allapot. Definialjuk az

FoC2 o ANCN (3.44)

10 kifejezésben szerepld j, elemet el kell hagyni.
L = (2)

»):
12 Pliicker beagyazas a megfelels projektiv térbe torténik, ezért helyesebb lenne Gr(p, N) helyett a CPN~1-

beli projektiv p — 1 dimenziés alterek sokasagarél beszélni.
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leképezést az alabbi médon

W) > Py = oo 0e' 2N + Wog 12N o 4 Wy el N 4wy el N, (3.45)

A Py alki N-formak ANV* egy W alterének elemei.
A (3.45) beagyazas miatt az N-qubit SLOCC csoportot is beagyazhatjuk a (3.38) modon
haté N-fermionikus SLOCC csoportba. Valéban, az N-qubit SLOCC csoporthatas alakja

AD AN TNy (3.46)

ahol A(’f) € GL(2,C), n=1,2,...N. Legyen most a (3.38) transzformacios szabalyban sze-
repls g/ € GL(2N,C) fermionikus SLOCC matrix alakja

vi

\I}HIHQH~MN = A(l)ﬂl

Ad By
(Od Dd) € GL(2N, C) (3.47)

ahol Ay = diag(ayay ... an), Bg = diag(815s ... Bn), Cq = diag(y17y2 - . .y~ ) és Dy = diag(d102 . . .

diagonélis N x N-es matrixok. Ekkor az

n an  Bn
A = <% 5n> (3.48)
matrixok a szokasos (3.46) N-qubit SLOCC transzformaciokat eredményezik.

A 2.6.4 alfejezetben megemlitettiik, hogy &ltalaban a SLOCC klasszifikicié sordn a G =
GL(2,C)*N SLOCC csoport hatas palyainak kiilonboz6 csalddjait kapjuk. A csalddok G inekvi-
valens palyakat tartalmaznak. El6fordulhat az, hogy az egyik csaladba tart6zo palya a qubitek
permutalasa soran egy maésik csaladba tartézo palydba megy at. Ezért célszerd egy olyan alta-
lanositott SLOCC klasszifikaciot vizsgalni ahol dsszefonodottsagi osztalyok alatt a G = Sy x G
csoport palyait értjik ahol Sy a szimmetrikus csoport és a csoporthatas konkrét alakjat ille-
tGen lasd a (2.200) formulat. Ezek alapjan célszerd a qubiteken hat6 szimmetrikus csoportot
is bedgyazni a fermionikus SLOCC csoportba. Az Sy csoport az {1,2,..., N} halmaz elemeit
permutalja, ezért Sy-t mint Son azon részcsoportjat is elképzelhetjiik melynek egy o € Sy eleme
az {1,2,..., N} halmazon az

1,2,...,N,1,2,... N} = {0(1),0(2),...,0(N),o(1),0(2),...,0(N)} (3.49)

modon hat.

Azonban tébbet is megmutathatunk. Kiindulhatunk a AN V* téren hat6 fermionikus SLOCC
csoport egy tetszbleges részcsoportjabol és megvizsgalhatjuk, hogy melyek azok a potencidlis
részcsoportok amelyek 6rzik a bedgyazott N-qubit allapotokat reprezentald (3.45) W alteret.
A részletes analizis azt mutatja [Oed09], hogy a G csoport a legb&vebb olyan részcsoportja
GL(2N, C)-nek mely 6rzi W-t.

Illusztraljuk a fenti eredményeket a legegyszertibb nemtrivialis esetben. Legyen N = 2 azaz
V =C* és {1,2,3,4} = {1,2,1,2}. Ekkor két qubitet dgyazhatunk be egy olyan kétfermionos
rendszerbe mely négy egyrészecske allapottal rendelkezik. Irjuk a (3.9) allapotot a multilinearis
formés

P = P12€12 + Pﬁeﬁ + P1§61§ -+ PTQGTQ -+ F’lielT + P2§62§ (350)
alakba ahol példaul e'? = el Ae? = e3 Ne? = —e? A e, és Py = P3p = —P3. A A2C*-be
bedgyazott két qubit allapot alakja

W) = > Wylij) — Py = Uooe'® + Tgre'? + Uygel? + Wype'. (3.51)
1,j=0,1

Vegyiik észre, hogy a Py beagyazott allapotnak az alabbi fontos fizikai interpretacié adhato.
Irjuk az egyrészecske allapotok Hilbert terét reprezentalo C*-et a C2®C? ~ Hite ®H spin alakba.

ON)
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Ebben a képben gondolhatunk arra, hogy a két fermion két kiilonboz6 helyre lokalizalhato (gon-
doljunk példaul egy kétfeneki potencialgédor bal és jobb oldali részére) ugyanakkor két kiilonb6z6
spinbeallassal is rendelkezhet. Ebben a képben példaul az e'? bazisvektor annak a lehetségnek
felel meg amikor az 1-es helyen 1év6 fermion spinvetiilete "fel" allasban, mig a 2-es helyen 1évsé
"le" allasban van. Ennek a lehet&ségnek a komplex amplitidoja Wo,. Fontos felfigyelniink arra
is, hogy a fenti kétqubites értelmezés csak az egyszeresen betéltott dallapotoknak adhato. A két-
szeresen betdltdtt dllapotokra utald, az e'! és e?? bazisvektorokkal képviselt, lehetéségeket nem
engedjiik meg. Konnyt belatni, hogy a (3.47) alaku 4 x 4-es matrixokkal reprezentalt SLOCC
transzformaciok a (3.51) allapotokon a (2.24) alaku transzformacios szabalyt adjak. Rogton lat-
hato az is, hogy (normaélasi faktoroktol eltekintve) az altalanos P kétfermion allapotra definialt
(3.21) Osszefonodottsagi meértek a Py allapotokon a két qubit konkurrencia (2.17) kifejezésére
vezet.

3.2.4. Fermionikus beagyazott rendszerek . El&fordulhat, hogy az egyrészecske al-
lapotok H = C2N Hilbert terén a szokéasos skalarszorzaton kiviil még egyéb extra struktira is
adott. Legyen példdul V = H és V-n adott egy

w:VxV=C (3.52)
nemdegeneralt, alternald bilineéris (szimplektikus) forma az alabbi modon. Vélasszuk az el6z6
alfejezetbdl ismert {eq,...,en, eg,...,ex} bazist. Ekkor a w-t az

wle;,e;) = —w(ez, e;) =1, wle;,e) =0, j#i (3.53)

Osszefiiggések definialjak. Nyilvin w az
w=eNe'+NE+-+eN e (3.54)

explicit alakba is irhat6. Ekkor az Sp(2N,C) C GL(2N, C) csoport V azon automorfizmusainak
csoportja melyekre

w(gv, gu) = w(v,u), u,v €V, g € GL(2N,C). (3.55)

Ekkor az Sp(2N, C) transzforméciokat ugy tekinthetjitk mint azokat a SLOCC transzformaciokat
melyek a szimplektikus strukturat valtozatlanul hagyjak. A kvantum informacioelmélet szem-
pontjabol tehat két fizikai allapotot ekvivalensnek tekinthetiink ha 6ket kolcsondsen egymasba
alakithatjuk olyan fizikai manipulacidokkal melyek matematikai reprezentansai tiszteletben tartjak
az egyrészecske allapotok terének extra szerkezetét. Matematikai szempontbol ezeknek a speciélis
osszefonodottsagi osztalyoknak a megtalalasa az Sp(2N, C) palyak osztalyozasaval egyenértéki.
A ANV* N-fermion allapotok terén azonban az Sp(2N, C) csoport reducibilis médon hat. Isme-
retes [FH91], hogy az
wAP=0 (3.56)

egyenletnek eleget tevs primitiv formak mar egy irreducibilis alteret alkotnak'®. Ertelmes feladat
tehét a primitiv formakkal reprezentéalt N-fermion allapotok SLOCC 6sszefonddottsagi osztalya-
inak vizsgélata.

A késbbiek soran szamunkra csupan az N = 3-as eset lesz érdekes. Ekkor A2CC® dimenzi6ja
(g) = 20. Az Sp(6,C)-re lesziikitett SLOCC hatas mar nem irreducibilis. A (3.56) feltételnek
eleget tevs invarians alteret a

(€II + €2§ + 635) A (P1T26112 =+ Plfgelig N P3§63§) =0 (357)

BFulton és Harris monografiajanak [FH91| 260. oldalan az irreducibilitas feltételét mint az w-val kontrahalt
N-vektorok kifejezésének eltiinését adjak meg. Tekintettel arra, hogy a késGbbiekben tisztaz6dé okokbol a fer-
mionikus allapotainkat N-formakkal és nem N-vektorokkal reprezentaltuk a megfelels feltételt esetiinkben (3.56)
adja.
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feltétel vizsgalataval konnyen megtalalhatjuk . A haromfermion allapotokat jellemzd 20 amp-
litud6 kompakt jellemzésére vezessiik be az alabbi jeloléseket

X1 X2 Xus P123 P131 Plﬁ
X=|Xo1 Xoo Xog| =[Py Pyzz Porz | (3.59)
X311 Xz Xss Pygs Psgr Pipp
Yii Y2 Yis Pryy Prsy I
Y = Yél Y22 Y23 = P§23 P§31 5 (360)
Y31 Y3 Yi3 Psy3 Ps3y Py

Ekkor a (3.57) feltétel eredményeképpen kapjuk, hogy az X és Y matrixok szimmetrikusak azaz
X=X, Yt=Y. (3.61)

Tehat a primitiv haromformékkal reprezentalt haromfermionallapotok invaridns altere 1 + 6 +
6 + 1 = 14 dimenziés. Figyeljik meg azt is, hogy az n , £ mennyiségek és az X, Y maétrixok
diagonélis elemei éppen a beagyazott haromqubit rendszerek amplitudoéit adjék. Ezekre mint
tudjuk egyszeresen betoltott allapotokra is gondolhatunk. Tehat a (3.61) kényszerek csak a
tobbszordsen betoltott allapotok amplitudojaira adnak megszoritast.

Erdemes még megjegyezni, hogy ha a primitiv hAromformak terét A3V *-val jeloljiik (V = C®)
akkor igaz a

NV =NV BwAV* (3.62)

dekompozici6. A primitiv formék itt megjelens komplementuma az Sp(6, C) hatéas hat dimenzios
invarians alterét adja. Ez az altér konnyen lathatoan a (3.59) és (3.60) matrixok antiszimmetrikus
részével kapcsolatos.

3.3. Haromfermion rendszerek

3.3.1. Harom formak a fizikAban . Hat, hét és nyolc egyrészecske allapottal rendelkezd
haromfermion rendszereket elGszor a mult szézad hetvenes éveinek elején a kvantumkémikusok
vizsgaltak [BD72]. Ezen modellrendszerek segitségével a fermionikus tiszta allapotokbol kap-
hato egyrészecskés marginalisok sajatértékei kozott fontos egyenlStlenségek fennéllasat figyelték
meg. A hat egyrészecske allapotos esetben sikeriilt azt is megmutatni [BD72, Rus07], hogy ezen
egyenlGtlenségek fennallasa sziikséges és elégséges feltételt ad arra nézve, hogy egy egyrészecskés
marginélist egy haromfermionos tiszta allapottal reprezentalhassunk. Az ezt kdvet6 harom év-
tized sorén a fenti hires N-reprezentalhatoségi probléma terén lényeges attorés nem tortént. A
tiszta allapotokra vonatkozo fermionikus N-reprezentalhatosagi problémat nemrégiben Klyachko
oldotta meg [AKO08, Kly06]. Kidertilt, hogy az egyrészecskés marginélisok spektruméra vonat-
kozo kényszerek egy konvex politopot definialnak. Jelenleg ezeknek az tigynevezett Gsszefond-
dottsagi politopoknak a szerkezete intenziv kutatasi teriilet [SGC13, WDGC13, BRGBS13|.

A kvantumos 6sszefonddottsag kontextusdban hat egyrészecske allapottal rendelkez harom-
fermion rendszereket, a matematikus S. Krutelevich [Kru07] Jordan algebrakkal kapcsolatos
munkassagat felhasznélva, elészor ezen dolgozat szerzGje vizsgalt Msc hallgatojaval [18] . Kide-
riilt, hogy ezekre a rendszerekre a SLOCC osztalyok szama (a trividlis osztalyt nem szamolva)
négy. Az osztalyok szerkezete a harom-qubit SLOCC osztalyok szerkezetével strukturalis hason-
latossdgot mutat. Természetesen a kiilonb6z6 dimenzios egyrészecske allapottokkal rendelkezd

14A masodik zaréjeles kifejezésben nem adnak jarulékot a {P123, P53, - . ., P33}, hanem csak a P ; tipust
amplitudok.
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haromfermion rendszerek SLOCC klasszifikaciojanak probléméaja mint a harom formék klasszifi-
kacidjanak problémaja 6,7,8 és 9 dimenziéban a matematikai irodalomban méar régota jolismert
[Rei07, Sch31, Gur35, Gur48, Gur64, BG78|'*,16,

Amennyiben a 6,7 és 8 kompler dimenzids vektorterekkel kapcsolatos harom formék he-
lyett 6,7 és 8 dimenzios valds sokasagokon értelmezett differencial harom forméakat tekintiink
megmutathato, hogy a sokasagok geometridjanak vizsgélataban bizonyos polinom invariansokon
alapulo funkcionalok alapvetd fontossagu szerepet jatszanak [Hit00, Hit01, Hit03]. Bizonyit-
hato [RSACO05], hogy ezek a funkcionalok az ugynevezett topologikus hirelmélettel kapcsolatos
hatasfunkcionélokkal [Wit88a, OSV 04| hozhatok kapcsolatba. A FLYQM diszkusszioja soran
tisztézzuk ezeknek a funkcionaloknak és a specialis Osszefonodott rendszereket jellemzs Gssze-
fonodottsagi mértékeknek a kapcsolatat [15]. Ehhez sziikségiink lesz a hat és hét egyrészecske
allapottal rendelkez6 haromfermion rendszerek geometridjanak alapos ismeretére.

3.3.2. Harom fermion hat egyrészecske allapottal. A negyedrendii invarians [18,
SL14b]. Legyen az egyrészecske &llapotok Hilbert tere V = CS és frjuk a haromfermionos

allapotunkat a
1
P= =P

3| 111213

alakba. Ekkor (3.37) és (3.38) alapjan a SLOCC transformaciok csoportja az alabbi modon hat

e Ne? Nets e NPV (3.63)

Piyiyis = 930979 Piujnjs ¢ € GL(6,C). (3.64)
Tekintsiik az alabbi 6 x 6-os matrixot!”

a 1 2111215 5
(Kp) b= 2'73'6(1 12 314%Pbi1i2Pi3i4i5- (365)
SLOCC transzforméaciok sordn Kp az alabbi médon transzformalodik
a a d c
(Kp)% + Det(g')g%.9"y" (Kp)%y- (3.66)

Mivel (3.37) miatt ¢’ a g inverz transzponaltja a fenti transzformacios szabaly réviden: Kp —
(Det(g)) " gKpg~". Ebbdl kévetkezik, hogy a Kp méatrix barmelyik hatvanyénak &tlososszege
egy relativ invarianst ad. Azonnal lathato, hogy Tr Kp = 0 tehat relativ invaridnsra a legegy-

szertbb jelolt'®
D(P) = %Tr (Kp)°. (3.67)
Valoban D(P) egy relativ invaridns a
D(P) — (Det(g'))*D(P). (3.68)

transzforméacios szaballyal.

15Ezen dolgozat szerzSje a [18] cikk publikalasa utan egy Ilka Agricola [Agr08] nevii matematikus tudo-
manytorténésztdl szerzett tudomast Walter Reichel [Rei07] tobb mint szaz évvel ezeltti munkajardl. A fiziku-
sok széhasznalataval élve, PhD dolgozataban Reichel megtalalta a hat és hét egyrészecske allapottal rendelkezd
haromfermion allapotok SLOCC osztalyait. Sajnos a régimédi formalizmus miatt Reichel dolgozata csaknem
olvashatatlan. Modernebb jelolésekkel Reichel eredményeit Gurevich kényvében [Gur64] taldlhatjuk meg.

16Arra a tényre, hogy a fizikusok mas kontextusban rendszeresen tjrafelfedezik a matematikusok eredményeit
egy masik j6 példat szolgaltat a harom qubit rendszerek klasszifikaciéja. A harom-qubit SLOCC osztalyokat meg-
ado6 hires Diir-Vidal-Cirac [DVCO00| cikk eredményei lényegében mar ismertek voltak a matematikusok szamara.
Ezt illetGen lasd példaul Gelfand, Kapranov és Zelevinsky konyvének 478. oldalat [GK94]. A probléma 2.5.1.
alfejezetben targyalt legkorabbi megoldéasa (1881) Le Paige [LP81] és E. Schwartz [Sch22| nevéhez fiz6dik

17Ebben az alfejezetben i, j,k,a,b,c =1,2,...6.

1877 1/6 faktor erededetét az alabbiakban tisztazzuk.
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Megmutatjuk, hogy a fenti mennyiség egy Gsszefonddottsagi mérték. Els6 lépésként csopor-
tositsuk a 20 amplitudot a (3.58), (3.59) és (3.60) formulaknak megfeleléen. Ekkor D(P) az
alabbi alakba irhato

D(P) = [¢n — Tr(XY)]? — 4Te(X*Y*) 4 4nDet(X) + 4€ Det(Y) (3.69)

ahol X% és Y* az X és Y matrixok adjungalt matrixai, X X* = X*X = Det(X)[ ahol I a 3 x 3-as
egységmatrix.

Vizsgaljuk most meg, hogy bedgyazott harom-qubit rendszerekre D(P) mit ad. A (3.45)
leképezésnek megfelelGen a P formébol egy olyan 4j Py forméat képeziink mely tugy keletkezik,
hogy a P 20 amplitudojabol azt a 8-at tartjuk meg melyek a (3.58) mennyiségeknek és a (3.59)
illetve (3.60) matrixok diagonalis elemeinek felelnek meg. Ekkor belathato, hogy D(Pg) (3.69)
kifejezése a harom qubit 6sszefonodottsag kapesan hasznalt (2.92) D(W) Cayley hiperdeterminéns
kifejezésébe megy at.

A (2.91) definici6 alapjan tudjuk, hogy a 7 = 4| D(¥)| mennyiség nem més mint az igyneve-
zett harmas Osszefonés, mely (normalt allapotokra) lévén egy a [0, 1] intervallumba esd Gsszefo-
nodasi monoton, egy jo dsszefonodottsagi mértéket definial. Azt is tudjuk, hogy ez a mennyiség
az Osszefonodottsag (2.90) megosztasaval kapcesolatos'®. Mindezek alapjan definidlhatjuk a

0<T =4/D(P)| <1 (3.70)

haromfermionos Gsszefonodottsagi mértéket ahol D(P) vagy a (3.67) vagy pedig a (3.69) formu-
lakkal szamitando.

A késébbiekben sziikségiink lesz a negyedrendd D(P) relativ invarians egy masik alakjara is.
Definialjuk A3V*-n a

|
{1 A VXAV S C, (PQ)— ﬁawklm"ﬂjkczlmn (3.71)
szimplektikus format. Legyen tovabba P az a dudlis harom forma melyet a (3.65) mennyiség
segitségével a
R .
P = ?Pabcea AN e’ A e, Pupe = Pbcd(Kp)da (372)
kifejezések definidlnak. Ekkor a kvartikus invaridns az alabbi alakban is irhato

D(P) = %{15, P}. (3.73)

Vegyiik észre, hogy a (3.72) formula, egy masik az eredeti haromfermion allapot amplitu-
doiban kdbos fermion allapotot definidl. Tovabba amennyiben a (3.65) méatrixot egy Kp =
(Kp)“beb@)ea endomorfizmus reprezentansaként fogjuk fel ekkor Tr K p = 0 miatt Kp € si(6,C) C
gl(6,C) és (3.33) felhaszalasaval kapjuk

1
(Kp)*P =~ Te(Kp)P + (Kp)*,e’ Ate, P (3.74)
azaz

~ 1

P= g(Kp)*P. (3.75)

D(P) # 0 esetén a P dualis forma segitségével definidlhatunk egy dudlis fermion dllapotot

. P

P=— . (3.76)

D(P)

19 Az 8sszefonodas megosztasaval kapesolatos (2.96) relacio fermionikus altalanositasat illetden lasd a [SL14a]
dolgozatot.
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A dualis allapotra igazak az alabbi 6sszefliggések
D(P)=D(P), P=-P (3.77)

Vegyiik észre azt is, hogy (a P mennyiséggel ellentétben) (3.68) és (3.76) miatt P nem szed fel
a SLOCC transzformaciok determinansaval kapcsolatos faktorokat?C.

3.3.3. Harom fermion hat egyrészecske allapottal. SLOCC osztalyok [18]. A
A3V* harom formak V = CS esetén torténd klasszifikdciojat el6szor Walter Reichel [Rei07] adta
meg 1907-ben. Ez a klasszifikacio megfelel a hat egyrészecske allapotos haromfermion rendszerek
SLOCC Kklasszifikaciojanak [18]. A trivialis osztalyt is szamolva Osszesen 6t Gsszefonodottsagi
osztaly van. Legyen €% = ¢! A el A eF ahol i,j,k € {1,2,3,1,2,3} = {1,2,3,4,5,6}. Ekkor a
nemtrivialis osztalyok normélt reprezentansai az alabbiak

Hmz:%@%+éﬁ+éﬁ+8@x D(P)#0, P#0, TI(P)#0 (3.78)
Py = %(e123 +eP ) DP)=0, P#0, I(P)#£0 (3.79)
Prrspp = %(6123 +e), DMP)=0, P=0, II(P)#0 (3.80)
Pspp=¢,  DP)=0, P=0, II(P)=0. (3.81)

Itt a reprezentansokon kiviil megadtuk a (3.69) negyedrendid invarians a (3.72) kovarians és a
(3.39) Pliicker relaciok jellemzs értékeit is. A reprezentansokat Py alakba irtuk ezzel utalva
arra, hogy ezeket a (3.45) formulaval adott f beagyazis révén harom qubit Osszefonodottsagi
osztalyoknak feleltethetjiik meg. Valoban a (2.132)-beli allapot f altal létesitett képe Popz.
Megjegyezziik, hogy amennyiben Pgpz-re a (2.135)-ban hasznalt Hadamard transzformacionak
megfelels (3.47) SLOCC transzforméacioval a (3.38) szabaly szerint hatnank akkor eredmeényiil
a (e'?® + e'2%) /\/2 kanonikus GH Z-szerti alakot kapnank. Hasonléan ha a (2.81) W-osztalyba
tartozo harom qubit allapot f altal létesitett képére az I ® I @ ox operatornak megfelels (3.47)
transzformécioval hatunk akkor éppen Py -t kapjuk. f ekvivariancidja miatt ez harom qubit
nyelven az
1 1
V3 V3
egyenlGség fennallasanak felel meg. A fennmaradd Pgrsgpp és Pspp allapotokat azonnal kapcso-
latba hozhatjuk a biszeparalhato |0) @ (]00) 4 [11))/+/2 és szeparalhaté [000) reprezentansokkal.
Figyeljiink fel azonban arra a fontos tényre, hogy a 3.2.3. fejezetben mondottak szerint a GL(6, C)
fermionikus SLOCC csoport leghévebb olyan részcsoportja melyre nézve a W C A3V* bedgyazott
harom qubit altér invarians a G = Ss x G csoport ahol G = GL(2,C)*3 a szokésos SLOCC cso-
port. Erre a permutéaciokkal kombinalt G SLOCC csoportra nézve az A(BC), B(AC) és C(AB)
tipusi SLOCC osztalyok reprezentansai méar ekvivalensek. Ez felel meg annak a ténynek, hogy a
fermionikus esetben az f bedgyazas képtartoméanyaban mar csak egyetlen biszeparalhato osztaly
van.
Lathatoan a (3.78)-(3.81) reprezenténsokkal jellemzett osztélyokat jellemezhetjiik a D(P) re-

(1000) + |011) + [101)) = (I ® I ® 05)—=(|001) + |010) + |100)) (3.82)

lativ invarians a P kovarians és a II(P) (3.39) Pliicker relaciok vizsgalataval. Ez utobbi relaciokat
esetiinkben az elegans
nX =Y* &Yy = x4, &nl = XY (3.83)

20A dualis haromfermion 4llapot tehat ugyanugy viselkedik a SLOCC transzforméaciokkal szemben mint a
szokasos P allapot. Azonban ezt az allapotot csak a D(P) # 0 allapotokra definialjuk.
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alakba irhatjuk, ahol az (z,y, X,Y") mennyiségek definicioit illetGen lasd a (3.58), (3.59) és (3.60)
formulakat.

Ennek az alfejezetnek a f6 eredményeként egy-egyértelmii megfeleltetést talaltunk két nagyon
kiilonb6z6 6sszefonodott rendszer SLOCC osztalyai kozott. A kapott megfelelés hat egyrészecs-

ke allapottal rendelkez6 harom fermion rendszerek és harom qubit rendszerek kozott all fenn
[Ehr99, 18]. Matematikailag

A? C®/GL(6) + (C* ® C* ® C?)/(GL(2) x GL(2) x GL(2) x S3). (3.84)
Fontos még megjegyezniink azt is, hogy a kevésbé trivialis
AN C/U(6) « (C2@ C? @ C?)/(U(2) x U(2) x U(2) x S3). (3.85)

bijektiv megfelelés is igaz. Ez azt jelenti, hogy a permutaciokkal kombinalt lokélis unitér Gssze-
fonodottsagi osztélyokra is egy-egyértelmi kapcsolat létezik [CDGZ13, CDGZ14]. Nyilvan a
(3.85) megfelelés a kvantum informacioelméletben sokkal fontosabb tekintettel arra, hogy valosa-
gos kvantumos manipulaciokként a lokalis unitér transzformaciok egyszertibben megvaldsithatok.
A FLYQM soran azonban a (3.84) megfelelés bizonyult fontosabbnak.

Alfejezetiink lezarasaként illusztraljuk a (3.70) dsszefonodottsagi meérték szerepét. Tekintsiik
az alabbi két allapotot
1

1
%(\/53135 + e216), Py = %(6123 1315 4 (156), (3.86)

Ekkor az egyrészecskés marginalisokra vonatkozo révid szamolas mutatja?!

P =

2 00 000
01 0 000
110 0 2 0 0 O
01(P1) = 01(P) = 310 001 0 0 (3.87)
000 0 20
0 00 001
azaz a marginalisok ugyanazok?2. Azonban mivel
8
T(h) =3,  T)=0 (3.88)

az Osszefonddottsagi mértékek kiilonbozék. Tehat P biztosan Osszefonodott és Py vagy Osszefo-
nodott vagy biszeparalhaté vagy szeparalhato. Azonban (3.72) alapjan kapjuk

- 2
P, = —5\/36135 40 (3.89)

s igy (3.80) és (3.81) miatt P» nem lehet se szeparalhaté se biszeparalhato, azaz Py és Py két
kiilonb6z6 SLOCC osztéalyba tartozo sszefonddott allapot. A fenti két Gsszefonodott allapotot
tehat a marginélisok sajatértékeinek vizsgalataval nem, de a 7 mérték kiszamolasaval mar meg
tudjuk kiilonboztetni.

215 marginalisok definici6jaban a kvantumkémiiban hasznalatos Tr ¢ = N normalast hasznaltuk, ahol N a
fermionok szama.

22Figyeljiik meg, hogy a sajatértékeket a A1 > A2 > ...\ nemndvekvs sorrendbe irva teljesiilnek a A; +
M_i=1,i=1,2,...6 és a A5 + A\¢ > A4 feltételek [BD72]. Ezek a 3-reprezentalhatosag sziikséges és elégséges
feltételei [BD72, Rus07].



dc_1382 17

3.3. HAROMFERMION RENDSZEREK 65

3.3.4. Fermionikus GHZ-szeri allapotok [15]. Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy a
haromfermion hat egyrészecske allapotos rendszerek Osszefonodottsagi lehetSségeit a (3.78) és
(3.79) osztalyokat reprezentdldo Pgpy és Py allapotok fémjelzik. Ezen allapotok osztalyait a
D(P) invarians és a P kovarians jellemzi. A GHZ-szerti osztaly az agynevezett "stabil" SLOCC
osztalynak felel meg. Ez azt jelenti hogy a Pgyz allapot Zariski topolégiaban vett tetszéleges
kornyezetében talalhatunk SLOCC ekvivalens allapotot. Mas szoval a hat egyrészecske allapotos
haromfermion &llapotok terében a "GHZ-szeri" osztaly egy nyilt strti SLOCC palyat alkot.
Ez a fontos tény azzal kapcsolatos, hogy a fermionikus allapotvektorok a SLOCC csoporthatasra
nézve egy prehomogén vektorteret alkotnak a SLOCC csoporthatéasra nézve. A fenti tulajdonsagu
vektortereket a milt szazad hetvenes éveiben Sato és Kimura osztalyozta [SK77]. Latni fogjuk,
hogy a dolgozatban tanulmanyozott specidlis 6sszefonodott rendszerek csaknem mindegyike a
Sato-Kimura klasszifikicios séma valamelyik esetének felel meg. Ez a megallapitas a stabilitéds
fent emlitett eszméjével kombinalva a dolgozat masodik felében alapvetd fontossagunak bizonyul.

Mutassuk meg, hogy a stabil palyan beliil egy adott allapotot mindig kanonikus GHZ-szerd
alakba transzformalhatunk! A Py = e!23 4 ¢*5¢ kanonikus GHZ-szert allapotra a (3.65) matrix a
diagonalis {1,1,1,—1,—1,—1} alakot olti. Ekkor D(Py) = 1 tehat a (3.76) dualis haromfermion
allapot alakja

By = —i(e'? — 99). (3.90)

Ebbdl lathatéan a Py + ipo és Py — i]so allapotok teljesen szeparalhatéak. Mivel P és P a
SLOCC csoporttal szemben kovaridns modon transzformélédnak ezért a fenti alakt komplex
linearis kombinaciokra a szeparabilitasi tulajdonsag 6rzédik. Ezért tetszdleges D(P) # 0 alakia
allapotra az

QL =P+iP (3.91)
allapotok teljesen szeparalhato egydeterminans allapotok. Mas szavakkal a D(P) # 0-val jellem-
zett "GHZ-szertd" SLOCC osztaly tetszéleges eleme felirhato a

p:%m++ng (3.92)

kanonikus alakban, ahol a (3.91) egydeterminans komponensek megtalalasahoz a (3.76) és (3.72)
képletekkel adott mennyiségeket kell kiszamitanunk. Megjegyezziik, hogy a kanonikus alakra
hozés fenti modszere teljesen analdg a harom qubit rendszerekre mar targyalt hasonlo eljaras-
sal?3. A fermionikus rendszerek altal biztositott perspektiva azonban jelentGs egyszertisddést
jelent. Ennek oka az, hogy harom qubit rendszereinket a 2.5.3.-beli a permutéciés szimmetriat
sért§ formalizmus helyett most egy a permutécios szimmetriat tiszteletben tarté formalizmus
segitségével targyaltuk.

3.3.5. Valos fermionikus SLOCC osztalyok [15]. A késSbbiekben sziikségiink lesz a
valos fermionikus SLOCC osztalyokra is. Ekkor V = R® és a megfelels6 SLOCC csoport GL(6, R).
A trivialis osztalyt nem szamolva, a komplex eset 4 osztalyaval szemben, 5 SLOCC osztalyt
kapunk. Az extra SLOCC osztaly a GHZ-szerd osztaly két osztalyra torténs felhasadasabol
adodik. Az egyik osztalyra D(P) > 0 a méasikra D(P) < 0. A jelenség teljesen analog a
valos harom qubit rendszereknél mar targyalt jelenséggel. A (3.45) f : |¥) — Py beagyazés
segitségével a két osztéily reprezentansai a

1

PG Z, 5(6123 6156 6264 6345) (3.93)
1

P 7 5(6123 6156 6264 6345) (3.94)

23Vessiik dssze a fentiekben hasznalt Ssszefiiggéseket a (2.112), (2.115), (2.116) és a (2.120) dsszefiiggésekkel.
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alakba irhatok. Itt a Payz, allapotok a (2.131) és (2.132) formulakkal jellemzett |GH Z) harom
qubit allapotok f &altal létesitett képei.
Legyen

sa 1
(123 4 ¢156), FL28 = (123 _ ¢45:6) (3.95)

V2

F1,2,3 —

Sl

egy Uj bazis V-n ekkor
1

fbHZ+::V@(Fm3+<Fm3) (3.96)

Hasonl6an amannyiben a V' ® C komplexifikalt téren

1

—_— 1
FL23 _ eli23 | 156, F123 — o123 _ ;45,6 3.97
7! ) - ) (397)
akkor a (3.76) definicioban szerepls P dualis fermion allapot tiszta képzetes valasztassal®*
1 _
Porz = —=(F'% + F123), (3.98)

V2

Nyilvan a fenti formulak specialis esetei az el6z6 alfejezetben targyalt (3.91) és (3.92) formu-
lakon alapul6 kanonikus dekompozicionak. Ha D(P) > 0 akkor a (3.76) definiciban szerepls P
duélis fermion allapot tiszta képzetes tehat a (3.91)-ben szerepls Q4 teljesen szeparalhato egy-
determinans komponensek valosak. Masrészt ha D(P) < 0 akkor P dualis fermion allapot valos
tehat a Q4 és Q_ egymés komplex konjugaltjai. Ebben az esetben tehat csak a komplexifikalt
V ® C térben irhaté fel kanonikus GHZ-szerd alak.

Az utobbi esetben legyen

Jp = _Kr (3.99)

V-D(P)
Ekkor Klg_, = D(P)I miatt
Jb =1 (3.100)

Ez azt jelenti, hogy amennyiben adott egy olyan P valds harom fermion 4llapot melyre D(P) < 0
akkor az egyrészecske allapotok valés V = RS terén P egy Jp komplex struktirdt definial. A
(3.97) képletekbdl lathato, hogy a Pz speciélis esetben éppen a kanonikus komplex strukturat
kapjuk. A (3.98) kanonikus eléallitds azt mutatja, hogy az altalanos esetben az ilyen P &ltal
definialt komplex strukturéaval ellatott hat dimenzios téren P egy holomorf és egy antiholomorf
haromforma osszegeként allithat6 els. Ekkor célszerd a (3.91)-ben definialt Q4 és Q_ formak
helyett az (3,0) tipust Q és a (0,3) tipust Q jelolést bevezetni. Ekkor?®

P = %(QJFQ). (3.101)
Jeloljiik most a hatdimenzios térfogatelemnek megfelel§ hat format az alabbi moédon
E=c'ne?Aed net Ae® Ael (3.102)
Ekkor
PAQ={P,Q}E (3.103)

24Feliilhtizassal most a komplex konjugalt mennyiségeket jeloltiik.
25FErdemes a fenti fejtegetéseket a 2.5.5.-ben elmondottakkal dsszevetni.
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ahol {,-,-} a (3.71)-ban definialt szimplektikus strukttra. Igy (3.73), (3.76) és (3.70) felhaszna-
lasaval kapjuk, hogy D(P) < 0 esetén?®

PAP=2/—D(P)E = /T(P)E. (3.104)

Mutassuk meg, hogy amennyiben a D(P) < 0-nek eleget tevs valos P haromformak ASRS

vektorterét egy a (3.71) altal meghatarozott szimplektikus formaval ellatott klasszikus mechanikai
rendszernek tekintjiik akkor a

H(P)=+/-D(P), Xpy=-P (3.105)
mennyiségek Hamilton fiiggvényt és neki megfelels Hamiltoni vektormezst adnak.
Valoban, tekintsiink egy P(t) fazistérbeli gorbét, ekkor P egy a gorbén értelmezett vektor-
mez6. Ekkor (3.101) felhasznalasaval

pP= %(QJFE), pP= %(Q—ﬁ) (3.106)
2027
s igy _
(P,P)E = %(QAQJFQ/\Q). (3.107)

Masrészt (3.104) .
V-D(P)E = iQ AT (3.108)

alakban is felirhatd, s igy ennek a derivaltjat (3.107)-val kombinalva kapjuk, hogy

;%\/_zmp)::{_P,P} (3.109)

ez pedig egy dH(v) = w(Xp,v) alakia kifejezés ahol w egy tetszleges fazistéren adott szimp-
lektikus forma, v a fazistér egy vektormez6je, dH (v) pedig a Hamilton fliggvény v irdny menti
derivaltja. Ezzel a (3.105) Osszefiiggést belattuk.

Végezetiil figyeljiink fel arra, hogy a (3.66) matrix egy olyan Kp = Kp®e® ® e, endo-
morfizmust definidl mely invertalhato és az atlostsszege zérus. Tehat Kp természetes modon
kapcsolatba hozhato azzal a p : ASRS — s1*(V) leképezéssel®® melyre P — Kp. Megmutathato,
hogy a fenti u leképezés az ugynevezett momentum leképezés [Hit00].

3.4. Harom fermion hét egyrészecske allapottal

3.4.1. Alapvet6 invariansok és kovariansok [15, SL14b|. Ebben a fejezetben hét egy-
részecske allapotos haromfermion rendszereket tekintiink. Legyen most V = C” és a haromfer-
mionos allapot reprezentansaként tekintsiink egy

1
P = 573]1]2]3611 Ael2 pels e N3V (3.110)

haromformat ahol {ef}7_, a V* tér bazisa®’. A SLOCC csoport most GL(V) = GL(7,C) és a
megfelels csoporthatas a megfelel valtoztatasok utan ismét a (3.64) alaku.
Tekintsiik az alabbi kovariansokat

1 S LuTs
(MA)BC = ﬁgABIlIZI&LLIO,PCIJQPISLJE) (3'111)

26Termeszetesen a T bevezetése csak a valés normalt haromfermion allapotok esetén értelmes. Ekkor a
PAP = \/T (P)E egyenlet egy szép Osszefliggést ad a haromfermion 4llapotok, a dualtjuk, és a T Osszefonddottsagi
mérték kozott. A FLYQM soran azonban az allapotok nem normaltak igy a 7 (P) bevezetésének nincs kiildndsebb
jelentdsége.

270 A Q = 0 hiszen Q = w1 A wz A ws valamilyen w; egy-formakra.

28 A Tr(XY)skalarszorzat segitségével az sl(V) Lie-algebrat azonosithatjuk a duéltjéval.

29Ebben a fejezetben I, J, A, B,C =1,...7 illetve i, j,a,b,c=1,...6.
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1 A

Nap = ﬂé‘h12131415“"177%1112733131477151617 (3.112)

LAB = (M4)C (MB)P .. (3.113)
A kovaridnsok transzformacios tulajdonsagait a

F

(M*)? o (Detg')g” pg® pg'c” (MP)F (3.114)

Nap ~ (Det )9’ 4“9 5" Nep (3.115)

L% (Det ¢')?g” cg” pLOP (3.116)

formulak mutatjak.

Célszeri a hét egyrészecske allapotos esetiinket visszavezetni az el6zGekben tanulméanyozott
hat egyrészecske allapotos esetre. Ebbdl a célbdl a hét komplex dimenziés V' vektorteret egy
hat és egy az ey vektor altal kifeszitett egy dimenziés vektortér direkt Gsszegére bontjuk. Ekkor
irhato, hogy

P=P+wAe’ (3.117)
ahol P (3.63) alaku és

1 . .
w = iwijez N el (3118)

egy két forma. Ezzel a 35 = 20 + 15 felbontassal a P harom forma komponenseit elegans médon
jellemezhetjiik.
Az N és L kovariansokbol az alabbi hetedrendt relativ invarianst képezhetjiik
1 1
J(P) = 24327 24327
ahol az invaridns normaéalasat a késGbbiekben tisztazzuk. SLOCC transzforméciokkal szemben a
fenti relativ invarians a

Tr(LN) = LABN4p (3.119)

J(P) — (Det g )T (P). (3.120)

modon transzforméalodik.
A (3.117) felbontast felhasznalva a J(P) invarians meglehetGsen komplikalt alakd. Tegyiik
fel azonban, hogy a (3.118) két forma a V hatdimenzios részén egy szimplektikus forméat definial

és koveteljiik meg, hogy P kompatibilis ezzel a szimplektikus strukturaval. Ez azt jelenti, hogy
a (3.56) feltétel teljesiil és ekkor (3.65) és (3.69) felhasznaldsaval kapjuk>®

- () (1)

- (28) )

ahol
Pf(w) = ﬁs”“m"wijwklwm (3.123)
€S
QY = ésijklm%klwmn. (3.124)

A fenti két kovarians kifejezésében a szimplektikus struktirara és a P haromformara vonatkozo
informécio tehat faktorizalodik. Vegyiik észre, hogy az N matrix szimmetrikus tehit w és K
antikommutél. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy

J(P) = in(w)D(P). (3.125)

30A (3.65) definicioban szerepls 6 X 6-os matrixot az egyszeriiség kedvéért most a P index elhagyasaval K-val
jeloltiik.
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Hasznos relativ invariansként definialhatnank még a Det(IN) vagy a Det(L) mennyiségeket.
Azonban kénnyen belathato, hogy ezek egyike sem fiiggetlen a (3.119)-ben definialt J(P) relativ
invarianstol. Valoban példaul (3.121) felhasznalasaval Det(IN)-re kapjuk, hogy

Det(N) = —6 - (9Pf(w)D(P))? (3.126)

tehat aranyos a (3.125) invarians kébével®!.
Amennyiben V = R7 a specialis holonémiaji sokasagok elméletében gyakran felttinik a
szimmetrikus [RSACO05, Hit00, Hit03, Bry87]

1
méatrix. A (3.119)-ben hasznélt normalassal ekkor a fenti matrix determinansara az elegéns

DetB = (J(P))* (3.128)

Osszefiiggést kapjuk.

Mivel a J (P) relativ invarians (3.125) miatt természetes modon kapcsolatba hozhato a (3.70)
fermionikus 6sszefonodottsagi mértékkel, ezért a (3.119) mennyiség abszolutértékét egy megha-
tarozott konstanssal szorozva azt egy Osszefonddottsagi mértéknek tekinthetjiikk. A konstans
értékét célszeri ugy valasztani, hogy az egy meghatarozott normalt dsszefonodott reprezentans-
ra az 1 értéket szolgaltassa. Szerencsére a kovetkezs alfejezetben kideriil, hogy pontosan egy
olyan SLOCC osztaly van amelyre a fenti mérték zérustol kiilonb6z6 értéket ad. Tehat a fenti
konstans faktort ezen osztaly egy alkalmas reprezentansa segitségével célszerd rogziteni. Ez a
jelenség a hat egyrészecske allapotos esetre emlékeztet, ahol ez a SLOCC osztély a "GHZ-szerd"
osztaly volt a (3.78) reprezentanssal, melyre a (3.70) mennyiség értéke 1.

3.4.2. SLOCC osztalyok [15, SL14b]. A hét egyrészecske allapottal rendelkezd ha-
oldotta meg [Rei07] 1907-ben. Az eredmény csaknem negyed évszazadra a feledés homalyaba
meriilt. 1931-ben Schouten [Sch31]| egyszertibb modszerek alkalmazéséval reprodukalta Reichel
eredményeit, ugyanakkor kideritette hogy Reichel klasszifikdcidja nem teljes. A nemtriviélis osz-
talyok szama nem hét hanem kilenc. A SLOCC osztalyok egyike tobb szempontbdl is hasonlo
szerepet t0lt be mint a GHZ-osztaly a harom qubit rendszerek és a GHZ-szerd osztaly a hat
egyrészecske allapotos haromfermion rendszerek esetén.

Jeloljiik a hétdimenzios komplex V' vektortér dualis terének kanonikus bazisvektorait e”-val
a hatdimenzioés altér bazisvektorait pedig e®-val. Tekintsiik az aldbbi komplex linearis kombina-
ciokat

EL23 — o123 | Z-e4,5,6’ EL23 — o123 _ Z-64,5,6’ E7 = ie". (3.129)
Ekkor a hat egyrészecske allapotos eset G H Z-szerti allapotainak reprezentansa a szokasos
E123 Eﬁ _ 2(6123 — 156 4 o246 _ 6345) (3.130)

allapot. Adjuk ehhez az allapothoz az (E'' + E?2 4+ E3%) A E7 allapotot. A fenti 1j allapot
egy maximalis ranga szimplektikus két forma kanonikus alakjat tartalmazza komplex alakban.
Vegyiik észre, hogy az igy keletkezs Py allapot (3.117) alaki ahol a P és w komponens formak
mindegyike nem degeneralt®?. Ekkor irhato, hogy

1 — — _ _
P, = = (E123 4+ BBy pIT7 | poan +E337) (3.131)
_ 6123 _ 6156 T 6246 _ 6345 + e147 4 6257 4 6367.
31 Ttt kihasznaltuk, hogy Det(K) = —D3 mely a K2 = D1 és a Tr(K) = 0 formulakbél és a Newton
identitésokbol adédik, tovabba felhasznaltuk azt is, hogy Det(w) = (Pf(w))?.
32Definici6 szerint a P haromforma nem degeneralt ha D(P) # 0.
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A Py allapotot a hét egyrészecske allapotos eset GHZ-szert allapotanak fogjuk hivni.
Mutassuk meg, hogy a fenti allapot valoban sok szempontbol "GHZ-szertien" viselkedik!
Elgszor is egy rovid szamolés mutatja, hogy

Bry =617, J(Py) =1 (3.132)

azaz akarcsak a szokdsos GHZ allapotokra az alapvetd relativ invarians a megfelel6 SLOCC osz-
talyon nem zérus. Mésodszor, ha a Py allapotot egyre norméljuk és kiszamoljuk az egyrészecskés
marginalisokat?? akkor kapjuk, hogy

L 1
=zl
A kapott marginalis, akarcsak a kanonikus harom qubit GHZ allapot esetén, teljesen kevert
allapotot reprezental.

A fenti reprezentans GL(7,C) palyaja egy specialis SLOCC osztalyt hataroz meg. A palya
nyilt a Zariski topologidban és a prehomogén vektorterek egy tjabb példajat szolgaltatja [SK77].
Fizikai szempontbol ez azt jelenti, hogy amennyiben talalunk egy olyan P haromfermionos al-
lapotot melyre J(P) # 0 akkor ennek tetszsleges kornyezetében is talalhato egy vele SLOCC
ekvivalens hasonlé tulajdonsagu allapot. Az ilyen tulajdonsagu allapotokat reprezentald formé-
kat stabil formaknak nevezik [Hit01] . Altalaban APCN-ben a nyilt GL(N, C) palyak létezésének
sziikséges feltétele N2 > (I;[) Figyeljiik meg, hogy p = 2-re a feltétel mindig, de p = 3-ra csak
N < 8-ra teljesiil. Legyen

p1 = Tras [Po) (Po (3.133)

Gp={9€GL(7,C|P = g*P} (3.134)
egy tetszéleges harom forma izotrépia csoportja. Ekkor a nyilt GHZ-szertt SLOCC-osztalyba es6
allapotokra

dim Gp = dim GL(7,C) — dim A*C” = 14. (3.135)
Friedrich Engel 1900-ban megmutatta [Eng00], hogy a fenti izotropia csoport a Go egyszeri
kivételes csoporttal izomorf>*. Pontosabban [SK77]

Gp =GS x {e1|e® =1} (3.136)

ahol 1 a 7 x T-es egységmatrix. Ismeretes, hogy a G5 kivételes csoport az @ okténio algebra
komplexifikaltjanak automorfizmus csoportja [FH91]|.

Mutassuk meg, hogy a Py allapot nemzérus amplitudéiba valéban az okténidk szorzoétab-
laja van "belekodolva"! Tekintsiik az abran lathato Fano sikot®>. A Fano sik pontjait cimkézs
el,...,e" szimbélumok most kettSs szerepet tdltenek be. Egyrészt a mar megszokott V* vek-
tortér bazisvektorai, masrészt egy olyan egység elemmel rendelkezé kompozicios algebra® elemei
ahol a szorzas miiveletét a nyilak segitségével az alabbi moédon definidljuk. A nyilak irdnya-
ban haladva két elem szorzata ciklikusan mindig a harmadikat adja. Ha a nyillal ellentétesen
haladunk akkor a harmadik negativjat. Példaul

e?et = —ete? = €8, el = —efet =2, €8e? = —e2ef = ¢t (3.137)

33Bérmelyiket elég, hiszen a részecskék megkiillonboztethetetlensége miatt a marginalisok egyenlsk. Az
egyrészecskés marginalisok most 7 X 7-es matrixok.

34Engel cikkében taladlhat6é annak bizonyitasa is, hogy pontosan egy stabil palya létezik. Engel muatta meg
azt is, hogy a J hetedrendi polinom létezik és a (3.128) kapcsolatban kell, hogy legyen azzal a nemdegeneralt
szimmetrikus bilinearis forméaval melynek B matrixat (3.127)-ben definialtuk.

35A Fano stk a Zo két elemi test feletti projektiv sik. A Fano sik pontjai az {1,2,3,4,5,6,7} halmaz egy
elemt, az egyenesei pedig a halmaz harom elemi részhalmazainak feleltethet6k meg. Az abra csak a pontok és
az egyenesek incidenciajat hivatott érzékeltetni. Az abra igazabol az iranyitott Fano sik ahol minden egyenes
szakasz egy a nyil irdnyaban ciklikusan korbejart korként képzelendd el.

36A ¢ algebra kompozicios algebra ha rajta megadhaté egy olyan kvadratikus N : C — R forma (a "norma")
melyre Vz,y € C esetén N(zy) = N(x)N(y).
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3.1. abra. A Fano sik.

Az el baziselemeket képzetes egységeknek képzeljiik el melyekre

(el)? = —€° (3.138)
ahol €” az algebra egység eleme. Ekkor a komplexifikalt okténidalgebra egy tetszéleges o elemét
ao= Z;ZO orel kifejezéssel értelmezziik, ahol o7 € C. Az abra alapjan ellenérizhets, hogy az
oktoénioszorzas nem asszociativ.

Konnyen megmutathato, hogy a 3.1. 4bran lathaté médon cimkézett Fano sikot nem csak az
oktoniok szorzotablajanak memorizalasara, hanem a stabil SLOCC osztéalyba tartozo Py harom-
fermion allapot szerkezetének megértésére is hasznalhatjuk. Valoban, felejtkezziink most el arrél,
hogy V*-nak kompozicios algebrai struktira adhato, és legyenek a Fano sik pontjainak cimkéi a
bazis egy-formak. Ha az egy egyeneshez tartozo egy-formékat a nyilnak megfelel6 sorrendben ék
szorozzuk majd a kiilonb6z8 egyenesekhez tartozé teljesen szeparalhaté héarom formakat elgjel
helyesen 6sszeadjuk akkor éppen a P, allapotot kapjuk.

A kovetkezdkben a SLOCC 6sszefonodottsagi osztalyok reprezenténsainak elegans jellemzé-
sére egy a 3.1. abran alapulo képet hasznalunk[SL14b]. A trivilis osztalyt is figyelembe véve
6sszesen 10 SLOCC osztalyunk van.

I. Ez az osztaly a trivialis "NULL" allapotbol all.

I1. Az osztaly a teljesen szeparalhatd, egydeterminans alakban felirhaté "SEP" allapotokbol
all. Reprezentansul a

Pspp = 37 (3.139)
allapotot valasztjuk. Ez a Fano sik 367 egyenesének felel meg. A P, allapotbol egyetlen tagot
tartunk meg.

IT1. Az osztaly a biszeparalhaté "BISEP" allapotokbol all

Porspp = %7 + *7 (3.140)

reprezentanssal. Ez a Fano sik azon két 367 és 257 egyenesének felel meg melyek egy pontban
metszik egymast. A Py allapotbol két tagot tartunk meg.
IV. Az osztaly a hat egyrészecske allapotos esetnél mar megismert "W" allapotokbol all

Py = 246 — 345 _ (156 3.141
w

reprezentanssal. A Py éllapotbdl lathatéan most harom tagot tartunk meg. Ezek a tagok a Fano
sik 624, 435 és 516 egyenesei altal meghatarozott haromszoget hataroznak meg. Az allapotot a
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—e426 153 _ 156 alakba frva a szokésos 4,5,6 = 1,2, 3 jeldléssel a (3.79) W-allapot ellentettjét
kapjuk.
V. Ez az osztaly a hat egyrészecske allapotos GHZ-szerti osztallyal egyezik meg. A

Ponz = 6123 _ 6156 + 6246 _ e345 (3142)

reprezentans a Py allapot megfelel§ négy nemzérus amplitudot tartalmazo része. Az allapot gra-
fikus reprezentansaul az el6z6ekben méar targyalt egyenld oldala haromszoget célszert elképzelni
mely most a Fano sik 123 korét is tartalmazza. Egy ekvivalens kép: a GHZ allapot grafikus rep-
rezentansat kapjuk ha a Fano sik harom egy pontban metsz6 egyenesét elhagyjuk. Természetesen
ez az allapot a (3.130) kanonikus alakba is irhato.

VI. A (3.117) felbontasnak megfelelGen ennek az osztalynak a reprezentansaul a hétdimenzios
vektorteriink hatdimenzios alterén definialt w maximalis ranga szimplektikus formanak e’-vel
valo ék szorzatat valasztjuk (P = 0).

Psympnvrr =€+ e + e, (3.143)

A grafikus reprezentans a Fano sik harom egy pontban talalkozo egyenese. Fzen allapot komp-
lementuma az eléz8 pontban targyalt GHZ-allapot.

VII. Ezt az osztalyt a "SYMP/SEP" modon jeloljiik annak megfeleléen, hogy a (3.117)
elsallitasban a maximalis ranga szimplektikus forma mellett egy Psgp allapot is szerepel. A
reprezentans a Py allapot

PSY]WP/SEP — 6123 + 6147 + 6257 + 6367 (3144)

része. A grafikus reprezentans most egy korbdl és harom egy pontban metsz6 egyenesbdl all. Ez
a diagram a W-osztalynak megfelel§ diagram komplementuma.
VIII. Ennek az osztalynak a reprezentansa a

PSYMP/BISEP — 6123 o e156 + 6246 o 6345 + 6147 (3145)

allapot mely Py 6t tagjat tartalmazza. Az allapot els§ négy tagja épp a GHZ allapotot adja. Eh-
hez jarul egy teljesen szeparalt e'47 allapot. Az allapot struktirdjit azonban a "SYMP /BISEP"
révidités pontosabban jellemzi. Valéban a fenti allapot a P+wAe? alakban is felirhaté ahol most
a megfelel6 hatdimenzios altér e? kiegészit altere. Ekkor P = e!23 — !9 egy biszeparalhato
allapot, és w egy a kiegészits altéren definidlt maximalis ranga szimplektikus forma. A grafi-
kus reprezentacioban szerepls 6t egyenes komplementuma két egy pontban metsz6 egyenes, azaz
pontosan a II. osztalyt jellemz6 biszeparalhat6 allapotnél kapott elrendezés komplementuma.
IX. Ennek az osztalynak a reprezentansa a

PSYMP/W _ 6123 _ 6156 + 6246 _ 6345 + 6147 + 6257 (3146)

allapot mely elsé ranézésre a négytagu GHZ allapot és egy biszeparalhaté allapot kombinacio-
janak tekinthet6. Azonban ahogy a reprezentans elnevezése is stugallja az allaptot helyesebb két
darab harom tagbol allo allapot kombinaciojaként felfogni. Valoban, allapotunk ismét P +w A e?
alakba irhaté ahol most P = e!23 — 156 4 ¢257 a megfelels kiegészits altér W osztélyba tarto-
z6 allapota. A grafikus reprezentaciéo most hat egyenest tartalmaz mely a kézonséges teljesen
szeparalhato allapot egyenesének komplementuma.

X. Ez a stabil palyanak megfelels GHZ-szerti SLOCC ossztaly. Ezt az osztalyt a Py allapot
és a teljes Fano sik reprezentalja. A Fano sik komplementuménak az I. "NULL" osztaly felel
meg.

Ezzel mind a 10 osztaly reprezentansait sikeriilt a hat egyrészecske allapotos eset SLOCC
osztalyait jol lathatdo modon magaba foglalo alakra hozni. Valoban, az I.-V. osztalyok éppen
a hat egyrészecske allapotos osztalyok. A fennmaradd 6t osztaly reprezentansait pedig mindig
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felirhatjuk P + w A u alakban ahol P a fenti 6t osztaly kanonikus reprezentansa w egy maxi-
maélis Slater rangt kanonikus alaki szimplektikus forma, és u egy alkalmasan vélasztott bazis
egy-forma. A fenti megfontolasok eredményeképp nyilvanvald, hogy a reprezentédnsok alkalmas
E'.E? B3 E',E? E3 E7 bazis valasztassal mindig a 3.1. tablazatban szerepld kanonikus ala-
kokra hozhatok.

’ Név \ Tipus \ Kanonikus alak ‘

I NULL 0
1T SEP E123

111 BISEP E' A\ (E? 4 E%3)

v W E123 + E1Q3 =+ ED?’
VvV GHZ E123 + ETQ?

VI | SYMPL/NULL (EY' + E?2 4 E3¥) AN ET

VII | SYMPL/SEP (EY' + E®2 4 E3¥)\NE" + E'%3

VIII | SYMPL/BISEP | (EY + E*2 + E¥3)AE” + E' A (E® + E)
IX | SYMPL/W | (EYM4+E®2 +EB)AET+ E'» 4 12 L g1
X | SYMPL/GHZ (B 4 E22 L B3\ BT + (123 4 E133

3.1. tablazat. Hét egyrészecske allapottal rendelkezs haromfermionos rendszerek SLOCC oszta-
lyai.

3.4.3. Valos haromfermion allapotok [15]. A valds szamtest felett is megadhatok a
SLOCC osztalyok. Ebben az esetben V = R” és a G = GL(7,R) csoport hatésat kell tekinteniink
A"V*-n. Ekkor a hat dimenzios esethez hasonléan két stabil GHZ-szerti palyat kapunk. Az egyik
pélya reprezentansa tovabbra is a Py = P_ allapot ahol

P = 123 _ 156 | (246 _ 345 | 14T | (25T L (36T _ poo 4 A T (3.147)

ahol
wo = et 4 2 4 ¢3¢ (3.148)
és Popz_ most a nemnormaélt (3.94) allapotot jeloli. Ennek az allapotnak a G-beli stabilizatora a
GS komplex csoport valés kompakt alakja: G. Erre az allapotra most is a (3.132) Osszefiiggések
teljesiilnek, és az allapot geometriai reprezentansaul a 3.1. dbran lathaté moédon iranyitott Fano
sik szolgal.
A mésik valos stabil SLOCC osztaly reprezentansa a

Py o= el23 4 (156 _ o246 4 315 T (25T (367 _ Panz, —wo A o7 (3.149)

ahol Pgpz, most a nemnormalt (3.93) allapot. Az allapotra az (3.125) invarians értéke tovabbra
is egy, azonban a (3.127) méatrix most a diag{1,1,1,—1,—1,—1,—1} diagonalis alakot olti. En-
nek az allapotnak a G-beli stabilizitora a GS komplex csoport valés nemkompakt alakja®” : Gs.
Az allapot geometriai reprezentansaul tovabbra is a 3.1. abran lathatoé Fano sik szolgal, most
azonban a nyilak iranyitasat a (3.149) allapotban szerepls elGjeleknek megfelelGen meg kell val-
toztatnunk. Amennyiben a béazisvektorokat egy kompozicids algebra elemeinek tekintjiik akkor
az 0j elGjelkombinaciok most a split okténidk szorzétablajat adjak.

37é2 a split-okténiok automorfizmus csoportja. A split kompozicios algebrakrol lasd még a (2.4) fejezet
labjegyzetét.
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Vegyiik észre, hogy ha a (3.95) és a (3.97) egyenleteknek megfelels 1j linearis kombinaciokat
vezetiink be

F1,2,3 — 61,2,3 + e4,5,67 F1,2,3 _ 61,2,3 _ 64,5,6 F7 _ 67, (3150)

)

E123 = 123 456 EL23 — 123 _ o456 E; =ie’, (3.151)

akkor a fenti allapotok alakja

1 N — _ _
P =S(B 4+ B 4 (B + B 4+ B¥) A ET), (3.152)
Py = 5(F123 +F3B 4 (FY 4+ F2 L FB)AF). (3.153)

Innen lathatéan mindkét allapot komplex SLOCC ekvivalens a 3.1. téblazat X. osztalyanak
reprezentansaval azonban a (3.151)-ben szerepld képzetes egység jelenléte miatt P_ mar nem
valos SLOCC ekvivalens ezzel a reprezentanssal.
Legyen most

Gry=(J(P)"V3Byrs (3.154)
ahol a sziikséges definiciokat illetGen lasd a (3.127) és a (3.112) formulakat. Figyeljik meg, hogy
Gy egy olyan szimmetrikus méatrix mely SLOCC transzformaciok soran determinéns faktor fel-
szedése nélkiil, kdzonséges masodrendd tenzorhoz hasonldéan transzformélodik. Ez a viselkedés
teljesen hasonl6 a (3.76)-ben bevezetett dualis allapot viselkedéséhez. Mivel most V = R” a G
matrixot felfoghatjuk Ggy mint egy szimmetrikus bilinearis forma (metrika) méatrixat. Hangsu-
lyozzuk, hogy ezt a V' téren megadott extra struktirat olyan P haromfermion allapot definialja
mely a stabil palyanak megfelels GHZ szerii SLOCC osztalyba tartozik. Ekkor a metrika a
(3.128) képletnek megfelelsen nem degeneralt. A metrika szerkezete tovabb egyszertisddik ha
kikotjuk, hogy a haromfermion allapotot reprezentalé P haromformara teljesiil a (3.56) Ossze-
fiiggés. Ekkor a Gy matrixot és a G!7 inverzét a (3.121) és a (3.122) kovariansok specialis
szerkezetét felhasznalva az alabbi alakba frhatjuk

Gp = j‘l/?’(’P) (%%K —P(E(w)> (3.155)
1Ko
Gl =T 3 (P) ( 2({{ —ig(P)> (3.156)

ahol a felhasznalt definiciokat illetGen lasd a (3.117), (3.65), (3.67), (3.123), (3.124) és (3.125)
Osszefiiggéseket. Konnyen ellendrizhets, hogy a (3.147) és (3.149) allapotokra G'p_ és Gp, a
7 x T-es egységmatrix illetve a {1,1,1,—1,—1, -1, —1} diagonéalis méatrix.

A (3.154) metrika segitségével minden GHZ szert val6s®® haromfermion allapothoz definial-
hatunk egy duélis négyfermion allapotot. Ezt az allapotot a megfelel P haromforma G-metrikara
vonatkozé Hodge dualtja adja

IJKL
)

1
#P =7 * Pryxre *Prixrn = GlerskpapcPAPC. (3.157)

3!
Hangsualyozzuk hogy a Hodge dualt fenti definicioja a P forma aktualis alakjatol fiigg ezért he-
lyesebb lenne a * jelolés helyett a xp jelolést hasznalni. Emlékeztetiink arra is, hogy a PI/K
kompnenseit a P jxkomponensekbdl a (3.156) inverz metrika segitségével, indexfelhuizassal kap-

juk. Figyeljik meg, hogy a duélis allapot nemlinearis modon fiigg az eredeti allapottol.
A (3.147) és (3.149) inekvivalens allapotokra kapjuk

D(Ponz )= -4, Plw)=-1, JP_)=1 (3.158)

38Termeészetesen az alabbi definiciékat formalisan a komplex esetben is hasznalhatjuk. Ekkor azonban a Gz
matrix komplex lesz.



dc_1382 17

3.4. HAROM FERMION HET EGYRESZECSKE ALLAPOTTAL 75

D(PG’HZ+) = 47 Pf(—wo) = 1, j(’PJr) =1. (3159)
Osszhangban a (3.125) képlettel. Tekintettel arra, hogy mindkét esetben a metrikdk diagonalis
matrixok kapjuk hogy

1
«P_ = (456 _ 234 | (135 _ 126) p (T 5(614 + % 4 e36) A (el + €2 4 €56) (3.160)
1
* Py o= (0 4 3% — 135 1 126) AT 1 5(614 + €2 + ) A (e + e + %) (3.161)
A (3.72) és a (3.148) felhasznalasaval és a
A~ p:t
Po=F——— (3.162)
D(Py))
valos duélis allapotok bevezetésével®® a fentiek helyett irhato, hogy
A 1
«Pr =P Ne' £ %0 Awo (3.163)

Ez az Osszefiiggés azt mutatja, hogy a hét egyrészecske allapotra definialt dualitds a hat egyré-
szecske allapotra definialt dualitdssal hozhat6 kapcsolatba.

Hasznos a fenti specialis esetekben megfigyelt szabalyossagokat altalanosabban a P A w = 0
eseben is felirni. Ekkor (3.156) felhasznalasaval kapjuk, hogy

DA LT
_ 13 wAw 2P ANe 3164
#P=J7(P) <2Pf(w) D(P) (3.164)
Ezt a kifejezést ék szorozva P = P 4 w A e”-vel kapjuk, hogy
1
—PA#P = TYV3(PYEA €T (3.165)

ahol E a (3.102)-ban definialt hatdimenzios térfogatelem. Ezt az Osszefiiggést érdemes Gsszevetni
a hat egyrészecske allapotos esetre kapott (3.104) Osszefiiggéssel. Az Osszefiiggések kozos vonasa
az, hogy mindkettGben egy az eredeti allapottol fiiggd duélis allapottal torténs ék szorzas a
megfelel§ térfogatelemmel szorzott alapvets Gsszefonddottsagi mértéket adja.

Az alfejezet lezarasaként egészitsiik ki az alapvetd fontossagi (3.165) és (3.104) Osszefiiggé-
seinket az utébbi valos esetben érvényes

%P/\f? = /|D(P)E (3.166)

alakjaval és a
1
5Y AwAw = Pf(w)E (3.167)

Osszefiiggéssel. A 3.1.1. fejezetben elmondottak szerint az w két format tekinthetjiik egy hat egy-
részecske allapottal rendelkezé kétfermionos rendszer matematikai reprezentansanak. Belathato,
hogy a (3.167) jobb oldalan megjelens Pf(w) relativ invaridns egy sszefonodottsagi mértéket
ad?’. Tovabba, a SLOCC osztalyokat a kiilonbozs Slater rangi allapotok adjak®!. A maxi-
malisan Osszefonodott kétfermion allapotoknak tehat a maximélis (harom) Slater rangd, nem
degenerdlt két formak felelnek meg. Ezekre Pf(w) # 0.

39A valés esetben bevezetett (3.162) dualis allapot definicidja a két kiilonbozs valéos SLOCC osztéilyra egy

el6jelben kiildnboézik. Ez a definicié a komplex esetre korabban bevezetett (3.76) definicioval csak a P_ allapotra
konzisztens.

40Valéban, a négy egyrészecske allapotos kétfermion rendszerre megjelens (3.21) mérték is egy Pfaffian
kombinaci6.

41A Slater rang definiciéjat illetGen lésd a (3.6) kanonikus alakot.
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Tekintslink most egy valos kétfermionos és egy valés haromfermionos rendszert hat egyré-
szecske llapottal, azaz legyen adott egy (w, P) € A2R® x A3R® par. Tegyiik fel hogy a megfelels
allapotok egyike sem degeneralt azaz Pf(w) # 0 és D(P) # 0. Tegyiik fel azt is, hogy a két
allapot kompatibilis egymassal azaz w A P = 0. Ha a két rendszer szaméra egy hetedik egy-
részecske allapot is betolthets akkor a két rendszert kombinalhatjuk egy P = P 4+ w A €7 hét
egyrészecske allapotos rendszerré. Erdekes megvizsgalni, hogy az eredeti rendszer (Pf(w), D(P))
osszefonodottsagi mértékei és a keletkezd rendszer J(P) Osszefonddottsagi mértéke mikor all
minnél egyszeriibb kapcsolatban egymaéassal. A (3.125) képletbdl lathato, hogy a

+ 2Pf(w) = /|D(P)| (3.168)
valasztés esetén
JY3(P) = +2Pf(w) = /|D(P)|. (3.169)

A fenti valasztéast az is indokolja, hogy ekkor a (3.164) dudlis allapot az elegans
- 1
*P:P/\e7:t§w/\w (3.170)

alakra hozhato. Kapott eredményiinket a (3.163) allapotokkal dsszevetve latjuk, hogy a két valos
osztalyt reprezentald Py allapotok a fenti feltételeknek eleget tesznek.

3.5. Osszefonodottsag a fermionikus Fock térben

Az el6z6 fejezetek eredményeinek ismeretében felmeriil a kérdés lehetséges-e a SLOCC-
klasszifikacio olyan altaldnositasat megadni, mely fermionok keltésére és eltiintetésére is lehe-
téséget ad. Kideriil, hogy matematikai szempontbél természetes moédon adddik egy ilyen alta-
lanositas. Az altalanositas részleteit lasd a [SL14c, 11] publikaciokban illetve a [Sar16] PhD
dolgozatban. Az aldbbiakban csupan az altalanos konstrukciot ismertetjiik, majd a FLYQM
szempontjabol érdekes hat dimenziés specialis esetet targyaljuk. Targyalasunk alapja a spinorok
Elie Cartan [Car38|, Claude Chevalley [Che54| valamint Richard Brauer és Hermann Weyl
[BW35] nevével fémjelzett matematikai elmélete.

3.5.1. Altalanositott SLOCC transzformaciok [SL14c|. Ebben az alfejezetben meg-
mutatjuk, hogy valtozo részecskeszam esetén a fermionikus SLOCC transzformaciok csoportjanak
természetes altalanositésa az tgynevezett paros Clifford csoport.

Legyen V egy N dimenzios komplex vektortér, V* a duélis tér, {e;} és {e‘}, i =1,2...,N
a megfelel§ bazisvektorok. Legyen V = V @ V* az ezekbdl kaphaté 2N dimenziés komplex
vektortér melynek tetszéleges elemét az x = v + a = vie; + ajej alakba frjuk. Legyen tovabbéa
V-n adott a Q : V — C nemdegeneralt kvadratikus forma ahol

Qz) = (a,v) = a'v; (3.171)

és a formak és vektorok kozotti parositasra tovabbra is a (3.32) kapcsan hasznalt jelolést hasz-
naljuk. Ekkor a Q-hoz asszocialt (-,-) : V x V — C szimmetrikus bilinearis forma*? az alabbi
alaki

(v+a,v + ) = (a,v) + (, ), v, €V, a,d €V (3.172)
Nyilvan
(ei,ej) = (e',e?) =0, (e',ej) = (ej,¢€") = d;. (3.173)
Sziikségiink lesz még egy masik (-, ), : V x V — C bilinearis forméra is melyre
(v+ a,v + ) = (o, v) = a"v;. (3.174)

2(z,y) = Q(z +y) — Qz) — Qy)
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Figyeljiik meg, hogy (z,z), = Q(x) és
(eiye’)o =067, (e'yej)o=0. (e',¢)o =0, (ei,ej)o=0. (3.175)
Definialjuk a Q-ra vonatkozo O(Q,V) ortogonalis csoportot mint azon g € GL(V) elemek

halmazat melyre Q(gz) = Q(x). Legyen tovabba SO(Q,V) = O(Q,V)NSL(V) a Q-ra vonatkozd
specialis ortogonalis csoport. Ezen csoport Lie algebrajat az alabbi médon jellemezhetjiik

so(V) ={S € End(V)| (Sz,y)+ (x,Sy) =0, =z,y €V} (3.176)
A fenti Lie algebra egy lehetséges parametrizacidja az alabbi
A C
S= (B —A*) € so(V) (3.177)
Ahol o
A € End(V), A=A ®e, (3.178)
1 _ .
Be N2V* .V 5V, B= iBijel Ael, (3.179)
1 ..
CenNV V=V, C=5C"Nej. (3.180)

Ez azt mutatja, hogy so(V @ V*) = A2(V @ V*) = End(V) & A2V* & A%V.
Definialjuk most a Cliff(Q) Clifford algebrat azéltal, hogy a V téren alapul6 T'(V) tenzoral-
gebrat lefaktorizaljuk azon kétoldali I ideéllal melyet az

{r@x=9(x)l, VrxeV} (3.181)
részhalmaz general. Ezekkel a jelolésekkel Cliff(Q) = T'(V)/Ig. Jeldljiik tovabba T (V)-vel
a pdros rendii tenzorok alkotta részalgebrat. Ekkor a CliffT(Q) = T+ (V)/Ig faktoralgebrat
pdros Clifford algebranak nevezziik. A definiciok alapjan lathato, hogy a (3.181)-ben szerepld
kifejezés polarizaciojaval kapott z@y+yQRx = (z,y)1 relacio a faktoralgebraban a béazisvektorok
szorzésara a megszokott

e? = (e')? =0, elej +ejel = 5;-, eiej +eje; =e'el +elel =0 (3.182)

fermionikus antikommutécios relaciokra emlékeztets Osszefiiggésekre vezet®3.
A Clifford algebra
Q) = {s € Cliff(Q)| 3s~', sVs'cCV} (3.183)

alakt elemeinek halmaza a Clifford csoportot, I't(Q) = I'(Q) N Cliff *(Q) pedig a pdros Clifford
csoportot alkotja. Példaul s = 1 + Ae;e? ahol i # j és A € C eleme a paros Clifford csoportnak,
hiszen s™' =14 Xee; és k # j , | # i esetén

seps t =ep, sejs_1 =e; + ey, selsTt=¢;, sels™!=¢el — \el. (3.184)

Tekintsiik T(V)na (11 @ Qvp)t = vy, ® - - - @11 anti-automorfizmust. Mivel (Ig)T C Ig

ezért a T-t a Clifford algebran is definialhatjuk. Példaul s = e'e?---e™ esetén
(ele? - em™)T = em...e2et = (—1)™(m=D/2ele2. . gm, (3.185)
Mivel T valtozatlanul hagyja V tetszbleges elemét ezért
svsT! = (sus™HT = (sHTWTsT = (s7H)TwsT = sTsv = vsTs. (3.186)

Tehat s”s a Clifford algebra centrumaban van. Mivel V paros dimenziés ezért a centrum C,
azonban s a Clifford csoportnak is eleme tehat s és s7 mindegyike invertalhat6. Végeredményben
tehat s”'s egy nemzérus komplex szam azaz s’s € C*.

437 fermionikus kommutéciés relaciok és a Clifford algebrak kozotti kapcsolatra els6ként Brauer és Weyl
mutattak ra 1935-6s dolgozatukban [BW35].
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Definialjuk most a Spin(Q) spinor csoportot
Spin(Q) = {s e TT(Q)| s's=1}. (3.187)

Figyeljiik meg, hogy a definicié a paros Clifford csoport elemeire vonatkozik. Példaul a (3.184)-
ben tanulmanyozott s = 1 4+ Ae;e’ a spinor csoport egy lehetséges eleme. A

I'*t(Q) = C* x Spin(Q) (3.188)
péros Clifford csoportot altalanositott SLOCC (GSLOCC) csoportnak fogjuk hivni.
Mivel
Q(svs™h) = (svs™H)? = sv?s7 = s5Q(v)s™! = Q(v) (3.189)
ezért a spinor csoport V-n torténd hatasa érzi a kvadratikus format. Tehat svs—! egy olyan
1j v/ vektort ad mely az eredeti vektor SO(Q) altali elforgatottja. A fenti eljaras a jol ismert
Spin(Q) — SO(Q) homomorfizmust adja melynek magja Zs. Spin(Q) egy féligegyszerti, ssze-
fiiggd és egyszeresen Osszefiiggd algebrai csoport??.
Legyen s = e° € Spin(Q) és 5 = e € SO(Q), ahol S és S a megfelel§ Lie algebrak elemei.
Ezekkel a jelolésekkel
ses™! =s(x) = [S, 2] = S(x). (3.190)
Ekkor egy tetszdleges S € SO(Q) Lie algebra elem parametrizalasara a (3.177) alakot felhasz-
nélva irhato, hogy

[S,( :j )] = ( gjk _C:lj ) ( ‘Z ) S € Spin(Q). (3.191)

Innen megkaphat6 a spinor abréazolas infinitezimalis alakja

S:—B—CJrA—%TrA-l (3.192)
ahol
A= Aijejei, B= %Bijeiej, C= %Cijeiej. (3.193)
3.5.2. Fermionikus allapotok mint spinorok . Legyen {uj, us,...,uany} a V vektortér
egy bazisa. Mivel V =V @ V* ezért egy lehetséges bazis a kanonikus
{u,...,un} ={e1,...,en}, {uny1,...,uon} ={e', ..., N} (3.194)

bazis. Tekintsiik most a A®*V = Ziﬁo ARV Grassmann algebrat. Minden x € V-re legyen R(z)
a fenti Grassmann algebra alabbi alakt endomorfizmusa

R(z)e = (La+02)p, @ €NV (3.195)
ahol
k .
dp(ug A Aug) = Z(—l)’_l(x,ui)oul Ao ANy ANugeg A Aug (3.196)
i=1
és
Lyp =z Ao (3.197)

Figyeljitk meg, hogy (3.196)-ban a (3.174) bilinearis formét hasznéltuk. Ekkor R(z)%p = (L,0,+
0z Ly)p = Q(x)p tehat R(z) a Cliff (Q) Clifford algebra abrazolasava terjeszthetd ki.
Legyen most

M=ANVA(er A Nen) =NV A(esr A+ Nen). (3.198)

4Ha v egy tetszbleges paros dimenziés komplex vektortér akkor a négydimenzids eset kizarasa esetén a
spinor csoport egy egyszert csoport.
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Ekkor a (3.175) osszefliggések felhasznalasaval megmutathatd, hogy M az R(z) hatasra nézve
a A®Y abrazolasi tér 2V dimenziés invarians altere. Nyilvan amennyiben ¢ € A®V* a ¢ — ¢ A
(e1A---Nen) € M leképezés egy linearis izomorfizmus melynek segitségével M-et azonosithatjuk
A*V*-val.
Tekintsiik tehat most mar a V* kiils6 algebrajat

NV =CaoV oV e oAV (3.199)
Ekkor a fenti azonositas miatt az L.: és d., operatorok az M altéren tgy hatnak®® mint az e’A és a
(3.32)-ben bevezetett t.; operatorok a A®*V* téren. A 3.2.1. fejezetbsl mar tudjuk, hogy a (3.34)
megfeleltetés soran a A®V* kiils§ algebran haté e’A és te; operatorokat [T és f; fermionikus
keltd és eltiintets operatorokként interpretalhatjuk. Ezért kézenfekvének latszik az F fermionikus
Fock teret a (3.199) kiils§ algebraval azonositani. Ebben a képben a fermionikus Fock tér elemei
spinorok, melyek a Spin(Q) csoport megfelels abrazolasa szerint transzformalodnak. Mivel a V
vektortér paros dimenzios ezért a Spin(Q) csoport hatésara nézve az F abrazoléasi tér tovabbi
két invarians altérre bonthatd

F=FtaoF . (3.200)

Itt F* és F~ a (3.199) Grassmann algebra paros illetve paratlan rendd formakat tartalmazo ré-
szének felel meg. Az 6tlet jonak tiinik, hiszen igy a fenti tereken haté ' (Q) = C* x Spin(2N, C)
GSLOCC transzformaciok a szokasos SLOCC transzforméciok természetes altalanositasat adnék.
Valoban, a spinor abrazolas (3.193) infinitezimalis alakjanak felhasznalasaval megmutathato,
hogy B;j = C% = 0 esetén a I'"(Q) GSLOCC csoportbél a szokasos GL(V) SLOCC csoportot
kapjuk visszalS.

A fenti Gtletet azonban matematikailag kicsit precizebben kell megfogalmaznunk. Valasszuk
ugyanis a fermionikus Fock vdkuum |0) allapotanak a kiilss algebra A°V* = C részét! Ekkor
Bij = C% = 0 esetén (3.193) és (3.34) miatt s = e” meghatdrozasahoz az A = A*; f* f; operatort
kell exponencializalni. Legyen most a = e € GL(N,C). Ekkor mivel A|0) = 0 ezért (3.192)
miatt a vakuum transzformacios tulajdonséga a szokasos SLOCC transzforméciok soran

0) — 5]0) = (Det a)~/2|0). (3.201)

Tekintsiik most (3.190) és (3.192) alapjan az F fermionikus Fock tér egy tetsz6leges béazisvekto-
ranak transzformaciojat

sfat . fimt|0) = sfatsTh s fimtsTs]0) = (Deta) T 2s(fU4) - s(f)[0)  (3.202)
Amennyiben B;; = C% = 0 akkor s(f") = a'; f71 és
fit o fim Ty s (Deta) ™2™, f - atm  fimt0) (3.203)

Innen lathatoan egy tetszéleges (3.29) alakd |P) m-fermion allapotra torténd hatas esetén a szo-
kasos (3.38) SLOCC transzformécio helyett egy olyan hatéast kapunk melyben mindig megjelenik
az a = e SLOCC transzformacio determinansanak négyzetgyoke. Ezt a zavaré determinansfak-
tort kikiiszobolhetjiik ha a fermionikus Fock teret az alabbi médon definialjuk

F=AV*® (ANV)1/2, (3.204)

Nyilvanval6, hogy amig a szokasos SLOCC transzforméciok 6rzik a fermionszamot, addig a
B;;j = C% # 0-val jellemzett GSLOCC transzformaciok mar nem. Ha a (3.191) jobb oldalén az
eF és e; vektorokat az fFt illetve f; operator reprezentansaikkal helyettesitjiitk azonnal lathato,
hogy a (3.188) GSLOCC csoport Spin(2N, C) részcsoportja Bogoliubov transzforméaciokat rep-
rezental. Mivel a fermionikus kelts és eltiintet6 operatorokkal a (3.182) dsszefiiggések a szokasos
452 Le, és a 0.5 operatorok az M-en mint az azonosan zérus operatorok hatnak.
46Ennek bizonyitasat egy specialis esetben a (3.243) formulat kévetd bekezdésben talalhatjuk.
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antikommutacios relaciok alakjiaba irhatok, ezért a Bogoliubov transzformaciok 6rzik ezeket a
relaciokat.

Foglaljuk 6ssze a kapott eredményeket. Legyen V egy N dimenzios komplex vektortér, mely
el van latva egy Hermitikus skalarszorzattal. V az egyrészecske éllapotok Hilbert terének felel
meg. Ekkor (3.204)-nek megfelel6en az F fermionikus Fock teret a "poliformak" A*V*@(ANV)1/2
terével azonosithatjuk. Egy |p) € F fermionikus 4llapotot egy poliforma reprezental azaz

N N
1 it it 1 i i
|@=§:g@?%fl~koDHw:§:gd?“WA~4wk®W” (3.205)
k=0 k=0

ahol E =e; A--- Aey a térfogatelem. A (3.205) megfeleltetés bal oldalan a szokéasos fermionikus
antikommutécios relacioknak eleget tevs f7 " kelt6 és a fi eltiintets operatorok, a jobb oldalanak
elsg faktoran pedig az e/ A és a (3.32)-ben definialt ¢, operatorok hatnak. Egy tetszdleges (3.188)
GSLOCC transzformaciot A\s = Ae® alakba frhatunk ahol A € C* és S (3.192) kifejezésében az
e’ és e; vektorok helyére fit illetve f; operatorok irandok. A megszokott (fermionszamot 6rzé)
SLOCC transzformaciok részcsoportja (3.192)-bsl a B = C' = 0 helyettesitéssel kaphato.

Mivel a szokasos SLOCC transzformaciok magukba foglaljadk a normat is 6rzé lokalis unitér
transzforméciokat, felmeriil a kérdés melyek lesznek a fenti fermionikus részecske szdmot mar nem
6rz6 képben az "altalanositott lokalis unitér" (GLU) transzformaciok? Ahhoz, hogy unitér transz-
formaciokrol beszélhessiink kihasznéljuk, hogy V-n adott egy Hermitikus belsg szorzat. Ekkor
irhato hogy ft = f' azaz a fermionikus kelts operatorok az eltiinteté operatorok adjungaltjai.
Ekkor egy v GLU transzformaciotol megkdveteljiik, hogy az v fu~' transzforméalt eltiintets ope-
rator maradjon tovabbra is az adjungaltja az vftu~! transzformalt kelt operatornak. Ennek a
feltételnek a kovetkezménye az lesz, hogy az u = eV-val kapcsolatos U = —B—C + A — % Tr A ki-

fejezésében szerepls A’; matrix antihermitikus lesz, tovabba teljesiilnie kell még a (B T)ij =-C¥
kényszernek is. A megengedhets u = e Bogoliubov transzformaciokra tehat teljesiil az

_ 0 I

w = nun, n= (I O) (3.206)

valossagi feltétel. Itt felillhtizassal a komplex konjugalast, n-val pedig a (3.171)-ben szerepls Q
kvadratikus forma matrixat jeloltiik. Egy megengedhets Bogoliubov transzforméciora tehat u €
SO(2N,C)NSU(2N). A Q kvadratikus forma n matrixanak diagonalizalasaval megmutathato
[SL14c], hogy a (3.206) valossagi feltételnek eleget tevé Bogoliubov transzforméaciok csoportja
izomorf az SO(2N,R) csoporttal. Ez a fizikai alkalmazisokbol jolismert fermionikus Bogoliubov
transzformaciok csoportja. Lévén az A matrix antihermitikus a GLU transzformaciok a B =
C = 0 specialis esetben magukba foglaljak a szokasos LU transzformaciok U(N) részcsoportjat
is.

3.5.3. Szeparalhato allapotok mint egyszeri spinorok [SL14c, 11]. Tekintsiik a |0)
Fock vakuum GSLOCC transzformaciokkal szembeni transzformacios tulajdonsigait. Legyen
As = Ae® € C* x Spin(2N, C) egy 4ltalanositott SLOCC transzformaci6é ahol most S = —B —
B+ A—TrA/2 (3.193) definicidjdban e’ és e; helyett kelts és eltiintets operatorok szerepelnek.
Mivel A|0) = C|0) = 0 és a (3.204)-nek megfelel6 modon tjradefinialt vakuum mar nem a (3.201)
modon transzformalodik ezért

“Blgy = (1= B (—1)N2 L plny
|0) — e~ 7|0y = (1 B+---+(-1) LN/QJ!B > |0). (3.207)
A |0) altalanositott SLOCC palydja tehat e~ |0) alaki elemekbdl 4ll, melyek az F-beli lehetséges
Bogoliubov vikuumokat adjak. Koézonséges SLOCC transzforméciokra B = 0 ekkor a vakuum
egy nemzérus komplex szamszorzoé erejéig egyértelmi s igy a spinorok terében egy sugarat hataroz
meg.
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Nyilvén az f;, i = 1,2,... N operatorok eltiintetik |0)-t akkor és csak akkor ha az sf;s*
operatorok eltiintetik s|0)-t. Az N darab f; operdtornak a 2N dimenzios V vektortér azon N
dimenzios V altere felel meg melyet az e; vektorok feszitenek ki. Hasonléan (3.190) miatt az
sfis™! = s(f;) operatoroknak egy az €, = s(e;) vektorok &ltal kifeszitett B-transzformalt N-
dimenzi6s altér fog megfelelni. Mivel minden z = z'e; € V és y = yjej vektorra (z,y) = 0
ezért a V-nek a |0) vakuum allapottal kapcsolatos V altere maximélis teljesen izotrop altér *7.
Hasonléan az e = s(e;) vektorok altal kifeszitett altér is egy maximalis teljesen izotrop altér.
Innen lathato, hogy barmely Bogoliubov vakuumhoz tartozik egy ilyen tulajdonsagu altér.

Definici6 szerint egy  spinor tiszta, ha az

E,={zeV| zp=0} (3.208)

annihilator altér maximalis teljesen izotrép altér. A definicié alapjan tehat a Bogoliubov vaku-
umok tiszta spinorok. Konnyen lathatd, hogy rogzitett fermionszam esetén az egyetlen Slater
determinanssal rendelkezs (szeparalhato) allapotok is tiszta spinorok. Valoban, ezek SLOCC
transzformaciokkal f1* .. f*+|0) alakra hozhatok (k < N), igy az {f'*, ..., f**, fuss, -+, fn}
operatorok linearis kombinéciéi az ilyen allapotokat eltiinteti. A {e!,..., eF epit, ..., en} vek-
torok egy maximaélis teljesen izotrop alteret feszitenek ki, ezért a fenti tipusa spinorok is tiszték.
Megmutathat6 [Che54, BT89], hogy barmely tiszta spinor felirhato az alabbi alakban

o) = AP fFH0), AeCX, B= ) Byftprt. (3.209)
k+1<i<j<N

Ez azt jelenti, hogy barmely tiszta spinor altal meghatarozott sugar elgall a szokisos SLOCC
szeparalhat6 allapotok B-transzformaltjaként. Ismeretes [Che54], hogy az adott paritassal®®
rendelkezé tiszta spinorok egyetlen altalanositott SLOCC palyat alkotnak. A fenti tulajdonsagok
miatt a tiszta spinorokat célszert a GSLOCC klasszifikicio szeparalhaté allapotainak tekinteni.

A tiszta spinorok a 2.7 fejezetben mar tanulmanyozott Grassmann sokasagokkal szoros kap-
csolatban allnak. Tekintsiik a 2V dimenzios V vektortér N dimenzids altereinek halmazat. Ezek
a Gr(2N, N) Grassmann sokasagot alkotjak. Legyen Q(2N, N) a Grassmann sokasig azon rész-
sokasaga mely V teljesen izotrop N-dimenzios altereinek halmazabdl all. Ekkor megmutathato,
hogy ennek az tugynevezett kvadratikus Grassmann sokasdgnak a pontjai és a tiszta spinorok
sugarai kozott egy-egyértelmd megfelelés 4ll fenn. A komplex N(N — 1)/2 dimenzios Q(2N, N)
sokasag két Osszefiiggd komponensbdl 4ll melyek a (3.200) dekompozicionak megfelelden a pozi-
tiv és negativ kiralitasa tiszta spinorokkal kapcsolatosak. Az O(2N,C) és SO(2N, C) csoportok
tranzitiv médon hatnak a tiszta spinorok, illetve a rogzitett kiralitassal rendelkezé tiszta spinorok
sugarain [TT94|.

N < 3-ra minden spinor tiszta [Che54|. N > 3 esetén léteznek nem tiszta spinorok is. Mivel
a tiszta spinorok a GSLOCC klasszifikacié szepardlhato allapotai, ezért a nem tiszta spinorokat
a tovabbiakban dsszefonddott spinoroknak fogjuk nevezni. A GSLOCC 6sszefonddottséagi osz-
klasszifikaciojanak problémajaval. Ez a probléma a spinorok terének inekvivalens GSLOCC
palyakra torténd felbontasan tal a megfelels 6sszefonodottsagi osztalyok reprezentansainak izot-
ropia csoportjanak meghatarozasat is jelenti. A fenti probléma megoldésa N < 7 esetén ismert
[Igu70, Pop78], N > 7-re keveset tudunk. FLYQM-vel kapcsolatosan nekiink csak az N = 6-o0s
esetre lesz sziikségiink. Ez az eset a matematikai irodalomban Igusa munkassiga nyoméan jol
ismert [Igu70].

47Egy V-beli altér teljesen izotrép, ha minden u,v € V esetén (u,v) = 0. A V-n adott Q kvadratikus forma
szerkezetébdl adodoan az ilyen altér maximalis ha dimenziéja N
48Vagy F+t-ba vagy F~-ba tartozo.
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3.5.4. Fermionikus invariansok [SL14c, 11]|. Az alapvet$ invariansok megkonstrualé-
sahoz a spinorok terén elészor egy bilinearis format definidlunk. Tudjuk, hogy (3.204) alapjan a
fermionikus Fock teret a (ANV)/2 faktorral kombinalt A®V* Grassmann algebra adja. A Fock
tér elemei tehat (3.205) alaka poliformak. A fenti Grassmann algebran természetes modon hat
a (3.185) ()T antiautomorfizmus. Tekintsiink most két o, € F fermionikus allapotot. Ekkor
PT A € A°V* @ ANV, A kanonikus béazisban eredményiink tehat egy E=e; A---Aey € ANV
értékid poliforma. Amennyiben a kapott poliforménak csak az E* = el A ---eV-vel ardnyos ré-
szét tartjuk meg és kihasznaljuk, hogy (E*,E) = 1 egy komplex szamot kapunk. Jeloljik ezt a
komplex szamot (7 A ¢)n-vel, ekkor definici6 szerint a

(1):FxF=Co (o) @le) =@ Ap)veC (3.210)

leképezés egy bilinearis format ad. A fenti bilinearis format eredetileg Chevalley definialta
[Cheb4]|, a forma fenti alakja megegyezik a poliformékon megadhato ugynevezett Mukai-féle
pérositassal [Muk84]. Spin(2N,C) transzforméciok soran bilinearis forméank egy elGjel erejéig
invarians [Che54|

(splsp) = £(Wlg), s € Spin(2N,C). (3:211)
A bilinearis forma tehat az egységelemmel sszefiiggs Spin, (2N, C) transzforméciokra nézve in-
varians®. Speciélisan (eP1]eBy) = (¥[p).

Sziikségiink lesz arra, hogy a fenti bilineéris format a pozitiv illetve negativ kiralitasu alterek-
re (Weyl spinorok) lesztikitsiik. Ezek az alterek paros (F 1) illetve paratlan (F ) szamu fermiont
tartalmazo rendszereket reprezentalnak. Belathato, hogy amennyiben V' paros dimenzids a bili-
neéris forma F*-en N = 4k esetén szimmetrikus, N = 4k + 2 esetén pedig antiszimmetrikus®®.
Ezekben az esetekben a forma explicit alakja

WIQ)E* = (=)™ A pN=2m) -y o e FF (3.212)
(BlOE" =Y (—1)mpmHl A pN=2m=l) ) e Fm (3.213)

ahol a (2™ stb. jelolés arra utal, hogy a (3.205) alaku kifejtésben csak a 2m-forméanak megfelels
részt kell megtartani. Erdemes megjegyezni, hogy (¢|¢)) # 0 akkor és csak akkor ha N = 4k.

N = 4k+2 esetén a bilinearis forma segitségével a fermionikus Fock tér egy tetszdleges elemé-
hez hozzéarendelhetjiik az s0(2N, C) Lie algebra egy elemét. A konstrukcié az alabbi. Definialjuk
a

: F —=s50(2N,C),
s (2N, €) (3.214)
e\
momentum leképezést az alabbi mdédon
1
B(S,K,) = §(S<p|gp), S €50(2N,C), S €spin(2N,C) (3.215)
ahol B a Killing forma [FH91|. Ismeretes, hogy s0(2N, C) esetén
B(S,K,) =2(N — 1)Tr(SK,,). (3.216)

Vegyiik észre, hogy a momentum leképezés létezéséhez az N = 4k + 2 feltétel sziikséges hiszen
N = 4k esetén a bilinearis forma szimmetrikus ezért u azonosan zérus. N = 4k+2 esetén azonban
a bilinearis forma antiszimmetrikus igy az a Weyl spinorok terén egy nemdegeneralt szimplektikus
format definidl. Az F* tereket ekkor olyan klasszikus mechanikai rendszerek fazistereiként is

497 Mukai parositas és a fermionikus invariansok Osszefonodottsag elméleti targyalasat lasd még a [Sar16|
és [11] dolgozatokban.

50pgratlan N esetén a bilinearis forma rogzitett kiralitast alterekre torténd lesziikitése az azonosan zérus
forméat adja.
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felfoghatjuk melyeken a GSLOCC transzforméaciok csoportja hat. Az ilyen klasszikus mechanikai
rendszerekre a momentum leképezés standard konstrukeiojat alkalmazhatjuk [AMO8], ez pedig
a (3.215) definiciora vezet. Hasonlo konstrukcioval mar talalkoztunk a 3.3.5 fejezet végén ahol
kidertiilt, hogy a hat valés egyrészecske allapottal rendelkezé haromfermionos rendszerekre a
(3.65) P — Kp hozzarendelés ugyancsak egy momentum leképezést definidl. Hamarosan latni
fogjuk, hogy ez a leképezés a ¢ — K, leképezés specidlis esete.

Koénnyen belathato, hogy a ¢ — Sp, S € Spin(2N, C) altalanositott SLOCC transzformécio
sordn Kg, = SK,S™1. Mivel K, adjungalt modon transzformalodik ezért az

Ton(p) = BN — D] Tr(KE) (3.217)

homogén 2k foka polinomok altalanositott SLOCC invariansok.
A fenti invariansok explicit alakjanak meghatérozasahoz megadjuk momentum leképezés
explicit alakjat [SL14c]

__ 1 (A B
Fo = 8(N —1) ( [B¢]ji —[A,]Y ) (3.218)
ahol
(Al = (I frelo), [Belie = (fifwelo), (81" = (fF 1/ ele). (3.219)

3.5.5. Négy moédus [SL14c, 12|. A fenti formalizmus illusztralasara a kovetkezs az alfe-
jezetekben a késébbiekben felhasznalasra keriils N = 4 és az N = 6 esettel foglalkozunk.

Az N = 4-es esetben ugyan a momentum leképezés nem hasznalhaté azonban a (3.210)
bilineéris forma nem ttinik el és igy a spinorok klasszifikiciojahoz felhasznalhato.

FT esetén a fermionikus Fock tér paros szami fermiont tartalmazo |p) allapotat egy pozitiv
kiralitasa ¢ Weyl spinorral reprezentalhatjuk

1 . : 1 . .
o= (nl + §Pijez ANed + Efeijklez Aed Aef A el) ® E'/? (3.220)

Ekkor (3.212) alapjan az alabbi kvadratikus invarianst kapjuk

(ple) = 2n¢ — 2PL(P) (3.221)
ahol Pf(P) = o= ¢k P, Py,

291

Mivel ¢ tiQSz2t'a spinor akkor és csak akkor ha [Igu70] (¢|p) = 0 ezért ekkor a megfelels |p)
fermionikus allapot altalanositott SLOCC értelemben szeparalhato. Amennyiben (p|p) # 0 a
fermionikus allapot 6sszefonddott. Megmutathato [Igu70], hogy N = 4 esetén csak ez a két al-
talanositott SLOCC osztély létezik. Amennyiben a (3.9)-vel reprezentalt rogzitett fermionszamu
kétrészecskés alteret tekintjiik, akkor n = £ = 0 s igy (¢, ) = —2P{(P) = 0 miatt a kétformakra
jolismert (3.21) Pliicker relaciokat kapjuk.

Szeparalhato allapotra egy lehetséges példa az n = € = 1, P = P3y = —1 valasztassal
definialt allapot. Konnyen lathato, hogy a fenti egyiitthatok altal adott ¢ spinor az ef1 @ E/2
alakba frhato ahol B = e'?+e3%. A megfelels Fock térbeli dllapot tehét a |0) Fock vakuum (3.207)
B-transzformaltja. Osszefonodott allapotra az n =& = 1, vagy a Pjo = P34 = 1 vélasztas adhat
példat. A spinorok klasszifikacioja nyilvan magaba foglalja a szokasos SLOCC klasszifikaciot.

Tudjuk, hogy a (3.45) leképezés segitségével a két qubit allapotteret bedgyazhatjuk a fenti
négy egyrészecske allapotos kétfermion allapottérbe[11]. Azt is tudjuk, hogy a beagyazas soran
a fermionikus SLOCC csoport természetes médon magaba foglalja a két-qubit SLOCC csoport
és a két elemid permutacios csoport féldirekt szorzatat. Azonnal lathaté az is, hogy ekkor a
(p, p) = —2Pf(P) = 0 invarians egy konstans faktortol eltekintve a két qubit konkurrencia (2.17)
kifejezésére vezet.
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Az N = 4-es eset példaja tehat szépen mutatja, hogy a fermionikus Fock téren alapul6 alta-
lanositott SLOCC klasszifikicié hogyan foglalja magéba a korabban mar targyalt klasszifikicios
sémakat.

3.5.6. Hat mo6dus [SL14c|. Tekintsiik elgszor a paros kiralitast fermionokat, |¢) € F7.
Ekkor a megfelels ¢ spinort az alabbi alakba irjuk

2'4'

ahol e = ¢el1 A ... A e tovabba z'/ és y;; komplex 6 x 6-os antiszimmetrikus métrixok. A
(3.219) momentum leképezés blokkjai

[A(P]ij = 20y — (;Tr(xy) + 77{) 5

o= (nl + 2,1/”6 I+ —2Y e pumne™ ™™ + §e123456) @ EY/? (3.222)

1
[Bgo]ij 4523klmnxklxmn 252/7,] - 2( fylj) (3223)
[Bo)? = 2™ ity — 2 = 2(y* — na).
Ezt felhasznalva a (3.217) els6 nem eltiin®! invariansa Z, ()
1 1 ?
T ale) = <ng + 2Tr(my)> + 2Tr(afy*) 4 4nPf(z) 4 4€P1(y) (3.224)
ahol
Pf(z) = ! —€ x¥ gklgmn, (3.225)
233 ijklmn .
és 4Tr(z*y%) = 2Tr(zyzy) — (Tr(zy))? alakba is frhat. A K, momentum leképezés blokkjaibol
(3.192) szerint képezhetjitk a K, = —B, — f, + A, — TrA/2 spinorabrazolas infinitezimalis

generatorat, ennek segitségével pedlg a K¢ kovarianst.

A fermionikus allapotokat a GSLOCC csoport szerint 6t ekvivalencia osztalyba sorolhatjuk.
A 3.2 tablazatban megadjuk az egyes osztélyok reprezentansait, és az osztalyokat elkiilonité
kovariansokat és invaridnsokat. Figyeljiilk meg, hogy a hat egyrészecske allapotos haromfermion
allapotokhoz hasonléan most is 6t ekvivalencia osztalyunk van.

’ Tipus ‘ Zy(p) ‘ Koo ‘ K, ‘ ¥ ‘
L £0 #£0 |#0] 1+ 1234 | ;3456 |~ 1256
I1. 0 #0 | #0 1+ 1234 4 3456
1. 0 0 |#0 141234
V. 0 0 0 1
V. 0 0 0 0

3.2. tablazat. Kanonikus alakok, invariansok és kovariansok hat dimenziéban. Az egyszertiség
kedvéért az EY/? faktort elhagytuk.

Tekintsiik most a paratlan kiralitastu esetet. Ekkor |¢)) € F~ és a megfelel spinor alakja

S (uieZ + Pljke”k + v"snijklme”khn) ® E'/? (3.226)

3! 5!

51 Azonnal lathato, hogy Za(p) = 0. Az sszes tobbi invarians pedig nem fliggetlen. Ez annak koszonhetd,
hogy a hat modusi eset egy reduktiv irreducibilis prehomogén vektorteret ad [Igu70] ezekre a terekre pedig
egyetlen fiiggetlen GSLOCC relativ invarians létezik.
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ahol u’ és v* hat komponenst vektorok a P;j1, trivektor pedig a szokésos (3.63) harom formaval
kapcsolatos. A momentum leképezés métrixa most a

[Aw]ij = 2’0in — (Kp)ij — vkukéij

[Bylij = —2Pij0" (3.227)
[Bw]u — gguklnmpklmun =_9p Jkul€7
alakot olti ahol felhasznaltuk a (3.65) definiciot. A kvartikus invarians alakja most
1 ) 1 ) .
T Ta(v) = (viu)? + guiP’”klPkljv] + D(P). (3.228)

A fenti formulabol lathato, hogy haromfermion allapotok esetén a kvartikus invarians D(P)
(3.67) kifejezésébe megy at. A Ky, momentum leképezésnek megfelel Ky operator ekkor mint
a megfelel§ P allapoton haté Kp = (Kp)® if +J f; operétor jelenik meg. Nyilvanvalo az is, hogy
ekkor a (3.72) képlet segitségével definialt dualis P fermion allapot a KpP kifejezésének felel
meg. A KpP dualis allapot, a Kp momentum leképezés és a D(P) kvartikus invaridns segitsé-
gével pedig a SLOCC palyak a (3.78)-(3.81)-b6l méar ismert modon szétvalaszthatok. A harom
qubit rendszerek (3.45) beagyazasat felhasznalva azonnal adodik az is, hogy a spinorok GSLOCC
klasszifikaciojabol a harom qubit SLOCC klasszifikaciot is visszakapjuk.

3.5.7. Harom-qubit rendszerek beagyazasai [SL1l4c, 11]. Az el6z6ekben lattuk,
hogy mivel GL(2,C)®3* ¢ GL(6,C) C C* x Spin(12,C) a harom-qubit SLOCC csoportot be-
adgyazhatjuk a hat egyrészecske allapoton alapuléd fermionikus GSLOCC csoportba. A beagyazo
tér ekkor az F Fock tér paratlan szami fermiont tartalmazo negativ kiralitasa F— altere. Ebben
a képben a harom-qubit SLOCC csoport, a GL(6,C) csoport (3.47) alakt részcsoportjaként all
els. Az (123123) — (112233) permutacié utén ez a részcsoport a

Ay
A= A, € GL(6,C) (3.229)
As

alakban jelenik meg ahol A; € GL(2,C) i = 1,2,3. A fenti csoport elem (3.177)-b6la B=C =0
helyettesitéssel kapott blokk diagon&lis matrix 6 x 6-os részének exponencializalasaval kaphato.
Tehat a GSLOCC transzforméciok B és C-transzforméciokkal kapcsolatos részei a harom-qubit
SLOCC transzformaciokban nem jatszanak szerepet. Mivel a B és C-transzformaciok a fermion-
szamot megvaltoztatjak, ez a megfigyelés 6sszhangban van azzal, hogy a részecskeszam a SLOCC
transzforméaciok szokasos értelmezésében megmarad.

Tekintsiik azonban most az F Fock tér paros szamu fermiont tartalmazé pozitiv kiralitasa
FT alterét! Ekkor a |¢) € F allapotvektornak a (3.222) spinor felel meg. Tekintsiik most
(3.192) alapjan az e B, e~ ¢ ¢és eA~T4/2 transzformaciok explicit hatasat! Legyenek A, B, a
(3.191)-ben szerepls 6 x 6-os matrixok. Ekkor

1 U
e P iﬂ = 2 1 n?g&ﬂ f(% X )" (3.230)
3 ¢ —nPi(B) + (B*,y) — (B, z)
" 1+ EPE(C) + (C*, ) + (B,y)
coi | v | +§C;i I;ég X z)is (3.231)

§ 3
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" (det A)~ 27
g ~5 AV A s
AT | Vi (detA) ) A%AJ?U i (3.232)
x (det A)z (A1) (A7) 2t )
£ (det A)z¢
ahol )
(M x N)4 = geiﬂ"””mjwklN,,m, M{=MxM (3.233)
1
(M, N) = 3 Te(MN) (3.234)
és a Pfaffian definicidjat lasd (3.225)-ben. Legyen most
1= Y000, Y12 = P100, Y34 = Y010, Y56 = Pool (3.235)
E=o11, % =pu1, 2 =0p01, 2°° =00 (3.236)
Itt 2" = —29% és y;; = —yj; és a matrixok t6bbi komponense zérus. A (3.222) spinornak tehat
csak nyolc nemzérus amplitudoja van
¢ = (ool + pro0e? 4+ prioe! P+ 4 801118123456) ®EY2, (3.237)
Tekintsiik eldszor a (3.230) alaka B-transzformaciokat. Legyen
312 = —a7 B34 g —b7 B56 = —C (3.238)
ahol B;; = —Bj; és a tobbi komponens zérus. A fenti transzformaciokra nézve a (3.237) alaka

allapotok altal kifeszitett altér invarians altér. Konnyen belathatoé az is, hogy amennyiben a
©i;, amlitudokat egy |¢) harom-qubit allapotba szervezziik akkor a (3.230) transzformaciokat az

alabbi médon irhatjuk
-B . 1 0 1 0 1 0
e .@H(a1>®Q J®(01)@ (3.230)

Hasonléan amennyiben a (3.231) C-transzforméaciok paramétereit a
C2=aq, C*=b  CF=c (3.240)

modon valasztjuk a megfelels transzformacios szabaly

it (o 1oy 1)e(o 1) (3.241)

Végezetiil tekintsiik a (3.232) transzforméaciot ahol
Al = A%, = —loga, A33 = A%, = —logh, AP = A8 = —loge (3.242)

és most a, b, ¢ nemzérus komplex szamok. Legyen A = e4, ekkor e~ 1"4/2 = (Det.A)~'/2 = abe.
Ro6vid szamolas mutatja, hogy a transzformacios szabaly most az

- a 0 b 0 c 0
e (5 L) e (o, h) e (5 )W (3.219)

alakba irhato. Ismeretes, hogy a (3.239), (3.241) és (3.243) transzformaciok kombinalasaval min-
den SL(2,C)®3 transzformacié megkaphato. Ezzel megmutattuk, hogy amennyiben a SL(2, C)®3
csoportot a Spin(12,C) csoportba a fenti médon bedgyazzuk akkor a (3.237) spinor valoéban egy
harom-qubit allapotnak megfelelGen transzformalodik. Figyeljiink fel azonban arra, hogy a teljes
SLOCC csoport a GL(2,C)®3 csoport. Ahhoz, hogy ezt a csoportot megkapjuk az altalanositott
SLOCC csoportot ki kell béviteniink a C* x Spin(12,C) GSLOCC csoportta.

Amennyiben a SLOCC csoport altalanositasaként a C* x Spin(12,C) GSLOCC csopor-
tot tekintjiik akkor harom qubit rendszereket a pozitiv és negativ kiralitasu alterekbe egyarant
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bedgyazhatunk. A szokasos bedgyazast a negativ kiralitasu altér biztositja. Ekkor a SLOCC cso-
port olyan bedgyazasaval van dolgunk mely fermionok keltésére és eltiintetésére nem ad modot.
A pozitiv kiralitasa altér azonban a SLOCC csoport olyan bedgyazéasat is megengedi melyre a
fermionszam nem marad meg. Ebben a képben a (3.239) és (3.241) képletekkel adott B és C
transzforméciok fermionpéarok keltését és eltiintetését reprezentaljak.

Természetesen a (3.235)-(3.236) definiciokon alapuld véalasztds nem az egyetlen. A fenti
tulajdonsagokkal rendelkezs harom-qubit beagyazasok szama legalabb 15. Valoban, a (3.224)
kvartikus relativ invarians abban az esetben foglalja magaba a SLOCC relativ invarians Cayley-
féle hiperdeterminéanst, ha a (3.224)-ban szerepld 4nPf(x) jellegl tagok a (2.92)-ban szerepld
4pooopo11Pio1p110 jellegl tagokra vezetnek. Mivel egy 6 x 6-os antiszimmetrikus matrix Pfaffian
invaridnsa 15 tagbol all ezért a fenti alakia megfeleltetések szama legalabb 15. Valoéban a Pfaffian
invaridnsnak a (3.123) definici6ja azt mutatja, hogy a lehetséges kombinaciok az {1,2, 3,4, 5,6}
szamokbol képezhets {(i7), (kl), (mn)} particioknak felelnek meg. Az altalunk hasznalt (3.235)-
(3.236) beagyazas az {(12), (34), (56)} particionak felel meg.

A fenti tobbértelmiséget kikiiszobolhetjiik ha a kiilonbo6z6 kiralitasokkal kapcsolatos harom-
qubit bedgyazasokat "kompatibilissé" tessziik. Ez az alabbi modon torténik. Valasszuk a fenti
15-féle lehet6ség koziil az alabbit

7= 000, Y14 = Y100, Y25 = Po10; Y36 = Yool (3.244)
E=—pm1, z'=-po1, 2%°=-p1, 2°°=—pi0 (3.245)
Térjiink 4t a (3.41)-ben bevezetett cimkézésre: legyen (1,2,3,4,5,6) = (1,2,3,1,2,3). Ekkor
o= (77 A tygell b gl 561?2535) @ EL/2 (3.246)
illetve (3.226) alapjan
¥ = (Prase!® + Prgge'™ + - 4 Prgye™ 4 Prge™ ) @ BY/2 (3.247)
ahol
P13 = g0, P53 = voo1, . Pz = 1110, Pz = 1mn1. (3.248)

Ekkor (3.192) alapjan a (3.223) és (3.227) matrixelemek segitségével képezhetjik a IC, és Ky
momentum leképezéseknek megfelels K, és Ky spinor generatorokat. Révid szdmolas mutatja,
hogy a (3.244)-(3.248) valasztasokkal definialt harom qubit allapotokra igaz a

Koty = Kyp =0 (3.249)

kompatibilitasi feltétel.

A fenti feltétel jelentése az alabbi. Az altalanositott SLOCC csoportnak tekintett Spin(12,C)
csoport infinitezimalis generatorat (3.192) definidlja. Ebben a csoportban megtalalhatjuk a szo-
port a két kiilénbo6z6 kiralitasa invarians altéren nemtrivialis modon hat. A (3.249) feltétel azt
mutatja, hogy a megfelel6 momentum leképezések ezen SLOCC részcsoportok generéatorai.

Valoban, amennyiben a (3.238), (3.240) formulakban az {(12), (34), (56)} parok helyett a
{(11), (22), (33)} parokat irjuk , a (3.242) formulat pedig a

Al = ATT =—loga, A% = Agg = —logh, A33= A§§ = —logc (3.250)

modon megvaltoztatjuk akkor (3.192) spinor generator exponencializaltja a 1 allapoton mint az
egység operator a ¢ allapoton pedig mint egy tetszéleges SL(2,C)*3 transzformécié hat.
Hasonl6an, az
Ali=a,  A5=b,  Al=c (3.251)
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valasztas a 1) allapot (3.239) alaku az

Al =a, A% =0, Al=c (3.252)
valasztas a (3.241) alaka mig az
Al = fATT =loga, A% = fA% =logh, A3;3= ngg =logc (3.253)

valasztas a (3.243) alaku transzformaciojat vonja maga utan. Ebben a duélis esetben a spinor
generator exponencializaltja a ¢ allapoton mint az egységoperator a i allapoton pedig mint a
megfelel6 SL(2,C)*? operaci6 hat. Figyeljiink fel arra, hogy a (3.243) alakt SLOCC transzfor-
maciokat az egyik esetben az Aij matrix megfelel§ 2 x 2-es blokkjanak atlostsszeg mentes része
a masik esetben az egységmatrix-szal aranyos része szolgaltatja. Tekintettel arra, hogy (3.227)-
ban v = u = 0 és Kp atlososszege zérus azonnal lathato, hogy K¢ = 0. Hasonloéan a (3.223)
képletek tanulmanyozésa azt mutatja, hogy K 1 = 0. Ismételten emlékeztetiink arra, hogy a
fenti beagyazasokkal a teljes harom qubit GL(2,C)*® SLOCC csoportokat csak akkor kapjuk
vissza, ha a Spin(12,C) csoport helyett a C* x Spin(12,C) csoportot hasznaljuk®?.

Tekintsiik most azt a fontos specialis esetet amikor a (3.247) ¢ allapotot valtozatlanul hagy-
juk azonban a (3.244) ¢ allapotban csak négy nemzérus amplitudot tartunk meg

o= (wﬁe“ + woze® + wyze — 56112233) ® EY/? (3.254)

ahol w = wyge'! 4+ wy5e?? 4+ wyze33 a V egy kanonikus alakba transzformélt szimplektikus for-
méjanak is tekinthets. Ekkor rovid szamolas mutatja, hogy a (3.249) kompatibilitasi feltételek
a
(3.255)

alakba irhatok. Az elsd feltételbdsl kovetkezik a masodik elég tehat az elsét figyelembe venniink,
ennek pedig az index mentes alakja : w A P = 0. (3.56) alapjan ez a feltétel azt fejezi ki, hogy
a P harom forma primitiv az w szimplektikus forméara nézve. Amennyiben valds amplituddja
allapotokat tekintiink akkor (3.99) alapjan azt is tudjuk, hogy minden egyes P a V' vektortéren
egy komplex struktarat definial. Ebben a szellemben azt is mondhatjuk, hogy az w A P = 0
feltétel a V-n 1év6 szimplektikus és komplex strukturak kompatibilitasat fejezi ki. A fentiek
érvényben maradnak akkor is ha a (3.247)-ben szereplé P haromforma helyett egy tetszéleges
primitiv harom formét vesziink. A (3.57) formula miatt egy tetszéleges primitiv haromforma
fliggetlen komponenseinek szama 14.

Milyen fizikai interpretacio adhato a harom qubit rendszerek két kiilonbo6zé (3.246) és (3.247)
fermionikus bedgyazasainak? Bontsuk fel az egyrészecske allapotokat tartalmaz6 V' vektorteriin-
ket a V = C% = C?> ® C? moédon. Az els§ faktor fejezze ki azt, hogy a fermionjaink harom
kiilonbo6z6 helyre lokalizalodhatnak (példaul egy egydimenzios racs kiilonbo6z6 racspontjaiba) a
maéasodik pedig azt, hogy a fermionok két lehetséges spinbeallassal rendelkezhetnek. Példaul a V*

K2

WiijPom) = 0, win(Kp)¥; = win(Kp)*,

dualis vektortér e? és e? bazisvektorai egy 2-es helyre lokalizalt "fel" vagy "le" spinnel rendelkezd
fermionikus egyrészecske allapotot reprezentalnak. A megfelelé f“ és f2+ operatorok a Fock
vakuumbol a fenti tulajdonsagn fermionokat keltik 3.

Ekkor a (3.247) ¢ harom qubit allapot azt a fizikai esetet reprezentalja amikor az 1,2, 3 "racs-
pontok" mindegyike egyszeresen betoltott. Ekkor a nyolc lehetséges 100, Yoo1, - - - 111 komplex
amplitudo az egyes spinkonfiguraciok silyat reprezentéalja. A (3.248) jeldléssel dsszhangban pél-
daul 1gp; annak a lehetéségnek a stulya melyben az 1,2 helyeken "fel" a 3 helyen pedig "le" spin

52Fnnek az extra GL(1,C) = C* csoportnak az eredetét illetéen lasd a kovetkezd alfejezetet.

53Ertelemszertien ha egy szamon nem szerepel feliilvonas akkor a spinvetiilet "fel" ha szerepel akkor a spin-
vetiilet "le" allasu. A szilardtestfizikdbol ismeretes f; jelolés ahol 4 = 1,2,3 és 0 =1,] a C3 ®@ C? szerkezetet
nyilvan jobban tiikrézi, de a kompaktabb 1,2,3,1,2,3 jelolés a FLYQM kapcsan hasznosabbnak bizonyul.
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valosul meg. A szokasos jelolésekkel ez a konfiguracio (1| 1| ) modon abrazolhato. Ezzel szem-
ben a (3.246) ¢ harom qubit allapot ellentett spint fermion pdrokkal betoltott racskonfiguraciokat
reprezental. Példaul w110 a (14| 1) | - -) konfiguracionak a stlya.

A 4 allapot esetén a SLOCC transzforméciok 6rzik a részecskeszamot. Példaul az I ® I ® Ag
lokalis SLOCC transzformécié a 3. racsponton a megfelel6 spinbeéllasok terében forgat. A ¢
allapot esetén a SLOCC transzforméciok nem 6rzik a részecskeszamot. Ekkor példaul alkalmas
I ® I ® Az alaka lokilis SLOCC transzformacioval ellentett spint fermion parokat kelthetiink
vagy eltiintethetiink. Jollehet a SLOCC csoportok fizikai jelentése a fenti esetekben alapvet&en
kiilonboz6 a (3.249) feltételek teljesiilése esetén a SLOCC csoportok mindkét kopiajat konzisz-
tens modon bedgyazhatjuk a C* x Spin(12,C) GSLOCC csoportba [11]. A 3.2.3. fejezetben
foglaltaknak megfelelGen az is belathato, hogy az altalanositott SLOCC csoportba az 1,2, 3 racs-
helyek permutéalasat végzs Ss szimmetrikus csoportot is bedgyazhatjuk. Altalaban is igaz az,
hogy a C* x Spin(4N,C) altalanositott SLOCC csoportba bedgyazhatjuk az Sy x G N-qubit
SLOCC csoportot ahol G = GL(2,C)*N. A csoportszorzas explicit alakjat az N = 4 négy-qubit
esetben a (2.200) egyenletben mar felirtuk.
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4. FEJEZET

Freudenthal rendszerek

4.1. Motivacio

A figyelmes Olvasonak biztos feltiint, hogy az eddigiekben tanulményozott egyszeri Gsszefo-
nodott rendszerek koziil néhanynak a SLOCC osztélyszerkezete a 2.5 fejezetben tanulmanyozott
harom-qubit rendszerek megfelels6 SLOCC osztalyainak szerkezetére hasonlit. Ekkor mint tudjuk
ot jellegzetes osztaly van: a trivialis osztaly mely csak a zérus allapotbdl &ll, a teljesen szepa-
ralhato osztaly, a biszeparalhatd osztaly, a W-osztaly, és a GHZ-osztdly. A négy nemtrivialis
osztaly nemnormaélt reprezentansaira példat a szokasos [000), |001) + [010), |001) + |010) + |100)
illetve |000) + |111) allapotok szolgaltatnak.

Ugyanez a négy nemtrivialis osztaly bukkan fel a hat egyrészecske allapottal rendelkezé ha-
romfermion rendszereknél is. (Léasd a (3.78)-(3.81) harom-qubit-szeri reprezentansokat.) Egy
tovabbi példat szolgaltat az a 3.2.4 alfejezetben targyalt fontos eset amikor az egyrészecske al-
lapotok hat dimenzios terén még adott egy szimplektikus struktira is mely eleget tesz a (3.56)
kompatibilitasi feltételnek. Ekkor olyan haromfermion rendszereket kapunk melyeknek a meg-
engedheté SLOCC transzformécioi a GL(6,C) ~ C* x SL(6,C) SLOCC transzformaciokrol a
C* x Sp(6,C) szimplektikus forméat is 6rz6 SLOCC csoport transzformaciokra korlatozodnak.
Kideriil, hogy a nemtrivialis szimplektikus SLOCC osztalyok szama megint négy, a szokasos
harom-qubit-szerd reprezentansokkal.

Ezek a harom részrendszerbdl allo rendszerek természetes modon egymasba "skatulyézha-
tok". Ez azt jelenti, hogy a megfelels SLOCC-csoportok is egymas részcsoportjai azaz’*

GL(2,C)*® c C* x Sp(6,C) c C* x SL(6,C). (4.1)

Mint azt a 3.5.7 alfejezetben megtanultuk amennyibben a rogzitett fermionszamrol attériink
valtozo fermionszémra ezt a beskatulydzast még tovabb is folytathatjuk. Lattuk, hogy hat egy-
részecske allapottal rendelkezd fermionikus rendszerek esetén harom-qubit rendszerek beagyaza-
sara a kiralitastol fliggSen két kiilonb6zé lehetdséglink van. A paros kiralitdsu esetben a fermi-
onrendszer allapotat a (3.222), paratlan kiralitasu esetben a (3.226) Fock-tér-beli allapotvektor
reprezentalja. Mindkét allapottér konzisztens moédon tartalmazza a harom-qubit rendszerek al-
lapotterét. Ez azt jelenti, hogy a permutaciokkal kibgvitett SLOCC csoport hatast a GSLOCC
transzformaciok C* x Spin(12,C) csoporthatasaba (paros Clifford csoport) ekvivarians moédon
beagyazhatjuk. Fermionrendszerekre tehat a megfelel§ csoportbeagyazasok

C* x Sp(6,C) c C* x SL(6,C) C C* x Spin(12,C). (4.2)

Ezeknek a fermionrendszereknek az allapotterei tehat tartalmazzak a harom megkiilonboztethets
qubit allapotterét.

A késtébbiekben sziikségiink lesz még egy olyan Gsszefonédott rendszerre is mely harom meg-

kiilonboztethetetlen bozonikus qubitbol all. Megmutatjuk, hogy ez az extra rendszer a fenti

1A harom-qubit rendszerek SLOCC csoportjat C* x SL(2,C)*3 alakba is frhatjuk. Mivel SL(2,C) ~ Sp(2,C)
ezért ennek a csoportnak a harom koépidja az Sp(6,C) csoportba a (3.47) mintanak megfelelen bedgyazhaté. A
C* faktor a nemzérus komplex szamokkal torténd tjranormaléasra utal.

91



dc_1382 17

92 4. FREUDENTHAL RENDSZEREK

négy specialis Gsszefonodott rendszer alkotta sorozathoz egy tovabbi fontos esetet ad. A kdvetke-
z6 alfejezetben ezt a (GL(Q, (C)X?’) ding SLOCC csoporton alapulé rendszert tanulmanyozzuk. Az
ezt kovets alfejezetekben a célunk az, hogy a fenti 6t egymasba agyazott 6sszefonodott rendszert
kapcsolatba hozzuk az tgynevezett Freudenthal-féle harmas rendszerekkel. Ezeket a rendszereket
Hans Freudenthal holland matematikus vezette be a mult szézad 6tvenes éveiben [Fre54]| abbol
a célbol, hogy a kivételes Lie-algebrak (go, f4, €6, ¢7, ¢g) szerkezetét tanulméanyozhassa. Ezek az
eredmények az egyszert harom részrendszeres 6sszefonddott rendszerek és a kivételes Lie-algebrak
geometridja kozotti meglepd kapcsolatokra mutatnak ra.

A Freudenthal rendszerek osszefonddottsag elméletben tortént felhasznalasa elGszor a hat
egyrészecske allapotos haromfermion rendszerek kapcsan [18] tortént. A FLYQM megjelenésé-
vel ezt szamos egyéb alkalmazas kovette[VL0O9, BDDT09c, BDDT09a, BDDR09, BDL12,
Bor13]. Az alabbiakban bemutatott targyalas a Szerzd ezidaig nem publikalt munkaja.

4.2. Harom bozonikus qubit

A harom bozonikus qubitet reprezental6 allapot szimmetrikus a részrendszerek permutécio-
jara nézve. Ennek megfelel6en a |¥) € Sym®(C?) allapotot az alabbi alakba irjuk

W) = W,|000) + Wy(|001) + [010) + |100)) (4.3)
4+ Wy (|110) + |101) +|011)) + W3|111).

Normalt allapotok esetén teljesiil még a |Wg|? + 3|W; |2 + 3|Ws|? + |U3|2 = 1 feltétel. A SLOCC
ekvivalencia definici6ja ebben az esetben

|¥) ~srocc |®) < |¥) =g ®g® g|P), g= (3 ?) € GL(2,0C). (4.4)

Az alapvet§ relativ invarians tovabbra is Cayley hiperdeterminansa mely a (2.91) harmas ssze-
fonéssal van kapcsolatban és most az alabbi alakba irhato

D(V) = W22 — 30303 — 60 0 WyWUy + 4(VUgU35 + U30?). (4.5)

A Cayley hiperdeterminans transzformacios tulajdonsidga D(V¥) — (Detg)®D(W¥). A trivialis
osztalyt nem szamolva hdrom SLOCC osztalyunk van: a GHZ a W, és az (A)(B)(C) osztaly. A
megfelel6 norméalt reprezentansok most is a (2.80), (2.81) és a |000) allapotok. Harom bozonikus
rebit esetén |¥) € Sym*(R?) és a SLOCC hatéasban szerepls g € GL(2,R). Ekkor a trivialis
osztalyt nem szamolva négy SLOCC osztalyunk van. Az extra osztaly annak felel meg, hogy
most a GHZ osztély felhasad két GH Z, osztalyra (2.131) és (2.132) normalt reprezentéansokkal.

A harom bozonikus qubit geometriajanak targyalasara a permutacios szimmetriat sérté meg-
szokott modszer most nem célravezets. Egy a permutacios szimmetriat is figyelembe vevs geo-
metriai targyalast taldlunk A. Gustavsson és D. C. Brody cikkében [BGHOT].

A harom bozonikus qubit rendszerek matematikija a binaris kobos forméak klasszikus elmé-
letével kapcsolatos. Ennek tisztazasahoz legyen

Ve = {P(u,v) = au® + bu*v + cuv? + dv3|a, b, c,d € C} (4.6)
a binaris kobos formak tere a komplex szamtest felett. A P(u,v) kobds polinom diszkriminansa
A(P) = b*c* — 27a*d* + 18abed — 4ac® — 4bd. (4.7)

Definialjuk a GL(2,C) csoport hatasat Ve-n az alabbi modon
gP(u,v) = P((u, v)g). (48)
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Rovid szamolas mutatja, hogy ha a |¥) bozonikus harom-qubit allapothoz az
F : Sym3(C?) — Ve

. . 4.9
[¥) — Tou® + 30w’ + 3Vpuv? + U3o® (4.9)

leképezésnek megfelelen egy kobos forméat rendeliink, akkor a (4.4) SLOCC csoport hatas a
megfelels (4.8) csoport hatasba megy at. A fenti bijektiv megfeleltetéssel kapjuk, hogy

A(F(|9))) = —27D(V). (4.10)

Példaul a kanonikus |000)+|111) nemnormalt GHZ allapotnak megfelels kobos forma a F(|GHZ))
u?+v? polinom. A (2.121) kanonikus alakkal kapcsolatos fejtegetéseink alapjan mar tudjuk, hogy
amennyiben A # 0 a komplex szémtest felett minden binaris kobos forma erre az alakra hozhato.

A FLYQM soran a komplex és a valos amplitudoju allapotokon tul olyan allapotokat is fo-
gunk hasznalni, melyek amplitudoi egész szamok. Példaul az elektromos és magneses toltésekkel
is rendelkez6 extremalis fekete lyuk megoldéasok toltéskonfiguracioit a Dirac-Zwanziger féle kvan-
talasnak koszonhet6en egész szamokkal jellemezhetjiik. Az tgynevezett t3 modellben négy toltés
szerepel melyeket megfeleltethetiink egy olyan nemnormalt bozonikus harom-qubit allapotnak
melynek amplitudoi egész szamok. Ekkor a SLOCC transzforméciok SL(2,Z) csoportja a szam-
elméletbdl jol ismert modularis csoportot adja. Ez a csoport a t3 modell tgynevezett U-dualitasi
csoportja. A (4.9) megfeleltetés miatt ezek a specialis ,toltésallapotok” a kobos formék terében

egy

L={PeVy a,deZ, bce3l} (4.11)
racsot adnak. Mivel V; C VR ezért definialhatjuk az alabbi két racsot
Ly ={PeL|+A(P)>0}. (4.12)

A FLYQM targyalasa soran latni fogjuk, hogy a fenti "toltésallapotok" (4.5) Cayley hyperde-
terminansanak abszolutértékének négyzetgyoke a megfelels fekete lyuk megoldés szemiklasszikus
Bekenstein-Hawking entropiajat adja. Azt is be fogjuk latni, hogy a (4.10) Osszefiiggés miatt
L elemei reprezentaljak azokat a szuperszimmetrikus (BPS) toltéskonfiguraciokat melyekre a
szemiklasszikus Bekenstein-Hawking entropia negativ. Hasonléan £_ elemei felelnek meg a nem-
BPS toltéskonfiguracioknak. Ezekre a megfelel6 entropia pozitiv.

Két |¥) és |D) toltéskonfiguracio U-dualitas ekvivalens akkor és csak akkor ha (4.9) alapjan
létezik olyan g € SL(2,7Z), hogy gF(|®)) = F(|¥)). Legyen most n # 0 egész szam! Definialjuk

Li(n)={P e Li|]A(P)=n}. (4.13)

Fizikai szempontbol fontos az a klasszikus eredmény, hogy rogzitett n-re léteznek L4 (n)-ben
inekvivalens kobos formak. 2 Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan U-dualitas inekvivalens toltés-
konfiguraciok melyek szemiklasszikus entropiaja ugyanaz. Mas szoval Ly-on az SL(2,7Z) hatasa
nem tranzitiv. Az L4 (n)-ben 1évé6 inekvivalens osztalyok szdma az osztdly szim hy(n). A t3
modell specialis esetében a hy(n) explicit alakja ismert [Nak98|. Ez azt is jelenti, hogy az
analitikus szamelmélet eredményeinek koszonhetSen a Z feletti bozonikus harom-qubit SLOCC
Osszefonodottsagi osztalyok szerkezete is ismert.

4.3. Freudenthal-féle harmasrendszerek

Az el6z6 alfejezetben targyalt harom bozonikus qubit rendszerével egyiitt méar 6t olyan egy-
szeri Osszefonodott rendszeriink van melyek SLOCC osztalyainak szerkezete meglepd struktuaralis
hasonlatossédgokat mutat. Mindegyik rendszer beagyazhato a C* x Spin(12,C) GSLOCC cso-

porttal rendelkez6 hat egyrészecske allapotos fermionrendszerek paros vagy paratlan kiralitassal

2Ezen formék szama minden rogzitett n-re véges.
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rendelkez6 verziojaba. Mindezek a tulajdonsigok arra utalnak, hogy a fenti rendszereket egy
tovabbi rejtett algebrai strukttra koti 6ssze. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ez valoban
igy van. A megfelel§ algebrai struktira a matematikai irodalomban "Freudenthal féle harmas-
rendszer" néven ismert és a kivételes Lie-algebrak és az tgynevezett "magikus négyzet" [Bae02]
szerkezetével kapcsolatos .

A Freudenthal-féle harmasrendszerek megkonstrualasara szamos eljaras ismert. A legismer-
tebb, és a fizikai alkalmazasok szempontjabol a legfontosabb a kobos Jordan algebrékon alapuld
targyalds. 1983 o6ta ezek az algebrék az ugynevezett "magikus szupergravitacios elméletek" jol
ismert szereplsi [GST83, GST84, GST85, Sie87]. Ezek a struktirdk a kvantumos Ossze-
fonodottsag és a FLYQM kontextusaban elszor R. Kallosh és A. Linde munkajaban jelentek
meg [KLO6|. A szerz6k harom qubit rendszereket egy olyan szokatlan algebrai formalizmus-
ban targyaltak mely lényegében ekvivalens a Freudenthal rendszerek Jordan algebrakon alapuléd
megszokott formalizmuséval. Vajon vissza lehet-e vezetni a magikus négyzettel kapcsolatos va-
lamennyi speciélis Lie algebrat egy qubit rendszereken alapulé algebrai formalizmusra? A. Eldu-
que matematikai munkéssaga alapjan [Eld04| a valasz a kérdésre valosziniileg igen [5]. Sajnos
a fenti érdekes kapcsolat kvantum informécidelméleti alkalmazasok szempontjabol vett értéke
meglehetGsen kétséges. Mint latni fogjuk azonban a fenti észrevétel a dolgozat masodik felében
bemutatasra keriils FLYQM szempontjabdl igen hasznos.

4.3.1. Szimplektikus harmasrendszerek . Egy Freudenthal féle harmasrendszer egy
szimplektikus hdrmasrendszer melyet az alabbi axiémék definidlnak [YAT75].

Egy R szimplektikus harmasrendszer egy R vektortér C felett ellatva egy {-,-} : R xR — C
szimplektikus formaval® és egy [-,-,-] : R x R x | — N trilinearis harmas szorzattal gy, hogy
az alabbi axiomék teljesiilnek:

[,y,2] = [y, z, 2] (4.14)
[z, y,2] = [z, 2,y] + 2{y, 2}z — {2, 2}y — {z,y}2 (4.15)
[u, v, [z,y, 2] = [[u, v, 2], y, 2] + [z, [u, v, 9], 2] + [z, 9, [u, v, 2]] (4.16)

Megmutathato, hogy (4.15)-(4.16) kévetkezményeként igaz, hogy
{lw, v 2], y} + {2, [u,0,9]} =0 (4.17)

Figyeljiik meg, hogy (4.16) azt mutatja, hogy az Ly, : © — [u,v, 2] linearis leképezés egy derivd-
cid. Az (4.14) axiéma értelmében: L, = Ly,. A (4.17) tulajdonsagbdl pedig kévetkezik, hogy
L.y nemcsak linearis hanem egytuttal 6rzi a szimplektikus format. Nyilvan a masodik axioma a
szimplektikus struktura és a harmas szorzat kozott nagyon erds megszoritast ad.

4.3.2. A hat médusi fermionrendszer mint szimplektikus harmasrendszer . Tud-
juk, hogy a C* x Spin(12,C) GSLOCC csoporton alapulé hat modusi fermionrendszer tovabbi
négy egyszerd Osszefonddott rendszert foglal magédba. Mutassuk meg, hogy a paros kiralitdsta
esetben ez a rendszer a szimplektikus harmasrendszer egy példajat adjal

Jeloljiik a fermionikus Fock tér paros kiralitast alterét F+-val és irjuk ennek az altérnek egy
tetszbleges (3.222) vektorat a fizikiban hasznélatos

o) = (771 b i+ o a5 +§ﬁ1ﬁ2ﬁ3ﬁ4ﬁ5ﬁ6> ) (418)

alakba ahol a fermionikus kelt6 és eltiintetd operatorokra bevezettiik a f” =9, f; =10y

jelolést? . Ezzel a jeldléssel egy Spin(12,C) transzformécié alakja § = 5 ahol 3.192) alapjan

3Egy alternalé bilinearis formaval, azaz egy olyan bilineris forméval melyre {z,y} = —{y,z}, =,y € R.
At + nypt = 8751 stb.
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S=-B-C+A-L(TrA)l s
~ . . ~ 1 . ~ 1 ..
A=Aphi,  B= By, €= CYnm;. (4.19)

Az A, B és 3 generalta véges transzforméciok alakja mar (3.230)-(3.232)-bol ismert. Tekintsiik
most ennek alapjan a |¢) — S|p) infinitezimalis transzforméaciot

' =(Cy) - %(TrA)n (4.20)

§=—(B,2)+ %(TrA)ﬁ (4.21)
f”:—MBxw”+§ﬁﬁhﬂwm—A%Mf+;ﬂAm“ (4.22)
yli; =2(C x x);; —nBij + Akiykj - Akjyki - %(TrA)yij (4.23)

ahol a megfelels definiciokat lasd (3.233)-ben.

A (3.223) momentum leképezés explicit alakjabol azt is latjuk, hogy minden |p) fermionikus
allapot definial egy olyan l@cp = —B% — CA’w + /AL/, — %TrAg,i GSLOCC transzformaciot melynek
A, B,,C, matrixai az allapot amplitidojaitol kvadratikusan fiiggenek. Egy adott (|¢1),|¢2))
fermionikus allapotparhoz tehat megadhatunk egy masik (Ko, |@a), Ko, |@1)) allapotpért.

Fenti konstrukciot még tovabb is altalanosithatjuk. A (3.223) képletekbdl az is lathato, hogy
minden (|p1),|e2)) allapotparhoz is hozzarendelhets egy I@WW € Spin(12,C) elem azaz egy
GSLOCC transzformécio. Ahhoz, hogy ezt lassuk polarizéljuk a (3.223) formuldkat az alabbi
mo6don

Koros = —Boros = Coron + Aprpy — %Tr Apipyl (4.24)
ahol
Apipy, = x1Y2 + Toy1 + [ma + 121 — wia]l (4.25)
By, =221 X 2 — &1y2 — &, Coips = 2y1 X Y2 — MT2 — 121 (4.26)
2wig = —Tr A =3m& + 3262 — (21, y2) — (T2, 1)- (4.27)

Itt I a 6 x 6-0s egységmaétrix, z1y> pedig a megfelel§ két antiszimmetrikus 6 x 6-os méatrix
szorzatara utal. Felhasznaltuk még a (3.233) definiciokat. Figyeljiik meg, hogy a (4.25)-(4.26)
formulakbol egybdl lathato, hogy

Koprpy =K (4.28)

P1p2 p2p1"

Tekintsiik most a .

) = Kopro2|03) (4.29)
fermionikus allapotot! Ez a |¢’) allapot a (4.18) alakban all el§ ahol most a megfelels 32 amp-
litadot az (', y',2',&) , |pa) esetén pedig az (Na, Yo, Ta,Ea) (@ = 1,2,3) négyesek cimkeézik.
Az (0,y, 2, &) négyes explicit alakjat a (4.20)-(4.23) formulak adjak, ahol most az A, B és a
B matrixok helyett a (4.25)-(4.26) matrixok, az (n,y, z, ) helyett pedig a (13, ys, 3, £3) négyes
irando. Ezzel az eljarassal a (|¢1), |¢2), [¢3)) allapotvektor-harmashoz egy 1j |¢’) allapotvektort
rendeltiink .

(Ip1), [2), lp3)) = @) = Koy pali03)- (4.30)
A kapott hozzarendelés egy harmas-szorzat melyet az egyszertiség kedvéért az alabbi modon
jeloliink

['a'a'] :]:Jr ®f+ ®‘F+ - ]:+’ (90179023903) = [9017502a903] = ’CAP1<P2‘P3' (431)

Definialjunk most az aldbbi médon egy szimplektikus formét

[} FPOF ST (o) o (o100} = —5(o1le2) (432)
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ahol

(p1le2) = m&e — m2&r + (21, y2) — (22, 41) (4.33)

a (3.212)-b6l méar ismerds alternalé forma. Ellendrizhets, hogy a 32 dimenzios F komplex
vektortéren flymodon megadott harmas-szorzat és szimplektikus forma kielégiti a (4.14)-(4.16)
axiomakat. Tehéat az (FT,[,-,],{-,-}) hdrmas egy szimplektikus harmasrendszer.

4.3.3. Jordan algebrak . Mint emlitettiik, a Freudenthal-féle harmasrendszerek fizikiban
hasznalatos konstrukcidja a kobos Jordan algebrakon alapul. A kdvetkezSkben ezt a konstrukciot
ismertetjiik. A Jordan algebrakat illetGen a klasszikus referencia Jacobson kényve [Jac68] egy
az utobbi id6ben megjelent hasznos monografia McCrimmon munkéja [McC04].

Egy J Jordan algebra egy olyan vektortér egy test felett mely el van latva egy olyan bilinearis
e szorzassal melyre teljesiilnek az alabbi axiémak

Tey=1yexz, e (zey)=xe(z’ey). (4.34)
A Jordan szorzas kommutativ, de nem feltétleniil asszociativ. Nyilvan egy asszociativ méatrix
algebra egyuttal egy Jordan algebra amennyiben a Jordan szorzatot a

1
zey =5 (zy+yz) (4.35)

moédon értelmezziik. A benniinket érdekls Jordan algebrak "kébos Jordan algebrak". Ez azt
jelenti, hogy minden x € J egy harmadfoka polinomialis egyenletet elégit ki. Az kobos Jordan
algebrakra létezik az tgynevezett Springer konstrukcié mely egy vektortéren megadott kdbos
"norma" fogalméan® alapul [McCO04]. A norma és egy speciélis baziselem lerdgzitésével a Jordan
szorzat megkonstrualhatdo [McC04, Sie87|. Az ilyen tulajdonsagi Jordan algebrak koziil ben-
niinket csak azok érdekelnek melyek olyan 3 x 3-as Hermitikus méatrixokon alapulnak melyeknek
elemei valos szamok, komplex szamok, kvaterniok vagy oktoniok. Jelolje tehat a kovetkezok-
ben Jr ahol F = (R,C,H, Q) a megfelel§ matrixok terét: Sym(3,R), Herm(3, C), Herm(3, H),
Herm(3,0). Egy ilyen matrixot az aldbbi modon parametrizalhatunk

a ¢ b
z=\1¢ B a (4.36)
b a ~

ahol a, 8,y valos szamok, a, b, ¢ pedig a négy esetnek megfeleléen valos szamok, komplex sza-
mok, kvaterniok vagy oktoniok. Feliilhtzassal a megfelel6 kompozicios algebra-beli konjugalést
jeloltiik. Figyeljiik meg, hogy a (4.36) alakt méatrixokat 6,9, 15,27 valds szam paraméterezi.

Megmutathato [McC04, Jac68, Bae02], hogy a (4.35) szorzatra nézve Jr mindegyike Jor-
dan algebra. A szokésos determinans altalanositasaval a fentiekben definialt matrixokra értel-
mezhetiink egy kobos normat

Detz = afy — alal* — B|b]* — ~|c|* + (ab)c + &(ba). (4.37)
Definialjuk most a kvadratikus f leképezést
¥ = 2% — (Tra)z + %((Trx)2 — Tr(z?)) -1 (4.38)
ahol 1 a 3 x 3-as egységmaétrix. Nyilvan

zx* = 2z = Detx - 1 (4.39)

5Egy nem 2 és 3 karakterisztikaju F test feletti V' vektortéren megadott N : V' — F leképezés kobos norma,
ha N(Az) = A3N(x) és az N teljes polarizalasaval kapott forma trilinearis [Kru07].



dc_1382 17

4.3. FREUDENTHAL-FELE HARMASRENDSZEREK 97

ezt a zaf — Detz = 0 alakba irva lathatjuk, hogy egy tetszéleges x € Jr elem valoban egy
harmadfoku polinomialis egyenletet elégit ki®. Polarizaljuk a f leképezést, kapjuk

yxz:%((y+z)ﬂ—yﬂ—zﬁ). (4.40)

Sziikségiink lesz még a
(r,y) = Tr(z o y) (4.41)
definiciora.

Legyen most Jr = Jr ® C a Jr vektortér komplex kiterjesztése. Jeloljiik a (4.41)) bilinea-
ris forma komplex kiterjesztését ugyanazzal a (-, ) szimbolummal. Ekkor a Jr Jordan algebrak
komplexifikaltjai rendre a Jr: Sym(3,C), Mat(3,C), Skew(6,C) és Herm(3,0) ® C Jordan al-
gebrak. A sorozat elsé két tagja érthetSen a szimmetrikus komplex elemi 3 x 3-as matrixok és
a tetszbleges komplex 3 x 3-as matrixok tere.

Az antiszimmetrikus 6 x 6-0s matrixok megjelenése némi magyarazatra szorul. Mivel minden
kvaterniot egy 2 x 2-es matrix-szal reprezentalhatunk tekintsiik az alabbi megfeleltetést

a ¢ b ae  ce  be
rx=\|¢ B a|l<>X=|¢c¢ pfe ac]. (4.42)
b a ~ be ae e

Itt a baloldalon «, 8, € C, a,b,c € HQC, és a feliilvonéas kizardlag kvaterni6 konjugélast jelent.
A jobb oldalon a, 3,y € C, a,b,c € Mat(2,C). @ = —ea’c a (2.66)-ben mér hasznalt spin flip
operaci6’ ahol e a standard SL(2,C) invarians antiszimmetrikus 2 x 2-es matrix, lasd (2.66).
Azonnal lathato, hogy X7 = —X azaz X € Skew(6,C). A (4.42) megfeleltetés segitségével
belathato, hogy
Det(z) <> Pf(X) (4.43)

azaz a komplexifikalt Jordan algebra kobos normaja ekkor a (3.225)-bdl ismeretes Plaffian. Iga-
zolhatdé még az is, hogy

e XE yxze Y xZ (n,y) < (X,Y) (4.44)
ahol a baloldalon szereplé mennyiségeket (4.38), (4.40) és (4.41), a jobboldaliakat pedig (3.233)
definialja.

A megfelelés jobb oldalan szereplé mennyiségekkel szamolva kapjuk a fontos

AIXx (Y xZ2) =X, 2)Y+ (X, Y)Z+ZXY +YXZ (4.45)
Osszefiiggést. A baloldalon szerepls mennyiségekkel szamolva kapjuk a Jordan algebrak elméle-
tébdl ismert
4w x (y x 2) = (z,2)y + (z,9)2 — 2{y, z, 2} (4.46)
identitast ahol
Lyyz={z,y,z} = (xey)ez+axe(z0y)—(rez)ey (4.47)
az ugynevezett Jordan harmas szorzas. Amennyiben J asszociativ algebra akkor {z,y,z} =
1(xyz + zyzx). Tehét esetiinkben (R, C,H) amikor a megfelels algebréak asszociativak
—axyz —zyx < XY Z + ZY X. (4.48)
Fontos még a nem asszociativ esetben is érvényes a késébbiekben felhasznélasra keriilé

Det(z + y) = Detx + (2%, y) + (2, y*) + Det y (4.49)

6Természetesen ezek az allitasok a valds és komplex esetben trividlisak, a kvaterniés és oktonios esetekben
maér kevésbé. A kvaternidszorzas ugyanis nem kommutativ de asszociativ, az oktonidszorzas pedig még csak nem
is asszociativ.

"Ez a kvaterni6 konjugalasnak felel meg.
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identitéas.

A tovabbiakban Jp = J. Jeloljiik Str(7)-vel a komplexifikalt Jordan algebra azon transzfor-
mécioit melyekre a kobds norma relativ invarians®. Ezeket a transzforméciokat a Jordan algebra
"struktira csoportjanak" nevezziik. Az Str(J) strukttracsoport centrumat a

Dy :z— Az, AecCr (4.50)
dilataciok adjak. Legyen
Tp:z+— z+ B, z,BeJ (4.51)
a "transzlaciok" és amennyiben Det z # 0
Lizey —27t (4.52)

az "inverziok" csoportja. Ekkor Dy oTp o D;l = T\p. Az inverziok, az eltolasok és a strukttura-
csoport transzforméciok generalta csoportot a J Jordan algebra Conf(7) konform csoportjanak
nevezzik.

4.3.4. Freudenthal-féle harmas rendszerek és Jordan algebrak [Cle03, 15]. Legyen
J barmelyike a négy komplexifikalt kobos Jordan algebranak: Jr, Jc, Ju és Jo - Tekintsiik
a J komplex egyiitthatos polinomalgebrajat: P(J)-t. Jeloljik W-vel ennek a z € J valtozos
polinomalgebrénak azon alterét melynek elemei a

Wiyage(z) =nDetz + (y,25) + (2,2) + €, wy2€T, néeC (4.53)

alakba irhatok. W, , . ¢(z) egy olyan harmadfoku komplex egytitthatés polinom melynek egyiitt-
hatoit az (n,y, z, &) négyes segitségével cimkézhetjiik. Nyilvan

(ny,z,6)ceCagaJaC. (4.54)

A tovabbiakban a C & J & J @ C vektorteret a J Jordan algebran alapuldé Freudenthal-féle
harmasrendszernek fogjuk hivni és a W(J) szimbélummal jelsljiik®. Figyeljiik meg, hogy az
R,C,H és O kompozicios algebrakon alapuld kobos Jordan algebrak vélasztasa esetén a W(J)
vektortér komplex dimenzidja: 1+64+6+1=14,14+94+9+1=20,14+154+15+1 = 32 illetve
1427427+ 1= 56.

Idézziik most fel, hogy (3.58)-(3.60) alapjan a hat egyrészecske allapottal rendelkezs harom-
fermion rendszer 20, illetve a (3.61) feltételnek eleget tevs szimplektikus haromfermion rendszer
14 amplitadojat pontosan ilyen alakba particionalhatjuk. Ezek a rendszerek tehat valosziniileg
az R-en és C-n alapuld kobos Jordan algebrakkal kapcsolatos Freudenthal-féle harmasrendsze-
rek. Az is sejthetd, hogy a 32 amplitudot tartalmazo bedgyazd fermionrendszer (melyrdl mar
tudjuk, hogy egy Freudenthal rendszer) Jordan algebraja a kvaterniokon (H) alapul. Ismerve
a (4.42)-(4.44) megfelelés formulait ahhoz, hogy a sejtésiinket belassuk azt kell megmutatnunk,
hogy a (4.2)-ben emlitett SLOCC csoportok egyméasba dgyazasanak a valos és komplex esetek
kvaternios esetbe torténd beagyazasa felel meg.

Ennek megmutatasdhoz tekintsiink elGszor egy tetszéleges B € J Jordan algebra elemet és
legyen

n=1, y=—B, r = B, ¢ =—DetB (4.55)

Ekkor a (4.49) identitas felhasznalasaval lathato, hogy
Wi.—B.Bt pet B(2) = Wi0,0,0(2 — B) = Det(z — B). (4.56)

S6t (4.49), (4.40) ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy
Wy ar,e(2) = Whyoe(z — B) (4.57)

8Det(gz) = x(g9)Det(z), z€J, ge€Str(J) ahol x egy csoportkarakter.
MW tehat egy polinomalgebra, mig W(J) egy komplex vektortér.
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ahol
W=n Yy =y—nB 2 =z-2xB+nB (4.58)
¢ =¢— (x,B) + (y, B*) —nDet B (4.59)

Vessiik ezt 6ssze a (3.230)-ben kapott fermionrendszer e™B transzformaltjavall A (4.43) és a
(4.44) megfelelés alapjan latjuk, hogy az altalanositott SLOCC transzforméaciok ezen része meg-
felel a kvaternios Jordan algebra Conf(Jy) konform csoportjanak azzal a részével mely a (4.51)
transzlacidkkal kapcsolatos. Ez a megfelelés nyilvan a megfelel R-en és C-n alapuld beagyazott
rendszerekre is fennall. Sejtésiinket tehat maradéktalanul igazolhatjuk, ha a fennmarado (3.231)
és (3.232) SLOCC transzforméciokat is megfeleltetjiik a kvaternios Conf(Jy) konform csoport
fennmarado6 generatorainak. Ezzel az érveléssel kapnank, hogy

Conf(Jg) ~ Sp(6,C), Conf(Jc)~ SL(6,C), Conf(Ju) ~ Spin(12,C) (4.60)

s igy (4.2) értelmében a fenti csoport izomorfizmusok miatt a megfelel6 SLOCC csoportokat a
megfelelg Jordan algebrak konform csoportjaival azonosithatnank.

Figyeljiikk meg, hogy a transzlacios részcsoport példaja azt mutatja, hogy az azonosités lé-
nyege az, hogy az illetd Jordan algebra konform csoportja valosziniileg természetes moédon hat a
megfelel6 Freudenthal féle harmasrendszert definial6 (4.53) polinomok terén. J. Faraut és Gin-
dikin munkaja alapjan tudjuk, hogy ez valoban igy van. Az emlitett szerz6k megmutattik, hogy
a W téren természetes modon megadhato a Conf(7) csoport egy projektiv irreducibilis abrazo-
lasa [FG96]. Ennek a D(g), g € Conf(J) abrazolasnak az explicit alakja a Conf(J) csoportot
generalo transzlaciokra, inverziokra és struktira csoportra'’

(D(TB)W)(z) =W (z — B), BeJ (4.61)
(D()W)(2) = Det(2)W (—271) (4.62)
(D(YW)(2) = x(9)*W(g™'2), g€ St(T). (4.63)

Ezek koziil a transzlaciokat abrazolo explicit formulakat (4.58)-(4.59) adja. Az inverziok explicit
alakja
n=¢  y=-x, =y, {=-n (4.64)
Legyen most § € J és hatarozzuk meg a —D(1o0Tgor) explicit alakjat! A megfelels definiciok
felhasznalasaval kapjuk, hogy a transzformécioé hatasa a

n' =n+y.B)+ (z,8) + £Det B (4.65)

V=y+2x e, o =atef, €=¢ (4.66)
explicit alakt. Ha most a (4.65)-(4.66) transzformacios szabalyt (3.231)-vel dsszevetjiik akkor
latjuk, hogy ez az e~? altalanositott SLOCC transzformécionak felel meg.

Tekintsiik végiil a D(g) explicit hatasat ahol g € Str(J)

n=x"n oy =x Py, 2 =x(9) e e, € = x(9)V3E (4.67)
A kvaternios esetben ez a formula a
gy« ATz A, (g2 & A2 AT x(g) & Det A (4.68)

megfeleltetéssel a (3.232)-beli eA~™4/2 SLOCC transzforméciot adja ahol A = e, A € GL(6,C).
Osszefoglalva: a kvaternios esetben azt kaptuk , hogy

AT A s D(g), g€ Str(Tn) (4.69)
e P+ D(Tp), Bey (4.70)
e P = D(~10Ts01), BETu. (4.71)

10Rigyeljiik meg, hogy az abréazolas (D(9)W)(2) = j1/%(g,2)W (9~ 12),2 € T, g € Conf(J) alakba irhato.
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Mivel a jobb oldalon szerepls transzfroméaciok generaljak a Conf(Jy) a baloldaliak a Spin(12,C)
csoportot, ezért

GL(1,C) x Spin(12,C) ~ GL(1,C) x Conf (). (4.72)

Mivel ez az eset magabafoglalja a valos Jg és a komplex J¢ esetet, a (4.60) izomorfizmusok is
teljesiilnek.

4.3.5. A harmas-szorzat . A kobos Jordan algebrakon alapulé Freudenthal-féle har-
masrendszerek definidlasdhoz meg kell adnunk az (4.14)-(4.16) axioméknak eleget tevs harmas-
szorzatot. Mivel a konstrukciot a kvaternios esetben mar megadtuk, a valos és a komplex eset
targyalésa egyszeri. Ez annak koszonhets, hogy a megfelel Jordan algebrak ekkor asszociati-
vak. Az oktonios eset konstrukcidja megtalalhaté Freudenthal munkaiban [Fre54, YA75]. Ezt
a mindegyik Jordan algebrara érvényes harmasszorzatot mi itt most a (4.20)-(4.23) formulak
alkalmas moédositasaval adjuk meg.

Jelolje Ao = Ay, p, Bia = Byg, €5 B2 = Bpyp, @ (4.25)-(4.26) mennyiségeket. Ekkor a
kvaterniés esetben a harmasszorzat explicit alakja

0 = (B12,y3) + wians, ¢ = —(Bi2,73) — w12€3 (4.73)
2’ = —2Bia X y3 + Bra€s — A1axs + (A1223)" — wiaws (4.74)
Y = 2B12 X 3 — Biamz + yz A1z — (y3A12)T + wiays (4.75)

ahol wyy definiciojat illetéen lasd a (4.27) formulat.

Irjuk fel ezeket a 6 x 6-0s komplex elemii antiszimmetrikus matrixokat tartalmazo formulékat
3 x 3-as kvaternié Hermitikus méatrixokat tartalmazo alakbal A (4.42)-(4.44) "szotar" és a (4.45)-
(4.46), (4.48) identitasok felhasznalasaval kapjuk, hogy

1
— Apx3 + (A12a;3)T — WioT3 ¢ —2 (‘Cwlyz + El‘zm + 6w12) T3 (4.76)

ahol
1
Loyz=—{z,y,2} + g(amy)z (4.77)

Figyeljik meg, hogy L., : Ju — Ju egy olyan linearis operator mely tartalmazza a (4.47)-
ben definialt Jordan-féle harmas-szorzast. Ebben az asszociativ esetben igaz, hogy 2{x,y,z} =
xyz+zyx. Tehat ha a (4.73)-(4.75) formulakban elvégezziik a (4.76) helyettesitést és a tobbi szim-
boélumot is a Jordan algebras szotarnak megfelelen hasznalunk akkor a Jg, Jc és Ju esetekben
egyarant érvényes harmas-szorzatot kapunk. Megmutathato [Fre54, YAT75], hogy amennyiben
a formuldkban szereplé Jordan-féle harmasszorzat (4.47) altalanos kifejezését hasznaljuk akkor
a definicio a nem aszociativ Jy esetben is érvényes. Belathato az is [Fre54, YAT75]|, hogy ha
a szimplektikus format a (4.32) modon definidljuk akkor a Freudenthal-féle harmasszorzat ezen
definicioja valoban kielégiti a (4.14)-(4.16) axiomakat.

4.3.6. A kvartikus invarians és a Freudenthal dualas . A Freudenthal-féle harmas-
szorzat segitségével egy fontos Conf(7) invarianst definidlhatunk. Legyen

oo ny,z,)eCagaTaC=W(T). (4.78)

Vezessiik be el6szor a kényelmesebb

1
P1p2p3 = g[@17¢2a§03]7 1,2, 03 € W(JT) (4.79)
jelolést és az 1j

P = ppp (4.80)
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mennyiséget. Ekkor (4.15) 4j alakja

2 1 1
P1P203 = P1P3P2 + g{wz,ws}wl - 3{9037@1}@2 - g{wl,wz}ws (4.81)

a tobbi axioma valtozatlan.
A (4.32) szimplektikus formaval ¢-t kombinalva képezhetjiik a ¢ komponenseiben negyedfoki

D(p) = {¢, ¢} (4.82)

polinomot. Az irodalomban megszokott a (1,y,x,&) mennyiségeket formalisan egy métrixba
szervezni [Kru07] ezzel a felirassal kapjuk, hogy

~ é :Z] _ —ﬁﬁ—Detx _(nmﬁ_Znyﬁ)"‘K}y
- <3~3 77) =7 ((fyﬁ — 2y x 2%) — Kz nk + Dety > (4.83)
ahol .
k= 5(775 —(2,9))- (4.84)

A negyedfoku polinom explicit alakja
D(p) = 4[k* — (2%, 9*) + ¢ Det y + n Det z]. (4.85)

Ez a formula mar ismerds szamunkra. Valoban, (3.69)-ben és (3.224)-ben a hat modusa harom-
fermion rendszerek Gsszefonodottsagi mértékeként pontosan ezt a formulat hasznaltuk!'. Ezek
a formulak most 1] szerepben mint a W(J¢) és W(Ju) Freudenthal-rendszerek fundamentélis
kvartikus polinomjai bukkannak fel. A (3.68) transzforméciés szabalybol és a (4.60) izomorfiz-
musokbol tudjuk, hogy ezek a polinomok SL(6,C) ~ Conf(Jc) illetve Spin(12,C) ~ Conf(Jm)
invaridAns mennyiségek. Ennek alapjan varjuk, hogy béarmely kobds Jordan algebran alapuld
Freudenthal-rendszerre (4.85) Conf(J) invarians. Belathato [Kru07], hogy a fenti kvartikus
polinom valéban egy Conf(J) invarians'?. Kénnyen belathat6 az is, hogy a {-,-} szimplektikus
forma is invarians a Conf(J) csoportra nézve. Osszefoglalva tehat irhato, hogy

D(gp) =D(p), {gv1.902} ={p1,92}, g€ Conf(T), ¢eW(). (4.86)
Tekintsiik most a Ky,,¢ = ©p(ppp) mennyiségetMQST13|. Ekkor a (4.16), (4.14) defini-
ciokbol azonnal kovetkezik, hogy
Koop = Kpip = 0 (4.87)
Ebbél adodik, hogy a K, = Kz, operator ¢ tetszéleges hatvanyat eltlinteti. Specidlisan igaz
az , hogy Ky,s¢ = 0. Mindezeket az alabbi médon foglalhatjuk &ssze
PP = P = @Ppp = ppp =0 (4.88)
Szamoljuk most ki a Kyu@ = @@ és Kspp = ppp mennyiségeket! A (4.81) axioma és a (4.82)
definici6 felhasznalasaval kapjuk, hogy

ppp=D(p)p, PP =—D(p)$. (4.89)
Ezt felhasznalhatjuk ¢ = @@ kiszamolasara
¢ =-D*(¢)e (4.90)
Ebbdl és (4.82)-bol kovetkezik az is, hogy
D(¢) = D*(¢). (4.91)

11 A harom-qubit rendszerekkel kapcsolatos (2.92) Cayley-féle hyperdeterminans is (4.85) alakii.

2Erdemes a (4.80), (4.82) definiciokat sszevetni a hatmodust fermionrendszerre kapott (3.75) és (3.73)
formulédkkal Ezek a formulak egy —1/2 faktortdl eltekintve megegyeznek. Ennek az eredetét lasd a (4.32) defini-
ciéban. Ugyanis a hatmodusit fermionrendszerre hasznalt (3.71) szimplektikus forma a (4.32)-ban szerepls (-|-)
forméanak felel meg.
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Definialjuk a ¢ Freudenthal dudltjat [BDDRO9]

P 4.92
@ 0 (4.92)

Ekkor (4.90)-(4.91) felhasznalasaval belathato, hogy

¢=—¢, D(@)=D(p) (4.93)
Figyeljiik meg, hogy a Freudenthal dult specidlis esetben megegyezik a (3.76)-(3.77)-ben beve-
zetett dudlis fermion &allapot fogalmaval. Fontos latni azt is, hogy a fenti identitasokat most a
konkrét realizaciotol fliggetleniil a harmasszorzat (4.14)-(4.16) axiémaibol kozvetleniil vezettiik
le.

A fejezet lezarasaként, az alabbi tablazatban, Osszefoglaljuk az Gsszefonodottséaggal kapcso-
latos Freudenthal rendszereket.

’ Tipus \ G \ lg] \ m = dim W(J) \ 2m + |g| + 3 ‘
Harom bozonikus qubit SLR,O)fn, | 3 | 4=1+1+1+1 14
Héarom qubit SL(2,C)*% | 9 8§8=1+3+3+1 28
Harom fermion hat szimpl.modus |  Sp(6,C) 21 | 14=14+6+6+1 52
Harom fermion hat modus SL(6,C) 35 | 20=1+9+9+1 78
Ps./ptl. fermion hat modus | Spin(12,C) | 66 [32=1+15+15+1 133
? E-(C)  |133|56=1-+27+27+1 248

4.1. tablazat. Freudenthal rendszerek mint specialis Osszefonddott rendszerek. A tablazatban
szerepld Osszefonodott rendszerek teljes SLOCC csoportja GL(1,C) x G alakban all els. A |g]
a G Lie algebrajanak dimenzioja, azaz a nemtrividlis komplex SLOCC paraméterek szama. Az
m szam a (4.54) alakban particionalt W(J) Freudenthal rendszer komplex dimenzidja, azaz
az Osszefonddott rendszer komplex amplitiudéinak a szama. A tablazat 4.-7. sordban J Jordan
algebrak rendre Jg, Jc, Ju és Jo. A 2.-3. sorban a megfelel§ Jordan algebrak a (4.36) kanonikus
alak diagonalis elemekre torténd alkalmas lesziikitésével kaphatok. Figyeljik meg, hogy a 2m +
|g| + 3 szamok rendre a go, 50(8), f4, ¢s, ¢7 és eg komplex Lie algebrak dimenziojai|Cle03].
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5. FEJEZET

A fekete-lyuk/qubit megfelelés

5.1. Bevezetés

A dolgozat els6 felét kitevs fejezetekben egyszerii Gsszefonddott rendszerek geometriajat
tanulményoztuk. A dolgozat masodik felében szeretnénk megmutatni, hogy ezek a rendszerek
mint a hurelméletekbdl ismeretes fekete-lyuk megoldasokkal kapcsolatos matematikai struktarak
bukkannak fel. Ebben a bevezet§ jellegii fejezetben nagy vonalakban véazoljuk a FLYQM okait.
A dolgozat hatralévs része ezen okok részletes analizise.

A Fekete-lyuk /qubit megfelelésnek (FLY QM) nevezett matematikai kapesolat [BDL12] egyik
oka a megfelelés két oldalan felbukkano fizikai szituaciok hasonlo szimmetridja. A megfelelés egyik
oldalan a SLOCC csoportok, a masikon az uagynevezett U-dualitéasi csoportok allnak. Mivel a két
oldalon 4ll6 szimmetriacsoportok hasonlok, ezért a FLY QM természetes oka abrazolaselméleti.

Masrészt, a FLYQM-ben felbukkano osszefonodott rendszerek legtobbje nagyon specialis
Freudenthal rendszer. A Freudenthal rendszerek (lasd (4.1) tablazat) egyik specifikuma az,
hogy ezekre csak egy algebrailag fiiggetlen relativ invaridns polinom létezik. Mindezek fontos
kovetkezménye az, hogy mivel a szemiklasszikus fekete-lyuk kontextusban is csak egy algebra-
ilag fiiggetlen U-dualitasi invarians létezik ezért a szemiklasszikus entropiaformula a megfelels
Osszefonodottsagi mérték fliggvénye kell, hogy legyen.

Altalaban a relativ invarians entropiaformulak unicitésa azzal kapcsolatos, hogy a megfelels
osszefonodott rendszerek allapottere egy regularis irreducibilis prehomogén vektortér[SK77]. A
prehomogenitas fogalom egy G csoport, egy V' vektortér, és G egy V-n hato R irreducibilis abré-
zolasanak olyan (G, V, R) harmasara utal, melyre V-ben létezik G-nek stirii' palydja. Amennyi-
ben G a SLOCC transzformaciok csoportja, a palyak a SLOCC 0Osszefonddottsagi osztalyok. A
prehomogenités ekkor azt jelenti, hogy létezik egy specidlis, siirii SLOCC 6sszefonddottsagi osz-
taly. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy barmely allapot tetszéleges kornyezetében talalhatunk
ebbdl a specialis osztalybol elemet. Ilyen stirti SLOCC osztaly példaul a 4.2 fejezetben targyalt
harom bozonikus qubit GHZ-osztalya. Ekkor az egyetlen algebrailag fiiggetlen relativ invarians
a Cayley hiperdeterminans (4.5) bozonikus valtozata.

A FLYQM-ben el6forduld rendszerek nagyrészt, olyan regularis irreducibilis prehomogén
vektortértereken alapulnak, melyek csoportja G = C* x Gy alaki, azaz a G nemtrivialis része
feligegyszerd. Ezeken a vektortereken létezs egyértelmi relativ invaridns itt azt teszi lehetGvé
[Hit00, Hit03, Hit01, RSACO05], hogy olyan invaridns funkcionalokat irjunk fel melyek kri-
tikus pontjai a hurelméleti kompaktifikicidkkal kapcsolatos 6,7 és 8 extra dimenzids sokasagok
specialis geometriai strukturait adjak. Példaul, a hurelméletekben fontos szerepet jatszé Calabi-
Yau sokasdgok olyan hat dimenziés Kéahler sokasigok, melyeken létezik egy seholsem elting
holomorf haromforma. Megmutathato[15], hogy ez a haromforma mely a Calabi-Yau komplex
struktarajat definialja, megkaphaté mint egy olyan invaridns funkcional kritikus pontja mely
épp a (3.67) stird palyan értelmezett haromfomakkal kapcsolatos 6sszefonodottsagi invarianson
alapul. Ebben a képben tehat egy hat dimenzios valds irdanyithato sokasag extra strukturajat

LA Zariski topologiaban.
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(jelen esetben a komplex strukturat), a strd palyan vett haromformakbol képzett funkcionalbol
szarmaztathatjuk. Hasonlé konklaziora jutunk ha Calabi-Yau sokasagok Kéhler strukturaival
kapcsolatos funkcionélokat tekintiink. Kideriil, hogy ezen a funkciondloknak alapjaul is olyan
invariansok szolgalnak [RSACO05| melyek 6sszefonodottsagi meértékekkel kapcsolatosak [15].

5.2. Attraktorok, fekete lyukak, és qubitek

Miért fontosak a fekete lyukak fizikdjaban az extra dimenziokkal kapcsolatos sokasagok komp-
lex és Kéahler strukturai? A komplex struktiardk az extra dimenzidk alakjanak, a Kéahler struk-
tarak pedig a térfogatanak kvantumos fluktuacioit jellemzik. Példaul a kévetkezd abrakon a
kétdimenzios torusz ilyen deformacioi lathatok?. Ezeket a deformaciokat a sokasag kohomolo-

=L/ ()=

L] ©- &)

gidjaval kapcsolatos paraméterek jellemzik. Példaul a kétdimenzios térusz esetén, a deformélt
toruszt reprezental6d parallelogramma oldalai 1 és 7, ahol 7 = 71 4 i19 egy a fels6 félsikon fekvd
komplex szam. Mivel a parallelogramma teriilete 7 képzetes részével egyenls, ezért m egy Kéhler
paraméter.

Az alacsonyenergiis négydimenzios térelméleti képben a fenti deformécios paraméterek mint
a téridén értelmezett skalarterek jelennek meg. Ez annak felel meg, hogy az extra dimenziok
alakja és mérete a téridén helyrél-helyre valtozhat. Az irodalomban ezeket a tereket modulus-
tereknek nevezik. A legegyszeriibb kompaktifikicios sémak alkalmazasa utédn, a modulusterek
az effektiv négydimenzios Lagrange fiiggvényben csak kinetikus jellegii tagokban jelennek meg,
rajuk nem indukalodik potencial.

A kompaktifikici6 utédn kaphato effektiv elmélet fekete lyuk megoldasainak Bekenstein-
Hawking-féle szemiklasszikus entropidja az eseményhorizont teriiletének egynegyede [BekT73a,
Haw75a] (Planck-hossz négyzet egységekben). A fentiek értelmében azonban az entropia nem-
csak a kvantalt toltésekt6l®, hanem a folytonosan valtoztathaté modulusterek horizonton felvett
értékeitdl is fiigghet. Ez egy nyugtalanito lehetSség. Egy statisztikus mechanikan iskolazott elme
ugyanis azt varja, hogy az entrépia diszkrét kvantum allapotok szamanak logaritmusaval aranyos.
A harelmélet célkitiizése az allapotok leszamlalasan alapuld mikroszkopikus és a geometrian ala-
pulo makroszkopikus kép precizios egyezésének demonstralasa. A mikroszkopikus értelmezés fenti
koncepcidjaval azonban az entropianak a folytonosan valtoztathaté modulus paraméterektsl valo
fliggése nem egyeztethets Ossze. A skalarterekre vonatkozo téregyenletek ugyanis olyan radialis
evolucidt irnak le melyre az aszimptotikusan Minkowski tartomanyban lerdgzitett kiindulé mo-
dulustér értékek kiillonb6z6 horizonton felvett végértékeket szolgéltatnak. Mivel a modulusterek

2A kiindulasi téruszt egy olyan egységnyi oldali négyzettel reprezentaltuk melynek atellenes oldalait azono-
sitjuk. A deformécidk soran a négyzet parallelogramméava vagy nagyobb feliiletd négyzetté alakul.

3A fekete lyukakat csak a tomegiik, a toltésiik és az impulzusmomentumuk jellemzi. Az altalunk vizsgalt
megoldasokra az impulzusmomentum zérus. Amennyiben a fekete lyuk megoldas még szuperszimmetrikus is akkor
a fekete lyuk tomege és toltései kozott kapcesolat 4ll fenn. Ekkor az entropia kizardlag csak az elektromos és a
maéagneses tOltések kvantalt értékeitsl fligghet.
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nem rendelkeznek a Lagrange fiiggvényben el6forduld potenciallal ezért els§ ranézésre nem vila-
gos hogy a modulusterek a horizonton egy specialis értéken hogyan stabilizdlédnak. Raadésul
ez a stabilizacids folyamat tgy kell hogy végbemenjen, hogy az eredményiil kapott modulusterek
horizonton felvett értékei a diszkrét értékeket felvevd toltések fiiggvényeiként alljanak eld.

1995-ben a Ferrara-Kallosh-Strominger tri6 megmutatta [FKS95|, hogy szuperszimmetri-
kus fekete lyuk megoldasok esetén a modulusterek radialis evolicioja egy attraktort ir le*. Ez
azt jelenti, hogy a modulusterek evolici6jat barmilyen aszimptotikus kezddfeltétellel inditjuk,
az eseményhorizonton felvett érték mindig ugyanaz lesz. Kideriilt az is, hogy ez az ugynevezett
attraktor mechanizmus olyan stabilizacios egyenletekre vezet melyek a kvantalt toltések fliggvé-
nyében a modulusterek horizonton felvett értékeit is megadjak. Ez a felfedezés lehetGvé tette azt,
hogy a Bekenstein-Hawking féle entropiaformulanak a késébbiekben mikroszkopikus értelmezését
adjak [AS96].

A szuperszimmetrikus attraktor mechanizmus Gsszekapcsolja az extra dimenzidk geometri-
ajat a téridd sokasag geometridjaval. Ennek eredményeképp a fekete lyuk eseményhorizontja a
térids egy olyan tartoméanya, melynek minden pontjaban egy igen speciélis alaki extra dimenzids
sokasag talalhatd. A stabilizacios egyenleteknek koszonhetSen ennek a specialis alaknak meg-
felel6 modulustér értékek az elektromos és a magneses toltések kvantalt értékeitdl fiiggenek. A
hurelmélet szerint a kvantalt toltések az extra dimenzios homologia ciklusokra feltekered6 hurok
és membranok csavarodasi szaméaval kapcsolatosiak. Az attraktor mechanizmus értelmében tehat
a hurok és membranok csavarodasi konfiguraciéi az aszimptotikus konfiguraciokkal kapcsolatos
részletekts] fliggetleniil pontosan meghatarozzak a fekete lyuk geometriajat, s igy példaul az

kus kozelitését adja, tehat a fekete lyuk entropidért felels mikroallapotok problémaéaja az extra
dimenziok homologidjanak és a hirok és membranok dinamikajanak kapcsolataban keresendd.

A fentiekben vazlatosan ismertetett attraktor mechanizmus IIB tipust hirelmélet hat dimen-
zios T toruszra torténd kompaktifikicioja esetén érdekes eredményre vezet. Ebben az esetben az
effektiv négydimenzios kép elektromos és magneses toltéskonfiguracidit harom dimenziés memb-
ranoknak, 7% haromdimenzi6s homolégia ciklusaira térténd csavarodésai szolgaltatjak. A modell
T6-r61 T? x T? x T?-re torténd konzisztens csonkitésa az tgynevezett STU modell. A modell
nevét onnan kapta, hogy a harom 72 térusz mindegyikének térfogatorzs deformacioi egy komplex
modulus paraméterrel jellemezhetSk, melyek harom komplex skalartér S, T és U megjelenésére
vezetnek. A harom dimenziés homologia ciklusok szama ebben az esetben nyolc, ezért a harom
branok csavarodési konfiguraciéit a Z? x Z2 x Z? elemeivel kapcsolatos nyolc egész szam jellem-
zi. Egy rogzitett csavarodasi konfiguracié egy olyan harom-qubit allapotra emlékeztet melynek
amplitudoi egész szamok: a csavarodasi szamok. "Csavarodni vagy nem csavarodni, ez itt a qubit
[BDD*08|." A kérdés mar csak az, hogyan lehet a fenti igencsak koltsi ° képet matematikailag
precizebbé tenni?

5.3. Qubitek és toroidalis geometria

5.3.1. Egy qubit és a térusz [9]. Egy két dimenzios T? téruszt egy olyan négyzettel
reprezentalhatunk melynek atellenes oldalait azonositjuk. Ebben a képben a deformalt torusznak
egy parallelogramma felel meg. Legyenek a deformaltlan torusz koordinatai u és v ahol u ~

4Az evolicié sz6 jelentése itt radialis evoliuciéra utal. A szokasos értelemben vett idgbeli evoliciérél nem
beszélhetunk hiszen az altalunk vizsgaland6 megoldasok ebben a fejezetben statikusak lesznek.

5A [BDD*08] publikaciéban M. J. Duff és munkatarsai a qubitek és csavarodasi szamok kapcsolatanak lehe-
tGségét meglehetSsen elnagyoltan bontjak ki. Igy példaul a cikkben nem deriil ki, hogy mi a fizikai eredete azoknak
a megfigyelhetd mennyiségeknek melyek egy harom-qubit Hilbert téren hatnak. A [BDD*08] dolgozatban ezen
Hilbert tér strukturajanak eredete is tisztazatlan marad.
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5.1. abra. Bal oldalon: igy keletkezik a térusz. Jobb oldalon: a homolégia szemléltetése

u+1,v~v+1 (5.1 abra). A torusz deformacioit jellemz6 komplex paraméter legyen
T=x— 1y, y > 0. (5.1)

A deformalt torusz "térfogata" y, a 7/,/y paraméter a torusz térfogatdrzé deformacioival kap-
csolatos. A matematikai irodalombdl ismert, hogy a 7 paraméter a torusz komplex struktaraival
kapcsolatos [Ima92]|. A szokatlan konvencié melynek soran a deformécios paraméter képzetes
részét negativnak valasztjuk elterjedt a szupergravitacios irodalomban [BFMYO08, GLS08a].
A deformaciés paraméter a komplex also félsik, a torusz Teichmiiller tereS. Ismeretes, hogy a
Teichmiiller tér pontjai még nem reprezentalnak inekvivalens komplex strukturakat. Az inekvi-
valens komplex struktirak terét agy kapjuk, hogy a Teichmiiller teret lefaktorizaljuk a PSL(2,7Z)
moduléris csoporttal, ekkor az ugynevezett modularis tartoméanyt kapjuk [Ima92]. A deformalt
torusz komplex koordinataja a 7 modularis paraméterrel kifejezve a z = u + 7v alakot oOlti.

A T? térusz két ciklusa (zart gérbéje) homolog ha T2-nek létezik olyan kétdimenzios tartoma-
nya melyet ez a két ciklus hatarol. Az 5.1 abraroél lathatoan a térusz két nemtrivialis bazis homo-
logiaciklussal rendelkezik, melyek a kék és piros ciklusok. Legyen ez a két ciklus A és B. Adjunk
irdanyitast ezeknek a ciklusoknak és legyenek a metszési szamok az aldbbiak: ANB = —-BNA:=1
és AN A= BnN B =0. Ezeket a metszési tulajdonsagokat 6rzé csoport az Sp(2,2Z) ~ SL(2,7Z).
Minden csavarodasi konfiguraciét jellemezhetiink két egész szammal, azaz a megfelel6 homoldgia
csoport szerkezete az alabbi Hy(T?,Z) = Z @ Z. Ennek a csoportnak egy tetszéleges elemét
a C = pB + qA alakba irjuk, ahol a csavarodasi szamok (¢,p) € Z @ Z. Legyen a = du, és
B = dv illetve [.,a A = 1. Ekkor a Poincaré dualitas miatt HYM(M,Z) ~ Hp(M,Z) ezért
ezeknek a csavarodasi konfiguracidoknak a jellemzésére hasznalhatjuk a kanonikus « és 8 bazis
egy-formékkal ellatott H'(T?,7Z) kohomolégiacsoportot is. Egy kohomologiaosztaly tetszéleges
I' € HY(T? R) reprezentansa az alabbi alakba frhato

I' = pa+ q¢B. (5.2)

Az“""([ﬁ/;ﬂ‘[ﬁ[ﬂ) (5.3)

a csavarodasi szamokat az alabbi modon is megkaphatjuk”

p:/Ar, q:—/Br. (5.4)

A kovetkezdkben a célunk az, hogy I'-t a deformélt toruszhoz illesztett alkalmas béazisban
frjuk fel. Ehhez els6 lépésben az (u, v) koordinatak helyett a (2, Z) koordinatakat hasznaljuk ahol
z = u + Tv. Ekkor a fenti komplex linedris kombinaciok hasznalataval H*(T?,Z)-t a H'(T?,C)

Mivel [JHSO07]

6A matematikai irodalomban a fels§ félsik hasznélata a megszokott.

7IAO‘:_f35:1
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kohomolégia csoportba beagyazva képzeljiik el. A H'(T?,C) = HLO(T2,C) @ HOV(T?,C)
felbontasnak megfelelGen 1j, holomorf és antiholomorf, bazisvektorokat valaszthatunk

Qo =dz=du+7dv=a+1p5, Qo = dz = du + Tdv. (5.5)

Ismeretes [Ima92], hogy a térusz komplex struktura deformacidival kapcsolatos Teichmiiller
téren megadhato egy metrika (Weil-Petersson metrika) mely épp a komplex félsik

1
ds* = 2—y2(d:c2 + dy?) = 2G =d7d7T (5.6)

Poincaré metrikajaval egyezik meg®. A fenti metrika Kihler azaz Gz = 0,.0:K = ﬁ ahol a
Kahler potencial
K = —log(2y). (5.7)
Az (5.5) holomorf egy-forma segitségével
ie_’C = QO AN ﬁo. (58)
T2

Vegyiik észre, hogy a deformalt torusz

w=1idzZ Ndz (5.9)

ek = /T w. (5.10)

Nyilvan az e X tag jelenléte azt mutatja, hogy az (u,v)  (2,%) , z = u + 7v deformécié nem
6rzi a térfogatot. Térfogatorzs deformaciok tekintéséhez ezzel a faktorral renormélnunk kell®.
Vegyiik észre, hogy (5.8) miatt a

térfogati forméajara teljesiil, hogy

Qo — efMQ, (5.11)
Kahler transzformacioé megvaltoztatja a Kahler potencialt
K(7,7) = K(,7) = f(1) = f(7) (5.12)

de valtozatlanul hagyja az (5.6) Kahler metrikat.
Az w térfogati forma segitségével definidlhatjuk a Hodge-féle csillag operaciot melynek egy-
formékon torténd hatasa az alabbi formulabol kikovetkeztethetd

(0, p)w = o A+ (5.13)
Példaul ¢ = Qg = dz-ra és konjugaltjara ((¢,¢) = 1) kapjuk'®, hogy
xdz = idz, *xdz = —idz. (5.14)
Definialjuk most az
Q = ~2q, (5.15)
renormalt (nem holomorf ) egy-format. Ekkor a
(T—1)(0- 4+ 0:K)dz = dz, 0:dz =10 (5.16)
relaciok miatt kapjuk, hogy
D:Q = Q, D:Q =0, (5.17)

SA sokasagok komplex strukturainak deformécidit a 7. fejezetben részletesebben targyaljuk.
9fT2 du A dv = ef fT2 w=1.
10y, ) tetszoleges (m,n) tipust formara felirt explicit alakjat illetSen lasd [Kod05].
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ahol az Q-n hato D; "lapos" !! kovarians derivaltat a
1 _
D:Q=F—-7)D,Q=(T—71) (37 + 26‘TIC) Q=0 (5.18)
és az (-n haté parjat a
— 1 —
D:Q=(T—1) (& — 2871C) =0 (5.19)

egyenletek definialjak. A fenti derivaltak kovaridnsak abban az értelemben, hogy az Q —
e(f=H/2Q) Kihler transzformécio soran'? D-Q — e=H/2D. Q.

Figyeljiik meg, hogy (5.14) miatt az iQ és i) renormalt bézisvektorokon a Hodge csillag
operaci6 az alabbi médon hat

* (iQ) = i(iQ), #(iQ) = —i(iQ). (5.20)
Ebben a Hodge csillag diagonalis bazisban a I' az alabbi alakot 6lti
I = —2(p7 — )i + <2 (pr — ¢)if. (5.21)

A kovetkezs 1épésként a deformalt torusz egy-forméinak terét specialis tulajdonsagi qubitok
tereként interpretaljuk. Ehhez elGszor az egy-formék terét egy Hermitikus belsé szorzattal latjuk
el

Em= [ €A (5.22)
T2
majd az aladbbi megfeleltetéssel
i<+ [0) Q1) (5.23)
osszekapesoljuk a két teret. Konnyen ellendrizhetd hogy (0]0) = (1]1) = 1 és (0[1) = (1]0) = 0.
Fizikai szempontboél a |0), |1) bazisvektorok mindkét képben kitiintetett szerepet jatszanak. A
kvantum informéacioelméleti képben a fenti bazisvektorok az ugynevezett "szamitasi" (computa-
tional) bazis szerepét jatszak [NCO0O0].

Ezen a ponton egy fontos megjegyzést kell tenniink. A kvantum informaciéelméletben a
|0) és |1) jelolések egy két dimenzios komplex vektortér két bazisvektorara utalnak. A Hilber
tér H ~ C2, ellatva a szokasos Hermitikus belss szorzattal. Esetiinkben azonban a |0) és |1)
bazisvektorok implicit médon fiiggenek a 7 deforméciés paramétertsl. Helyesebb lenne tehat a
|0,7), |1,7) jelolés mely arra utal, hogy esetiinkben nem egy Hilbert térrsl van sz6 hanem Hil-
bert terek 7-val parametrizalt seregérél. Vakoban, a 7 = x — iy-val parameterizalt Hilbert terek
(5.22) skalarszorzat az (u,v) torusz koordinatakra torténd integralas definialja. A skalarszorzat
azonban fligg a Hodge féle csillag operéaciotol a Hodge csillag operécio pedig fiigg az alkalmazott
metrikatol ami pedig a deformélt torusz metrikajan keresztiil a modulusparamétertsl. A helyzet
emlékeztet a molekularis Born-Oppenheimer modszerre ahol két kiilonbozs fajta konfiguraci-
0s terlink van: az elektronok (u,v) és a magok (x,y) koordinataival fémjelzett "gyors" illetve
"assi" valtozok konfiguracios tere. Az elektron koordinatakra torténd kiintegralas (a toroidalis
extra dimenziora torténd "kiatlagolas") utan a magok mozgéasara (modulus terekre) egy effektiv
klasszikus dinamikat kapunk'®. Az attraktor mechanizmus majdani targyalasanal ez lesz az a
dinamika mely a modulusstabiliziciénal kulcsfontossaga szerepet fog jatszani. Az (5.18)-(5.19)
egyenletek altal definialt kovarians derivaltak olyan operatoroknak tekinthetGk melyek a lasst
valtozok (modulus paraméterek) szerinti derivaltakat tartalmaznak. Hasonloan mivel a Hodge

LN "lapos" kifejezés eredetét illetGen figyeljiik meg, hogy az (5.6) metrika a -vel aranyos konform

L
faktortél eltekintve lapos.

127 (5.12) szabaly miatt amennyiben g — ef Qg akkor Q > ef=H12q.

13A molekulafizikiban és esetiinkben is, természetesen még megkvantalhatjuk az effektiv "lassa" dinamikat
is. Mi most ettél tartézkodunk.
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csillag is fligg a modulusterektdl ezért a csillag operéciot is olyan operatornak tekinthetjiik mely
a lassi véltozokkal kapcsolatos. A konstrukcionk pikantériaja abban all, hogy jollehet ezek az
operatorok a lassi valtozokkal kapcsolatosak, ezek az operatorok a gyors valtozokkal kapcsolatos
egyszerid operatorokként (o, o_ és iog) is interpretalhatok. Valoban, ha a tovabbiakban is a
|0) és |1) egyszertibb jelolést hasznaljuk akkor a (5.18)-(5.19) és a (5.20) egyenletek az egyszeri

0+[0) = [1), o+|1) =0 (5.24)
o 1) =10)  o_|0) =0, (5.25)
ios]0) = 40, iog|l) = —i|1) (5.26)

alakot 6ltik. Matematikai szempontbdl ezek az operéaciok az SL(2,C) SLOCC részcsoport gene-
ratorait adjak, kvantum informacioelméleti szempontbol pedig a qubiten hato projektiv bit flip
(04) és fazis flip (io3) "hibak"-ként interpretalhatok.

A (5.23) megfelelést hasznélva az (5.21) T kohomologia osztalyt egy |I') qubitnek feleltethet-
jik meg

IT) =Tol0) + T1[1), Iy =-Ty=e2(pr —q). (5.27)

Ismételten hangsilyozzuk, hogy a fenti jelolés ugyan kényelmes de explicit moédon nem hangsu-
lyozza azt hogy nemcsak a 'y és I'y amplitidok, hanem a szamitasi bazisvektorok is fiiggenek
a 7 moduléaris paramétert6l. Konnyen belathato, hogy a I't = —T feltételt valtozatlanul hato
transzformaciok az SL(2,C) SLOCC csoport SU(1,1) részcsoportjat adjak. Mivel ez a csoport
a SLOCC csoport egyik valés alakja ezért a I'y = —Iy feltételre mint "valéssagi feltétel"-re fo-
gunk utalni. Koztudott, hogy az SU(1,1) és SL(2,R) csoportok mindegyike a komplex SLOCC
csoport valos alakja. Azt is tudjuk, hogy SL(2,R) épp a rebiteket jellemzs valés SLOCC cso-
port, ezért az (5.27) reprezentécio rebitek qubitokba torténd specialis komplex beagyazasanak is
tekinhetd.

Vegyiik észre, hogy |T') nem normaélt, a norma négyzet

1
[P = {TI) = 26" [pr —gf* = ZIpr — g’ (5.28)
Figyeljiik meg, hogy ||T'||? egyszerre unitér és SL(2,R) invaridns. Az utébbi azt jelenti, hogy a

kombinalt
bl (p) o (d 0) (p), ad —be— 1 (5.29)
et +d q b a)\q

transzformaciok soran a normanégyzet invarians marad.
A |T") allapotot a szamitasi (Hodge diagonalis) bazisban két komponenst vektorként is te-

kinthetjiik
(- D056 D590

A fenti formula az

D) =S8k =USly), ) =pl0) +q/1) (5.31)
"operatoros" alakba irhat6. A (5.30) jobb oldalanak els6 matrixa unitér a méasodik az SL(2,R)
csoport eleme. Az unitér matrixot egy olyan bazistranszformacié matrixanak tekinthetjiik mely
az SL(2,C) két kiilonbozs valos alakja (SL(2,R) és SU(1,1)) kozott teremt kapcsolatot'®. Az
1j bazisban a megengedheté SLOCC transzforméaciok csoportja nem SU(1,1) hanem SL(2,R),
Osszhangban azzal a korabbi megfigyeléstinkkel, hogy a |I') allapot egy rebit qubitokba torténd
specialis komplex beagyazéasanak tekinthetd.

1Az U transzformacionak megfelel§ 7 — :71 Cayley transzformacioé az also6 félsikot a Poincaré egység korbe

viszi. Ismeretes, hogy a félsik SL(2,R)/U (1) az egységkor pedig SU(1,1)/U(1) faktortér alakba irhato.
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5.3.2. T? x T? x T? mint hdrom qubit rendszer [9] A fentiekben targyalt modszerrel a
deformalt toruszok nyelvén tetszGleges szamu beadgyazott qubitet targyalhatunk. Ennek igazo-
lasara az alabbiakban mi csak az STU modellhez sziikséges harom qubit rendszerekre érvényes
altalanositast adjuk meg. Ehhez a hat dimenziés torusz T° kohomologisjanak T2 x T2 x T2-
vel kompatibilis csonkitasat tekintjik. A kovetkezs alfejezetben megmutatjuk, hogy ez annak
felel meg, hogy a 3.2.4 alfejezetben targyalt médon harom qubit rendszereket dgyazunk be hat
egyrészecske allapottal rendelkezé haromfermion rendszerekbe.

M =T? x T? x T? esetén harom toruszunk van harom komplex deformacios paraméterrel.
A komplex koordinaték és deformécios paraméterek

2% =u® + 7%, T =% —y° y® >0, a=1,23. (5.32)

M holomorf haromformaja

Qo = dz' Adz? N dz2B. (5.33)
Az egyetlen qubit esetéhez hasonléan igaz, hogy (lasd (5.8))
/ Qo A Qo = i(8yty*y?) = ie X, (5.34)
T6

ahol K a Kihler potenciél és G ; = 0,0;K az [SL(2,R)/SO(2)]*? Kihler sokasag Kéhler metri-
kija. A tovabbiakban (5.15)-hez hasonléan bevezetjiik az €2 renormalt haromformat és (5.18)-nak
megfelelGen definiadljuk a lapos kovarians derivaltakat

Dy = (7¢1 _ TG)DGQ = (?a _ 7'“) (8a + ;aJC) Q, (535)

ahol 9, = 0/07®. Ekkor
Q=eM2d NdP N dZ, Q= N2dE A dEP A dFR,
D;Q = *2dzt A d2? A d2P, S0 =M2det N dZP A dF
D5 = *2d2t A dZ? A d2P, 50 =e2dzt N d2? A dZP,
Dy = eMPdz Nd2® AdZP, D= MPdzt A dzE AP

Vegylik észre, hogy teljesiilnek az

S T

/’QAQZ@ DaQ A DG = —id . (5.40)
T6 b

- ab
azonossagok.
Tekintstik most a Hodge-féle csillag operacio hatasat az (5.36)-(5.39) bazison. A Hodge
csillag (p, q) tipust forman torténd hatasat az

n

(@) =9 Axp (5.41)
egyenlet definialja ahol
w=i(dz' Adz' + dZ* A d2? + dZP A d2P) (5.42)
tovabba L
(p,0) = gl D sy (5.43)
A o =dz' Adz? A dz3 stb. alakt bazisformédkra (¢, ) = 1. innen kapjuk, hogy
* Q= iQ, *Q = —iQ) (5.44)
* DaQ = —iDy, *D=Q) = iD-0). (5.45)
A harom-qubit szamitasi bazis definidlasahoz az Q, D;€),... béazisvektorok —i-szeresét vé-

lasztjuk. Ezen konvencié esetén ugyanis az egy-formak sorrendjének megvaltoztatiasa utan mint
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példaul a —iD;() = ie’/2dz3 A dz? A dZ' esetben a |001) jelolést hasznalhatjuk mely a szokéasos
binaris cimkézésnek felel meg '°. Ennek a konvenciéonak megfelelGen

—iQ 4 [000), —iD;Q ¢ [001), —iDsQ < [010), —iD5Q + |100) (5.46)
—iQ & [111), —iD:Q ¢ [110), —iDsQ 4 [101), —iD;Q + [011). (5.47)

Valasszuk az M = T? x T? x T? torusznak az
/ (dul A dv) A (du? A dv?) A (du® A do®) = 1 (5.48)
M

iranyitast. Ekkor ellendrizhets, hogy tetszéleges & és n haromformara a (5.22)-hoéz hasonloan
definialt skalarszorzatra nézve a fenti bazisvektorok ortonormaltak, tovabbé a Dj- ,j =1,2,3lapos
kovarians derivaltak hatasa a projektiv bit flipek méar ismert mintazatat koveti, nevezetesen a
fenti operatorok rendre az I® [ ®0,, I®oc,®I and 04 ®I® I operatoroknak felelnek meg®.
A konjugalt lapos kovarians derivaltak esetén o helyett o_ irandd, a Hodge csillag operéci6
pedig a szamitasi bazisban. a —io3 ® o3 ® o3 operatornak felel meg.

Egy H3(T? x T? x T?,Z)-beli csavarodasi konfiguraciot a

I =pla;+qpB' € H3(T? xT? x T?,7), (5.49)
kohomolégia elemmel reprezentalhatunk ahol I = 0,1, 2, 3-re Gsszegzést értiink és
ap = dut Ndu Adu?, B0 = —dvt A dv? A du? (5.50)
a1 = dvt A du® A du?, Bt = dul A dv® A dv? (5.51)
és a fennmarado elemeket ciklikus permutécioval kapjuk. Fennal a
/ ar AB=6] (5.52)
M

Osszefliggés. Ekkor (5.44)-(5.45) alapjan I'-t a Hodge diagonalis szamitéasi bazisban a
I =iZ(D)Q2 — iG" D Z(D) Do + c.c. = iZ(D)Q — i6"" D= Z() DaQ + c.c. (5.53)

alakba irhatjuk, ahol Z(T') kovarians derivéltjait az (5.18) minta szerint értelmezziik. Itt Z(T')
explicit alakja

Z(T) = XPwW (3, 72,71 (5.54)
ahol
W, 72, 71) = qo + 7t + gor? + ga7 — prrird — pPrird — piris? 4 p0ris2ss, (5.55)
Az (5.53) kifejtés harom-qubit nyelvezetben (5.46)-(5.47) felhasznalasaval a
IT') = Lo00[000) + L'o01{001) + - -+ + I'110[110) + I'111[111), (5.56)
elegéns alakba irhat6 ahol
Ty =W (7%, 7%) = —Tooo, (5.57)
Too1 = 2W (7, 7%, 71) = —T110 (5.58)

és a maradék amplitidok ciklikus permutacioval kaphatok.
Szamoljuk ki a |T') norma négyzetét! Kapjuk, hogy

HFHQ = 2€)C(|W(T3,T3,T1)|2 + |W(?3,72,Tl)|2 + W(7’37?27T1)|2 + |W(T37T27?1)|2). (5.59)

15A qubitokat jobbrél balra szdmozzuk.
161gmeételten felhivjuk a figyelmet a (5.24) egyenletet megel8z8 bekezdésben elmondottakra.
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Konstrukcionk alapjan a fenti kifejezés lokalis unitér és szimplektikus (SL(2,R)*3 C Sp(8,R))
invarians. Ennek megmutatasihoz az egy-qubit esetnél mar targyalt (5.29) transzformaciokkal
szembeni invarianciara utalunk.

Definialjuk a p’ és q7, I =0, 1,2, 3 toltésekbol felépitett Yrji K, 7,1 = 0,1 tenzort

7Yooo 7Yoo1 7Yoio Y100\ _ po pl p2 p3 (5 60)
Y111 Y110 Y101 o1l —qo 41 Qg2 Q3

Ekkor a |T") allapotvektort az alabbi alakba irhatjuk
|F> =S53R8 ® 81"}/> (561)

17) = 7000/000) 4+ 7001[001) + - - - + ¥110]110) + 7111 111) (5.62)
ahol a (5.30)-(5.31) formulak altalanositasaként S ® Sy ® S; matrix reprezentacioja

1 -7 1 -7 1 -7 1
v (2 2)e(F A= (5 4) .
Az (5.31) felirasnak megfeleléen S, = US,,a = 1,2,3 ahol U a Cayley transzformécioval kapcso-
latos unitér operator S pedig a megfelel6 modulus paraméterektsl figes SL(2, R) transzformacio.
Az (5.62) felirasbol lathatoan a |I') allapot a |y) "toltésallapot" modulusoktol fiiggs SLOCC péa-
lyajan fekszik.
Figyeljiik meg, hogy (5.57)-(5.58) alapjan a |T") allapotvektor komplex amplitadoéi az (5.54)-
beli Z(I") mennyiségbdl a modulusok konjugélasaval kaphatok. Ezt a mennyiséget pedig

Z() :/ Q/\F:/Q, C=qA' +p'B; (5.64)
M C

alakba is irhatjuk ahol Q = /20 és a C csavarodasi (homologia) konfiguracio a I' kohomologia
elem Poincaré dualtja A’ és B; bazis harom-ciklusokkal'”. Tovabbi fontos megfigyelés, hogy
az (5.55) W(T') = [,, Q0 AT = [, Qo mennyiség szerkezete a Freudenthal-rendszereket definialo
Wy y..(2) polinom (4.53) alakjara emlékeztet. Valoban, ha az ott szerepld 3 x 3-as z-méatrixnak a
kizarolag 71, 72, 73 diagonélis elemekkel rendelkezé métrixot illetve az (n, y, z,£) = (p°, —P, Q, qo)
szereposztast valasztjuk ahol P és @) diagonalis 3 x 3-as méatrixok p',p?, p? illetve q1, g2, q3 ele-
mekkel akkor a megfelelés nyilvanvalo. S6t, (3.103) és (5.48) alapjan azt is megjegyezhetjiik, hogy
W(T) = [,,{€0,T}E ahol {-,-} a haromformakon bevezethetd természetes alternalé (szimplek-
tikus) forma.

Alfejezetiinket egy fontos megjegyzéssel zarjuk. Amennyiben az (5.60) harom-qubit amplitt-
dok kifejezésében a p = pt = p? = p? és ¢ = q1 = 2 = g3 illetve az (5.63) moduli fiiggs SLOCC
transzformaciok képletében a 7 = 7! = 72 = 73 megszoritasokat alkalmazzuk, akkor (5.61) &lla-
potvektorunk a 4.2 fejezetben targyalt harom bozonikus qubit esetét irja le. A torusz képben erre
az esetre mint a "diagonalis torusz"-ra fogunk hivatkozni, tekintettel arra, hogy ekkor igazabol
egyetlen, 7 moduléris paraméterrel jellemzett elliptikus gorbénk van. Ekkor a megfelelen mo-
dositott W(I') = [ w2 AT = fc Qo mennyiség a 4.1 tablazat els6 soraban szereplé Freudenthal
rendszert definialja.

5.3.3. Fermionikus rendszerek és a hat dimenziés torusz [9]. Az el6z6 alfejezetben
targyalt M = T2 x T? x T? rendszer a hat dimenzi6s térusz T specialis esetének tekinthets. Eb-
ben a fejezetben megmutatjuk, hogy M-nek T°-ba térténs beagyazasa a harom-qubit rendszerek
3.2.4-ben targyalt fermionikus rendszerbe torténd bedgyazasanak felel meg.

A hat dimenzios téruszt C* alkalmas L diszkrét csoporttal (raccsal) torténd lefaktorizalasa
ttjan kapjuk: 7 ~ C3/L. Valoban, a kozonséges T? torusz is felirhatéo T2 ~ C/L alakban ahol
az L racsot generald racsvektoroknak az 1,7 komplex vektorokat feleltetjiik meg. 7° esetén L

17fA1 ay =907, fBI g7 =17



dc_1382 17

5.3. QUBITEK ES TOROIDALIS GEOMETRIA 113

generalasahoz hat darab egyenként harom komponensi vektort kell megadnunk. Megmutathato,
hogy a megfelel bazisvektorokat az (I,7) 3 x 6-os matrix oszlopvektorainak valaszthatjuk, ahol
I a 3 x 3-as egységmatrix és a 7 3 X 3-as matrix (az ugynevezett periodus matrix) kielégiti a

=1, T=x— 1y, y>0 (5.65)
feltételeket. Az elsG feltétel szerint a periddus méatrix szimmetrikus, a masodik szerint a matrix

képzetes része az (5.32) konvenciénak megfelelsen negativ definit'®. Amennyiben a térusz lokalis
koordinatai u®, v*,a = 1,2, 3 akkor a megfelel6 komplex koordinatak

2% = u® 4 7P (5.66)
ahol az ismétlsds indexekre Osszegzést értiink. A holomorf haromformat ismét a Qy = dz' A
dz% Ndz? kifejezéssel adott ahol most (5.66)-ot kell hasznalnunk és T irdnyitasat illetGen ismét az
(5.48) formula van érvényben. A harom-qubit esettel ellentétben azonban most a teljes H3(T°, C)
teret ki kell hasznidlnunk. Ez azt jelenti, hogy I' € H3(T®,C) kifejtésekor 20 bazisvektort kell

hasznéalnunk. Valasszuk a harom-qubit eset (5.50)-(5.51) 8 bazisvektorat is magéabafoglalo alabbi
bazist

1 , ,
ap = du A du® A du?, (M:Q%MmﬂAmﬁAmb (5.67)
- 1 7 ’
B0 = —dvt A dv? A do?, £ = §gba,b,dua Adv® A do® . (5.68)
Erre a bazisra fennall a (5.52) Osszefliggés és belathato, hogy
Qo = g + 7%y + 7848 — (Det 7)3°, (5.69)

¢ definiciojat illetSen pedig lasd a (4.38) és (4.39) képleteket. Egy tetszéleges I' kohomologia
elem ekkor a

I'=pag + P s + QapB* + qo8° (5.70)
alakban all els, ezt a
T= > ypf AfAFF (5.71)
1<i<j<k<6

alakba is frhatjuk ahol
FL 2 1 15, 10 = (L 75 P2 f5 12 f7) = (dut, du?, du®, dot, do?, do®) (5.72)

és
ptt pt2 pl3 Yo3T V237 Vo33
P’ = 7123, p2t p22 p) = V31T V312 V313 (5.73)
p3t p32 p Y121 V122 N123
Qu Q12 Q3 Y323 3T I
40 = —"V1335 Qo1 Q2 Q3| = | 733 Y31 Yotz | - (5.74)
Q31 Q32 Q33 V333 V33T Va1

Vegyiik most figyelembe az (5.65) feltételeket! Az elsd feltétel alapjan a 7 periddusmatrix
szimmetrikus ezért Qg (5.69) kifejtésében csak az agqp és 5% kombinéciok szimmetrikus része
szerepelhet hat-hat fiiggetlen komponenssel. Ezért a principalisan polarizalt T° kohomologisja
nem 20 =1+94+9+ 1 hanem csak 14 =1+ 6 4+ 6 + 1 dimenziés. Ez a megszoritas nyilvan a @
és P matrixokra is vonatkozik tehét

Q'=Q, P'=P (5.75)

18 A 7-ra vonatkozé fenti feltételek teljesiilése esetén T egy principalisan polarizalt térusz. Ez a kifejezés
azt jelenti, hogy a C3/L faktorizalassal elsallo torusz alapjaul szolgalé C3 el van latva egy olyan pozitiv definit
Hermitikus forméval melynek képzetes része egy olyan egész értéki alternalé forma melynek méatrixdnak determi-
nansa egy. Méas szavakkal ez azt jelenti, hogy az (I,7) valasztas esetén a fenti alternal6 forma a standard (3.54)
szimplektikus forma ahol most N = 3.
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Ezzel a megszoritassal a 3.2.4 fejezetben mar taldlkoztunk. Valoban, ebbdl a fejezetbdl tudjuk,
hogy amennyiben az egyrészecske allapotok terén egy extra szimplektikus strukttra is adott (
a jelen esetben ezt az w = f1 A f1+ f2 A f2 + f3 A f3 szimplektikus forma definialja) akkor a
SLOCC csoport hatas helyett célszert a megfelel6 szimplektikus csoport hatést tekinteni. Erre
a csoport hatasra nézve a fermionikus allapottér nem irreducibilis (jelen esetben a hat modusa
haromfermion allapotok tere). A reducibilis fermionikus allapottér egy fontos irreducibilis altere
a primitiv formak altere volt melyre w AT' = 0. Amint azt a (3.56)-(3.61) képletekbdl lattuk ez
a feltétel ekvivalens a most hasznalt (5.75) feltétellel.
A Kahler potencialt (5.34)-nek megfelelgen definidljuk. Az (5.69) formulat és a (4.49) Gssze-
fliggést felhasznalva kapjuk, hogy
e =8Dety. (5.76)

Mivel az y matrix pozitiv definit ezért a Kéhler potencial fenti definici6ja Gsszhangban van az
(5.65) feltétel masodik részével, miszerint a periodus matrix képzetes része negativ definit.
A kovetkezdkben tj moduli-fiiggs bazisvektorokat vezetiink be

, Lo . I I
i_ il g i L
e = f*Sy', S; (T T) (5.77)
ahol f? az (5.72) sorvektor'®. Ekkor irhaté,hogy
1 ) ./ /
e (—z’e’cﬂel Ael A e ) (5.78)
ahol
Fi/j’k’ = Si/iSj/jSk/k’}/ijk (5.79)
és
S=—ie X687 = _jeK/6(7 7)1 <_7_T _I]> . (5.80)

A harom-qubit eset (5.36)-(5.39) béazisvektoraihoz hasonléan az eX/2¢" Aed’ AeF’ bazisvektorok is
diagonalizaljak a Hodge-féle csillag operaciot. Tehat az (5.71) és (5.78) kifejtések koziil a masodik,
a I fermionikus allapot moduli-fiigg6 Hodge diagonalis kifejtését adja. Konnyen lathato az is,
hogy a I' (5.79) amplitudoi a 7 diagonélis esetben a beagyazott harom-qubit eset amplitudoit
szolgaltatjak. Valoban, a (3.47) képlet megmutatja hogyan kell a harom-qubit SLOCC csoportot
a fermionikus SLOCC csoportba bedgyaznunk. Ha most az S matrix (5.80) kifejezésében a 7
periodus matrixnak csak a diagonalis elemeit tartjuk meg akkor az S® S ® S szorzat a megfelels
harom-qubites (5.63) tenzorszorzatot adja.
Az (5.64) kifejezésnek megfelelGen definialjuk a

Z(T) = X2W(T) = /2 /

) Qo AT = em/ O (5.81)
o

c
mennyiséget ahol C' a I kohomologia elemhez Poincaré duélt homologia ciklus. Az ebben szerepld
W (T') explicit alakja (5.69), (5.70) és (5.52) kivetkeztében

W() = qo+ (Q,7) — (P, 7) + p° Det 7 (5.82)

ahol (A,B) = Tr(AB). Ebben a kifejezésben az (5.75) és (5.65) kényszerck miatt 14 valds
"csavarodasi szam" és 6 komplex moduli szerepel. Ebbdl fakadoan (4.53) alapjan W(T") a valos
kob6s Jr Jordan algebran alapulé Freudenthal rendszer definialé W, , . ¢(7) polinomja ahol

(nayaxag) = (pO’ 7P7Q7Q0)'

19Nyilvém az 0j bézis az egy-formak terében az e® = dz® = du® + 7% dvb, e = dz% = du® 4+ 7**dv® bazisnak
felel meg ahol a,b=1,2,3.



dc_1382 17

5.4. FEKETE LYUK MEGOLDASOK A HURELMELETBEN 115

Megjegyezziik, hogy a harom-qubit esethez hasonl6an most is érvényes egy (5.53) jellegii
formula mely azt mutatja, hogy a I' dllapot Gsszes I'4pc amplitidoja megkaphatd az egyetlen
I35 = —L'123 = Z(T') amplitiidobol alkalmasan definialt kovarians derivaltak alkalmazasaval®’.

Végezetiil felhivjuk a figyelmet arra, hogy az eddigiekben tekintett diagonalis torusz ((T2 x
T? X T?)diag, hérom kétdimenzios térusz (% x T2 x T?) és principélisan polarizalt hat dimen-
zios torusz (T°) komplex deformacidinak matematikija a 4.2 tablazatban dsszefoglalt speciélis
("Freudenthal-tipusi") sszefonddott rendszerek egységes nyelvén targyalhat6. Mindharom eset
kulesfontossagii mennyisége a csavarodasi szamokkal parametrizalt W(I') = [, Qo AT (moduli
paraméterekben tekintett) polinom. A 4.2 tablazatban azonban harom masik Freudenthal tipust
rendszer is szerepel. Tudjuk, hogy ezek koziil az els6 két eset speciélis Gsszefonddott rendsze-
rekkel kapcsolatos. Felmeril tehat a kérdés, mi ezeknek a rendszereknek a deformélt toruszok
geometriajaval valo kapcsolata? Az elsd esetben a valasz nyilvanvalé. Ez az eset egy olyan T°
komplex deformaciéit irja le mely nem principalisan polarizalt. A mésodik eset vizsgalatat ké-
s6bbre halasztjuk. FEldljaroban elégedjiink meg annyival, hogy a torusz komplex struktirdjan
kiviil a Kédhler struktarajat is deformélhatjuk. Ezeket a deforméciokat egységesen az ugyneve-
zett "altalanositott komplex strukturak" nyelvén targyalhatjuk. Latni fogjuk, hogy az omindzus
masodik eset T altalanositott komplex struktira deformacioit irja le a 3.5 fejezetben targyalt
fermionikus 6sszefonodott rendszerek nyelvén.

Az eddigiekben a toroidalis deforméciok és az Gsszefonddott rendszerek kapcsolatat tisztan
matematikai szempontbdl tekintettiik. A kdvetkezékben azt vizsgéljuk meg, hogyan bukkannak
fel ezek a struktarak a hirelméleti fekete lyuk megoldésok fizikajaban.

5.4. Fekete lyuk megoldasok a hurelméletben

5.4.1. A hiarelméletrsl réviden . Az alabbi fejezetek célja az, hogy az Olvaso egy vézlatos
képpel rendelkezzen arrdl a hurelmélet nyujtotta fizikai kontextusrol melyben az 6sszefonodassal
kapcsolatos strukturdk megjelennek. Az alabbi fejezetek vézlatos képének kibgvitéséhez lasd
példaul [JHSO7].

A harelmélet alapgondolata szerint a Természetben megfigyelhet kolcsonhatasokkal kap-
csolatos valamennyi részecske valojaban paranyi (feltehetGen Planck-hossz nagysagrendii) harok
és membranok rezgési mintazataiként értelmezhets. A pontszerd és a kiterjedt objektumok
kvantumelmélete k6zott szamos fontos kiillonbség van. Ismeretes, hogy amennyiben csak a ma-
tematikai konzisztencia kritériuma lebeg a szemiink el6tt akkor sok olyan kvantumtérelmélet
konstrualhato mely a fizikiban hasznélatos alapelveket (unitaritas, Lorentz invariancia, negativ
norméju allapotok hidnya, anomalia mentesség stb.) tiszteletben tartja. A 1980-as évek kozepén
azonban kideriilt, hogy ezen alapelveknek eleget tevé matematikai szempontbél konzisztens hir-
elméletbdl csak 6t létezik. Ezek az I, a ITA és IIB tipusu hurelméletek, illetve a két igynevezett
"heterotikus" htrelmélet?!.

A fenti hurelméletek szamos meglepd tulajdonsiaggal rendelkeznek. Az alabbiakban harom
ilyen tulajdonsagot emeliink ki.

Talan a legfontosabb tulajdonsag az, hogy mig a pontrészecske szemléleten alapulé hagyoma-
nyos kvantumtérelmeéleti képbe konzisztens médon nem illeszthets be a gravitacios kdlcsénhatés,

20Ezeknek a derivaltaknak az explicit alakjanak felirasatol most eltekintiink. Az explicit alakokat illetGen
lasd Sarosi Gabor Msc dolgozatat [Sar12].

21g;0kasos ehhez az &t elmélethez még hozzavenni egy specialis kvantumtérelméletet, az tgynevezett 11
dimenziés szupergravitacios elméletet, melynek létezése ugyancsak specialis matematikai egybeeséseken milik.
Az elmélet ugyan nem huarelmélet, de igen specialis kapcsolatban van a ITA tipust harelmélettel.
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addig a hurelméletek konzisztens kvantumgravitacios elméletek. Tekintettel arra, hogy a hirel-
méletbdl a gravitacios kolesonhatést leird Einstein egyenletek leszarmaztathatok, egyesek szerint
a harelméletnek legaldbb egy donts fontossagu joslata van: maga a gravitacio jelensége®?.

A maésodik fontos tulajdonsag az, hogy a kvantumtérelméletekkel szemben a hirelméletek
csak tiz térid6 dimenzioban konzisztensek. A kiterjedt objektumok kvantumdinamikaja elva-
laszthatatlan a téridé "hattér" geometriai tulajdonsagaitol. A hardinamika és a hattérgeometria
szamos késébbiekben megfigyelt matematikai szempontbdl precizen dokumentélt Gsszefonodasa
meglepsd. Ez azt jelzi, hogy az "adott hattérben mozgo kiterjedt objektumok" kép csak egy
lehetséges kiépitését nyujthatja a hirelméleteknek. A hurelméletek hattérfiiggetlen megfogalma-
zésanak probléméja alapvetd fontossagu.

A harmadik kiemelt tulajdonsag az, hogy a fenti harelméletek mindegyike szuperszimmetri-
kus. Ez azt jelenti, hogy az elmélet fermionikus és bozonikus szabadsagi fokai egy szimmetriaelv
keretén beliil 6sszekapcsolodnak. Matematikai szempontbdl ez azt jelenti, hogy a hirelméle-
tekben szereplé bozonikus mennyiségeket femionikusba és viszont alakité bizonyos transzfor-
méciokra nézve az elmélet valtozatlan marad. A hagyoményos kvantumtérelméleti képben a
kolesonhatasokat (gravitacios, elektromagneses, gyenge, erds) kozvetits részecskéket (graviton,
foton, mértékbozonok, gluonok) reprezentalo terek bozonikusak, mig az tigynevezett "anyagte-
rek" (elektronok, miionok, neutrinok, kvarkok) fermionikusak. A szuperszimmetria szakit a fenti
mesterséges "erGterek"+"anyagterek" felosztassal és a kvantumos szabadsagi fokokat egy egy-
séges képben targyalja. Ez a szuperszimmetria diktalta demokratikus szemlélet a hurelméletek
elvalaszthatatlan része.

A hurelméletek tehat extra dimenziokat és szimmetridkat josolnak. Tekintettel arra, hogy
a kisérleti tapasztalataink szerint a mi alacsony energias vilagunk négy dimenziés és szuper-
szimmetrianak ezidaig semmi jele, a hurelméletnek szamot kell adnia arrél mi toérténik az extra
dimenzidkkal illetve arrél, hogy mi a szuperszimmetria sériilésének pontos mechanizmusa.

Az extra dimenziok probléméjanak egy lehetséges kezelése abban all, hogy feltessziik azt,
hogy az extra térszerti dimenziok mérete a szokasos téridé dimenzidkhoz viszonyitva kicsi®®. Azt
a dinamikai mechanizmust melynek soran a tiz téridé dimenzidébol hat térszerd dimenzid egy
kompakt sokasagba gytirédik, kompaktifikicionak nevezziik.

Nyilvan a kompaktifikicié eredményeként el6allo effektiv négydimenzids elmélet megkonst-
ruélasa alapvetd fontossagu. A 6 kérdés az, hogy a felgytir6ds hat dimenziés sokasag geometriai,
topologiai tulajdonsagai hogyan jelennek meg a négydimenzios képben. Példaul az extra dimenzi-
okra feltekeredett membranok a négydimenzios képben kiilonféle fizikai effektusok megjelenésére
vezetnek. Ilyenek effektus példaul az Aharonov-Bohm tipusi fluxusokkal, elektromos illetve mag-
neses toltésekkel, meghatarozott tomeggel rendelkezs specialis objektumok megjelenése. Ilyen
specialis objektumok az elkévetkezékben teritékre keriils fekete lyukak is.

A hurelmélet fejlédésében fontos fordulat kovetkezett be az 1990-es évek kézepén mikor
kideriilt, hogy a fentiekben ismertetett 6t hurelmélet és a 11 dimenzios szupergravitacié alkot-
ta hat elmélet nem fliggetlen. Megmutattak, hogy ezeket az elméleteket tgynevezett dualitasi
transzforméciok kotik Gssze.

A dualitas jelenséget roviden az alabbi médon foglalhatjuk 6ssze. A harelméleteket két pa-
raméter jellemzi. A T = 1/27ma’ hurfesziiltség®* és a g, hur csatolas. Az utobbi dimenziétlan
mennyiség mely azt méri, hogy egy hir milyen hajlandésagot mutat arra nézve, hogy két hir-
ra osztoédjon. A dualitasok értelmében el6fordulhat az, hogy egy hurelmélet a gyengén csatolt

22E. Witten szerint a gravitaciét némi iréniaval a hirelmélet "post-predikciojanak" kell tekinteniink.

23Fontos kérdés persze az, hogy ezek mérete hogyan viszonyul a hirok méretéhez.

2477 o paraméter az ugynevezett Regge slope paraméter. A h = ¢ = 1 egységrendszerben a paraméter
hossztisag négyzet dimenzi6jia. Tehat va/ a hir méretét rogziti.
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(perturbativ) tartoméanyban ugyanolyan értéket ad egy fizikai mennyiségre mint egy masik hirel-
mélet az erGsen csatolt (nemperturbativ) tartomanyban. Ezt a dualitast S-dualitasnak nevezik.
Elsfordulhat az is, hogy ha az egyik harelméletet egy M, egy mésik hurelméletet pedig egy
W hatdimenziés sokasagra kompaktifikaljuk akkor a megfelel§ fizikai mennyiségekre ugyanazt
az eredményt kapjuk. Ezt a dualitast "tiikorszimmetrianak" nevezziik. A fenti dualitds igen
meglepd hiszen az (M, W) péros tagjai topologia szempontbol kiilonbozsek is lehetnek. Tovabbi
fontos dualitas a T-dualitas. Ez toruszokra torténé kompaktifikalasnal 1ép fel. Ha egy rogzitett
harelméletnél a toruszokat jellemz§ R; sugarakat az R; — o'/R; modon megvaltoztatjuk ak-
kor a relevans fizikai mennyiségek nem valtoznak. Ez a dualitds azt mutatja, hogy a fizika kis
méretd és nagy méretii toruszoknal ugyanaz. 1995-6ta szamos egyéb dualitast is megfigyeltek.
A dualitasok halozatat alkotd transzformaciok csoportot alkotnak. Ezek egyiittesét U-dualitasi
csoportnak nevezziik.

A harelméletek kozotti dualitasok arra utalnak, hogy ezek az elméletek nem fiiggetlenek ha-
nem egy alapvetGbb elmélet kiilonboz6 specialis esetei. Ezt az elméletet M-elméletnek nevezik.
Az M-elmélet egy 11 dimenziés kvantumelmélet melynek pontos matematikai alakja nem ismert.
Mindaz amit jelenleg errél az elméletrsl tudunk az a dualitdsok héalozatéval kapcsolatos konzisz-
tencia ellendrzéseken alapul. Egy biztos pont: az elmélet alacsony energiés effektiv hatarértéke
a 11 dimenziés szupergravitacié elmélete. Az M-elmélettel kapcsolatos dualitasok legegyszeriibb
példaja: ha a 11 dimenzios szupergravitacios elméleten dimenzioredukciot végziink (egy olyan
korre vonatkozoan melynek sugara R) akkor a 10 dimenzios ITA huarelmélet alacsonyenergias
effektiv szuperszimmetrikus térelméletét kapjuk ahol g = R/ Va!. Ez azt jelzi, hogy a IIA ti-
pust huarelmélet az M-elmélet egyik specialis hataresete. Az M-elméletet reprezentald kiillonbo6zé
harelméleteket dualitasi rendszereknek is szokas nevezni. Igy példaul beszélhetiink IIA, IIB stb.
dualitasi rendszerekrél. Ebben a képben az M-elmélet kiilonb6z6 dualitasi rendszereit kiilon-
b6z6 koordinatarendszerekhez hasonlithatjuk ahol a hurelméletek kozotti kozlekedést biztosito
dualitasi transzforméciok a koordinata transzformécioknak felelnek meg. A kvantumos Gsszefo-
nodassal kapcsolatos strukturak felbukkanasat legegyszertibb a II tipusa dualitési rendszerekben
kimutatni. Ezért a kovetkez6kben a ITA és IIB tipusu hurelméletekkel kapcsolatos ismereteket
tekintjiik at.

5.4.2. ITA és IIB tipust hurelméletek . A D = 10 térid§ dimenziéban konzisztens,
iranyitott zart hiurokat leiro II tipust hurelméletek N = 2 szuperszimmetriaval rendelkeznek.
Ennek megfelel6en az elméletet harom a o és 7 valtozokkal paraméterezett

XH(o,7), 04 (0, 7), p=0,1,...9, a=1,2,...32, A=1,2 (5.83)

tér segitségével definidljak?>. Az X*(o,7) bozonikus tér a hir altal a 10 dimenziés téridében
végigsepert, a o és 7 valtozokkal paraméterezett "vilaglepedst" reprezentdlja. Az N = 2 szu-
perszimmetria miatt a fermionikus szabadsagi fokokat két 2°/2 = 32 komponensti Grassmann
értékeket felvevé Majorana-Weyl spinor irja le. A Majorana-Weyl feltétel miatt a 32 komponensti
01 és 62 spinorok mindegyike csak 16 valés komponenssel rendelkezik. A spinor terek Grassmann
értékiisége azt jelenti, hogy ezek antikommutalé Grassmann szamokon veszik fel értékiiket.

Az elméletet egy globalis szuper-Poincaré és egy lokalis diffeomorfizmus szimmetriaval ren-
delkez6 S = S; + Sy hatés felirasaval definialjak [JHSO7]. Az S; tag a bozonikus harelméletbsl
ismert Nambu-Goto hatés szuperszimmetrikus altalanositasa, mely a vildglepedd téridében be-
sepert teriiletével kapcsolatos?®. A szuperszimmetria helyes implementalasahoz biztositanunk
kell, hogy a fermionikus és bozonikus szabadsigi fokok szdma ugyanaz legyen. Ezt egy 6j (x

25A7 A és a felss indexek tartoménya kizarolag ebben az alfejezetben fut az (5.83) értékeken. A hatralévs
fejezetekben tovabbra is az (5.32) és (5.71) altal adott konvencié van érvényben.

267 bozonikus hir esetében legyen f az a beagyazo leképezés melynek lokalis koordinatas alakja X* (o, T).
Ekkor az Si-vel kapcsolatos Lagrange strtiség a vilaglepedd els§ fundamentalis formajanak determinansanak
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szimmetrianak nevezett) lokalis fermionikus szimmetria bevezetésével érik el melynek segitségé-
vel a 6 terek komponenseinek felét eliminaljak. A k szimmetria biztositasdhoz sziikség van az So
Wess-Zumino (Chern-Simons) tipusi tag bevezetésére. Ez a tag egy két-forma integraljaként all
els [JHSO7].

A kovetkez 1épés az S hatéssal definialt elmélet kvantalasa. Az elmélet fénykip-mértékben
torténs kvantalasa elvégezhetd. A mérték szabadsagi fokok fénykiap mérték altali eliminalasaval
elérhetd, hogy csak 8 valés X%, i = 1,2,...8 bozonikus szabadsagi fokunk maradjon melyek
a 10 dimenzidban elérhet transzverzalis szabadsagi fokoknak felenek meg, s melyek lineéris
hullam egyenleteket elégitenek ki. A huar altal definialt vildglepedén terjedd modusok nyelvén
ez 8 balra és 8 jobbra propagald szabadsagi fokot jelent. Tudjuk, hogy a 32 komponensti 0!
és 62 spinorok mindegyike csak 16 valés komponenssel rendelkezik. Megmutathato, hogy egy
alkalmas x transzformécio alkalmazasaval lehetséges egy olyan mértéket valasztani, mely mindkét
spinor valos komponenseinek szamat ugyancsak 8-ra csokkenti. A mérték szabadsagi fokok fenti
rogzitésének kellemes kévetkezménye az, hogy az S hatas varidlasaval szarmaztathato spinorokra
vonatkoz6 mozgasegyenletek is linearisak lesznek. Az egyenletek megoldasa utéan kideriil, hogy a
megoldasul kapott ' és 62 spinorok a hir mentén ellentétes iranyokba terjeds hullamokat irnak
le.

Lapos Minkowski téridében propagal6é harok esetén a fénykiap mérték valasztasanak kovet-
keztében az elméletnek a tiz dimenzids Lorentz szimmetria helyett a transzverzalis iranyokkal
kapcsolatos SO(8) forgasi szimmetridja marad. Az SO(8) csoport egy igen speciélis tulajdonsag-
gal, a trialitassal rendelkezik. Ez azt jelenti, hogy a csoport harom nyolc dimenziés dbrazolassal
is rendelkezik melyek egymassal igen speciélis kapcsolatban allnak. Ezek: két inekvivalens spi-
nor abrazolas 8 és a konjugéltja 8., illetve a szokasos 8, vektor abrazolas. A fénykap mérték
alkalmazasa utan az X' szabadsagi fokok a 8, abrazolas szerint transzformalédnak. A spinor
abrazolasok ellentétes kiralitdsu szabadsagi fokokat irnak le. Az abrézolasok megvalasztasaval
specifikalhatjuk, hogy a fénykup mérték alkalmazésa utan a maradék szabadsagi fokok jobb avagy
bal "kezesek". A 6! és 02 helyett jeldljiik az alkalmasan normalt szabadségi fokokat [JHS07] az
alabbi médon:

(S¢,8%) € 8, @ 8¢ (5.84)

(S§,55) € 8 D 8 (5.85)
ahol most @ = 1,2,...8 a fennmaradoé fiiggetlen szabadsagi fokokra utal®’. Az (5.84) valasztés
a ITA tipusi hurelméletet az (5.85) valasztas a IIB tipust htrelméletet definidlja. Ezekkel a
jelolésekkel a IIB elmélet mozgasegyenletei fénykip mértékben

0,0_X" =0, 0,584 =0, -85 =0 (5.86)

ahol 0+ = (0, +0,)/2. A TIA esetben S¢ helyett S¢ irando.

A kanonikus kvantalas eredményeképp a mozgasegyenleteket és a hatéarfeltételeket kielégits
X és 549 terek normalmodusok szerinti kifejtésében az of, és S%, kifejtési egyiitthatok olyan
operatorok lesznek melyek specidlis kvantalési feltételeket elégitenek ki. A legfontosabb ilyen
feltétel az tigynevezett tomeghély feltétel mely a hir gerjesztéseinek M tdmegét tartalmazoé o M?
mennyiséget fejezi ki a &', és S’f}m operatorokkal. Kideriil, hogy a zérus tomegt alapallapotért
felels zéromodusok egy degeneralt allapotot adnak. A ITA és IIB elméletekben propagalo zért
hurok degeneralt alapallapota 256 allapotot tartalmaz mely a megfelels elméletekben a balra és
jobbra mozgo allapotok alabbi tenzorszorzataként all els. A ITA esetben a megfelels tenzorszorzat

(8y ®8:) ® (8, @ 8s) (5.87)
négyzetgyoke. Az els6 fundamentalis forma a beagyazé téridé G metrikdjanak az f altal a vilaglepeddre térténd

f*G visszahazottja.
27T A 1IB esetben valaszthatnank a 8¢ @ 8¢ lehetSséget is.
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a IIB esetben pedig
(8 @ 8c) ® (8y © 8¢). (5.88)

A 256 allapotbdl 128 bozonikus és 128 fermionikus allapot. Az &allapotok szerkezete a megfe-
lels tenzorszorzatok kiredukalasabol olvashato le. Szamunkra a késébbiekben csak a bozonikus
allapotok lesznek fontosak. A IIA bozonikus allapotainak esetében

8, ®8, =1 28 P 35, 8. ®8s =8, @56 (5.89)
a IIB bozonikus allapotaira pedig
8, ®8, =1®28P 35, 8.8 =10 28D 35,. (5.90)

Lathatoan mindkettd IT tipusa elméletben megjelenik egy skalar (1) egy antiszimmetrikus tenzor
(28) és egy olyan szimmetrikus tenzor melynek atlososszege zérus (35). Megmutathato, hogy ezek
az allapotok rendre az aldbbi terek kvantumainak felelnek meg: dilaton (®), antiszimmetrikus
tenzor (Kalb-Ramond) tér (B,,) és graviton (G, ). Az e® mennyiség varhato értéke a II tipusi
hurelméletek g, hur csatolasis allandodjaval egyezik meg. A Kalb-Ramond tér egy B két-forméat
definidl melyre a H = dB haromforma a Maxwell-féle elektromos és magneses tereket definidléd
F = dA térerSsség-forma altalanositasa.

A TTA és IIB elméletek bozonikus szektoranak az a része mely a fermionikus szabadsagi fo-
koktol szarmazik tovabbi antiszimmetrikus tenzortereket tartalmaz. A ITA elméletben ezek egy
egy-formanak (8) és egy harom-formanak (56), illetve a IIB elméletben egy nulla formanak (1),
egy két-formanak (28) és egy 6nduélis négy-formanak (35, ) felelnek meg®®. Jeldljiik ezeknek az
antiszimmetrikus tereknek megfelel§ p-formékat Cp-vel kiilsé derivéltjaikat pedig F,, = dC)-vel.
Az utobbi formulak a Maxwell-terek altalanositasat ado térerdsségtenzorokat definialnak. Késsb-
bi fejtegetéseink szempontjabol kiilonosen fontos lesz majd az xF5 = F5 6ndualis 6t forma. Méar
most felhivjuk a figyelmet arra a fontos koriilményre, hogy jollehet F5 egy bozonikus tér azonban
eredete (az Ondualitas kényszerével egyiitt) a IIB hurelmélet fermionikus szektora. Valoban, a
p-formékkal kapcsolatos II tipust terek mindegyike T, . ., tipusu femionikus bilinearis kom-
binéciokbol szarmazik ahol a ¢ és 1 spinorok vagy egyezé (p = 0,2,4) vagy ellentett (p = 1, 3)
kiralitasuak.

5.4.3. IIB tipusua szupergravitacié . Az osszefonodassal kapcsolatos strukturak legegy-
szertibben a IIB dualitasi rendszerben mutathatok ki. Ezért a tovabbiakban csak erre a rendszerre
koncentralunk. Megjegyezziik azonban, hogy mivel a Calabi-Yau sokasagokra kompaktifikalt ITB
és ITA hurelméleteket a tiikérszimmetrianak nevezett dualitési szimmetria koti Ossze azt varjuk,
hogy az egyik dualitasi rendszerben talalt Gsszefonédottsidggal kapcsolatos struktirdk a masik
dualitasi rendszerben az eredetitsl lényegesen kiilonboz6 6sszefonddott struktirakba képezhetsk.
Latni fogjuk, hogy ez valoban igy van.

Lattuk, hogy a IIB tipust hurok kiterjedt objektumok, melyek "harossagat" az o/ paraméter
méri. Az o’ — 0 limesz a kvantumelméletbdl ismert i — 0 limeszhez azaz a klasszikus limeszhez
hasonlit. Ebben a "pontrészecske" limeszben a hirelméletet mint egy olyan effektiv alacsony-
energias szuperszimmetrikus kvantumtérelméletet kezelhetjiik melynek bozonikus része az (5.90)
dekompozicionak megfelels speciélis tereket tartalmazza. Ennek az elméletnek a neve: IIB ti-
pust szupergravitacié mely egy 10 dimenzidés N=2 szuperszimmetriaval, 32 azonos kiralitasi
szuperszimmetria generatorral rendelkezd térelmélet.

Az elméletben az alabbi terek szerepelnek: a & dilaton melynek varhato értéke a gy har
csatolassal kapcsolatos, a B 2-forma potencial Hs = dB térerSsséggel, a G metrika, a Cp,p =

28p =0,1,2,3,4-re (2) =1,8,28,56,70. p = 4 esetén az Ondualitas kényszere megfelezi a szabadsagi fokok

szamat.
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0, 2,4 p-forma potencialok F,, = dC), térerésségekkel, plusz fermionikus terek melyekkel egyenlére
nem foglalkozunk. Vezessiik be az aladbbi jeloléseket

, . 1 1

T =Cy+ie”® Fi=(Hs, F3)T, Fy=F5— 502 A Hs + 5BZ A Fs (5.91)
1 |T1> —ReT

M= T~ (_ReT . ) . (5.92)

Ekkor a IIB tipust szupergravitaciot leiré hatéas bozonikus része?®

1
Sgéf)nikus = /dlom vV—GR

2K,
- L/Ldﬁ\*cﬁ— L/M--FM*FJ’
4k3, ) ImT? 4K3, R 3
— 8K%O/eijal ANFiNF] — 8;%0 /E-, A x5 (5.93)
ahol megmutathato [Pol98|, hogy
k1o = 877/%a'%g,. (5.94)

Héarom fontos megjegyzést kell itt tenniink. Az egyik az, hogy a fermionikus terek hatéséaval
kiegészitett fenti hatés csak fa graf szinten’ szolgaltatja a IIB elmélet tomeggel nem rendelkezs
modusaira vonatkozé alacsony energids hatast. Magasabb rendd kvantum korrekcidkkal mi itt
nem foglalkozunk. A maésik megjegyzésiink arra vonatkozik, hogy a fenti hatas rendelkezik egy
rejtett SL(2, R) szimmetridval. Ennek soran amennyiben 7 tortlinearis modon a (Hs, F3)T pedig
dubletként transzformalodik (a tobbi mennyiség valtozatlan marad) akkor a hatas invarians lesz.
Ennek a csoportnak a diszkrét SL(2,7Z) részcsoportja az S-dualitasi csoport. Egy fontos sejtés
szerint a IIB elmélet S-dualitasi szempontbol 6nduélis. A harmadik megjegyzés: a fenti hatas az
ondualitas kényszerét nem épiti magaba. A klasszikus mozgéasegyenletek szintjén az 6ndualitas
kényszerét a hatas varidlasa utan kell kikotniink. Ekkor a korrekt mozgasegyenleteket kapjuk.
Egy kovarians hatés is konstrualhato (az (5.93) hatas nem az) ennek ismertetését illetSen a
[JHSO07] konyv megfelels hivatkozasaira utalunk.

A TIB elméletben megjelené p-forma potenciélok jelentGségét illetGen emlékeztetiink arra,
hogy ezek a potencidlok természetes médon p — 1 dimenziés membranokhoz, p-1 branokhoz csa-
tolodnak. Valoban az elektrodinamika ¢ [ A integraljara gondolva azonnal latjuk, hogy az egy
q toltéssel rendelkezs pontszeri objektum (0-bran) 1-forméhoz (vektorpotencial) torténd csato-
lasat irja le. Tovabba egy ¢ toltést és m tomegd "teszt részecske"®! rogzitett elektromégneses
térbeli viselkedését az elektrodinamikabol ismert

1
Seldmz—m/ds—I—Q/A—ﬁ/F/\*F (5.95)
P P 4k

teljes hatés irja le. Ez azt is mutatja, hogy a téregyenleteket ado harmadik és a csatolast leird
méasodik tagon kiviil a 0-bran altal besepert P vilagvonal (1-dimenzios) teriiletét is a hatésba
kell irnunk. Ennek alapjan egy négydimenzios részsokasagot ado "teszt harom bran" természetes
modon csatolodik a Cy potencidlhoz és ekkor a "naiv" teljes hatas

1
S3brane = —ﬁ d4§ —Det hopg + ﬁ / Cy— R /F5 A xFy (5.96)
R10 K10 8%10

2977 alabbi hatasban R a G metrikabél képzett skalar gorbiilet.
30Ez azt jelenti, hogy a gs hur csatolasi allandoban és o/-ben csak a vezets rendet tartjuk meg.
31Ez a kifejezés azt jelenti hogy a részecske elektromégneses er6tér modosité hatasatol eltekintiink.
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alakot 6lti ahol

0z 0xB
do doP’
a bran vilagfeliiletén a beagyazo téridé metrika alatal indukalt metrika.

Figyeljiik meg, hogy az (5.96) hatasban a konstansokat specialisan valasztottuk, ahol amennyi-
ben kip-et az (5.94) egyenlet definidlja a hatast be kell tudnunk agyazni a IIB htrelméletbe.
Valoban, az 1990-es évek derekan felfedezték, hogy a megfelel6 dimenzios Dirichlet p-branok
(Dp-branok) a IIB elmélet nemperturbativ szabadsagi fokaiként termeészetes modon megjelen-
nek. Ezeknek az eredményeknek kdszonhetGen a dolgozatban szerepet jatszé harom branoknak
az alacsonyenergias effektiv elméletbe toérténd konzisztens beagyazasa ismert. Ez azt jelenti,
hogy amennyiben teszt-harom branok viselkedését szeretnénk leirni az (5.93) hatashoz két masik
tagot kell hozzairnunk. Az egyik tag a Dirac-Born-Infeld hatis mely®? gy kaphato, hogy a
(5.96) kifejezés elsd tagjaban a hag — hag + e~ ®2B,p + 2ma’ e~ /2 F, 5 helyettesitést végezziik
el. Itt B,s a Kalb-Ramond tér vilagfeliiletre torténé visszahuzottja, F,,3 pedig a bran feliile-
tén él6 Abeli mértéktér. A masik tag az (5.96) kifejezés masodik tagja amennyiben benne a
Cy = Cy+ (21a/F + B) A Cy + (27a’F + B)?Cy + ... helyettesitést végezziik el*>. Ezekbol
az eredményekbdl azt latjuk, hogy amennyiben feltessziik, hogy a Cj teret leszamitva a tobbi
térnek nincsenek forrasai és a harom branok téridé metrikara gyakorolt visszahatasatol eltekin-
tiink, akkor az effektiv IIB elméletben a (5.96) hatést kell hasznalnunk a megfelel§ konstansokkal
[JHSO07].

has(0) = Gap(o) a,3=0,1,2,3, AB=0,1,...9 (5.97)

5.5. Az effektiv négy dimenzi6és hatas

5.5.1. Effektiv hatas és toroidalis kompaktifikacié . Az (5.93) hatas egy tiz térids di-
menzios effektiv elméletet ir le. Ahhoz, hogy kapcsolatot 1étesitsiink a mi effektiv négy dimenzios
vilagunkkal az extra dimenziok szerkezetére feltevéseket kell tenniink. Ennek a dolgozatnak a
mésodik felében az 6sszefonddottsag és a toroidalis kompaktifikacid kapcsolatat vizsgaljuk, ezért
a tovabbiakban feltessziik, hogy az extra dimenzios X sokasag egy hat dimenziés T térusz vagy
T? x T? x T?. Az 5.3.2. és 5.3.3. fejezetek alapjan ekkor X kohomoldgidja Osszefonédottsag
elméleti interpretacioval rendelkezik. A 7. fejezetben azonban ki fog deriilni, hogy az 6sszefono-
dottsaggal kapcsolatos fejtegetéseink egy sokkal altalanosabb Calabi-Yau sokasagokat is magéaba
foglalo kontextusban is jelentGséggel birnak.

A kompaktifikdci6 soran a szokasos ansatz M x X ahol M a négydimenzios Minkowski téridd.
A Kaluza-Klein programnak megfeleléen az (5.93) hatasban elforduld tiz dimenzids tereket
az X harmonikus forméi szerint kell kifejtentink. A kifejtések soran megjelend moédusok az
egyes terek fluktuacioit irjak le. A terek kifejtési bazisvektorainak szamat (a harmonikus formak
terének dimenzioit) a h,. s Hodge szdmok hatarozzak meg. T esetén példaul a térfogati (Kéhler)
deformacidkkal kapcsolatos Hodge szamok hoog = h3 s =1, hi1 = hao =9, a térfogatot 6rz6
(komplex struktira) deformaciokkal kapcsolatos Hodge szamok pedig hz o = hos =1, hio =
ha 1 =9. A h, ; Hodge szamok az X-en adott g ; metrika deformacios paramétereinek szdméaval
ha 1 szdmu komplex struktira paramétert adnak. Példaul X = T2 xT?xT? esetén ho1=h11 =3
és a metrika 7% modulus terekkel parametrizalt alakja

3
- 1
ds% = angdzacﬁb = E —ya |du® + 7%dv®|?, 9 =

a=1

1
aag

% (5.98)

32Amennyiben a gorbiilettel kapcsolatos korrekcioktol eltekintiink.
33A pontozott tagok gorbiileti korrekciok [CBG99].
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illetve a Kéahler forma B
J =igzdz" N dz". (5.99)

J kifejezésébdl latszik, hogy a hi 1 = 3-nak megfelels 3 bazis forma: dz® A dz% a = 1,2,3 és a
ha,1 = 3-nak megfelels formakat illetSen lasd az (5.37)-(5.39) egyenletek bal oldali oszlopéat.

Természetesen a harmonikus formak szerinti kifejtésekben a valos bazist is hasznéalhatjuk,
igy példaul harom-forméak esetén az (5.50)-(5.51) bazist. Példaul az (5.93)-ban szerepls Fs = dCy
ot-forméaval kapcsolatos Cy négy-forma kifejtése

plCi=A=A"Nag+BrApl+ ... (5.100)

ahol a pontok tovabbi két és négy formak szerinti kifejtéseket jelentenek. A fenti kifejtésben
az Al(x) és Br(x) négy dimenziés koordinataktol fiiggs egy-formak az éndualitds *F5 = Fj
kényszere miatt nem fiiggetlenek. A tovabbiakban alapvetd mennyiségeknek az A! egy-formakat
tekintjiik. Nyilvanvaloan ezek Abeli mértékterek (Maxwell-terek). A p tomegskéila paramétert
azért vezettiik be, hogy a négy dimenzios formék dimenziétlan mennyiségek legyenek.

A tiz dimenzi6s IT tipust hurelméletek toroidalis kompaktifikdcioja [HT95] soran kapott el-
mélet a négydimenziés N = 8 szupergravitacio®!. Ennek az elméletnek mely 28 Abeli vektorteret
és 70 skalarteret tartalmaz egy FEr(7) on-shell szimmetridja van. A modulusterek (skalarterek)
a 70 dimenzios E7(7)/SU(8) faktortér geometriajaval rendelkeznek, ez az elmélet teljes modulus
tere. A skalarterek koziil 9 a torusz komplex modulusait irja le. Principalisan polarizalt to-
ruszok esetén 6 komplex (12 valés) modulussal kell szamolnunk. Az N = 8 elméletnek létezik
konzisztens N = 2 csonkitésa. A csonkitott elmélet modulustere X = T esetén a 12 dimenzios
Sp(6,R)/U(3) a T? x T? x T? esetén a 6 dimenzios (SL(2,R)/SO(2))* faktortér lesz. Ezek a
modulusterek egy komplex szimmetrikus 7%° matrix 6 (79) illetve ezen matrix 3 ( T2 x T2 x T?)
diagonalis elemeinek valos és képzetes részébdl dllnak els. Az (5.31), (5.61) és (5.79) egyenletek
értelmében az Sp(6,R) és SL(2,R)*3 csoportok az dsszefonddas képben valos SLOCC csoportok
szerepét fogjak jatszani. Megmutathato, hogy a csonkitas utan az eredetileg 28 Abeli mértéktér
helyett csak 7 (T°) illetve 4 (T2 x T? x T?) marad. Jeldljiik ezeket az (5.100)-bsl mar ismert
mértéktereket és a nekik megfelels térerésségtenzorokat A! = Aidx“—vel illetve 1 = dA!-vel
ahol I =0,1,...6 (T%) illetve I =0,1,2,3 (T? x T? x T?).

Megmutathato, hogy az igy kapott effektiv négydimenzios N = 2 szupergravitacios elmélet
bozonikus szektora a fenti tereken kivill csak a négydimenzids gorbiilt térids g,, metrikajat
tartalmazza®®. A tovabbiakban szerepet jatszo négydimenzios terek tehat (7°9)

guw(@),  Al(z), 1) I1=0,1...6, a,b=1273 (5.101)
illetve (T2 x T? x T?)
G (), Al (x), z) 1=0,1,2,3, a=1,2,3 (5.102)

ahol a méasodik eset komplex skalarterei az elsG eset diagonalis elemei. A két eset A (x) vektor-
tereinek egymashoz valo viszonyat illetGen lasd [CGRT12].

34Megjegyezzﬁk, hogy ez az N = 8 elmélet a ITA dualitasi rendszerben sokkal egyszeriibben, az dndualitas
kényszerével kapcsolatos komplikacioktol mentesen megkaphat6. Tekintettel azonban arra, hogy a IIB képben
az Osszefonodottsaggal kapcsolatos fizikai tartalom jobban latszik ezért mi ezt valasztjuk. Mivel azonban a ITA
és IIB dualitasi rendszereket a "tiikorszimmetrianak" nevezett nemtrivialis dualitasi szimmetria koti 6ssze ez a
komplikacié nem érinti a dolgozat lényegét.

35A7 effektiv négydimenziés bozonikus hatés a fent emlitett tigynevezett vektormultiplett tereken kiviil még
hipermultiplett tereket is tartalmaz. Ilyen terek keletkeznek példaul ha az (5.100) egyenletben a kipontozott
tagokat is figyelembe vennénk. Ezek a terek azonban a hasznalt csonkitasban konzisztens modon lecsatolodnak.
Erdekes médon ezen lecsatolédé terek kozé tartozik a ITB hiir csatolasi allandéval kapcsolatos (5.91)-ben definialt
® dilaton tér is.
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5.5.2. STU model . A fent targyalt terekkel kifejezett négydimenzios effektiv hatas bozo-
nikus részét az alabbi alakba irhatjuk [Den00]

Sip = 5.7 d*z/—gR — iz G 5d7% N\ *+d7° — % FLAG; (5.103)
Ry J M, Ry J M, v S,
ahol
K2 = Kk1y/ Vol(X), v = Kiou (5.104)
és
G = RNy F7 + SNy * F7. (5.105)

A komplex szimmetrikus N7; matrix a 7% skalar (moduli) terektdl fiigg. Az aldbbiakban a
matrix explicit alakjat csak az X = T2 x T? x T? esetben adjuk meg3°

2!1)15[:21‘3 —To2x3 —X1T3 —T1X2
o —T2X3 0 I3 To
MIJ - —T1x3 T3 0 T (5106)
—X1T2 2 1 0
2 2 2
T T2 x3 1 x2 x3
(m) @) @) 3 o-n -
SN = —y1y2y3 _ﬁ ui (1) 0 (5.107)
i 0w
_z3 1
v3 0 0 v3
ahol (5.32)-nek megfeleléen 7, = x, — iy, és
5 -
G = (2;;’)2 = 00K, K = —log(8y112y3)- (5.108)

A fenti modellben szereplé 7%,a = 1,2,3 harom komplex skalarteret gyakran az S, T és U
bettikkel jel6lik ezért a modell irodalomban hasznalatos neve: STU-modell.

A (5.103) hatas tagjainak jelentése az alabbi. Az els6 tag a szokasos Einstein-Hilbert hatas
melyben a négy dimenzios téridé metrikajaval szamolt skalar gorbiilet szerepel. A mésodik tag
egy nemlinearis szigma modell szokasos szerkezetét mutatja. Valdéban, az integrandus alatti tag
V—=9G 50,7()0,7°g" (x)d*x alakba irhato mely olyan komplex skalarterek szokasos kinetikus
tagja melyek értékeiket egy specialis target sokasagon veszik fel. Esetlinkben a speciélis target
sokasag az X komplex struktira deformécidival kapcsolatos M modulus tér a G ; Weil-Petterson
metrikaval. A harmadik tag azon része melyben SN szerepel tobb Maxwell-szerii tér olyan
hatasa melyben a csatolasok a modulusterektsl fiiggenek. A maradék tag a részecske fizikabol
méar ismeretes az elektromos és magneses dualitast teljessé tevé ugynevezett 6-tag ugyancsak
modulustdl fliggs csatolasokkal.

A metrika szerinti variacié olyan Einstein egyenleteket szolgaltat melynek jobb oldalan al-
16 energia-impulzus tenzor a Maxwell-szert tereken kiviil a skalarterek nemtrivialis jarulékat
is tartalmazza. Latni fogjuk, hogy az Einstein egyenletek specialis esetekben megoldhatok és
az utobbi tereknek koszonhetGen fekete lyukakat leird térid6é konfiguraciokat adnak. A hatés
Ezek a nemlinearis egyenletek olyan attraktorokat irnak le melyeknek szerkezetében harom és
négy-qubit rendszerekkel kapcsolatos geometriai struktardk jelennek meg. Ezek a strukturak
jelent&sen megkonnyitik a fekete lyuk megoldasok szerkezetének vizsgéalatat.

36 A7 N matrix szerkezetét Calabi-Yau sokasagok segitségével torténd kompaktifikicié esetén az ugynevezett
N = 2 specialis Kihler-Hodge geometria rogziti [CDF96]. A fenti specialis formulak X = T2 x T2 x T? esetén
ebbdl az altalanos formalizmusboél kaphatok.
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5.5.3. A statikus ansatz . Az Gsszefonddottsaggal kapcsolatos strukturak vizsgalatat az
(5.103) hatasbol szarmaztathato Euler-Lagrange egyenletek megoldésainak tanulméanyozasa tt-
jan végezziik el. Ezen egyenletek matematikai szerkezetét méar régota vizsgaljak [BMGS8SJ, a
teriilettel kapcsolatos kutatas jelenleg is igen aktiv (lasd példaul a [CGRT12] munkat és az ott
hivatkozott referenciskat). Az aldbbiakban a jolismert [BKR 196 statikus, gdmbszimmetrikus és
aszimptotikusan Minkowski geometriat leiré tgynevezett extremalis BPS-fekete lyukakat® leird
megoldasokat szeretnénk vizsgalni Osszefonodottsag elméleti modszerekkel. Jollehet az Gssze-
fonodottsaggal kapcsolatos strukurak jelentGségét elGszor az (5.103) hatassal kapcsolatos négy
dimenzios képben ismerték fel [Duf07, KLO06, 4] a késSbbiekben kideriilt [9], hogy az (5.93)
és az (5.96) eredeti hatasokkal kapcsolatos tiz dimenzios képben ezen strukturéak fizikai jelentése
sokkal tisztabban latszik. Ebben az alfejezetben tehat négy dimenzioés statikus, gdmbszimmetri-
kus, aszimptotikusan Minkowski, extremalis BPS fekete lyukakat szandékozunk megérteni ebben
a tiz dimenzids képben.

Els6 1épésként megjegyezziik, hogy az (5.103)-ben megjelens F! AG; tag tiz dimenzios eredete
nyilvanvaloan (5.96) utolso tagja kellene hogy legyen. Ez a tag azonban az ondualitas kénysze-
rér6l nem mond semmit. Amint emlitettiik ezt a kényszert a mozgasegyenletek szintjén utélag
szoktak implementalni. Azonban ha az alabb ismertetend$ 6ndualitast is magaba foglalé komp-
aktifikicios ansatzot (5.96) utolso tagjaba helyettesitjiik zérust kapunk nem pedig az F! A G;
tagot. Ez a probléma azzal kapcsolatos, hogy mér a tiz dimenzios effektiv képben sem ismeretes
az Ot-forméara vonatkozd ondualitas kényszerét a hatas szinjén implementéld egyszerd dualitas
invarians formalizmus.

Ismeretes azonban [HT88, BH99|, hogy amennyiben hajlandéak vagyunk a manifeszt Lo-
rentz kovariancia elvét felaldozni, akkor ennek a tagnak a kezelésére mar talalhato egy dualitas
invarians formalizmus. Ezt szerencsére kihasznélhatjuk hiszen benniinket csak a statikus megol-
désok érdekelnek melyek az altalanosabb stacionarius megoldésok speciélis esetei, ezekre pedig
a manifeszt Lorentz kovariancia sériil. Ekkor ugyanis létezik egy idészerd Killing vektor mely a
téridét "térre és idére" bontja.

Legyen tehat My = M3 x R. A metrikara vonatkoz6 legaltalanosabb statikus gémbszimmet-
rikus ansatz ekkor az alabbi alaka

1
ds? = =2V a? 4 e_zU(T)(fQi(T)alr2 + r?ds%s), ds%s = df? + sin® 0dp? (5.109)
ahol r — oo esetén U(r) — 0 és f(r) — 1 fejezi ki azt, hogy az altalunk vizsgalt térid aszimp-
totikusan Minkowski azaz "lapos". Vezessiik be az 4]

c
= = h .11
S g’ f(r) = h(o)coshcp (5.110)
valtozokat. Ekkor
ds* = —e2V(Qg? 4 ¢=2U(0) (1c4d ?+ ¢ 4 ) (5.111)
N h? sinh* co ¢ sinh? co s .

ahol most a o — 0 esetén h(g) — 1 illetve U(p) — 0.

Feltessziik tovabba azt is, hogy a modulus terek és az abeli mértékterek is gdbmbszimmetri-
kusak. A modulus terekre ez azt jelenti, hogy 7%°(p) illetve 7%(0). A mértékterek gémbszim-
metrikussagabol és az ondualitasbol kovetkezik, hogy amennyiben az Fy 6t-forma tértél fiiggd
részét

F = sinfdo Adp @ T € A*(M3) @ H?(X) (5.112)

Y
Vam

37Az utobbi két kifejezésnek a jelentését a késébbiekben adjuk meg.
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alakba irjuk akkor a megfelel§ ansatz

2U
(sin@d&Ad@@FJr%dg/\dt@)F) (5.113)

- v
Fs=F+«F =
° Var
ahol a hatdimenziés X toéruszokon él6 o harom-forméara a Hodge csillagot az & szimbélummal
jeloltiik.

5.5.4. A csavarodasi szamok fizikai jelentése . A 3-branok statikus hattéren zajlo tiz
dimenzios dinamikajat a IIB elméleten beliil az (5.96) hatas harom tagja irja le. Ugyanakkor
tudjuk, hogy az X homoldgia ciklusaira tekered6 3-branok Osszefonddottsag elméleti interpreta-
cioval is rendelkeznek. A két kép kapcsolatanak megértéséhez elsd lépésként tisztaznunk kell az
(5.56) és (5.71) 6sszefonodott allapotoknak megfelels T' kohomologia elemben szerepls p! és qr
mennyiségek fizikai jelentését. Mint tudjuk a p! és a ¢; mennyiségek jelentése a tiz dimenzios
képben: csavarodési szamok. A kérdés most az, hogy ha az (5.96) hatas méasodik tagjaba be-
helyettesitjiik az (5.100) kompaktifikdcios ansatzot mi lesz az igy el6allo négydimenzios képben
ezeknek a csavarodasi szamoknak a fizikai interpretacioja? Tekintsiik tehat az (5.96) hatas ma-
sodik tagjat. Egy 3-bran jellemezhetd egy f : R* = R x M3 x X leképezéssel. Legyen ennek a
leképezésnek a lokalis koordinatés alakja (statikus mértékben)

I (0% 0% = (2"(0°),u(c", 02, 0%),v(c!, 02, %)) (5.114)

Az 2#(00) rész a négydimenzios térids egy P palydjat, az u®, v® térusz koordinatakat tartalmazo
rész a 3-bran csavarodasi konfiguraciojat irja le. Ekkor irhato, hogy

/P Cs f*A:/7>/f<c3>A:/7>/xFAA:/p(pIBI_q’AI) (5.115)

ahol f(C3) a I kohomolégia elem Poincaré dualtja és felhasznaltuk az (5.49) és az (5.100) kife-
jezéseket. Az eredményiil kapott hatas egy-formak P mentén térténd integraljainak 6sszegeként
all el6. Az osszeg minden egyes tagja az elektrodinamikabol ismert (5.95)-szerd tag, mely a P
mentén propagald elektromos és magneses toltésekkel rendelkezs részecske egy-forma terekhez
torténd csatolasat irja le. Tehét az 5.3. fejezetben targyalt Gsszefonddott allapotokban megje-
lené q; és p’ mennyiségek fizikai jelentése a IIB képben: elektromos és mdgneses téltések. Ezt
az ismeretet az Osszefonddottsagi képpel kombinalva latjuk, hogy (5.60) és (5.71) alapjan ezek a
toltések egy harom-qubit illetve egy hat médust harom-fermion "t6ltés" allapotba szervezhetsk.

Megjegyezziik, hogy osszhangban az (5.96)-bol szarmaztathat6é mozgasegyenletekkel konnyen
megmutathato, hogy az r = 0 ban elhelyezked§ a I'-nak megfelel§ homologia ciklusra feltekeredett
statikus 3-bran altal keltett gombszimmetrikus Fy tér éppen (5.113).

5.5.5. A Dirac-Born-Infeld hatas fizikai jelentése . A négydimenzios effektiv kép
fizikdjanak tovabbi tisztazasahoz tekintsiik most az (5.96) els§ tagjanak a DBI hatasnak az
analizisét. Ennek elvégzéséhez tekintsiik ismét egy C3 3-bran el6z§ alfejezetben targyalt statikus
tipust f beagyazasat! Ekkor (5.96) elss tagjat a

vr ds | d*o\/Det hyj (5.116)

Kio Jp Cs

alakba irhatjuk ahol
9z™m 92"

520 500 (5.117)

hij = 9mn
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ahol z™,m = 1,2,3 az X komplex koordinatai 8. Figyeljiikk meg, hogy a masodik integral a
3-bran Vps térfogata. Példaul X = T? x T? x T? esetén Vp3 szdmolasahoz az (5.98) metrikit
kell hasznalnunk.
Tegyiik most fel, hogy
FI=0 (5.118)

ahol J az X Kahler formaja lasd példaul (5.99). Ekkor (5.117)-ben a szimmetrizalasra nincs
sziikség, s igy

Det h;;j = Det g,nz| Det(0;2™)|? (5.119)
Esetiinkben az X holomorf haromformaja Qy = dz' Adz? Adz3 melynek az f beagyazé leképezés
altali visszahtuizottja
i 02! 02% 02°

ahol d3c = do' A do® A do®. Trhato tehat, hogy
d*o+\/Det hij = \/8Det g 3| f*Qo| = 2V2e"7/2| f*Qo| = 2V2| f*Q (5.121)

ahol kihasznaltuk a metrika (5.98) alakjat és az (5.34), (5.76) Osszefiiggéseket®. Ezeket az
eredményeket felhasznalva kapjuk (5.116) 0j alakjat

VEr g > V8T '
/Pds e /Pds/csf Q (5.122)

K10

Tegyiik most fel, hogy az (5.118) feltételen kiviil teljesiil még az
Q2 =e?Ac!, 0% 0%)dot Ado® A do® (5.123)

feltétel, ahol ® konstans és a A fiiggvény pozitiv. Ekkor az (5.122) egyenlStlenségben egyenldség

teljesiil. Fizikai szempontbol ez azt jelenti, hogy az X megfelels f(Cs3) homologia ciklusara fel-

tekeredd 3-bran Vps térfogata minimdlis. Az (5.118) és (5.123) feltételek tehat adott homologia

osztalyon beliil minimélis térfogatt 3-branokat frnak le. Az X ilyen tulajdonsigu ciklusait a

matematikiban "specidlis Lagrange-féle részsokasagok"-nak nevezik. A fizikusok ezekre a ciklu-

sokra, az alabb részletezendd okok miatt, mint szuperszimmetrikus ciklusokra utalnak [BBS95].
Szuperszimmetrikus ciklusokra

vV 8m \V8m V8
ds| Q=
P f(C3)

- ds| Q=
10 Jp Cs R10

/ |Z(T)|ds (5.124)
Kio Jp
ahol f(C3) a T kohomologia elemhez Poincaré dualt homologia ciklus és kihasznaltuk az (5.81)
Osszefliggést.
Vezessiik most be a

k2 = 871Gy (5.125)
formulaval a Newton féle gravitdcios konstanst ahol k3 eredetét illetGen lasd az (5.104) és az
(5.94) egyenleteket, és hasznaljuk ki azt, hogy az altalunk hasznalt koordinatakban Vol(X) = 1.
Ezekkel a konvenciokkal (5.96) els§ tagjara kapjuk, hogy

_ 1 . _1Zm)
Sppr = wéNuéjzauu, Mpps = Ze= (5.126)

38z X =T2xT?xT? példa esetén az X és az M modulustér egyarant egy hat dimenziés komplex sokasag.
Az egyszertbb jelolés érdekében az elSbbi komplex koordinatait (z*) és az utobbi komplex koordinatait (7¢)
a = 1,2, 3 ekkor ugyanigy indexeljiik. Altalaban azonban kiilonbséget kell tenniink az X indexek m,n = 1,2,3
és az M inexek a,b = 1,2,...h1 1 kozott. Példaul mar az X = T esetén hy1 = 9.

39Det gmm = 8 Det g 7, ennek erede 2% « V2z™ lasd Bodner et.al. munkajat [BCF91].
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mely a négy dimenziés téridében mozgd Mpps tomeggel rendelkezd részecskét ir 1le*C.

Az (5.54)-(5.57) formulak alapjan lathato, hogy Z és konjugaltja egy GHZ allapot amlitudoit
hatarozza meg. Tovabba az (5.53) és (5.58) formulakbdl az is kideriil, hogy valojaban az Gsszes
amplitudo kovarians derivaltak alkalmazasaval legyarthaté ebbdl a kitiintetett amplitudobol. Az
Osszefonodottsag elméleti interpretacio alapjan az is lathato, hogy ezek a kovarians derivaltak
(5.24)-(5.20) projektiv bit flip és fazis flip hibakat implementalnak. Ez az interpretaci6 nyilvan
alkalmazhato az X = TO fermionikus allapotokra vezetd esetére is. St a Freudenthal rend-
szerekkel kapcsolatos (5.81)-(5.82) képleteket kovets megjegyzések alapjan gyanithato, hogy az
osszefonddottsagi analogia tovabbi altalanositdasok esetén is miikodik. A harelméleti kép a fenti
ismeretekhez egy 1j és fontos ismeretet ad. A Z GHZ amplitudok abszolutértéke megfelels egysé-
gekben egy olyan magasabb dimenzios objektumot (3-bran) ir le mely az effektiv négy dimenzios
vilagunkban egy Mppg tomegi részecskeként viselkedik. Felmeriil a kérdés, mi a harelméleti
képben az egyéb amplitadok fizikai jelentése? Erre a kérdésre majd az attraktor mechanizmus
ismertetése soran kapjuk meg a valaszt.

5.5.6. Az 6t formakra vonatkoz6é hatas fizikai jelentése . A 3-branok tiz dimenzios
dinamikajabol kovetkez6 négydimenzios kép fizikdjanak és az Gsszefonddottsag elmélet kapcso-
latanak megértéschez mar csak (5.96) utolso tagjat kell vizsgalnunk. Jeloljiik a Hodge csillag
operéciot Msz-on a 3 szimbolummal. Tehat példaul a x5 F mennyiség egy négy-forma. Legyen Fy
és Fy két R x M3 x X-en él6 ot-forma. Satikus esetben célszerii bevezetni ezen formak térszeri
részeinek az alabbi szorzatat!

(Fl, FQ) = GU/ Fl A *3F2. (5127)
X

Figyeljiik meg, hogy (F1,F2) egy M3-on él6 harom-forma. Ebbdl fakadoan statikus kompaktifi-

kacios ansatz esetén az (5.103)-ben megjelend utolséd tag helyes tiz dimenzids reprezenténsa

1
- dt/ F,F 5.128
o [ ] P (5128)
ahol F az (5.96) utolsé tagjaban megjelens Fs ot-forma (5.112) térszert része ‘2. Megmutat-
hato [HT88, BH99, Den00], hogy a fenti hatas varidlasdval mar az 6ndualitias kényszerével
kombinalt helyes mozgasegyenleteket kapjuk.
Szamoljuk most ki az (5.128) hatéast! Mivel *3(sin 8df A dy) = Y (0)do/h (o) ezért

1 T e2U(0)
- = dt/ F.F :——/d I'(o)|? 5.129
77 @) ®F=—7 [drir@l (5.129)

ahol példaul az X = T? x T? x T? valasztassal ||T'(0)||? az (5.61) harom-qubit allapotvektor
normanégyzete és T az eltelt id6. A normanégyzet explicit kifejezését és a megfelels skalarszorzat
eredetét illetGen lasd az (5.59) és az (5.22) formulakat. Az irodalomban a

1
Ven = §||F||2 (5.130)

mennyiséget "fekete lyuk potencialnak" nevezik. Az (5.60)-(5.63) képletekbgl lathatoan a fe-
kete lyuk potencial a toltésektsl és a modulusoktol fiigg. Mivel statikus megoldasok esetén a
modulusok a ¢ radialis koordinatatol fiiggenek ezért: Vpp (o). Megjegyezziik, hogy a fekete

40 A BPS révidités a Bogomolny-Prasad-Sommerfield harmas neveire utal. Az Ggynevezett BPS megoldéasokat
a kovetkezd fejezetekben részletesen targyaljuk.

41gtacionarius esetben is definidlhatunk egy ilyen szorzatot, ez azonban az altalunk hasznalt kifejezésnél joval
bonyolultabb [GGKP11|. Ezt a kifejezést F. Denef hasznélta el6szér [Den00].

42A7 (5.128) hatés a [Den00]-ben hasznalt altalénos (3.6) hatésbol kaphato a statikus esetben.
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lyuk potencial explicit alakjat a harelméleti irodalomban a Kahler-Hodge specialis geometria
[CDF96] (5.106)-(5.107) matrixaival szokas kifejezni

1,y (I+RIT'R)jx —(RITHEN (pX

von =3 0" o) ("I ) (0) (o131
ahol R = RN és I = SN az (5.106)-(5.107)-ben definidlt matrixok. Figyeljiik meg, hogy az
I = QN matrix negativ definit*® ésszhangban azzal, hogy Vpy pozitiv. A Vpy mennyiség
(5.130) osszefonodottsag elméleti interpretacioja eldszor a [6] dolgozatban jelent meg.

Ezzel befejeztiik az (5.96) hatas tagjainak analizisét. Eredménytil az 5.3 fejezet 6sszefonodott
allapotainak a IIB képbeli fizikai interpretaciojat kaptuk. Az eredményeket az (5.115), (5.126)
és a (5.130) egyenletek foglaljak Gssze. Természetesen a fekete lyukak targyalasahoz az (5.96)
hatashoz még hozzé kell venniink az (5.103) els6 két tagjat is. A kovetkezs alfejezetben ezeknek
a tagoknak az analizisét végezziik el.

5.5.7. Az effektiv dinamikai rendszer Ertékeljiik ki (5.103) els6 tagjat! Ehhez sziiksé-
glink van a Ricci skalar kifejezésére. Az (5.111) kifejezést felhasznalva kapjuk, hogy

sinh? o [ .- . . c? 1
R= 2h62U674 <U — h(U? — ¢*) — 2chcoth co + m(h - h)) (5.132)
Vg=e g 9071 (5.133)
h sinh” co

ahol U = d%U (0). Az integralasokat elvégezve a feliileti tagokat elhagyva és az (5.125) definiciot
felhasznalva az (5.103) hatés végss alakja

Sw _ —L [T V@ﬂ+0 a2y 4oy, ¢ sl 2@ (5.134)
— = T — ¢ — — - — .
T 2Gn Jo ¢ ab NPT Ginn? co h

Egy komplex K¢ vektorra definialjuk a vektor G normajat

K¢ = G KK’ (5.135)

mely a G metrikaval ellatott komplex M modulus tér vektorainak hossz négyzete. FEzzel a
jeloléssel az (5.134) kifejezést h szerint variadlva majd a h = 1 mértékvalasztast hasznalva kapjuk
az alabbi kényszert

U +|[#& — Gne* Vg = ¢ (5.136)
illetve a S
1 > .
=g | e+l — ¢+ Grne® Van) (5.137)
T 2Gn Jo

mértékrogzitett hatast?®.

Idézziik most fel ' Hodge diagondlis bazisban torténd (5.53) kifejtését és az (5.54)-(5.59)
Osszefiiggéseket! Ezek segitségével a hatasban szerepld fekete lyuk potencialra az j

Vi = |2 + G®D,ZD; 7 = | Z| + 4G™,| 2|05 Z| (5.138)
Osszefiiggést kapjuk. Az utolso egyenléség bizonyitasahoz kihasznaltuk, hogy
DoZ =2e0,|Z|,  Z=¢€2|, Z=e52W (5.139)
ahol a W mennyiség holomorf tehat 9, W = 0.
43Tekintettel arra, hogy yo > 0 ez az (5.107) formulabol az z, = 0 specialis esetben azonnal lathato.

44Megmutathatc’>, hogy a fenti mértékszimmetria eredete a radialis koordinataban végrehajthaté o — o+¢(p)
infinitezimalis reparametrizacié invariancia.
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5.6. BPS fekete lyukak

5.6.1. Extremalis BPS fekete lyukak . A koévetkezSkben a modulusterekre vonatkozo
(5.137) hatasbol szarmaztathato Euler-Lagrange egyenletek specidlis tulajdonsagt, tgynevezett
BPS megoldasait vizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy ezen egyenleteknek és a téridégeometriara vo-
natkozo egyenleteknek a megoldéasai extremalis fekete lyukakat irnak le.

Els6 lépésként az (5.137) hatast az 0j (5.138) Osszefliggés felhasznalasaval teljes négyzetté
alakithatjuk

s 1o _
Sip _ / do [(U 4 v/Gne? | 7)) + |17 + 20/ Gne’ GBI — ]
T 2GN 0
eV o=c0
+ 12855, (5.140)

VGN

Amennyiben a ¢ paramétert egyfajta "radialis evolucio" idéparaméterének tekintjiik akkor
az (5.137) hatas egy R x M-en mozgo olyan "részecskét" ir le mely a —e?Y Vg potencialban mo-
zog®®. Az (5.136) kényszer a teljes energia megmaradasat fejezi ki. Az —e2UVpy potencial lokalis
minimuménal azaz az e?Y Vg lokalis maximumanal oszcillald "mozgast" varunk. Az e?YViy
lok4lis minimumanal exponenciélisan elszallé megoldasok varhatok kivéve azt a figyelemre mélto
esetet amikor a o = 0-ban elGirt hatarfeltételek finomhangolasanak kovetkeztében a részecske
pontosan akkora energidval rendelkezik, hogy a mozgas kovetkeztében o — oo-re hajszalponto-
san az —e?YVp-nak megfelels lokalis maximum tetején landol. Az ilyen lokélis minimumokat
az €2YVpy kritikus pontjai kozott kell keresniink.

A kritikus pontok egy fontos specialis esetét kapjuk ha azok az (5.126) tomeggel kapcsolatos
|Z| mennyiség kritikus pontjaival kapcsolatosak. Az (5.138) képletbdl lathatoan az ilyen kritikus
pontok automatikusan Vg specidlis kritikus pontjait szolgaltatjak®®. Az olyan "finomhangolt"
véges energiaji megoldasokat melyek a |Z| kritikus pontjaibol j6vé minimumokkal kapcsolatosak
BPS szolitonoknak fogjuk hivni*’. A |Z| Hessian matrixdnak a kritikus pontban felvett érté-
keinek vizsgalataval megmutathato [FGK97|, hogy mivel G ; pozitiv definit a kritikus pontok
mindig minimumok. Ismételten emlékeztetiink arra a tényre, hogy a fenti megoldasokban kar-
dinalis szerepet jatszo Z mennyiség és konjugaltja (5.54) és (5.57) alapjan a |I') Gsszefonodott
haromrészecskés allapot GHZ amplitudoi.

A (5.140) egyenletbdl lathatéan rogzitett ¢ és a hataron elsirt rogzitett modulus értékekre a
hatés extremalis ha’®

U=—GneV|Z], % =—-2\/Gne’ G55 2| (5.141)

(latni fogjuk, hogy a masik elGjel valasztas fizikai szempontbdl elfogadhatatlan megoldasokra
vezet). Ekkor az (5.136) egyenletbol kovetkezik, hogy ¢ = 0 s igy (5.110) miatt

0= -, ds? = =2V g2 4 20 gx2, (5.142)
r

A tovabbiakban feltessziik, hogy a kritikus pontban
|Z‘cm’t = |Z>k| 7& 0 (5143)

4577 R részt az U az M részt pedig a 7% komplex struktara modulosok paraméterezik.

46VBH-nak nyilvan létezhetnek olyan kritikus pontjai is melyek nem kapcsolédnak |Z| kritikus pontjaihoz.
A késébbiekben latni fogjuk, hogy ezek adjak az ugynevezett nem-BPS megoldasokat.

47Ey az egyik oka, hogy a |Z|-vel kapcsolatos (5.126) mennyiséget mar korabban BPS témegnek hivtuk.

48 Természetesen az (5.137) hatas varialasaval kapott mozgasegyenleteknek egyéb megoldésai is vannak. Meg-
mutathatd, hogy a teljes négyzetté torténd kiegészitéssel kapott specidlis megoldasok pontosan a fentebb definialt
BPS megoldasokat adjak.
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azaz a GHZ amplitudék ¢ — oo esetén nem tiinnek el*®. Ekkor (5.141) elss egyenletébdl a o — oo

(r — 0) limeszben kapjuk hogy
o eV /Gy Z,| (5.144)

Az ivelemnégyzet ebben a limeszben a Bertotti-Robinson [Ber59, Rob59| metrika alakjara
hozhato 2
ds* - —————dt* + Gn|Z. \2 +GN\Z 2(d6? + sin? 0dp?) (5.145)
Gn|Z.[?
Ez az ivelemnégyzet egy /G py|Z.| sugart gémbét (8?2 = SO(3)/S0(2)) és egy kétdimenzios
anti-deSitter teret (AdS, = SO(2,1)/SO(1,1)) ir 1e°°. Tehat a téridé geometriaja az r — 0
limeszben: AdSs x S2.

Megmutathato [JHS07]|, hogy a fenti Bertotti-Robinson (BR) alak az extremélis négy di-
menzios Reissner-Nordstrom (RN) fekete-lyukat leir6 metrika eseményhorizont-kozeli részét irja
le. Az altalunk hasznalt koordinatdkban az eseményhorizont az r = 0 (¢ = o) koordinataérték-
nél talalhato. Mint ismeretes az Einstein egyenletek RN tipust fekete-lyuk megoldéasa a szokasos
Schwarzschild fekete-lyuk megoldas azon altalanositédsa amikor a fekete lyuk tomegén (M) kiviil
elektromos toltéssel is (Q) rendelkezik®'. Az tigynevezett csupasz szingularitas °? lehetéségének
elkeriilése érdekében fenn kell, hogy alljon az M /Gy > |Q| egyenl6tlenség. A megoldas a radi-
alis koordinataban (R) a szokasos fizikai gorbiileti tenzorban is jelentkezd szingularitason kiviil
(R = 0) két nem fizikai koordinataszingularitassal is rendelkezik (R = R illetve R = R_). Ezek
két horizontot adnak. Az R = R -val jellemzett kiilsé horizont az eseményhorizont. Amennyiben
R4 = R_ a RN megoldas extremdlis. Ekkor

M\/ |Q| RO = Ri = GNM (5146)

Az extremalis RN fekete lyuk kozel-horizont viselkedésének analizise azt mutatja [JHSO0T7], hogy
a metrika az r = R — R radialis transzformaciéval valéban a BR alakra hozhaté amennyiben

A
VGN

Ezt Osszevetve az (5.126) Osszefliggéssel latjuk hogy a fekete lyuk tomege megegyezik az Mppgs
tomeg horizonton felvett értékével. Ebbdl kovetkezik, hogy az extremalitast kifejezé M+/Gy >
|Z| egyenlGtlenség szaturalasa az (5.122) egyenlStlenség szaturdlaséval kapcesolatos. Mivel az
utobbi szaturacié pontosan akkor teljesiil ha a 3-branok minimaélis térfogatu szuperszimmetrikus
ciklusokra tekerednek sejtjiik, hogy a BPS megoldéasok eredete a szuperszimmetriaban keresendd.
Latni fogjuk, hogy ez a sejtés valoban igaz.

A fekete lyukak termodinamikaja [BCHT73| szerint a fekete lyukak nemzérus Hawking ho-
mérséklettel [Haw75b] és entropiaval [Bek73b, Bek74| rendelkeznek. Az elébbi a fekete lyuk
horizontjdnak felszini gravitacios térerGsségével az utobbi az eseményhorizont felszinével ara-
nyos”?

M =

(5.147)

A
Spa = —— 5.148
bt = g (5148)

49Amennylben elttinnek ismét nem-BPS megoldasokat kapunk. Ezt a lehetdséget késGbb vizsgaljuk meg.

50valsban, az ¥ = G | Z« |2 /r koordinatatranszformécié utan a ds? elss két tagja a (VG | Z« | /7)2 [~ dt2 +d72]
alakba is irhato, mely az AdSs egyik megszokott reprezentacioja.

515 megoldas altalanosithaté méagneses toltésekkel rendelkezd fekete lyukakra is. Egy tatszdleges fekete
lyukat a tomegén, elektromos és magneses toltésén kiviil még az impulzusmomentuma jellemezheti.

52Az R = 0-ban 1évé fizikai szingularitds a "gyenge kozmikus cenzira hipotézis" [Wal84]| szerint sosem
"csupasz", mindig horizont veszi koril.

537 kp = ¢ = h = 1 egységrendszerben dolgozunk.
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Extremalis RN fekete lyukra a Hawking hémeérséklet ugyan zérus [JHS07| az entropia azonban

47 RZ
SpH = %0 =7TGNM2=7TGNM§PS* (5.149)
4Gy
Az altalunk vizsgalt speciélis esetben teljesiil az (5.147) feltétel ezért®
Spu = |Z,|? (5.150)

azaz a fekete lyuk entropiat a |T') allapot GHZ amplitaddjanak horizonton felvett értékének ab-
szolut érték négyzete hatérozza meg. Az (5.54)-(5.55) és (5.81)-(5.82) formulakbol lathatoan
azonban az entrépia meghatarozasahoz meg kellene hataroznunk a modulusok horizonton fel-
vett értékét. Mivel a RN fekete lyukat kizarolag a tomege és a toltések értéke jellemzi és az
extremalitas miatt a tomeg és a tOltések nem fiiggetlenek, ezért a modulusok horizonton felvett
értekét ki kellene tudnunk fejezni kizarolag a p! és q; toltésekkel. A kovetkezd alfejezetben azt
a mechanizmust targyaljuk mely ezt lehetévé teszi.

5.6.2. Az attraktor mechanizmus . A BPS attraktor mechanizmus vizsgalatahoz célsze-
rid az (5.141) mozgéasegyenleteket egy az Osszefonodottsaggal kapesolatos informaciot is tiikr6zé
tiz dimenzi6s képben felirni. Az alabbi analizist az X = T2 x T? x T?-nek megfelels STU-modellre
végezziik el, az X = T° esetben a megfelels formulak értelemszertien adédnak®. Tekintsiik a T’
kohomologia elem (5.53) Hodge diagonalis bazisban torténd kifejtését és a megfelels |I') harom-
qubit allapotot! Ez a kifejtés (5.139) felhasznalasaval a

IT) = e (—|Z||OO()> + 20:|Z||001) + 295] Z||010) + 25§|Z|\100>) + c.c. (5.151)
alakba frhato ahol Z = €'®|Z|. Figyeljiik meg, hogy (5.46)-(5.47) miatt [000) = —|111), [001) =
—|100) stb. Tekintsiik most az

a
do
egyenletet! A ~ jel azt jelenti, hogy a jobb és bal oldalon 4ll6 kifejezések kohomologok, azaz csak
egy egzakt forma erejéig definidltak. Amennyiben ezt az egyenletet balrdl skalarisan szorozzuk a
|001), |010), |100) vektorokkal és kihasznaljuk az ortogonalitast akkor az (5.141) masodik egyen-

letrendszerét kapjuk a = 1,2, 3-ra. Ha a fenti egyenletet balrol a |000) vektorral szorozzuk akkor
az egyenlet valos részébdl (5.141) elsS egyenletét kapjuk a képzetes részbol pedig az

do d do
; = = Nl
a0 + z<000|d9|000> = + Ap(o) =0 (5.153)

[e=Y(e7™]000) — e™*[111))] ~ —/GN|T) (5.152)

egyenletet®. Az utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy az M modulustér barmely gorbéje mentén
lezajlé o = 0-ban kezd6ds és o = oo-ben végzdds radidlis "evolicio" soran a normélt e ~**|000)
allapot parallel transzlalt a Berry konnexiéra nézve. Az Ap Berry-féle egy-forma szamitasa az
alabbi eredményre vezet

Ap = 3(9.Kdr?) (5.154)

54A BR alakbél is lathatéan az eseményhorizont egy S2? melynek sugara /Gy |Zx| ebbél (5.148) felhaszna-
lasaval ismét (5.150) adodik.

5536t az alabbi levezetések (jollehet az osszefonddottsag elméleti interpretacié nem annyira nyilvanvald) mint
latni fogjuk tetszGleges X Calabi-Yau sokasagra is megalljak a helyiiket.

56 A skalaris szorzas az X koordinatakra térténd integralast jelent. Ennek soran az egzakt formak integralja
zérus, s igy az (5.141) egyenleteket mar egyenlGséggel kapjuk. Figyeljiik meg azt is, hogy az U, «,|000), |111)
mennyiségek mindegyike fligg o-t6l. Azonban |I') fiiggetlen p-t6l, lasd (5.49) egyenlet.
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azaz a Berry-féle konnexio megegyezik az tgynevezett kiralis konnexioval [Den00]. Az (5.35)
egyenletben ezt a konnexiot hasznaltuk fel a kovaridns derivaltak felépitéséhez. Megjegyezziik,
hogy a Berry-féle gorbiileti két-forma

F = dAp = Ju = 100K = iG zdr® A dr° (5.155)

épp az (5.108) Weil-Petterson metrikaval kapcsolatos Kéahler forma.

Az (5.141) egyenletek Gsszesen 2hg 1 + 1 egyenletet jelentenek, a vizsgalt specialis esetben 7
egyenletet. Az (5.152) egyenlet azonban az (5.153) egyenlettel egyiitt 2hs 1 + 2 egyenletet adott,
esetiinkben 8 egyenletet. Ez nem meglepd hiszen a H3(X,R) dimenzi6ja 2hg 1 + 2, ami annak
felel meg, hogy (5.151)-ben nyolc linearisan fiiggetlen bazisvektor szerint fejthettiink ki. Ahhoz,
hogy a fenti redundanciat megfelelGen kezeljiik az alabbi médon jarunk el. Tekintsiik az 4j

) = eV (=01000) + #|001) + 7%/010) + #100)) + c.c (5.156)
harom-qubit allapotot! Ekkor (5.151)-b6l azonnal lathato, hogy a
|A) +/GNIT) =0 (5.157)
egyenlet ekvivalens az (5.141) BPS egyenletekkel®”. Konnyen belathato, hogy
|A)do = 2R [(d + iAg + ida)(e~Ye™|000))] (5.158)
Ebbdl a BPS egyenletek 1) alakja
2R [(d + iAp + ida) (e"Ve]000))] = —/Gn|[)do (5.159)

Ha ezt az egyenletet balrol skalarisan megszorozzuk (xI'|-val akkor (+xI'|T") = 0 miatt®® az (5.153)
egyenletet kapjuk és ezzel az (5.159) az eredetileg vizsgalt (5.152) egyenletre vezet.
Tovabba mivel

2R(A|T) = e—wdi (4e¥12)) (5.160)
0
ezért az (5.140) hatas az
S _ —1 OonGZU||A+\/GNF||2+i|Z\ i (5.161)
T — 4Gn J, VGy e

alakba is irhato. Ez a hatés stacionérius ha az (5.157) BPS egyenletek teljesiilnek. Ezekrsl pedig
mér lattuk, hogy Sket az elegans (5.152) alakban célszerd vizsgalni.

Tekintsiik tehat az (5.152) egyenletet! Az egyenlet jobb oldala nem fiigg a o-tol ezért integ-
ralhato

e~V (e7'|000) — e"|111)) ~ —/GN|[)o + [e~**|000) — e"*|111)] (5.162)

0=0

ahol kihasznaltuk, hogy a téridé aszimptotikusan Minkowski azaz e~U(9) = 1. Ezt az egyenletet
radiélis koordinatakba visszairva az

5

e~V (e7™|000) — e™|111)) ~ —|H (1)), |H(r)) = Y221 4+ 1) (5.163)

alakban célszerti vizsgdlni. Itt az Gjonnan bevezetett |I’) allapot a hatarfeltételeket a p'l, ¢/
"aszimptotikus toltések" segitségével jellemzi. Ez azt jelenti, hogy célszertd |IV)-t is az (5.61)
alakba irni

|F/> =585 ® Sl"'}/> (5.164)

57A 4 = 1,2,3 "lapos" indexes képleteket irjuk vissza az a = 1,2, 3 "gorbiilt" indexes kifejezésekre.
58, legegyszertibben onnan latszik, hogy a fenti skalarszorzat épp fX I'AT =0, és fX rAQ=el2z =
e'*|Z|. Mivel |000) + —iQ) és R(—iz) = J(2) az allitas azonnal adodik.
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ahol a p'!, ¢/, mennyiségeket (5.60)-hoz hasonlé médon rendezziik el. Igy ezek egy Hodge diago-
nalis bazisban felirt |4) "aszimptotikus toltés" allapotot definidlnak. Legyen

[H(r)) = Ss3(r) © Sa(r) @ Si(r)[h(r)),  [h(r)) ~h) + 1) (5.165)

A |h(r)) allapotban szerepls /G np!/r + p'f és /Gnar/r + ¢; harmonikus fiiggvények a BPS
megoldasok szerkezetében fontos szerepet jatszanak [Sab98, BLS98|.

Szamoljuk most ki az (5.163) egyenlet jobb és bal oldalanak Cayley hiperdeterminansat!
Mivel Det S, = i ezért (2.93) figyelembe vételével a jobb oldalra kapjuk hogy

D(H(r)) = —D(h(r)) (5.166)
A bal oldalon egy GHZ allapot all megszorozva e~V (")-vel. Kihasznalva a (2.92) explicit formulat

kapjuk hogy a baloldalra ez a mennyiség e~*V ("), Kombinélva a két oldalt az (5.142) kozelhorizont
viselkedést meghatarozo metrikdban szerepls e =2V (") gytrési faktor alakja

e 20 = \/=D(h(r)) (5.167)

Ennek a kifejezésnek csak akkor van értelme ha a gyokjel alatt all6 mennyiség pozitiv. Ez azt
jelenti, hogy a nyolc (v/Gnp! /r+p't és /Gngr/r+q}) harménikus fiiggvénybél (5.60) segitségével
képzett (2.92) kifejezés negativ kell hogy legyen. Mivel

lim D(h(r) =D(+)= -1,  limr'D(h(r)) = G} D() (5.168)

|5

ezért a toltésekbdl és az aszimptotikus toltésekbdl képzett Cayley hiperdeterminédnsoknak nega-
tivaknak, illetve az utobbinak még —1-re normaltnak is kell kennie. Azt kaptuk tehat, hogy csak
a D(7) < 0 feltételt kielégits toltés-csavarodasi szam konfiguraciok adhatnak BPS megoldésokat.
Tovabba, ha most az (5.163) egyenletet balrdl skalarisan megszorozzuk (+I'|-val akkor (x['|T") =0

kihasznalasaval és a baloldal elttinésével® kapjuk hogy
plar —ap’’ =0. (5.169)
Kombinaljuk most az (5.144), (5.167) és (5.168) egyenleteket! Kapjuk, hogy
}iL%TQe*QU(T) =GNV —-D(vy) = Gn|Z]2. (5.170)
Ezzel (5.150) felhasznalasaval a BPS fekete lyuk Bekenstein-Hawking entropiaformulaja [Duf07]
Spn =7/ —D(7) (5.171)

ahol a toltésekkel kifejezett explicit alak [BKRT96]
D() = (000 +p'¢1 + P’q2 + P q3)?
—4((r'q)(P*32) + (P*02) (P°a3) + (P°a3) (' 1)) (5.172)
+ 4p°q142q3 — 4qop"p°p’.

Tudjuk, hogy 7125 = 4|D(7)| egy a harom-qubit Ssszefonodottsagot jellemz6 mérték: az tgyne-

vezett harmas Gsszefonas®®. A BPS esetben 1195 = —4D tehat
0
Spm = 5 T123(7) (5.173)

azaz a Bekenstein-Hawking entropia egy dsszefonodottsagi mértékkel kapcesolatos [Duf07, KLO6,
4].

59L4sd az el6z6 oldal 61.-es labjegyzetét.
600 ivel esetiinkben az allapotok nem normaltak a 4-es faktornak csak kozmetikai jelent8sége van. A normaélt
esetben teljesiil a (2.91) Gsszefliggés.
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Figyeljiik most meg, hogy az (5.163) egyenletbdl kovetkezik, hogy az r — 0 kozel horizont
(0 — o) hataratmenetet véve teljesiil az (5.144) feltétel ezért az r — oo aszimptotikus (o = 0)
hatdrfeltételektdl fiiggetleniil a horizonton mindig teljesil a

[Z|000) — Z|111)], ~ —|T) (5.174)

egyenlet, ahol a []. jelolés arra utal, hogy a zardjelben 1év6 mennyiségek horizonton felvett
értékét kell tekinteniink.

A (5.174) 6sszefiiggeésbdl szamos fontos kovetkeztetést vonhatunk le. ElGszor is ez az egyenlet
implicit médon meghatarozza a modulusok horizonton felvett értékét a toltések fiiggvényében.
Maésodszor ezek az értékek nem fiiggenek a modulusok aszimptotikus értékeitsl. Ez azt jelen-
ti, hogy a modulusokra vonatkozo (5.141) egyenletek attraktorokat irnak le [FKS95, FK96a,
FK96b, FGK97|. A modulusok horizonton felvett értékeit ezek stabilizdlt értékeinek szokték
hivni. Harmadszor, mivel a jobboldal nem fiigg a modulusoktol (lasd (5.49)) ezért a jobboldalt
barmilyen béazisban igy a Hodge diagonalis modulusfiiggs bazisban is kiértékelhetjiik. Ertékeljiik
ki ezt az oldalt is a horizonton! Ekkor az (5.53) Osszefiiggés felhasznalasaval latjuk, hogy a |T')
allapotnak csak a |000), |111) GHZ-szerd komponensei lesznek zérustol kiilonbozéek. Valoban

IT) ~ —Z,]000). + Z.|111), (5.175)

miatt
To01« = o010« = 100« = T110« = 1014 =011+ =0 (5.176)
ahol ezeknek az amplitidoknak az explicit alakjat illetGen lasd az (5.57)-(5.58) formulakat. A

fenti amplittdok a Freudenthal rendszereknél megismert alapvetd fontossagt (5.55) W (7!, 72, 73),

W (7', 72,73) stb. mennyiségek horizonton felvett értékeivel fejezhetsk ki. Mivel ezek csak a
toltésektsl és a komplex modulusok horizonton felvett értékétdl fiiggenek, ezért ezek azok az
egyenletek melyek a stabilizalt modulusértékeket mint a toltések fiiggvényeit implicit médon
meghatarozzak.

Az (5.53) és (5.57)-(5.58) kifejezésekbdl az is latszik, hogy az (5.176) feltételek egy masik
alakja a Z mennyiség kovarians derivéaltjainak horizonton térténd elttinésével kapcsolatos, azaz
ezek a feltételek a D,Z|,. = 0 alakba is irhatok. Azonban (5.139) miatt ezek az egyenletek épp
azt mutatjak, hogy |Z| a horizonton extremalis tulajdonsagi. Mivel azonban

di|Z\ = 790,|Z| + 7 04] Z| = —A/GnG™0,|Z|04]Z] < 0 (5.177)
0

ezért®! a | Z| egyre csékkenve a horizonton egy minimalis értékhez konvergal. Az (5.141) egyen-
letek miatt tehat 7¢ = 0, azaz a modulusok a |Z| minimuméaban a horizonton egy fix pontot
elérve valoban stabilizalodnak. Figyeljiik meg azt is, hogy |Z| a /G egységekben vett (5.126)
BPS tomeggel is megegyezik, ezért a horizonton Mppg is minimalizalodik. Ez (5.122) értelmé-
ben azt is jelenti, hogy a szuperszimmetrikus ciklusra feltekeredett 3-bran térfogata a horizonton
minimalis.

Kiilonosképpen ezeket a fizikai folyamatokat legfrappansabb modon az (5.175) egyenlet ra-
gadja meg mely azt mutatja, hogy a Hodge diagonalis bazisban az eseményhorizonton egy GHZ
allapot "desztillalodik ki" [4]. Figyeljiik meg azt is, hogy mivel a modulusok stabilizaciojat kifeje-
z6 (5.176) egyenletek a D, Z|,. = 0 alakba is irhatok, ezért ezek az egyenletek az (5.48) egyenletet
kovets megjegyzés értelmében a modulusok fluktuécidja folytan elGallo projektiv bit-flip hibak
lehetdségének kizarasat is jelentik. A FLYQM képben tehét a horizonton megjelend GHZ allapot
a bit flip hibakkal szemben stabil. Ez a megfigyelés mely elGszor a [5, 6] dolgozatokban jelent
meg a hibajavito kodokkal kapcsolatos tovabbi analogidkat sejtet.

61Kihasznaltuk az (5.141) BPS egyenletek méasodikat. Gab pozitiv definit. Egyuttal azt is latjuk, hogy az
(5.140) egyenletben valoéban csak a felss elGjel valasztas kompatibilis a minimummal.
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5.6.3. A modulusok stabilizalasa és GHZ allapotok [4]. Ebben az alfejezetben a
célunk a modulusok horizonton felvett értékeinek meghatéarozasa a toltések fliggvényében. Ezeket
az értékeket az (5.176) egyenletekbdl algebrai manipulacidkkal kaphatjuk meg [BKRT96], létezik
azonban egy elegans Osszefonodottsag elmeéleti modszer is [17]. ElGszor a jol ismert algebrai
modszerrel kapott eredményt és kovetkezményeit targyaljuk [4]), majd a kovetkezd alfejezetben
ismertetjiik a FLYQM motivalta modszert [17].

Az (5.176) egyenletek alapveté mennyisége (5.57)-(5.58) alapjan

W(r3, %, 1) = ijickbjai = %jieii,ejjlskk/ck/bj/ai/ (5.178)

ahol 7y, toltésekkel valo kapcsolatat illetGen lasd (5.60) és

1 1 1
a; < 7_1 3 b_] < 7_2 Ck < 7_3 .
Ezekkel a jelolésekkel az (5.176) egyenletek a
'ykjiékbjai =0, ijickgjai =0, A/kjickbjﬁi =0 (5.179)
és a komplex konjugaltjaik alakjat 6ltik. Kihasznélva azt hogy vij; valos megmutathato [ BKR 96|,
hogy ezen egyenletek fennéllasa ekvivalens az alabbi 2 x 2-es méatrixok determinansénak eltiné-
sével ' '

Det ('ykjl-ck) =0, Det (%g‘ib]) =0, Det (’ykjial) =0 (5.180)
feltéve, hogy a modulusok képzetes része nem tiinik el®2. Ezek harom méasodfokt egyenletet
adnak melyeknek azon 7¢ = z% —iy® megoldasait kell valasztanunk® melyekre az y%-k pozitivak.
Az eredmény

(70 - 71)* £ iv—D

T8 =7%00;p,q) = 0 70" , a=1,2,3 (5.181)
ahol attol fiiggsen, hogy a harom koziil melyik qubitet kezeljiik specialisan®*
(o)t = 'ijOEkk,gjjl'Wc’j'l (Yo-1)% = Whoie™ e e (y0m)® = 'VOjiEjj/Eii/’Ylj’i’ (5.182)
és
D=[oAnl =0o-7)00-7) = (o) -m) (5.183)

a (2.110) egyenletbdl mar jol ismert permutaci6 invarians Cayley hiperdeterminans.

Az (5.181) eredménybdl latszik, hogy y* € R* csak akkor allhat fenn ha D < 0. Ez a
lehetséges BPS toltéskonfiguraciokra a mar ismert fontos megszoritast adja®®. Az y® pozitivita-
sabol és a 7% = x® — iy alakbol azonban tovabbi megszoritasok is adodnak. Nevezetesen a BPS
toltéeskonfiguraciokra a (o - y0)® mennyiségek mindegyike pozitiv (negativ) és ekkor (5.181)-ban
az also (felss) elgjelet kell valasztanunk. A 2.5.5. fejezet eredményei alapjan tudjuk, hogy ez a
BPS eset valos harom-qubit allapotokra akkor all el§ ha azok a két lehetséges GHZ osztalybol
abba az osztalyba tartoznak melyek principdlis null irdnyai egymés komplex konjugéltjai. Valo-
ban az (5.180) egyenleteket Gsszevetve a (2.109) egyenlettel latjuk, hogy a modulus stabilizacio
geometriai jelentése pont a 2.4. abran illusztralt null irdnyok megtalalasaval kapcsolatos [4].

A Z = 5PW(r3, 12, 1) formulaban felhasznalva a 7¢ stabilizalt értékeket kapjuk, hogy

ZI2=v/~D() = V(0 70)(n - m) = (90 1)?
A trialitasi szimmetria miatt ezt a mennyiséget barmelyik qubit kitiintetése esetén szamolhatjuk.
Ezzel (5.150) felhasznalasaval ismét a BPS fekete lyuk entropia mar jolismert (5.173) kifejezését

625, persze mindig igaz, hiszen a modulustér az als6 félsik.
63L4sd (5.32).

64745d a 2.5.3. fejezetet és a (2.100) egyenletet.

657 ,45d az (5.168) egyenleteket kovets megfontolasokat.
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kapjuk. 72 kifejezését hasznalva az is kideriil, hogy a |T") allapot alakja a horizonton vett Hodge
diagonalis bazisban az alabbi GHZ-allapot [6, 9]

IT) = (=D(y)"* (—e~'**|000), + &'+

111),)

ahol
0 0

Yo%) —-p p
ran PO i (P°q0 + plar + p2q2 + p3qz) PP (5184
Figyeljiik meg, hogy (4.92) alapjan p° a |¥) Freudenthal dualt allapot megfeleld amplitidéja.

Hangstlyozzuk, hogy a fent vézolt eredetileg [BKRT96]-ben publikalt levezetésben a fekete
lyuk entrépia szamolasa a stabilizalt modulusértékek explicit szamolasan keresztiil tortént. Az
el6z6 fejezetben ezt néhany egyszeri Gsszefonodottsag elméleti triikkel egy sokkal révidebb tton
kozvetleniil az (5.163) egyenletbsl a modulusok szamolasa nélkiil kaptuk. Figyeljiik meg azt
is, hogy amikor az (5.167) egyenletet levezettiik akkor az (5.163) egyenlet mindkét oldalanak
harmas Osszefonéséat véve a bal oldalon csak a téridé a jobb oldalon pedig csak az extra dimenziok
geometridjaval kapcsolatos informacio szerepelt. Tehat a BPS fekete lyuk entropia szamolasa egy
Osszefonodottsagi mérték segitségével ezt a két kiilonbozo jellegli geometriai informaciot kapcesolta
Ossze.

Az (5.167) képlet a gytreési faktor teljes r fliggését megadja. Az (5.163) és az (5.165) kife-
jezésekbdl egyszertien meghatarozhatjuk a BPS modulusok teljes r-fliggését is. Valoban, ha a
fenti levezetésben |y) helyett az (5.165)-ben szerepls |h(r)) harmoénikus kombinaciokat hasznal-
juk akkor az r-fiigg6 modulusokra (5.178) alaku implicit egyenleteket kapunk. Ezek megoldasa
ugyanugy (5.179) alaka egyenletekre vezetnek melyek megoldasa

arn _ (ho(r) - hi(r))® £iy/=D(h(r)) .
T(r) = ol FaG) , =1,2,3 (5.185)

ahol a képletben olyan (5.182)-szerti kombinéaciok szerepelnek melyekben -t h(r)-re cseréltik.
Természetesen BPS konfiguraciokra a (hg - ho)® mennyiségek mindegyike pozitiv (negativ) és
ekkor (5.185)-ban az also (felsd) elGjelet kell valasztanunk.

Tekintsiik most ismét az (5.162) egyenletet! Emlékeztetiink, hogy az egyenlet jobb oldala-
nak masodik tagjat a Hodge diagonalis bazisban az (5.164) alakba irhatjuk. |I") akarcsak |I")
modulusfiiggetlen. Valoban |IV) allapotnak megfels kohomologia elem a szokasos (5.49) alakba
irhato

I =p"a;+ ¢ (5.186)

mely csak az aszimptotikus toltésektsl fiigg. A Hodge diagonalis bazisban azonban |[IV) ampliti-
doi modulus és igy ezeken keresztiil r-fliggsk ahol a modulusok r fiiggését illetGen lasd az (5.185)
egyenleteket. Az r — oo aszimptotikus Minkowski limeszben az (5.162) egyenlet masodik tag-
jabol lathatoan ismét egy GHZ allapotot kapunk. A Hodge diagonalis bézisban tehat a radiélis
folyam a |T') allapotra a horizonton, amig a |I”) allapotra az aszimptotikusan Minkowski régiéra
ad egy GHZ allapotot. Osszefoglalva:

T") = — [e7"*]000) — €"*[111)] (5.187)

r=00

1) = —|Z.| [e7"*|000) — e"*|111)] (5.188)

r=0
ahol a Z horizonton felvett értékére tovabbra is az (5.143) jelolést hasznaltuk. Figyeljiik meg,
hogy a |T') és [I) allapotvektorok 1/v/2-szeresei a (5.130), (5.138) fekete-lyuk potencialra illetve
egyre normaltak. Ezeknek az allapotvektoroknakok a Cayley hiperdeterminénsai rendre

DI')=-D(y)=1, D) =-D(y) =|Z.I" (5.189)



dc_1382 17

5.6. BPS FEKETE LYUKAK 137

Mint tudjuk az utobbi mennyiség (5.171) értelmében a fekete lyuk entropiat adja. A teljesség
kedvéert emlékeztetiink még arra is, hogy az a horizonton felvett értékét az (5.184) kifejezés
szolgaltatja.

A fentiek alapjan lathato, hogy a BPS attraktorok leirdsahoz igazabdl nem egy hanem két
harom qubit allapotot célszerti tekinteni. Két attraktorunk van az egyik a horizonton a masik az
aszimptotikusan Minkowski tartomanyban®®. Célszerti a |T') és a [I) "4llapotok" 16 amplitudojat
egy négy-qubit allapotba szervezni. Legyen

Dokji = Tk, Pipji = Ty (5.190)

ekkor a két allapotot dsszekapcesolo (5.169) kényszert a (2.163) méasodrendi négy-qubit invarians
segitségével az [16]
L(®) =0 (5.191)

alakba is irhatjuk®” .

5.6.4. Attraktorok eltiiné konkurrenciabél [17]. A modulusok stabilizaciojara nézzik
most a masik, az Osszefonodottsdggal kapcsolatos képet. A 2.3. fejezetben a kevert dllapoti
két részrendszeres Osszefonddottsag kapesan definialtuk az dgynevezett formacios 6sszefonddott-
sagot. Specialisan azt is lattuk, hogy ezt a mennyiséget a p két qubit kevert allapotra®® egy
konkurrencidnak nevezett C(p) mennyiségen keresztiil (2.68) definialja. Ha C(p) zérus akkor a
formécios Gsszefonodottsag is az, és ekkor a kevert allapotunk szepardlhato.

C(p) # 0 esetben a formacios Osszefonodottsag sem zérus ekkor kevert allapotunk dsszefo-
nddott. C(p) szémolasdhoz a (2.66) formula segitségével el6 kell allitanunk a p stirdségmatrix
p Wootters "spin-flippelt" véltozatat majd ki kell szimolnunk a nemnegativ pp matrix sajat-
értekeinek négyzetgyokét. Ezekkel a konkurrencia kifejezését (2.67) adja. Tudjuk azt is, hogy
amennyiben a pi2, pa3, p13 kevert allapotok egy ¥ harom-qubit allapot marginalisaiként allnak els
(lasd példaul a (2.84) formuladkat) akkor a Wootters-konkurrencia négyzetére a (2.86) formulat
kapjuk. A (2.87) definiciok és a (2.91) Osszefiiggés segitségével pedig azt kapjuk, hogy

- 1
Cz(pab) = Tab = Tr(pabpab) - 57—123; a, be {12, 23, 13}

ahol 723 a ¥ kiindulési harom-qubit allapot (2.91) harmas-6sszefonasa.

Tekintsiik most a |I') harom-qubit allapotot. Az (5.61)-(5.63) definiciok alapjan lathato,
hogy mivel a modulusok fiiggenek az r radialis koordinatatol ezért a |T') Hodge diagonalis ba-
zisban vett T'ooo, Loo1, - . - amplitadoi fiiggenek r-t6l. Célunk a p12(r), p23(r),p13(r) marginalisok
meghatarozasa a Hodge diagonalis bazisban, majd a 712(r), 723(r),713(r) concurrencia négyzetek
kiszamitasa.

Szamoljuk ki példaul a 7o3(r) mennyiséget! Legyen

Tooo To1o Foor  Ton
Ty = , I = 5.192
0 <F100 F110) ! (F101 F111) ( )

ekkor az (5.183) jelolések felhasznalasaval®

723 = (Do - To)|* +2|(Co - T'1)|* + |(Ty - T1)[* = 2|[Tg AT ]?| (5.193)

66Ezt az attraktort a "végtelenbeli attraktornak" szokas hivni [GLSO08a].

67Itt kihasznaltuk azt, hogy (5.164) és (5.61) miatt I; csak a |y) és a |y/) téltésallapotoktol fiigg.

68Felhivjuk az Olvaso6 figyelmét, hogy a p szimbdélum strtségmatrixot, a ¢ szimbélum pedig (5.142) értelmé-
ben a radialis koordinata reciprokat jeloli. Mivel ezek egyideji szerepeltetése zavard ezért ebben az alfejezetben
visszatériink az r radialis koordinata hasznalatara.

6944 egyszertiség kedvéért nem frtuk ki a (I'g - T'1)! jellegii kifejezésekben a kitiintetett qubitra vonatkozo
fels6 indexeket.
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ahol az r fiiggés a I' amplitudokon keresztiil implicit. A (2.93) transzformacios szabaly miatt
[Co ATH]? = =[v0 Am]? (5.194)

tehét ez a tag csak a toltésektdl fiigg s igy r-fliggetlen. (5.193) r-fiiggs tagjanak vizsgalatara a
IT") allapotot Hadamard transzformaljuk”®

T(r)=(H® H® H)T) = (PP QP)(S3® 8, @ S1)|7) (5.195)
ahol
; 0
PS = (“ Z) - (“{g _1> (5.196)
¢ N
lasd a (2.135) és a (5.30)-(5.31) definiciokat. Az r fiiggd tagra igy kapjuk, hogy
Tr(023823) = |(avo + bv1)?* + |(evo + dyi)? 1> + 2[(avo + b)) - (ev0 + dy) | (5.197)
Ezt kombinalva az el6z6 taggal
N 1 [— ]
() = 55 (790 =) G0 = )| = 2k Al = 20 AP (5.198)
Tekintsiik most azt a specialis esetet amikor
[Yo A11)> = —=D(y) > 0. (5.199)
Ekkor
R ST Lo e
T8 = | 1770 = 1| = 2l Al )i 1770 = 7|+ 2l Al - (5.200)

A trialitasi szimmetria miatt az Gsszes tobbi konkurrencianégyzet hasonl6 szerkezeti lesz.
Irjuk a végeredményt az alabbi alakba

Toe(r) = T123(7) [g(M*(r),7*) + 1][g(M*(r),v*) — 1] (5.201)
ahol abc € {123,231,312} és

a __ i 1 ¢
M= ye (ma (%)% + (ya)2> (5.202)
a_ L (w0 (o-m)*
T T oAl ((wm)“ (11 ,%)a) (5.203)

tovabba barmely két M, N 2 X 2-es matrixra
1
9(M,N) = -3 Tr(MeNTe). (5.204)

Az (5.202)-(5.203) matrixok mindegyike szimmetrikus és egységnyi determinansi. Ismeretes,
hogy a szimmetrikus valos 2 x 2-es méatrixok tere ellatva az (5.204) szimmetrikus nemdegeneralt
bilinearis formaval izomorf a 2 @ 1 dimenziés Minkowski téridével”!. Valoban, ha

T-X Y
M = ( Y T+ X )
akkor g(My, My) = X1 Xo + V1Yo — T\ Ty, és g(M, M) = —Det M = X% +Y? — T?2. Tekintettel
arra, hogy y* > 0 a 7% és M® matrixokhoz asszocialt Minkowski harmas-vektorok mindegyike

70Nyilvénu ha a Hodge diagonélis bazisban a transzformalt allapotot vizsgaljuk az ugyanaz mintha az eredeti
allapotot a Hodge bazis Hadamard transzformaltjaban vizsgalnank. Célunk a konkurrencia elttinésének feltételé-
nek megtalalasa, és ez a feltétel nyilvan bazisfiiggetlen.

71 Ezzel az izomorfizmussal mar taldlkoztunk két rebit vizsgalatakor, lasd a (2.76) formulat.
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id@szert, és az utobbi vektorok még jovéiranyitottak (Tr(M*) > 0) is. Id8szerti vektorok esetén
azonban mindig teljesiil, hogy g(M, ) # 0 s6t csak az alabbi két lehetdség fordulhat els [Nab03]

gM,9) <0 & Tr(M)>0, Tr(y) >0 (5.205)

g(M,vy) >0 < Tr(M) >0, Tr(y)<0. (5.206)

Ebbél az (5.183) és (5.199) egyenletekbdl kivetkezik, hogy vagy 4@ és v mindegyike pozitiv
vagy mindegyike negativ. Tehat az utobbi kényszereket (5.199)-vel kombinalva a [BFMY 08]-bol
ismert BPS toltéskonfiguraciokat kapjuk. A fenti alternativa a konkurrencianégyzet horizonton
torténs (r = 0) elttinésére pontosan két lehetGséget enged meg

M = +A (5.207)
ez pedig azt jelenti, hogy

L < 1 xa(o) > =+ 1 ((70 : 'YO)a (’YO . 71)a> (5 208)
y(0) \=*(0) (0> +y*(0)*>) ~ Ty Aml \(vo-)* (vi-m)*)T ‘
Ezek az egyenletek pedig az eléz6 alfejezetben kapott (5.181) egyenletek. Azt a végeredményt
kaptuk tehat, hogy a BPS esetben a |I') allapotra a horizonton vett Hodge diagonélis béazisban
szamolt Wootters konkurrencidk pontosan akkor tiinnek el ha az (5.181) stabilizacios egyenletek
fennéllnak.

Hasonlitsuk 6ssze a Wootters konkurrencian alapulé FLY QM motivalta képet az (5.179) koz-
vetlen algebrai megoldasan alapulo képpel. Az algebrai képben a megoldéassal kapcsolatos komp-
likaciok abbdl fakadnak hogy az egyes modulusokra vonatkozo informacié 6ssze van csatolva. Az
egyes konkurrencidk szamolasa ezt az informaciot egyetlen modulusra vonatkozé informaciora
csatolja szét. Valoban mar (5.198)-bél lathato hogy a 703 mennyiség csak a 71 modulustol fiigg,
hiszen a 72, 73 modulusokra vonatkozoé informécié a To3 konkurrencianégyzet S @ So ® I; alaki
transzforméciokra vonatkozo invarianciaja miatt kiesik.

Idézziik most fel a (2.96) Coffmann-Kundu-Wootters relacio alapjaul szolgald (2.90) ossze-
fiiggéseket! Ezekben az Osszefliggésekben szereplé mennyiségek mindegyikét a I’ allapotra az
r-fiiggd Hodge diagonalis bazisokban szamolva a 7, (r) linearis entropiakat és a 7,4(r) kon-
kurrencia négyzeteket kapjuk ahol a,b,c = 1,2,3. A (2.90) osszefiiggések miatt és 1123 SLOCC
invariancidjan alapul6 r-fiiggetlensége miatt a

T123 = T1(23) (7") - le('f') - ’7'13(7’) (5209)

Osszefiiggés jobb oldala is r-fiiggetlen™. A horizonton r = 0 és a konkurrenciak elttinnek ezért
az (5.173) fekete-lyuk entropia az

Spo = g\/ T123(7) = g\/71(23)(0) = g\/Tzus) (0) = g\/m (5.210)

1j alakba is irhato.

Mi a fenti Osszefiiggés fizikai jelentSsége? A FLYQM idedjanak [Duf07, KLO6| megjele-
nésekor az (5.173) formula fennallasa egy konceptuéalis problémat vetett fel. A 7193 mennyiség
fizikai jelentése: reziduélis Gsszefonodottsig, nem pedig Gsszefonddottsagi entropia. Tehét 7123
ugyan egy jo Osszefonddottsédgi mérték, azonban elsé ranézésre nem kothetd semmiféle entropi-
kus mennyiséghez. Ennélfogva kapcsolata az Spy fekete lyuk entropiaval tisztézasra szorult. A
paradoxon felold4sa abban all, hogy héla a (5.210) formulanak lathato, hogy Spm egy dinamikai
folyamat (az attraktor mechanizmus) révén az r — 0 limeszben el6allo linearis entropiaként is
interpretalhato™.

27 permutaciészimmetria miatt még két hasonlo relacio is fennall. Lasd (2.90).
73smételten hangsulyozzuk, hogy az altalunk hasznalt allapotok nem normaltak. Igy "linearis entrépia" alatt
itt a szokasos definici6 [BZ06] Sz = 2[(Tr p)2 — Tr p?]-re torténs (2.11)-ben mar bevezetett modositottjat értjiik.
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5.6.5. Szuperszimmetria . Ismeretes, hogy a targyalt BPS-fekete lyuk megoldasok egytt-
tal szuperszimmetrikus szolitonok is [MohO01]. Ezek a részecskeszerii véges energias megoldasok
kapcsolatban allnak az ugynevezett BPS &llapotokkal, melyek a D =4 , N = 2 szuperszimmet-
ria algebra specialis 4brazolasaival kapcsolatosak. A szuperszimmetria kimerits targyalédsa nem
célja ennek a dolgozatnak. Az alabbiakban csak egy vazlatos képre toreksziink mely megragadja
a lényeget.

A D =4 N = 2-kiterjesztett szuperszimmetria algebra [JW83] benniinket érdekls része

{QaA> Q;B} = QUZBPH(SAB (5.211)
{Qu?, Q") = 2e0p52"" (5.212)

ahol o, 3 = 1,2 é¢s A,B = 1,2,...N. Itt QL,. ..Q.Y N darab spinoriélis szuperszimmetria
generator és P, a négydimenziés Minkowski térid6 szokasos négyes eltoldsait generdld operétor.
Két szuperszimmetria transzforméacio egyméas utani alkalmazésa tehat egy térids eltolast ad™. A
ZAB = _7ZAB operatorok komplex komponenseinek neve centrdlis toltések. Ezek az operatorok
a szuperszimmetria algebra Osszes generatoraval kommutalnak. A négy o 5 2 X 2-es matrix az
egységmatrix, és a harom szokasos Pauli matrix.

Mivel P2 = —M? ezért a nyugalmi rendszerben az elsé egyenlet a
{Qa™,Ql 5} = 2M0,50" 5 (5.213)

alakot olti. Tegyiik fel, hogy N paros. Ekkor a fermionikus rendszereknél mar tanulmanyozott
(3.7) U(N) transzformacioval elérhets, hogy a Z méatrix a kanonikus Z = diag{Z1,...,Zn} Q¢
alaki legyen ahol m = 1,2,... N/2 és a Z,,, szamok valosak és pozitivak. Tegyiik fel, hogy a @
generatorok és a Z mar eleve ebben a kanonikus bazisban vannak. Ekkor

{Qaam’Q;rilm} _ 26a55ab5mnM (5214)
{Qaam’Qan} — QEaﬂfab(Sngn (5.215)

ahol™ a,b=1,2.
Az 4j V2™ = QM 4 (eQ1)?™ &s V2d™ = Q'™ — (eQ1)?™ linearis kombinaciokkal az algebra

a
{ca™,cg™} ={da",dg"} = {ca™,dg"} =0 (5.216)
{ea™, c5™} = 28050 (M + Z,,) (5.217)
{do™,dg""} = 20,56™ (M — Z,,) (5.218)
alakba frhato. Az (5.218) egyenlet baloldalan egy nemnegativ operétor all ezért
M > Z,. (5.219)
Tegyiik fel, hogy a Z,, valos pozitiv szamok koziil r darabra teljesiil, hogy Z1 = --- = Z, = M.

Ebben az esetben megmutathato [JW83], hogy az (5.216)-(5.218) algebra nemtrivialis része egy
N — r dimenzios Clifford algebréval izomorf. Ekkor a megfelelg abrazolasi tér allapotvektorait
BPS-allapotoknak, az (5.219) egyenl6tlenséget pedig BPS korlatnak nevezziik.
A benniinket érdekls esetre N = 2, ekkor csak egyetlen centralis téltésiink van. BPS allapo-
tokra tehat
M =|Z| (5.220)

Normélt allapotokra az Sy mennyiségeket Tsallis-Havrda-Charvat entrépidknak nevezik [BZOG]. Ismeretes, hogy
a (2.9) von Neumann entropia az Sy entropiak ¢ — 1 limeszeként all el6.

"4Neépszertisits alakban: SUSY = v TRANSLATIONS.

75Kizaﬁr()lag ebben az alfejezetben a megszokottol eltérs cimkézést hasznalunk. Lasd példaul (5.117) ahol az
m,n indexek jelentése méas mint most. Hasonléan most més az a, b indexek jelentése is. A kovetkezd fejezetekben
természetesen mar ismét a megszokott konvenciok vannak érvényben.
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ahol a megjelend mennyiség a komplex centralis t6ltés abszolutértéke. A BPS korlat teljesiilése
esetén a szuperszimmetria toltések fele trividlisan hat ezért a szuperszimmetrikus multiplettet a
vart 22N = 24 helyett 2V = 22 = 4 kelt6 operator generalja. Ezt a jelenséget multiplett rovidiilés-
nek nevezziik. A révid multiplettekre teljesiils (5.220) relaciot se perturbativ se nemperturbativ
korrekciok nem valtoztathatjak meg®.

Eddig csak a szuperszimmetria algebra abrazolasainak specialis tulajdonsagairol beszéltiink.
Benniinket igazabol azonban az érdekel, hogy ez a szimmetria hogyan jelenik meg az altalunk
tanulmanyozott effektiv négydimenzios IIB tipust szupergravitacioban.

A szupergravitacios elméletekben a szuperszimmetria lokdlis szimmetriaként jelenik meg. Fz
azt jelenti, hogy a fermionikus terek transzformacioit térids-koordinatéktol fiiggs e(x) spinorok
paraméterezik. Ezen transzformaciokra nézve bizonyos térkonfiguraciok invariansak. Azokat a
spinorokat melyek nem véltoztatjak meg ezeket a konfiguraciokat Killing spinoroknak nevezziik””.

Emlékeztetiink most arra, hogy az altalunk hasznalt (5.103) hatéas az effektiv I1IB szuperg-
ravitaciés hatasnak csak a bozonikus tereket tartalmazd része. Természetesen a teljes hatas
szuperszimmetrikus ezért az a bozonikus szabadsagi fokokon kiviil tartalmaz még ugyanannyi
fermionikus szabadséagi fokot is. A teljes IIB effektiv hatast valtozatlanul hagyd szuperszim-
metria transzforméaciok fermionikus tereket bozonikusba illetve a bozonikusakat fermionikusba
transzformaljak. A transzforméciok infinitezimalis alakja sematikusan

(55(30)3(33) = F(x), 55(w)F(.23) = B(x) (5.221)

Killing spinorok altal generélt konfiguraciok esetén 0., B(x) = 0 és d¢(z) F(z) = 0. A IIB szu-
pergraviticio altalunk vizsgalt megoldasai tisztdn bozonikus természettiek. Ez azt jelenti hogy
a fermionikus tereket elhagyjuk F'(x) = 0 s igy ennek kovetkeztében 6., B(x) = 0 trividlisan
teljesiil. A ., F(7) = 0 kényszer kikotése azonban a bozonikus terekre nézve extra megkotése-
ket jelent. A kényszer a bozonikus terekben elsérendd. Megmutathaté [BLS98, Sab98], hogy
ezek a bozonikus terekben elsérendi egyenletek pontosan a jolismert (5.141) elsérendi szoliton
egyenleteket szolgaltatjak. Ezért a korabbiakban tanulméanyozott szolitonok szuperszimmetri-
kus szolitonok. Megmutathato az is [MohO01], hogy ezekben az egyenletekben felbukkano |Z]
mennyiség aszimptotikus értéke™ pontosan az N = 2 szuperszimmetria algebra centralis toltése.

Vegyiik észre, hogy a vizsgilt szuperszimmetrikus fekete lyukak prototipusat szolgaltato
extremélis Reissner-Nordstrom megoldas mindkét aszimptotikus tartomanya igen specialis. Az
r — oo geometria a Minkowski térids, az r — 0 kozel horizont geometria pedig az (5.145)
AdSy x S? Bertotti-Robinson geometria. Memutathaté [Moh01], hogy a vizsgilt N = 2 szu-
pergraviticio esetén kizarolag ezek a statikus gébmbszimmetrikus geometriak rendelkeznek N = 2
szuperszimmetrikus térkonfiguracidkkal. Célszerd ezt a két geometriat az elmélet két vakuum
allapotanak tekinteni. Ekkor a szuperszimmetrikus fekete-lyuk megoldésokat olyan allapotok
szemiklasszikus reprezentansainak tekinthetjiik melyek két vakuum &allapot kozott interpolalnak.

Figyeljiink fel arra is, hogy a szuperszimmetrikus szolitonokat leir6 (5.141) elsérendt egyen-
letek az Osszefonodottsag képben az (5.152) alakot 6ltik. Mint tudjuk ez az egyenlet az attraktor
mechanizmust GHZ-tipust allapotok "desztillaciojaval" hozza kapcsolatba. Valoban az (5.187)
és az (5.188) egyenletekbdl lathatoan a horizonton (r — 0) illetve az aszimptotikusan Min-
kowski (r — o) tartomanyban is GHZ allapotok jelennek meg. Az el6z8 bekezdés értelmében
mindkét limeszt s igy mindkét GHZ-allapotot egy-egy lehetséges szuperszimmetrikus vakuum
allapot szemiklasszikus reprezentdnsanak tekinthetjiik. A kozbiils6 (interpolald) tartomanyban

76Feltéve, hogy a teljes elmélet szuperszimmetrikus.

77 Az elnevezés a Killing vektor altaldnositasabol ered. A Killing vektorok a metrika izometridit generalo
vektormezdk. Hasonloan a Killing spinorok a fentiekben nem specifikalt terek "izometriait" generaljak.

8Az alfejezet elején vizsgalt Poincaré csoport szimmetriaval kombinalt szuperszimmetria algebrat csak az
aszimptotikusan Minkowski tartomanyban kapjuk vissza.
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azonban a GHZ-amplitudokon kiviil a fennmaradé amplitidok altaldban nem zérusok. Ismeretes
[MohO01], hogy az aszimptotikus taritomanyokban a Killing spinorok szama nyolc, az interpolald
tartomanyban pedig négy. Mivel ezeknek a spinoroknak a szdma a szuperszimmetria rendjérél
tudosit innen latjuk, hogy a szuperszimmetria rendje és a |I') Gsszefonodott allapot Hodge dia-
gonalis bazisbeli szerkezete kozott szoros kapcesolat all fenn.

Az bsszefonodott allapotvektoraink és a szuperszimmetria kozotti kapcsolat még nyilvan-
valobb ha az (5.53)-(5.58) egyenletekhez visszalapozva felfedezziik, hogy a |I') allapot Hodge
diagonalis bazisbeli amplitudoinak mindegyike a Z(I') "centralis toltéssel" fejezhets ki™®. Meg-
jegyezzilk még azt is, hogy a centralis toltés (5.54) felirdsaban szereplé W mennyiség neve:
szuperpotencial [JHSO07]. Mint tudjuk a (4.53) iletve a (4.61)-(4.63) Osszefiiggések értelmében
ez a mennyiség egyben a specialis dsszefonodott rendszerek és a Freudenthal rendszerek kozotti
kapcsolat kulcsfiguraja is.

5.7. Nem-BPS fekete lyukak

Az el6z6 fejezetben kidertilt, hogy az STU modellel kapcsolatos szuperszimmetrikus (BPS) fe-
kete lyuk megoldéasok attraktor mechanizmusa az 6sszefonodott allapotok nyelvén elegans modon
targyalhato. Felmeriil a kérdés: milyen képet ad az Gsszefonddottség elmélet a nem szuperszim-
metrikus, nem BPS-tipusu fekete lyukakrol?

Lattuk, hogy a BPS megoldasok esetén az (5.137) hatas az (5.140) modon teljes négyzetté
alakithato, ezért a masodrendi Euler-Lagrange egyenletek helyett elég csak az (5.141) elsérendd
egyenleteket vizsgalni. Arra is utaltunk, hogy ezeket az elsérendi egyenleteket a teljes szuper-

A nem-BPS attraktorok vizsgalatdhoz azonban vissza kell nytlnunk az (5.137) hatéasbol
szarmaztathatdé masodrendi Euler-Lagrange egyenletekhez. Fzen egyenletek alakja

U = GN62UVBH7 z2% 4 Fgcz"bé’c = GNBQUaaVBH (5.222)

ahol a pont most ismét a ¢ = 1/r koordinata szerinti derivalast jelenti, és az STU modellre a

Christoffel szimbolumok nem elting komponensei I'? | = —i/y® alakuak. Természetesen tovabbra

is érvényben van az (5.136) kényszer, ahol az altalunk vizsgalt extremalis fekete lyukakra: ¢ = 0.
A fekete lyuk potencial extremalizdlasanak eredményeképp kapjuk [FGK97, SV08]

9.V = e (G"(DaDyW)D:W + 2(D,W)W) = 0 (5.223)

8:Vin = eX (GEC(DEDEW)DCW ¥ 2(55W)W) -0 (5.224)

ahol D, W = 9,W + (9, K)W. Az STU modellre a képletekben az (5.108) Gsszefliggéseket kell
hasznalni. Tegyiik fel most, hogy W # 0 és%° fejezziik ki DzW-t (5.224)-b6l és helyettesitsiink
vissza (5.223)-be. Ekkor az STU modellre (5.53)-(5.58) illetve (5.138)-(5.139) felhasznalasaval
azt kapjuk, hogy fennall [6]

(207Tg — T'5Ty — T4T'3)Tg = 0 (5.225)
(207Tg — T4Ty — TT1)T5 = 0 (5.226)
(207Ty — TeTy — T'5sT5)T3 = 0 (5.227)

"9smételten hangsilyozzuk, hogy igazabdl csak a Z~, mennyiséget szabadna centralis toltésnek nevezni. A
Hodge diagonalis bazisban ugyanis Z(I') = Z(r) egy fiiggvény. Az irodalomban (pontatlanul) ezt a fliggvényt
is centralis toltésnek szoktak nevezni. Az Mpps = Mapy = |Zoo| BPS korlat az aszimptotikusan Minkowski
tartomanyban érvényes. Itt M4 pps az Arnowitt-Deser-Misner tomeg mely a metrika g;+ komponensébdl a szokott
aton szarmaztathaté [Moh01, JHS07, Wal84|.

80Mivel Z = eX/2W ezért ez a megkotés azt jelenti hogy a "centralis t6ltés" nem zérus.
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és a fenti egyenletrendszer konjugaltja, ahol a binaris cimkézés helyett most az attekinthetébb
decimalis cimkézést hasznaltuk. Emlékeztetiink arra, hogy (5.57)-(5.58) miatt I';_g = —T's ahol
s=0,1,...7.

Amennyiben Vpgy méasodik derivaltjaibol képzett Hessian-méatrix a kritikus pontban pozitiv
definit az (5.225)-(5.227) extrémum feltételek a potencialt egyuttal minimalizaljak is Az ilyen tu-
lajdonséagu kritikus pontokat attraktor pontoknak nevezziik. Az (5.227) egyenletekbdl lathatoan
a Z #0 (W #0) feltétel mellett a fekete lyuk potencial extremalizalasara két lehetSségiink van.

Az elsg®?

1 =Tg=Ty=T5=Ty=T5=0, 'y =Ty #0. (5.228)

Ez az eset az el6z6 fejezetben targyalt és az (5.175)-(5.176) egyenletekkel fémjelzett BPS att-
raktoroknak felel meg. Tekintettel arra, hogy az aszimptotikusan Minkowski régié nyolc szuper-
szimmetriajabol ez a megoldas csak négyet 6riz meg a megoldast gyakran %—BPS megoldasnak
is nevezik.

A maésik lehetGséget a

D1 = [Tg? = [Dof® = |5 = [T4f* = [Ts]* = |T7|* = |To|? (5.229)

kényszerek adjak. Ezek felelnek meg a nem-BPS attraktoroknak [HK07, KSS06, GLS08a].
Ezek a megoldéasok jollehet a horizonton nem elting centralis toltéssel rendelkeznek azonban ott
egyetlen szuperszimmetriat sem 6riznek meg.

A harmadik lehet&séget azok az attraktorok adjak melyre a centralis toltés a horizonton
elttinik [BMOSO07]. Ezekre az alabbi harom lehet8ség van

I'=Tg=Iy=T5=T4y=035=0, I''=-Tg#0 (5.230)
Iy =Tg=Iy=I3=I=T=0, I'y=-T5#0 (5.231)
I''=Tyg=I1=Tg=Iy=TI5=0, I'y=-T35#0. (5.232)

A szuperszimmetria a horizonton ezekre a megoldasokra is sériil®?.

5.7.1. Attraktorok eltiing centralis toltéssel . A nem-BPS attraktorok vizsgélatat az
elting centralis toltéssel rendelkezd attraktorok vizsgéalataval kezdjiik. Ezekre az attraktorokra
a horizonton teljesiilnek az (5.230)-(5.232) egyenletek. A BPS esetre mar megismert analizis-
sel belathato, hogy ezekben az esetekben a horizonton az (5.188) egyenlet allapotahoz nagyon
hasonl6 GHZ-allapotok desztillalédnak ki

I0) = =|Dy Z.] [e7*[001) — €1 [110)],_, (5.233)
IT) = = D5 Z.| [e7**2]010) — €"*2|101)] _, (5.234)
IT) = =D Z.| [e7***[100) — €"**|011)] _,

(5.235)
b

ahol aj = arg D;Z. A fenti attraktorok nyilvin nem szuperszimmetrikusak hiszen mivel G*
pozitiv definit

M, = (Vpi)s = (G®D,ZD3 ). > | Z|. (5.236)

81 A7 alabb felsorolt egyenleteknek a horizonton kell teljesiilnie. Ezért a (5.175)-(5.176) egyenletekhez hason-
l6an egy = als6 index alkalmazasaval kellene arra utalni, hogy a megfeleld mennyiségek horozinton felvett értékeit
vessziik. Ett6]l most eltekintiink.

82Megjegyezziik7 hogy a horizonton jelenlévé maximalis N = 2 szuperszimmetria algebra neve: psu(1,1]2).
Ez az algebra az aszimptotikusan Minkowski tartoménnyal ellentétben nem a Poincaré algebrat tartalmazza,
hanem az su(1,1) @ su(2) bozonikus részalgebrat. Ez az (5.145) Bertotti-Robinson kézelhorizont geometria izo-
metriacsoportjanak algebraja. Ekkor a horizonton eltiing centralis toltés kifejezés jelentése az, hogy ebben az
esetben a psu(1,1|2) algebranak nincsen centrélis kiterjesztése.
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értelmében nem teljesiil a BPS korlat®. Konnyen belathato [BMOSO07], hogy a fenti nem-
BPS attraktorok az %—BPS attraktorokbol azaltal kaphatok, hogy a harom 7¢ modulus koziil
tetsz6leges kettonek a képzetes részének az elGjelét®® megvaltoztatjuk, és ezzel egyidsben a p’, qr
toltésekre specialis kényszereket kotiink ki. Példaul az y' — yb, ¢ — —y2, 3 — —y° elgjel
flipek a kiovetkezd kényszerekre vezetnek

D(y)>0, p’p*—p’q1 <0, p'p*—p°¢ >0, p'p*—pgz>0 (5.237)
illetve
D(y)>0,  p*p’=p°q >0, p'p’—p’e <0, p'p®—p’g3<0 (5.238)

illetve a trialitasi (permutécios) szimmetria miatt még két tovabbi eset lehetséges melyeket cikli-
kus permutéacioval kapunk. A modulusok nem-BPS radialis evolucidja az (5.185) BPS evoliciobol
kaphato azaltal, hogy tetszéleges két modulus képzetes részének elGjelét megvaltoztatjuk, és a
hI(r), hi(r) harmoénikus fiiggvényekre az (5.238) nem-BPS toltéskényszerekkel analog kénysze-
reket kotiink ki [BFMYO08]. A gytirési faktorra kaphaté formula a nem-BPS toltéskényszerek
mellett tovabbra is a (5.167) kifejezéssel adott.

Idézziik most fel az (5.203) 2 x 2-es szimmetrikus matrixok kifejezését ahol (5.199) a D(7)
Cayley hiperdeterminéans alternativ alakja! Ezekben a matrixokban a toltések kvadratikus kifeje-
zései jelennek meg. Az 5.6.4 fejezetben a szimmetrikus 2 x 2-es matrixok terét az (5.204) bilinearis
forméaval lattuk el, és igy a toltéskonfiguracidinkat harom darab 2 @ 1 dimenziés Minkowski tér-
idébeli vektorral jellemeztiik. A harom Minkowski vektor nem fiiggetlen, ket a harom-qubitra
jellemzé trialitasi szimmetria koti Ossze. A trialitasi szimmetria miatt mindharom Minkowski
vektor hossza ugyanakkora. Azonban a BPS toltéskonfiguraciokkal szemben (melyekre D(v)
negativ) a most targyalt nem-BPS téltéskonfiguraciokra D(v) pozitiv. Az (5.203) méatrixokhoz
asszocialt Minkowski harmasvektorok tehat olyan egységvektorok melyek a BPS esetben iddsze-
riiek a nem-BPS esetben pedig térszerdek. A 2.5.5 fejezet eredményei alapjan azt is tudjuk, hogy
az idGszert (BPS) illetve térszeri (nem BPS) toltéskonfiguraciok a két inekvivalens valos SLOCC
osztalyba esnek. A (5.237) és (5.238) kényszerek és a bel6liik ciklikus permutéacioval kaphato két
masik kényszer a BPS esetben megismert (5.205)-(5.206) feltételekbdl kovetkezs (yo - 70)® > 0
feltételekbol megfelels elGjelvaltasokkal kaphato.

Erdekes megfigyelni azt is, hogy a toltéskombinéciok ezen felosztasa egy a 3 @ 1 dimenzios
Minkowski téridével izomorf tér bevezetésével is megtehets. Valoban a (2.130) formulaval kap-
csolatos fejtegetéseinkbol azt is tudjuk, hogy a harom rebit allapottal parametrizalt toltéseket
a Prj Pliicker koordinatédkkal és azok xPrj; dualtjaval is jellemezhetjiik. Ezek ezuttal 4 x 4-es
antiszimmetrikus matrixok melyek a toltésekben ismét kvadratikus kifejezések. A 2.5 fejezetben
lattuk, hogy ebben a képben a SLOCC osztalyok a Klein feliileten elhelyezkeds (P, *P) pontpar
geometriai tulajdonsigaival kapcsolatosak. Lattuk, hogy a Klein feliilet alkalmasan vélasztott
valos metszete a kompaktifikalt Minkowski téridével homeomort és a (P, *P) pontpéarra 2D(v) a
pontpar Minkowski tavolsdganak alakjara hozhato. Ebben a képben a BPS toltéskonfiguraciok
ismét iddszerd a nem-BPS konfiguraciok pedig térszerd vektoroknak felelnek meg csakhogy most
egy 3 @ 1 dimenziés Minkowski térben. A toltéskonfiguraciok ezen duélis jellemzése a Cayley

hiperdeterminans specialis szimmetriatulajdonsagaira vezethetd vissza®®.

837t az M tomeg természetesen az altaldnos relativitaselméletbdl jolismert standard Arnowitt-Deser-Misner
(ADM) témeg [Wal84].

847 modulusterek képzetes részét dilaton térnek is szoktak nevezni.

857 45d a 2.5 fejezetet.
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Visszatérve a Z = 0 attraktorokra konnyen belathato, hogy az (5.188) és az (5.233)-(5.235)
allapotok mindegyikére igaz, hogy

LTI = (V). = 1D()) (5.230)

Mindegyik allapot normajanak a fele tehat a fekete lyuk (5.171) Bekenstein-Hawking entropia-
javal kapcsolatos. A nem-BPS allapotokat is figyelembe vev§ kifejezés végss alakja tehat

Spu = mV/|D(7)| (5.240)

ahol D(7) a nem-BPS esetben pozitiv a BPS esetben negativ.

Hasonlitsuk most Gssze az (5.188) BPS allapotvektort az (5.233)-(5.235) nem-BPS allapot-
vektorokkal! Tudjuk méar, hogy mindegyik allapotok norméja ugyanazt a polinom invarianst
adja, a BPS/nem-BPS jelleg az invarians elGjelébe van kédolva. Tovabbi fontos kiilonbség, hogy
a nem-BPS bazisvektorok a BPS bazisvektoroktol egyetlen bit flipben kiilonbéznek. Valéban
a nem-BPS vektorokat a BPS vektorbdl az I ® I ® o1 operatorral illetve ennek ciklikus per-
mutaltjainak hatasaval kaphatjuk. Ez nem meglepd, hiszen az 5.6.4 fejezet végén elmondottak
értelmében a BPS attraktor egyenletek a bit flip hibak lehetségének kizarasat jelentik. Az el-
ting centralis toltéssel rendelkez6 nem-BPS attraktorokra a kovaridns derivaltakkal kapcsolatos
amplitadok nem tinnek el. A kovaridns derivaltak pedig mint (5.18)-(5.19)-bdl tudjuk bit flip
hibakat generalnak®®.

Erdemes felidézni azt is hogy amig a BPS attraktorok kulcsfontossagti mennyisége a Z =
eS2W (1!, 72, 73) "szuperpotencial" addig a nem-BPS attraktorok megfelelé mennyiségei a szu-
perpotencialbdl kovarians derivalassal kaphato

Zy = e"PW(r' 77, Zy=eRPW(EL 2T, Zs=eRPW(EL ) (5.241)

kifejezések. Ezek a mennyiségek az (5.230)-(5.232)-ben szerepld amplitadokkal az (5.57)-(5.58)
modon allnak kapcsolatban. Konnyt belatni, hogy emiatt a Z = 0-val jellemzett nem BPS att-
raktor egyenletek teljes megoldasat ado (5.222) masodrendi Euler-Lagrange egyenletek az egy-
szertibb (5.141) BPS egyenletekhez hasonlatos elsérend egyenletekre vezetnek. Ezeket az egyen-
leteket gy kapjuk, hogy az (5.141)-ben szerplé Z szuperpotencial abszolatértékét a Z,,a = 1,2,3
"hamis szuperpotencidlok" [CD07a, ADOT07, CCD'07] abszolutértékeivel helyettesitjiik. A
hamis szuperpotencial fogalma onnan ered, hogy jollehet a kapott megoldas nem szuperszimmet-
rikus azonban a szuperszimmetriara jellemzd elsérendi formalizmus mégis alkalmazhato.

Az STU modell BPS megoldéasai esetén a holomorf struktura 6sszekapcsolodik a szuperszim-
metriaval. Ez példaul onnan lathato, hogy a GHZ-allapotok horizonton térténd desztillacioja a
torusz kohomologidjanak H3O-részéért felel6s (5.33) holomorf haromforma specidlis szerepével
kapcsolatos. Ebben az alfejezetben azonban a vizsgalt nem-BPS attraktorokra a kohomologia
H39-része mar nem jatszik kitiintetett szerepet. Ez a holomorf struktira elvesztésével jar. Ez
abban jelentkezik, hogy a megfelel6 GHZ allapotok mar a kohomoloégia H?! részével kapcsolato-
sak. Ez azt jelenti, hogy a "desztillacios" folyamat eredményeképp el6allo (5.233) allapotban mar
az (5.37) képletben szerepls holomorf és antiholomorf koordinatakat is tartalmaz6 haromformak
szerepelnek.

5.7.2. A nem-BPS 7 # 0 alapmegoldas [16]. Ebben a fejezetben a horizonton az
(5.229) feltételeket kielégité nem-BPS, Z # 0 attraktorok osszefonodottsagelméleti vizsgalatat
végezziik el. Els6 lépésként annak a nem-BPS "alapmegoldasnak" [GLS08a] a szerkezetét tanul-
manyozzuk melybdl dualitasi transzforméciok segitségével a legaltalanosabb nem-BPS megoldas
is megkaphato [BFMYO08].

86Lasd még a (5.24)-(5.25) sszefiiggéseket.
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Az alapmegoldasra a nyolc t6ltésbél csak négy kiilonbozik zérustol: g < 0 and p* > 0,7 =
1,2,3. A toltések elGjelét ugy valasztottuk, hogy az (5.172) formulanak megfeleléen D(v) = D =
—4qopp?®p?® > 0 legyen.

Definialjuk most az alabbi segédmennyiségeket

ha(0) = do + DY*0,  ho(0) = —do — D"*p (5.242)

D1/4 D1/4
= 7o do = —E(l + B?) (5.243)
0

—2qop® 1 2 3
R,=|———, B=x"(0)=2(0) = 2°(0 5.244
\/ P (0) (0) (0) ( )

Amint latjuk a B valos paraméter a modulusterek valos részének aszimptotikus értékét rogziti.
A E;(g) harmonikus fiiggvények (0 = 1/r), a radialis evolicio BPS esetének mar ismert sze-
repl6i. Ezekkel a mennyiségekkel az (5.222) egyenletek 5 paraméteres nem-BPS alapmegoldasat
[GLS08a] a

dq

és

—2U
T = Ra%, 674U = —iloillilgilgv — 32 (5245)
§|6abc|hbhc
alakba irhatjuk. Figyeljilk meg, hogy a BPS eset (5.167) és (5.168) formulaihoz hasonléan
e~2U(0) = 1 és trivialisan teljesiil az (5.169) Osszefiiggeés is. Az aszimptotikus modulusok alakja:
7%(0) = B —i.
Hatéarozzuk meg az alapmegoldasra az (5.195) Hadamard (diszkrét Fourier) transzformalt
|f‘> allapotot az aszimptotikusan Minkowski régioban illetve a horizonton aktualis béazisokban.
Az eredmény

) = p'001), + p?[010), +p?|100), — iB(p* + p°)[110),

— iB(p' +p®)|101), — iB(p' + p*)|011),
+ [0 — B3(p* +p* + p*)]111),. (5.246)
1) = (=qop'p?p*)"/* (001).. + [010), +[100), — [111).) (5.247)
ahol a [}, ) szimbolum a megfelels vektor o = 0(co) helyen felvett értékét jelenti. Léthato,
hogy az aszimptotikus tartomanyban az amplitudok szerkezete joval bonyolultabb (7 altalaban
kiilonb6z6 nemzérus amplitido) és a kifejtés explicit moduli fliggést mutat (B). A horizonton
azonban csak négy zérustol kiilonbozé egyenls abszolatértékd amplitidonk van. Ezek az ampli-

tudok pedig, az attraktor mechanizmus jelenségével 6sszhangban, fiiggetlenek a B aszimptotikus
modulustol. Megjegyezziik, hogy inverz Hadamard transzforméacio utan

1
IT) = D1/4§(|000> +1001) 4 [010) — [011) + [100) — [101) — |110) — [111)). (5.248)
tehat az amplitudok a horizonton valoban kielégitik az (5.229) feltételeket.

5.7.3. Altalanos nem-BPS Z # 0 attraktorok [16]. A legaltalanosabb nem-BPS Z # 0
attraktorokat SL(2,R)*? dualitdsi transzformaciok segitségével az alapmegoldasbol kaphatjuk.
Ez azt jelenti, hogy egy méar ismert t6ltés (]v)) és moduli () konfiguraciobol, 4j toltéssel (|v'))
és 1j modulusokkal (7% ) kapcsolatos megoldasokat kaphatunk ahol

aa + ﬁa
"N = Ms ® My @ M w YT O
v 3@ My ® Mly), T T
és a részleteket illetGen lasd az (5.29) transzformacios szabalyt.

Els6 lépésként célszerti az alapmegoldast egy még egyszertibb Z # 0 tipust megoldasba
transzformélni. A legegyszertibb kindulasi pont egy olyan két nemzérus téltésbdl dllo nem-BPS

(5.249)
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toltéskonfiguracio kivalasztasa melyre D(y) > 0. Az (5.172) képletbél lathat6, hogy amennyiben
csak a (p°, qo) paros nemzérus, a |y) toltésallapot mar eleve a p°|000) — go|111) GHZ alakban all
el és D(y) = (p°qo)? > 0. A p°, qo par elGjele lényegtelen ezért mindkettst pozitivnak valasztjuk.
Az alapmegoldéas ismeretében ez a két toltéses megoldas megkonstrualhato. A legaltalanosabb
nem-BPS megoldas ebbdl a két toltéses megoldasbol tovabbi dualitasi transzformécioval kaphato
[GLS08a, BFMYO0S, 16|

a(y_ P'ar—=2p"a I
(0= 2t — POga) | 20php° _poqa)Cz(Q), (5.250)
vier = WD—(?@%)%@ (5.251)

=) = ho(0)ha (0)ha(0)hs(0) — b (5.252)

ahol b = B/Gy (lasd (5.244)) és az ismétlsds "a" indexre nincs Osszegzés. Itt a o-fiiged tagok
alakja

V208 — C¢
Ce(0) = el 5.253
20 = e oo on (5.253)
4l/aC4
ce = 5.254
(0= e st ca (5.254)
ahol

CY = hphe + hohg + 20, (5.255)
C$ = hyhe — hohg, (5.256)
C§ = hyhe + hohg — 20, (5.257)
Cy = exp(—2U) (5.258)
hi(o) = b + (D(7))*e (5.259)

a megszokott harmoénikus fliggvényekkel kapcsolatos kifejezések és

50 4 0\ 3

Vg = veda,  y= (;’OJ_“I’;O) . aitastaz=0 (5.260)

ahol a p° Freudenthal duélt definiciojat illetGen lasd az (5.184) egyenletet. A képletekben az abe
indexek egyiittes szerepeltetése azt jelenti, hogy ezek az 1, 2,3 szamok ciklikus sorrendben vett
harom kombinaci6jan futnak végig &7

Tisztaznunk kell az (5.250)-(5.252) megoldéasban szerepls a, paraméterek fizikai jelentését.
Ezt a megoldast a |y) = p°|000) — qo|111) tdltésallapottal kapcsolatos nem-BPS megoldasbol
kaphatjuk. Ha megvizsgaljuk, hogy melyek azok az SL(2,R)*3 dualitasi transzformaciok melyek
|7)-t valtozatlanul hagyjak % akkor azt kapjuk, hogy ezek a dualitési csoport azon részcsoportjat
adjak melyet a

M, — (eoa 6_0%)7 g+ s+ as =0 (5.261)

87Az eléz6 alfejezetben targyalt alapmegoldéasnél az aszimptotikus modulusokat tgy normaltuk, hogy a

toruszok térfogata egységnyi legyen: 7(0) = B—i. Most azonban megengedjiik azt a lehetSséget is, hogy a toruszok
aszimptotikus térfogata tetszsleges legyen. Ezt azaltal érhetjiik el, hogy a toltéseket megfelel6 moédon atskalazzuk.
Ezeknek a "feloltoztetett" toltéseknek a kapcsolatat az altalunk hasznaltakkal lasd Gimon és tarsai cikkében
|[GLS08a|. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért a kétfajta toltés és az aszimptotikusan kétfajta modon
norméalt modulusok k6zott nem vezetiink be megkiilonboztets jelolést. Az alabbi eredmények jeloléstechnikailag
precizebb megfogalmazasat illetGen a Szerzs és Szalay Szilard kozos dolgozatara utalunk [16].

88 Azaz melyek azok a transzformaciok melyekre |v) = M3 ® Ma ® M1|v).
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métrixok jellemeznek. Ezek a métrixok a modulusokat (5.249) alapjan a 7% — €2*e7% modon
transzformaljak. Az extra a; + as + a3 = 0 feltétel miatt a 717273 szorzat invarians és ezen
beliil az yly?y3 képzetes részek szorzata is az. Az y® képzetes részek azonban az (5.1) képletet
kévets bekezdés értelmében az egyes T? toruszok térfogatat adjik. Ez azt jelenti, hogy az
(5.261) transzforméaciok az egyes toruszok olyan térfogati deformacioit jellemzik melyek az eredd
T? x T? x T? hatdimenzi6s térusz térfogatat valtozatlanul hagyjak.

Nyilvan az (5.250)-(5.252) megoldassal kapcsolatos tetszéleges nem-BPS Z # 0 toltéskonfi-
guracio stabilizatoranak megadasahoz az (5.261) részcsoportot konjugalnunk kell azzal a dualitési
transzforméacioval mely a |y) = p°|000) — go|111) konfigurdciot a megfelels toltéskonfiguracioba
viszi. Az el6z6 fejezetben felirt alapmegoldas esetén példaul az eredményiil kapott stabilizator
ugyan 6rzi a nem-BPS toltéseket, de a neki megfelels transzformacié az ottani B aszimptotikus
moduluson til o, tipust Gj modulusokat general. Megmutathatd, hogy ezek az j modulusok
modositjak az attraktorok viselkedését. A modulusok horizonton felvett értékei mar nem csak a
toltésektdl hanem az o, paraméterektdl is fognak fiiggeni. Az adott kezdéfeltételekkel inditott
modulusok egy dinamikai rendszer "folyamat" definidljak. Az «, paraméterek specialis ira-
nyokban elinditott folyamokat jellemeznek. Ezekre a specialis, az irodalomban lapos irdanyoknak
[BFGMO06, FMO07] nevezett®® iranyokban elinditott folyamokra a modulusok attraktor pontbeli
értékeit a toltések nem hatarozzak meg egyértelmien.

A lapos iranyok Osszefonddottsagelméleti jelentésének tisztéazasahoz szamoljuk ki a \f) alla-
potot a horizonton! Az (5.250)-(5.252) megoldast hasznalva kapjuk, hogy [16]

P+ p°
ﬁO _pO

)V=DY4E;0F,®E)(H® H® H
") (B3 ®@ B2 @ Eq)( ) 2+ 0

50 _ 0
1000), — /2 —F |111>*> (5.262)
ahol D = D(v) az (5.172) Cayley hiperdeterminans, p° az (5.184) Freudenthal dudlt toltés, H a
(2.135) Hadamard transzformacioé matrixa és

1 1 0
EF,=—— | . 5.263
cosh(ag + @) (smh(aa +¢) —cosh(ag + @)) ( )

» =log || (5.264)
és fennallnak az (5.260) Osszefliggések.

Az (5.262) formulabol lathatéan a p° = 0 specidlis esetben ¢ = 0. Ekkor az E, operatorok
csak a lapos iranyokkal kapcsolatos o, paraméterektdl fiiggenek és a horizonton el6alld attraktor
allapot toltésfiiggése kizarolag a D'/* faktorra korlatozodik. Ekkor a |T) allapot a D'/4(]000), —
[111),) GHZ t6ltés allapot Hadamard transzformaltjabol az E, € GL(2,C) SLOCC operatorok
alkalmazasaval kaphato. A GHZ allapotok fontos szerepét a BPS attraktor mechanizmus kapcséan
mar tisztaztuk. Ebben a nem-BPS esetben most azt is lathatjuk, hogy a lapos iranyok a GHZ
allapotokon hato olyan FE, "hiba operatorokkal" reprezentalhatok melyek paraméterei az o +
ag + a3 = 0 kényszer miatt nem fiiggetlenek egymastol.

Mint tudjuk a SLOCC transzformaciok, a fizikai rendszeren végrehajtott "klaszszikus kom-
munikécioval" kombinalt lokéalis "kvantummanipuléciok" matematikai reprezentéansai. Ez azt
jelenti, hogy az egyes szeparalt részrendszerekkel dolgozo kisérletezGk egy eldzetes megallapo-
dasnak megfelelGen szokéasos klasszikus csatornak (postagalamb, telefon stb.) utjan koordinaljak
lokalis manipulacidikat.

Formaélisan az attraktor mechanizmus soran el6allo |f‘> allapot szerkezete a fenti protokollra
emlékeztet. A harom &sszefonodott részrendszert most a horizonton specialisan deforméalt kétdi-
menzios toruszok osszefont GHZ éllapota reprezentalja. Ezen az allapoton az E, hiba operatorok

89A "apos irany" elnevezés azzal kapcsolatos hogy ezekre az iranyokra a Vi g fekete lyuk potencial masodik
derivaltjaibol felépitett Hessian matrixa a kritikus pontban zérus sajatértékekkel rendelkezik.
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ugyan lokalisan hatnak, azonban az elézetesen (aszimptotikusan) rogzitett ag + s+ a3 = 0 extra
kényszer miatt ezek mégsem fiiggetlenek. Ez a kényszer mint tudjuk a kétdimenzids toruszoknak
csak olyan térfogati fluktuaciéit engedi meg mely a teljes hatdimenzios torusz térfogatat valto-
zatlanul hagyja. Tehat az aszimptotikus Minkowski tartiomanyban "inditott" attraktor folyam
lapos iranyokkal kapcsolatos oy + ag + ag = 0 kényszere az E, hiba operatorok révén mintegy
"beirodik" a horizontra "érkezs" attraktor allapotba®.

A fejezet hatraléve részében szeretnénk megindokolni a "hiba operator" kifejezés jogossagat.
Az elnevezés azzal a felismeréssel kapcsolatos, hogy a nem-BPS megoldasok horizonton elgallo
allapotait az alapmegoldas variacioiként allithatjuk el6. Ezeket a variaciokat célszerd egy a
hibajavito kodok elméletével kapcsolatos formalizmus keretében vizsgalni [6]. Az eredményeknek
az illusztraldsdhoz célszerd csupan négy toltéssel dolgozni.

Tekintsiik el6szor az alapmegoldésnal mar targyalt ¢o < 0 and p* > 0 nem-BPS toltéskon-
figuraciot! Ekkor D = —4qop'p?p® >0, v =1. A |f‘> allapotra a specialis a; = ag = a3 =0
esetben a mar ismert (5.247) allapotot kapjuk. Ennek a négy toltéses esetnek a dudlisara p° > 0,
ga > 0, D = 4p°qi1qoq3 > 0, v = —1. Az allapot norméjanak fele mindkét esetben az entropiat
adja. A D/4 prefaktortol eltekintve az allapot fennmarad6 része az el6z6 esetbdl a o1 ® 01 ® 01
bit flip operatorokkal és a képzetes egységgel torténd szorzassal kaphatd. Az a3 = as = a3 =0
esetben

1) = i(p°qrqogs) T [|110> +]101) + |011) — |000>]. (5.265)

Valtoztasssuk most meg a p',p?,p® toltések elGjelét olymoédon hogy a fekete lyuk entrépiaval
kapcsolatos D kifejezés elGjele ne valtozzon meg. Ez azt jelenti, hogy tovabbra is a nem-BPS
megoldasok tartoményaban maradunk. Megmutathato [6], hogy ekkor

) mamam = 10125t [ma[110) + ma(101) + mg|011) — 000) . (5.266)

ahol
(m3,ma,m1) € {(+++),(+——=),(=+-), (== +H)}. (5.267)
Lathato, hogy példaul
D)t = (03 @03 ®I)|T) 44t (5.268)

azaz ezek a nem-BPS é&llapotok a horizonton paros szamu elGjel flip operator alkalmazaséaval
kaphatok meg egyméasbol. Ha allapotunkat vissza Hadamard transzformaljuk akkor a kapott |T')
allapot esetén az elGjel flip operatorok (o3) helyett a bit flip (1) operatorok toltenek be hasonlo
szerepet. Vegyiik azt is észre, hogy a |f‘>m3m2m1 allapotok mindegyike invarians a o3 ® o3 ® o3
alkalmazasaval szemben. Ennek kovetkeztében a |f>m3m2m1 vektorok kifeszitette altér invarians
tetsz6leges szamu elGjel flip hibaval szemben.

Nyilvan amennyiben nemcsak a toltések elGjelvaltasaival hanem a lapos irdnyok jelenlétének
megfelel§ hibdkat is megengediink akkor példaul

‘f‘>063052a1 = (E3 R E; ® El)‘f‘>+++ (5269)

alaku egyenleteket kapunk. Ezért az F, operatorok a fenti altérbdl kivezetd hiba operaciokként
interpretalhatok.

90A dinamikai rendszeriink természetesen tovabbra is az (5.222) radialis folyam. Mivel ez a folyam nem a
fizikai id6ben bomlik ki ezért az "inditott" és "érkezd" kifejezések csupan az r = co (¢ = 0) és r = 0 (p = o)
tartoméanyokra vonatkoznak.
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5.7.4. Extremalis megoldasok és hibajavité kodok [6]7 Ebben a fejezetben az ext-
remélis egycentrumu BPS és nem-BPS megoldésok hibajavité kodokkal vald lehetséges kapcsola-
tara hivjuk fel a figyelmet. Tudjuk, hogy az attraktor mechanizmus eredményeképp a horizonton
specialis szerkezetd allapotok "desztilldlodnak ki". Azt is tudjuk, hogy alapvetd fontossagu a
szuperszimmetrikus BPS megoldas melyre a horizonton az (5.184) allapot adodik. Megfigyelé-
stink lényege az, hogy a nem-BPS megoldasok mindkét osztalyara (Z = 0 és Z # 0) a horizonton

csak az aszimptotikus toltések elGjeleinek megvaltoztatasat értjiik®!. Az egyszertiség kedvéért az
alapdtletet csak a négytoltéses p°, g1, g, g3 rendszerre vazoljuk.
Legyen

(sgn(p”), sgn(gs), sgn(ga),sgn(q1)) = (d, ¢, b,a),  d,e,b,a € {+,—} (5.270)
és definialjuk az alabbi allapotot
) oo = il—dp 102051/ (dI000). + c|011), + b]101).. +a[110).) (5.271)

Konnyen lathato, hogy az (5.184) BPS allapot Hadamard transzformaltja a |f‘>++++ allapot és
az (5.266) nem-BPS Z # 0 allapotok alakja \f‘>_m1m2m3. Ezek az allapotok a |f>++++ allapotbol
pdratlan szamu elGjel flip altal kaphatok. Az (5.233)-(5.235) nem-BPS Z = 0 allapotok ebben a
képben a |f‘>+n1n2n3 alakot oltik ahol (ningons) € {(——+), (—+—), (+——)}. Ezek az attraktor
allapotok a |f‘> 4444 Allapotbol pdros szamu elGjel flip altal kaphatok.

Mivel a bit flip hibakat a modulusok szerinti lapos kovarians derivaltak implementaljak,
ezért ugyanezek a kovarians derivaltak a Hadamard transzformalt bazisban az elGjel hibakat
implementaljak. A BPS attraktor allapotokra a Hadamard transzformalt bézisban az elGjel hibak
tiltottak. Ezek az allapotok védettek a modulusok varidlasaval el6allo elGjel hibakkal szemben. A
nem- BPS attraktor allapotok az el6jel hibakkal szemben méar nem immunisak. Aszerint hogy a
a BPS allapotok varidlasival szemben a modulusok fluktuécioi paros vagy paratlan szamu elgjel
hibat generalnak nem-BPS allapotok két kiilonb6z6 osztalyat kaphatjuk.

Végezetiil emlékeztetiink arra, hogy a toltések az extra dimenzios homoldgia ciklusokra fel-
tekered6 membranok csavarodasi szamaival kapcsolatosak. A t6ltésekben megjelend eljel hibak
a csavarodasok iranyitasaban bekovetkezs valtozassal kapcsolatosak. A hibdk generalasa topolo-
giai szempontbol inekvivalens allapotok k6zotti alaguteffektusként is interpretalhaté. A BPS és
nem-BPS szektorok kozotti atmenet csak nemperturbativ effektusok segitségével torténhet.

91 Nyilvan az el6z6 fejezetben targyalt lapos iranyok ugyan tovabbi hibakat generalnak de ezt a nem-BPS
allapotokon beliil.
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Négy-qubit rendszerek és az STU modell

6.1. Motivacio

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy az STU modellel kapcsolatos eredmények 6sszefonodottsag
elméleti targyalasahoz alapvets fontossagiu a Hodge diagonélis béazisban felirt (5.53)-(5.63) |T')
harom-qubit allapot. Mint tudjuk a |T') dllapot az extra dimenzidkat reprezentalo T2 x T2 x
T? torusz geometriajaval kapcsolatos. Az altalunk vizsgalt fekete lyuk megoldasok azonban
Osszekapcsoljak az extra dimenzidk geometridajat a téridé geometridjaval. Felmeriil a kérdés:
vajon Osszefonodottsag elméleti formalizmusunkat lehet-e tigy altalanositani, hogy az a |T") allapot
téridé geometriaval vald kapcesolatarol is szamot adjon?

Extremalis statikus gombszimmetrikus fekete lyuk megoldasokra |T') amplitadoi a csavaro-
dasi szamokkal kapcsolatos toltésekt6l és a modulusokon keresztiil az r radialis koordinatatol
fiiggenek. A koordinatak fiiggvényében el6alld viselkedést az (5.222) dinamikai rendszer irja le.
Ezek az egyenletek azonban tartalmazzak a térids geometriadjaval kapesolatos (5.109), (5.142)
U(r) gytirési faktort is melyrsl a |T') r-fiiggé amplitudoi nem adnak szamot. A legegyszertibb
lehetdség arra, hogy a gytirési faktort is figyelembe vegyiik az, hogy a |I') allapot helyett az eV |T)
allapotot tekintjiik. Ezzel az (5.161) hatasban az integrandus kizarolag egy haromqubit allapot
normajaként allna el§ tovabba az (5.156)-(5.157) egyenletek is esztétikusabb alakot 6ltenének.

Ez a naiv prébalkozas azt is sugallja, hogy az €2V faktort egy extra modulus képzetes részével
azonositsuk!. Valoban, az (5.30) egyenlet jobb oldalan all6 masodik matrix szerkezete azt a
lehetGséget is magéba rejti, hogy = = 0, ¢ = 0 vélasztassal az eV |T') allapotban szerepld VU= eV
faktort egy extra qubiten hato 4j SL(2,R) matrix részeként lassuk viszont. S&t, amennyiben az
(5.30) egyenlet jobb oldalan 4ll6 els6 matrixot is figyelembe vessziik akkor lathatjuk, hogy a |T")
allapot helyett helyesebb lenne a

—i
%) 7

allapotot tekinteniink. Az tjonnan bevezetett |¢)) norma négyzete
[0]1* = €Y Var (6.2)

s igy az (5.130) kifejezésben jelenlevs zavarod 1/2-es faktortol is megszabadulnank. Mindebbdl
az az érdekes lehetgség adodik, hogy a térid6 geometriajat egy a |I') harom-qubit allapothoz
"hozzafont" extra negyedik qubittal vehetjiik figyelembe. A kdvetkezs fejezetekben megmutatjuk,
hogy ez az extra rejtett qubit az STU modell staciondrius megoldasainak szerkezetébdl valoban
kiadodik.

ev|r) (6.1)

6.2. D =3 dimenzidé redukcié
A negyedik qubit megtalalasdhoz az STU modell statikus megoldasainak vizsgalata helyett

az altalanosabb staciondrius megoldasok vizsgalatat kell elvégezniink. Kiindul6pontunk az STU

1A megszokott 74 = x4 — 1y, modulus képzetes részét gyakran y, = e®a alakba irjak. Az x4 és ¢ tereket
az irodalomban axion illetve dilaton tereknek is hivjak.

151



dc_1382 17

152 6. NEGY-QUBIT RENDSZEREK ES AZ STU MODELL

modell (5.103) hatasfunkcionalja. Ezen a funkcionalon idGszert iranyban dimenziéredukciot haj-
tunk végre. Ez azt jelenti hogy a funkcionalban 1évS tereknek megadjuk azon 3 @ 1 alaku de-
mez8 majd az idészerd iranyt jellemzd koordinéta szerint kiintegralunk. A metrikara a fentiek
azt jelentik, hogy hasznalhatjuk a

ds? = —e2U(dt +w)? + e*QUhijd:vida?j, (6.3)

stacionarius ansatz-ot ahol w = w;dz’, a hatasban szereplé F! = dA! térerésségekkel kapcsolatos
AT mértéktereket pedig szimmetrikus tereknek vélasztjuk. Ez azt jelenti, hogy a mértékterek
Killing vektormezs iranyu Lie derivaltja egy U (1) mértéktranszformacio erejéig zérus. Amennyi-
ben olyan koordinatakat valasztunk melyben a Killing vektor egy egyszerii idGeltolds ezekbdl a
feltételekbol kovetkezik, hogy a térerdsségekre az

Fl=dA! = d(¢!(dt + w) + AT), 1,J=0,1,2,3 i,j=1,2,3 (6.4)

ansatz valaszthato. Itt az U, &/, Al w; and h;; mennyiségek olyan 3 dimenzids terek melyek

. v
csak az 2’ térszerd koordinataktol fiiggenek?.
A dimenziéredukci6 végrehajtasa az alabbi Lagrange stirtiségre vezet [BMG88|

L=L1+Ly+ L3, (65)
ahol

Ly = —%\/ER[h] +dU A *dU + %e*w(da + Epde’ — €1dEr) A x(do + E5de7 — €7dES)  (6.6)

Ly = G pdr® A xdr’ (6.7)
1 1 ~ -
L3 = ie—QU Iyxcd€? A xde® + ie_QUIJK(ng — Rypde") A x(déx — Rgnde™) (6.8)
ahol I = QN és R = RN lasd (5.106)-(5.107), tovabba
dé; = Rygde® — 2V Ik « (dAK + K dw) (6.9)
do = eV s dw + £7dEy — £5de” (6.10)
A fenti bonyolult Lagrange stirtiséget az alabbi kompakt forméba irhatjuk [BMG88, GLPO07,
BMP10]
1
L= —5\/ER[h] + Gmn 0, ™M OP™ (6.11)

ahol az U, o, &0, &, 7,7 (I =0,1,2,3 és a,b = 1,2,3) skalartereket a ®™,m = 1,2,...16
mennyiséggel jeloltiik. Megmutathato [BMG88, GLPO07], hogy ez a 16 mennyiség lokalisan a
16 dimenzios Mz = SO(4,4)/SL(2,R)** faktorteret az M3 modulusteret paraméterezi. Ennek
az 4j modulustérnek a g,,, metrikija pszeudo-Riemann. A dsf\,l3 = gmn @M P" ivelemnégyzet
explicit alakja

1 - 1 - -
1050, = Gup(rT)drtdr’ +dU? + 2™ (do + &5dg” — €7 dgs)’
—2U - ~
+ [L,Kng deB + 175 (déy — RypdeR)(dég — Rarde™)| . (6.12)

A metrika pszeudoriemann jellege azzal kapcsolatos, hogy az (5.107) matrix negativ definit. Ezt
gyorsan belathatjuk ha felismerjiik, hogy a (6.12) méasodik soraban szerepls kifejezés masodik

2Jelslésiink ezen a ponton félrevezets hiszen a harom z’ koordinatat konnyen osszekeverhetjiik a modulu-
sokban szereplsé 7% = x% — iy® valds részével. A kétfajta x kozott csak az eltérs indexelés tesz kiillonbséget. Az
x'-ket azonban csak ebben az alfejezetben hasznaljuk, egyébként a megszokott jellések érvényesek.
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része az (5.131) fekete lyuk potencial szerkezetét mutatja, ez pedig egy norma négyzet negativ-
jaként all els®.

A (6.11) kompakt alak azt mutatja, hogy az eredeti modell stacionarius fekete lyuk megolda-
sainak vizsgalata atfogalmazhato6 egy pszeudo-Riemann target terd nemlinearis szigma modellhez
csatolt 3 dimenzids gravitiacio megoldéasainak vizsgalatava. Az STU modellre azonban a nemli-
nearis szigma modell target tere: Mz = SO(4,4)/SL(2,R)*%. A 2.6.2. fejezetben a négy-qubit
rendszerek geometridjanak megértéséhez pontosan ennek a térnek a komplexifikaltjat hasznaltuk.
Ebbdl kévetkezGen az STU modell stacionarius fekete lyuk megoldésainak osztalyozéasa vélhetGen
kapcsolatban all a négy-qubit Gsszefonodott allapotok SLOCC klasszifikaciojaval?.

Figyeljiik meg, hogy a 3 dimenzos leirasban az STU modell dualitasi csoportjan kiviil a be-
vezetésben megsejtett extra SL(2,R) szimmetriacsoport is kiadodik. Ezt a téridé geometriaval
kapcsolatos rejtett szimmetriacsoportot az altalanos relativitaselmélet szakért6i régota ismerik.
A csoportot az irodalomban Ehlers-féle SL(2,R) csoportnak nevezik [Ehl57, Ger71]. Ismeretes,
hogy az Ehlers csoporttal szemben az U gytrési faktor és a (6.10)-ben bevezetett o ugyneve-
zett NUT potencial [NTUG63] egy dubletként transzformalodik. Statikus megoldasokra a NUT
potencial zérus s igy azt varjuk, hogy egy alkalmas négy-qubit allapotok hasznéalatan alapuld
formalizmusban o = 0 esetén a bevezetSben megsejtett (6.1) kifejezésen alapulo effektiv harom-
qubit leirast kapjuk vissza. A kovetkezs fejezetekben egy ilyen extra "Ehlers" qubit bevezetésén
alapul6 formalizmust épitiink fel.

6.3. Négy-qubit formalizmus
6.3.1. Négy-qubit Iwasawa parametrizacié [8]. Kiindulépontunk a haromdimenzids
szigma modell SO(4,4)/S0(2,2) x SO(2,2) ~ SO(4,4)/SL(2,R))®* modulusterének négy-qubit
geometriat tiikkroz6é parametrizaciojanak megtalalasa. Ehhez a fenti 16 dimenzios faktorteret
lokélisan a (6.6)-(6.8) Lagrange stirtiségben el6forduld x4, yq, ¢ = 2U, 0, &! and £; terekkel fogjuk
jellemezni. Legyen

¢'=vaet, G =V24. (6.13)

Ezekkel a jelolésekkel a faktortér Iwasawa coset reprezentédnsa [BMP10]

N

3
a=1

ahol a négy SL(2,R) csoport generatorai Hy,, En, Fu, a = 0, 1,2, 3 kielégitik a
[Ea, Fol = Hay, [Ha,Eodl =2E., [Ha, Fo) = —2F,, (6.15)

relaciokat. Az so(4,4) azon generatorait melyek nem tartoznak az sl(2) @ sl(2) & sl(2) @ sl(2)
részalgebréba az Ey,i, Eq,, Fjr, Fy,, I =0,1,2,3 modon jeloltiik. Az algebra generatorainak ezen
cimkeézése a (2.179)-bol mar ismert

s0(4,4) = [sI(2,R)]* @ (2,2,2,2) = h S m, (6.16)

dekompozicionak felel meg.

3Lasd még az (5.136) egyenlet szerkezetét.

ATermészetesen az Ms = SO(4,4)/SL(2,R)*4 modulustérben csak az SL(2,R)** walés SLOCC csoport
jelenik meg, mig a négy qubit klasszifikicio megfelelé csoportja a komplex SL(2,C)** csoport. Ezért ezen a
szinten még egyaltalan nem vildgos miben is all pontosan a fent vazolt kapcsolat.
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A fenti dekompozicioban szerepls 28 darab 8 x 8-as matrix explicit alakjat a (2.180)-(2.185)
egyenletek négy qubites nyelvezetében mar részletesen kidolgoztuk. Ezen eredmények felhaszné-
lasaval kapjuk, hogy

3
—LlogyaHa ,~20aEa _ M3 ® M, 0
[[etreetesee = (000 00 017
ahol
1 1 —z
Mo = : 6.18
: \/yTy(O ya) (6.18)
és
Lo = 0, Yo = e? = eV, (6.19)

Figyeljiik meg, hogy a modulusokat tartalmazo N, matrixok az (5.30) jobb oldalan megjelend
S maétrix inverz transzponéaltjanak szerkezetét mutatjak. Az Iwasawa dekompozici6 fennmarado
részének alakja

"By —GEy _ (1 —Cg
ahol1=1Q®1,9g=e®c¢
O . (O O ) 0 1
— T —
A=—Cglg= (C(O) DOENON C(l)) e® (0 0) (6.21)
és
Goooo  Gooor  Goo1o  Goo11 G 0 G 0
= Cotoo  Coro1 Corro Corn | _ | G O Cz 0 (6.22)
Coo0 Cro01 Cio10  Cro11 G 0 ¢ o0
Ciroo  Cito1 G0 Ciinn ¢t 0 ¢° o

és felhasznaltuk az (5.182) definiciét ahol a harom-qubit rész specidlis qubitja az elsé qubit’.
Mindezeket felhasznalva a coset reprezenténsra kapjuk, hogy®

(M3 ® M> 0 1 —(g
v_( : M1®MO> (ch 1+;A>' (6.23)

Figyeljiik meg, hogy a kitlintetett io "Ehlers"-qubiton tal a (6.23) alak az i, qubitot is
kitiinteti. Az i3ioi; harmasbol azonban barmelyiket kitlintethetjiik. Ennek eredményeképpen
harom kiilonb6z6 coset reprezenténst kaphatunk, melyek csak a i3i9i; qubitek ciklikus permuté-
civjaban kiilonboznek. A permutacios szimmetria igy osszekapcesolodik az so(8) algebra trialitasi
szimmetriajaval’.

5A qubitokat jobbrol balra szamozzuk: o = 0,1,2,3. Tehat példaul a 4 X 4-es ¢ matrixnak megfelel§ négy-
qubit allapot indexszerkezete: (iziniin- A 0-dik qubit a specialis "Ehlers"-qubit. Ennek megfeleléen a (6.22)
matrix egy négy qubit allapotba beagyazott harom-qubit allapot szerkezetét mutatja ahol csak az ig = 0-val
jellemzett amplitudok kiilonboznek zérustol. A megszolott haromqubit indexek: i3igi;. Ennek megfelelGen az
(5.182) definiciéban az ¢1 indexes qubit is speciélis qubit.

6A (6.22) matrix specialis szerkezete miatt e*0Fo eiCIE‘” By gz By — eigIqu —CrEpr
A trialitasi szimmetria Osszekapcsolaja az s0(8) algebra nyolc dimenziés vektor, spinor és konjugélt spinor

abrazolasait.
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6.3.2. A modulus tér ivelem négyzete [8]. A (2.179) kommutatorok szerkezete azt
mutatja, hogy az SO(4,4)/S0(2,2) x SO(2,2) ~ SO(4,4)/SL(2,R))®* modulus tér egy szim-
metrikus tér [Gill2]. A g = h @ m dekompozicion alapuld szimmetrikus terekre a félegyszerd g
Lie-algebra Cartan-Killing form4ja a faktortéren egy metrikat indukal melynek alakja

ds®> = Tr(P)? (6.24)
ahol
1 -1 —1\T
P = §(dVV +n(dVV™)Tn) (6.25)
és a szimmetrikus tereknél hasznélatos involicié alakja most
_(I®l 0
1]—( 0 —I®I)' (6.26)
A (6.23) coset reprezentans explicit alakjat véve megmutathato, hogy
1 23®12+.[3®22 —(I)g
- 2
P 2( q)Tg Y1®@lo+ 1L ®% (6.27)
ahol
) = (e®e®e®e)|¥) + |T) (6.28)
W) = (M3 ® My ® My ® My)|dC) (6.29)
és
1 —dy, —dz, _
2”‘%(—mh dm)’ aT b (6:30)
illetve
1 —dyy —dzo +w Lor,x = o
E —_ — = - — . 1
o= (L, TEREE)L 0= (G - Grac?) (6.31)
Ezeket az eredményeket a (6.24) formuldban felhasznalva kapjuk
3 2 2
dzs +dys  (dre — w)? + dy3
dsig, = > ——5—>+ : 0 —||w|?, (6.32)
= Y; Yo
ahol
1 L it i 14 oy
(U|T) = Tr(VT0) = 3 Tr(®gd” g) = SRR SRS AT (6.33)

Ez a formula explicit moédon mutatja a haromdimenziés modulus tér pszeudo-Riemann szer-
kezetét illetve azt is, hogy a bevezetében megsejtett Ehlers-qubit hogyan jarul hozza a (6.29)
négy-qubit allapotba bedgyazott harom-qubit allapot megjelenéséhez. Konnyt ellendrizni azt is,
hogy a (6.32) ivelemnégyzet pontosan a (6.12) explicit alakot szolgaltatja. A (2.163) kifejezés
azt mutatja, hogy (¥|¥) felirhatt Ggy is mint a specidlis szerkezeti (6.28) négy-qubit allapot
kvadratikus polinominvariansa.

6.3.3. Hadamard transzformalt kép [8]. Hasznos a fenti négy qubit allapotokat &t-
transzformélni a dolgozatban (5.195)-ben mar hasznalt diszkrét Fourier transzformalt bazisba.
Legyen U az (5.30)-(5.31) -ben bevezetett 2 x 2-es méatrix komplex konjugaltja és

(UeU 0 — 1 i
U:< 0 u<g>u)’ u:HP_ﬂ(i _1> (6.34)

H:%G _11> P:(é ‘D (6.35)

ahol
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A transzformalt allapot

W)= (HQH®HQH)(P®P®P®P)(Ms® My ® M @ My)|d¢) (6.36)
és a transzformalt métrixok
eo =S UT = (0 ea) C ea= —dra (6.37)
[ 0 Y
dr, = dxg — idy,, dry = (dxg — w) — idyg (6.38)

transzformalt P = UPU' métrixra vezetnek melynek alakja

0 €2 €3 0 El 0 0 EO
€2 0 0 es 0 & —?2 0
€3 0 0 €2 0 —-& —33 0
~ 1 0 €3 € 0 &o 0 0 &
P=3l-& 0 0 & 0 e« a O (6.39)
0 23 &y 0 €g 0 0 el
0 E &3 0 €1 0 0 €g

& 0 0 —?1 0 €1 €o 0

Itt a négy komplex &, mennyiség® a szokasos négy fiiggetlen (5.57)-(5.58) haromqubit ampliti-
dohoz hasonlé szerkezetd melyeket most a szupergravitaciés irodalomban hasznélatos

Eo=V2e5 VXTI (N d¢? —dlp), & =2iv2y;e Y N d¢” = dér) (6.40)
alakba irtunk ahol

1
1 _
fl=e? (0, + (1 K)X = e — I (6.41)
T1—T1 | T2
73
és X1 = (1,71, 79,73)T, K = —log(y1y2y3). Az N7; matrix explicit szerkezetét illetGen lasd az

(5.106) és (5.107) képleteket.
Ezeknek a komplex mennyiségeknek a segitségével az ivelemnégyzet most a

3 3 —
_ — dZoZa -
dshy, = D (Eata —Eafa) =Y — - |02 (6.42)

a=0 a=0 @

alakot Olti.

6.3.4. Az ivelemnégyzet mint négy-qubit invarians [8]. Az el6z6 fejezetben a P
mennyiség 16 komplex komponensét egy 8 x 8-as métrixba rendeztiik. Lathatéan a komponensek
kapott (6.39) elrendezése igen specialis mintazatot kovet. Ez a megfigyelés adja azt az otletet,
hogy P komponenseit egy speciélis valossagi feltételeknek eleget tevs 1j négy qubit allapotba
szervezzik.

Cimkézziik a 8 x 8-as matrixunkat sorait és oszlopait a 0,1,2,3,4,5,6,7 mdédon, de binaris
jelolésben: 000,001,010,011,100,1010,110,111. Permutaljuk a sorokat és oszlopokat a

(0,1,2,3,4,5,6,7) — (7,1,2,4,3,5,6,0) (6.43)
vagy
(000,001,010, 011, 100,101,110, 111) ~ (111,001,010, 100, 011, 101, 110, 000) (6.44)

8Ezek akarcsak az eq mennyiségek az M3 modulustérrel kapcsolatos egy-formak.
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leképezésnek megfelelsen®. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a fenti permutaci6 hatasara az so(4, 4)
szerkezetért felelés (2.180) algebrai relacio (2.181) matrixa invarians.
A fenti IT permutéciot a P méatrixra alkalmazva kapjuk, hogy

. 1 0 A
m_ - g
ol ) o
Aoooo  Aooor  Aooto  Aoort & —ep —er —&
Aotoo  Aotor Ao Aot1n e &2 & e
A= = = 6.46
Aiooo A1oor Aioio Aitoin es & & & (6.46)
Atoo Atror Atiio A & - —-& —&
Definialjunk egy 0j négy-qubit allapotot
A= ) Aigiairiolisizirio) (6.47)
isyi2,i1,i0=0,1
Azonnal lathato, hogy az Gjonnan bevezetett allapotunk a
TN 0 1
|A) = (01 ® 01 ® 01 ®01)[A), o1=1{q g (6.48)

valossagi feltételnek tesz eleget. A (2.186) formulabol az is lathato, hogy tetszéleges G €
SL(2,C)** (2.185) P s GPTG~! adjungalt hatasa a |A) allapoton G szokasos SLOCC hatésat
indukalja. Koénnyen belathato az is, hogy ennek a SLOCC hatasnak azon részcsoportja mely a
(6.48) valossagi feltételt tiszteletben tartja : SU(1,1)*%.

Tisztazzuk a kapott transzforméciok és az Gjonnan bevezetett allapot fizikai jelentését! Ehhez
szamoljuk ki a |A) allapotra a (2.163) I; kvadratikus négy-qubit invarianst! Kapjuk, hogy

Li(A) = —ds}y, (6.49)

azaz a haromdimenzios modulustér pszeudo-Riemann ivelemnégyzete a |A) allapotra szamolt
kvadratikus négy-qubit invarians negativja. Az irodalombol ismeretes, hogy M3 egy kvaternios
Kaéhler sokasag [FS90, BMP10, GNPWO07]. A fenti ivelemnégyzettel kapcsolatos metrika M3
minden pontjaban a megfelel érintGtéren hato bilinearis format ad. A (6.34) és (6.44) transzfor-
méciok utan a metrikira méar mint a komplexifikalt érintétéreken hatoé bilineéaris forméak siman
valtozo seregére tekinthetiink. A metrikat tehat az altalanos relativitds megszokott szemléleté-
nek megfelelGen egy siméan valtozd "mozgd bazis" (n-bein) szerint dekomponalhatjuk. Ebben a
képben a transzformécidink fizikai jelentése az, hogy segitségiikkel a komplexifikalt érint&téren
egy olyan bazist vilaszthatunk mely kovarians konstans a spin konnexiora nézve. Megmutatha-
t6, hogy a konnexié holonémiija olyan, hogy segitségével a 16 dimenziés érintényalab lokalisan
egy 8 és egy 2 dimenzios vektornyalab tenzorszorzataként all el [FS90, BMP10, GNPWO07|.
Esetiinkben a 8 dimenzios rész felel meg az i3igi; hdrom-qubit résznek a 2 dimenzios rész pedig
a kitiintetett i qubitnak. Figyeljiikk meg, hogy a kitiintetet qubittal kapcsolatos Is ® Io ® I1 ® Sp
lokélis SLOCC transzformaciok kapcsolatba hozzék a (6.46) matrix els6 oszlopat a mésodikkal
illetve a harmadikat a negyedikkel. Ezek a transzforméciok 6sszekapcsoljik az & és eq illetve az
&, és e, mennyiségeket!?.

9Azaz alkalmazzuk a II = (07)(34) permutéciot. A binaris jelolésben lathatéan ez azt jelenti, hogy a permu-
tacio utan két négyes blokkot kapunk. Az els6ben paratlan a masodikban paros szamu egyessel.

10Ezek a transzforméciok tehat egy fontos konjugalastol eltekintve az azonos indexd Eq és eq mennyiségeket
kapcsoljak Ossze.
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6.4. Fekete lyuk megoldasok mint geodetikusok

6.4.1. Extremalis megoldasok mint fényszert geodetikusok Lattuk, hogy az STU
modell stacionarius fekete lyuk megoldéasainak vizsgalatdhoz a (6.11) Lagrange stirtiségen alapu-
16 haromdimenziés gravitacidhoz csatolt olyan nemlinearis szigma modellt kell tanulmanyoznunk
melynek target tere Ms. Az egyszeriiség kedvéért célszerii olyan stacionarius megoldasokra szo-
ritkozni melyekre a (6.3)-ban szerepl§ térszerti metszetek h;; metrikaja lapos''. Az altalunk
tanulmanyozni kivant gémbszimmetrikus egycentrum megoldasok ehhez a tipushoz tartoznak.
Ebben az esetben az M3 modulustérrel kapcsolatos 16 skalartér dinamikaja lecsatolodik a ha-
romdimenzios graviticié dinamikajatol és a térids (6.3 ivelem négyzete a

ds? = =2V (dt +w)? + e 2V (dr? 4+ r?(dr?® + r?(d6? + sin® 0dp?)) (6.50)
alakot oOlti ahol a gytrési faktor és a skalarterek is csak az r koordinatatol fliggenek. Célszert
ismét bevezetni a o = 1/r koordinatat mely szerinti derivalast tovabbra is ponttal fogunk jel6lni.
Ekkor a lecsatoldédott skalarterek dinamikajat az

1 ..
Seff = 1 /dggmnq)m@" (6.51)

effektiv hatés irja le ahol a metrika (6.12) explicit alakjat felhasznéalva kapjuk
. T 1 . 1 . .

So = / do <U2 + G 7 + Ze—‘”f(o'— +2Z707)% + 26_2UZTM4Z> (6.52)
ahol Z = (¢1,£,)T egy 8 komponensii vektor M, az (5.131)-ban szerepls 8 x 8-as matrix és'?
C=—--eI®I.

A (6.52) hatas Lagrange fliggvényében o ciklikus koordinata ezért a hozza kanonikusan
konjugalt impulzus megmarad6é mennyiség
oL
po=k=_— (6.53)
06
mely az tgynevezett NUT-t6ltés [NTU63]. Definialjuk a Z potencialokhoz kanonikusan konju-
galt impulzusokat

L
P= 8— (6.54)
07
Ezekkel a jelolésekkel a hatés a
. I 1
Se = / do <U2 + G gt + VR + QeQUQTM4Q> (6.55)
alakba irhaté ahol
Q=CP—-kZ (6.56)

Lathato, hogy statikus megoldasokra a NUT toltés zérus (k = 0) ekkor a P mennyiség, s igy
a Q is megmarad. Ha Q megfelels nyolc komponensét a p!, q; toltésekkel azonositjuk akkor az
utolso tag a fekete lyuk potencidl negativjdt szolgaltatja. Ezért a (6.55)-beli Lagrange fiiggvény
a statikus esetbdl ismert (5.136) kényszert adja'®.

Mivel ez a Lagrange fiiggvény a (6.51) hatasbdl szarmazik melynek extremalisai az Ms
geodetikusai ezért az (5.136) kényszer ¢ = 0-nak megfelel§ esete fényszertd geodetikusokat ad.
Tekintettel arra, hogy ez a feltétel a statikus esetben az extremélis fekete lyukakat jellemzi

1Ay ilyen megoldasokat gyengén extremalis megoldasoknak is nevezik [BMP10].

12A C matrix az Sp(8,R) szimplektikus csoport szimplektikus struktiramatrixa. Az STU modell SL(2, R)*3
dualitasi csoportja természetes médon beagyazhaté ebbe a csoportba [BKRT96|. Altalaban is igaz, hogy a
hirelméleti kompaktifikacioknél felbukkano effektiv N = 2 szupergravitacioknal az elektromos-méagneses dualitas
egy természetes szimplektikus struktura megjelenésével irhato le [CDF96].

13 Emlékeztetiink arra, hogy ebben a fejezetben kényelmi okokbol Gy = 1.
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ezért azt a fontos a stacionarius esetben is érvényes eredményt kaptuk, hogy: a haromdimenzios
képben az extremalis fekete lyuk megoldasok a pszeudo-Riemann M3 modulustér g segitségével
affin modon paraméterezett fényszert geodetikusaiként allnak el6. Az el6z6 fejezetbsl azt is
latjuk, hogy ezeket a fekete lyukakat a négy-qubit képben a (6.49) kényszer miatt az jellemzi,
hogy a nekik megfelels |A) allapotra a kvadratikus négy qubit invarians zérus.

6.4.2. Megmarad6é mennyiségek [8]. Az el6z6 fejezet alapjan a stacionarius gyengén
extremalis fekete lyuk megoldasok a (6.51) hatas geodetikusai lesznek. Ezen megoldasok specialis
esetel az extremélis megoldasok melyek fényszer geodetikusoknak felelnek meg. A fekete lyuk
megoldasokat leirdé geodetikus mozgas a G/H ~ Mj3 modulustéren zajlik ahol G = SO(4,4)
és H = SL(2,R)**. Tudjuk, hogy M3 egy szimmetrikus tér melyet a (6.26) altal definialt
(6.16) Cartan dekompozicioval jellemezhetiink. A g € G és h € H csoportelemek a (6.14) coset
reprezentanson a V +— gV'h médon hatnak. Vezessiik be az 1j

L=VnVTy (6.57)

H invarians coset reprezenténst! Ekkor megmutathato [CRR11], hogy a (6.51) hatés varidlaséval
kaphat6 geodetikus egyenletek az egyszerd

d% (,c—lc') =0 (6.58)
alakot oltik. Az egyenletek megoldasa
L(0) = L(0)e?? (6.59)
Belathato [CRR11], hogy a @Q méatrix mozgasallando (Noether toltés) melynek alakja
Q=2V"1pV = (ngi _gj;?) ., g=e®e (6.60)

ahol a definiciokat illetGen lasd a (6.23) és (6.27) kifejezéseket. A @ megmarado toltés lathatoan
egy 8 x 8-as matrix alakjat olti mely négy 4 x 4-es blokkbdl all. A @12 offdiagonalis blokk a
(6.22) matrix szerkezetét mutatja melyet egy |Q12) négy-qubit allapotba szervezhetiink

1Q12) = eV (N5 @ Ny ® Ny @ I)|[{) — 2k(e @ e @ e @ I) (), (6.61)
ahol
N,=M"'M,, a=1,2,3 (6.62)
k a (6.53) NUT toltées és M definiciojat illetGen lasd (6.18). A @Q12-ben rejls nyolc megmarado
mennyiséget a

p° 0 —p' 0
L [-»* 0 g 0
= — 6.63
Q12 \/5 7p3 0 0 0 ( )
@ 0 g O
alakba frva latjuk, hogy
1
ﬁ|7>®|o> = (03 ®03R03®1)|Q12) (6.64)
ahol |) a mar jol ismert (5.60)-(5.61) harom-qubit t&ltésallapot 4.
Tekintsiik most a (6.34)-(6.36) allapotnak megfelels
) = URURURU)(Ms @ My @ My @ My)|C) (6.65)

A |Q12) allapot és a (6.56)-ban definialt toltéshez asszocialt |Q) allapot hasonld szerkezetiiek mégsem

azonosak. A két mennyiség kozotti kapcsolatot illetGen lasd [BMP10, 8]. A (6.63)-ben megjelend % faktor

eredete a kényelmi okokbol bevezetett (6.13) ujranormalt potencial hasznalatara vezethets vissza.
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allapotot! Fejezziik ki (6.61)-bol |¢)-ot és hasznaljuk ki a (6.63)-(6.64) és a

UMT=' =USos (6.66)
osszefiiggéseket'®. Mindezeket felhasznalva kapjuk, hogy
N i 1
) = —=eVIT™)y @ —(|0) + |1 6.67
\>ﬁ|>\/§(\>|>) (6.67)
ahol

TR = USs @USy @ USL) (|7) + 2k(01 @ 01 ® 01)|Z)) (6.68)

és a |Z) harom-qubit allapot a (6.13)-ban szerepls nyolc darab &7, &7 potencialbél épiil fel a (6.22)
minta szerint'®. Figyeljiik meg, hogy k = 0 esetén

P¢=9) =) (6.69)
és ekkor |U) = —[¢)) ahol [¢)) a (6.1)-ben megsejtett allapot. Tovabba mivel ekkor
10|? = e Vin (6.70)

a megmarado toltésekkel paraméterezett négy-qubit allapotunk tudja a (6.2) feltételt is. A (6.68)
harom-qubit allapot a jolismert (5.61) allapot stacionarius megoldasokra is érvényes formaélis
altalanositasénak tekinthetd.

6.4.3. BPS megoldasok és szeparabilitas Tekintsiik most a (6.47) |A) négy-qubit alla-
potot. Ez az éllapot a (6.45) és a (6.60) Oszefiiggéseken keresztiil konjugalt kapcsolatban all a Q
megmarad6 mennyiségekkel, ezek pedig a fekete lyuk megoldasokat generalo (6.59) geodetikusok-
kal. Mivel a négy qubit allapotok klasszifikiciojanak alapjaul szolgalo (2.186) R matrix (6.45)
miatt éppen 2P és ez a matrix a geodetikusokat mint fekete lyuk megoldasokat generalo (6.60)
@ matrixszal konjugalt kapcsolatban all ezért azt a fontos eredményt kaptuk, hogy a (6.48) va-
lossagi feltételeknek eleget tevs négy-qubit allapotok és az stu-modell fekete lyuk megoldasainak
osztalyai k6zott kapcsolat all fenn.

Ennek a kapcsolatnak az illusztraladsara tekintsiink egy olyan esetet amikor a négy-qubit
koziil az egyik szeparalhato. Mint tudjuk a |A) negyedik qubitja specialis szerepet jatszik. Ez az
ip-val indexelt negyedik qubit akkor és csak akkor szeparalhato ha Aj,;,i 0 = Aigizi;1- A (6.48)
valossagi feltétel miatt |A| = 1, tehat a (6.46) definiciobol kévetkezik, hogy

&y = eg, gj = )\Ej, |>\| =1 (671)

Legyen most Q = ATgAg ekkor (2.172)-(2.174) alapjan az algebrailag fiiggetlen négy-qubit inva-
riansok mindegyike zérus és (2.173) miatt Q* = 0. Ezért a (2.186) R matrix nilpotens. A 2.6.3
fejezet értelmében tehat a szeparalhato specidlis qubittal rendelkezs |A) allapot egy nilpotens
palyahoz tartozik. Ennek a palydnak megfelels stu fekete-lyuk osztalyt kénnyen beazonosithat-
juk.

Szoritkozzunk a statikus, gémbszimmetrikus extremalis'” megoldasosztalyra melyre 2o = 0
6s eg = — 0 — (;.5, azaz €y = eq és legyen

Yo
7 ,
A= —iy/= = —ie'® (6.72)
Z
15Lasd az (5.30)-(5.31) definiciokat.

16/Z) qubit jelélésben a (6.52)-ben szereplé nyolc komponenst Z vektornak felel meg.
17Mivel nilpotens palyakra minden négy-qubit invarians elttinik, ezért specialisan I; = 0 is fennall. Ez pedig
(6.49) miatt extremalis megoldasokra (fényszert geodetikusok) vezet.
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ahol « a centralis toltés fazisa. Ekkor a (6.37)-(6.38), (6.40) definiciok felhasznalaséval konnyen
belathato, hogy a (6.71) szeparabilitasi feltételek pontosan az (5.141) elsérendd BPS mozgéas-
egyenleteket szolgaltatjak (Gy = 1). Megjegyezziik, hogy szeparabilitasi feltételiinket a

Aigigilioeio = 0, €a0 = (i\) 5 (673)

alakba is frhatjuk, mely a nemtrivialis €’ Killing spinor létezésének szokasos feltétele [BMP10,
CRR11]. Ez a felismerés az 5.6.5 fejezet eredményei alapjan allapotunk szeparabilitasat 6ssze-
kapcsolja a szuperszimmetriaval.

6.4.4. Nem-BPS megoldasok eltind centralis toltéssel, szeparabilis eset Az el6z6
fejezetben elmondottakat konnyd altalanositani arra az esetre amikor a fennmaradé (iq, iz, i3-
vel indexelt) qubitok szeparalhatosagat kotjiik ki. Peéldaul az iz-val indexelt qubit esetén a
szeparabilitas kritériuma

&y = —Aes, El = —)\ég, ?2 = —)\ég, E3 = —)Neg (674)

lesz. Amennyiben ezuttal a
Z
A= —iy |22 (6.75)
Z3

valasztassal éliink ahol Z3 az (5.241)-ben definialt hamis szuperpotencialok egyike akkor az
(5.141) BPS egyenletekhez hasonlo

U=—e"Zs, 3 =—2"G%p|7Z). (6.76)

egyenleteket kapjuk. Ezek pedig pontosan az eltiing centralis toltéssel rendelkez6 nem-BPS
attraktorok elsérendd egyenletei [BCPT09, BMP10|. Természetesen ez a megoldasosztaly is
egy nilpotens pélyanak felel meg. A fennmarad6é qubitek szeparalhatosaganak problémaja, a
megfelels indexek ciklikus permutélasaval, hasonl6 alakban fogalmazhatd meg.

6.4.5. Nem-BPS megoldasok, Gsszefonodott eset Az el6z6 extremalis esetekbdl vila-
gos, hogy az I; = 0-bol kévetkezs

3 3
D Eaba =) Eata (6.77)

extremalitasi feltételt sokféleképpen kielégithetjiik. Statikus megoldésokra ey = ey, BPS meg-
oldasokra &, = A\e, ahol X\ egységnyi abszolutértéki fazisfaktor. Ez azt mutatja, hogy &, egy
fazisfaktorokat tartalmazo diagonalis U(4) méatrixon keresztiil all kapcsolatban €,-val. Az el6z6
alfejezet nem-BPS megoldéasara a megfelelg U(4) matrix a

&o 0 0 0 =X

]l |0 0 —-Xx 0 e1
S|l 10 =x 0 o0 ea |’ (6.78)
& -2 0 0 0 es

kifejezésbdl olvashato le ahol A-t (6.75) definialja.

A BPS eset, és a elttind centrélis toltéssel rendelkez6 harom nem-BPS eset az igiziqig-val
indexelt valamennyi qubit szepardlhatosaganak probléméajat feldleli. Ezen esetek mindegyikében
a megfelel6 U(4) matrix szerkezete igen egyszert: a szuperpotencial illetve a hamis szuperpo-
tencialok fazisaival kapcsolatos (6.75)-szerd fazisfaktorokat tartalmaz. A szeparabilitast kifejezs
egyenletek azzal kapcsolatosak, hogy a (6.46) méatrix bizonyos sorai vagy oszlopai egymés A
szorosai.
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Az STU modell olyan fekete lyuk megoldasaira melyeknek megfelel6 (6.46) matrix altal
definialt |A) allapot egyik qubitje sem szepardlhato jo példa az 5.7.2 fejezetben targyalt nem-
BPS alapmegoldas. Megmutathato [8], hogy ebben az esetben

5() 1 1 1 1 €o
& 1 -1 -1]||e
52 -1 1 -1 €9
& -1 -1 1 e3

(6.79)

N .
==

Figyeljiik meg, hogy a megjelens 4 x 4-es matrix ismét U(4) eleme s igy az extremalitast kifejezd
(6.77) feltétel ismét teljesiil. Az algebrailag fiiggetlen invariansok ezuttal is zérusok, tehat a
megfelel6 allapot megint nilpotens. A fontos tjdonsag az el6zd esetekhez képest az, hogy ezuttal
az i3ioi179-val indexelt qubitok egyike sem szeparalhat6. Ez legegyszertibben onnan lathato,
hogy a megfelel6 qubit szeparalhatosagaval kapcsolatos sorok illetve oszlopok nem aranyosak
egymassal.

6.5. Négy-qubit SLOCC osztalyok és fekete lyuk megoldasok

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy az STU modell négydimenziés stacionarius fekete lyuk
megoldasainak osztalyozasanak problémaja kapcsolatba hozhat6 egy haromdimenzios gravitacio-
hoz csatolt M3 modulustert nemlinearis szigma modell geodetikusainak osztalyozasanak problé-
majaval. Ezt az érdekes kapcsolatot matematikai szempontbdl ezidaig csak vazlatosan érintettiik.
Ennek a fejezetnek a célja a kapcsolat precizebb targyalasa.

A kiindulasi pont a fekete lyuk megoldasokat reprezentalo (6.58) geodetikus egyenlet és en-
nek (6.59) megoldasa. A geodetikus egyenletek Lax-pér alakba irhatok és Liouville integralhatok
[CRTR10]. Ebben a geodetikusok vizsgalatan alapulé haromdimenzios képben az eredeti modell
négydimenzios G4 = SL(2,R)*3 dualitasi szimmetriaja az M3 modulustéren hato G3 = SO(4,4)
dualitasi szimmetriaban jelenik meg. Az 0j képben a fekete lyuk megoldésok osztalyai a pszeudo-
Riemann geometriaval rendelkez6 Mg modulustér G altali pdlydi. A péalyakat adott kezdGpont-
bol adott sebességgel inditott geodetikusok reprezentaljak. A geodetikusok sebességvektorat a
(6.60) altal adott, az értékeit a G Lie-algebrajaban felvevs (Q megmarado6 toltések hatarozzak
meg. A geodetikus sebességparaméter v? = Tr(Q?) mely (6.24),(6.49) és (6.60) miatt egy négy-
qubit invarians alakjaban all els. Amennyiben v? negativ (iddszert geodetikusok) a megfelels
fekete lyuk megoldasok nem-extremalisak, amennyiben v? zérus (fényszerti geodetikusok) a fekete
lyuk megoldasok extremalisak'®. Megmutathato [BNS09, BMP10, BCP*09] hogy

Q% =%Q (6.80)

tehat a fényszert geodetikusokkal reprezentalt extremaélis megoldésokra @ nilpotens és a nilpo-
tencia foka harom. Ebbdgl kévetkezik, hogy amennyiben a (6.59) egyenletben £(0) = I valasztassal
éliink'®, a 6.4.1 alfejezetben specifikalt extremalis megoldasosztalyra kapjuk, hogy

L(e) =1+ 0Q + %QQQQ (6.81)

Ebben az esetben a geodetikusokat a @ matrix egyértelmten jellemzi. Mivel @ € so(4,4),
ezért a Gz dualitasi csoport Q +— ¢gQg~! alakt adjungalt hatdsa az so(4,4) Lie-algebraban

I8 A térszert eset fizikai szempontbol értelmezhetetlen szituaciora vezet. A térszertd esettel kapcsolatos fekete
lyuk megoldasok ugyanis csupasz szingularitasokat tartalmaznak. Az id&szerd geodetikusokkal kapcsolatban ér-
demes megjegezni, hogy amennyiben a modulustér csak az U gyftrési faktorbol all akkor barmely nem extremalis
statikus gémbszimmetrikus fekete lyuk megoldas G3 ekvivalens a Schwarzschild megoldéssal [BMG88].

9Mivel G5 hatasa az Mz modulus téren tranzitiv elegendd a modulustér fenti feltétellel definialt "origdja-
ban" vizsgalédni.
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palyakat hataroz meg melyek egy-egy értelmi kapcsolatban vannak az STU modell fekete lyuk
megoldasaival.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy meglepé modon ezek a wvalds Gs dualitéasi csoporttal
kapcsolatos extremélis megoldasokat reprezentald nilpotens palyak egy-egy értelmd kapcsolatba
hozhatok a nilpotens kompler SL(2,C)** négy-qubit palyakkal. Ennek kévetkeztében az STU
modell extremalis megoldéasai egy-egyértelmi modon megfeleltethetk a nilpotens négy-qubit
SLOCC 6sszefonodottsagi osztalyoknak [BDD110].

A fenti megfelelés alapja a Kostant-Sekiguchi megfelelés [Sek87]. Legyen gc a G¢ komplex
Lie-csoport Lie-algebraja. Legyen tovabba gr a G¢ Lie-csoport nem-kompakt valés G alakjanak
Lie-algebraja, illetve Hg a Gr csoport maximaélis kompakt részcsoportja. Legyen tovabba

gr = br © mp (6.82)

a gr megfelel6 Cartan dekompozicidja. Tekintsiik a gc Lie-algebran a G¢ adjungalt hatésara
vett I nilpotens palyainak varietasat! Ekkor a Kostant-Sekiguchi megfelelés alapjan

Oc,(MNgr) ~ Op. (MNme) (6.83)
azaz allitas szerint a bal és jobb oldalon megjelené Og G palyak diffeomorfak. Legyen most
gc = s0(8)c =sl(2)8" ©(2,2,2,2) = he & mc (6.84)

a (2.178)-ben mar targyalt Cartan dekompozicio. Legyen gr = SOg(4,4) és Hi = SO(2,2) x
SO(2,2) a Hr maximalis kompakt részcsoport nem-kompakt verzioja. Ekkor megmutathatd
[BMP10], hogy a Kostant-Sekiguchi megfelelés nem-kompakt Hp esetében is érvényes. A (6.83)
megfelelés bal oldaldn mar tudjuk az extremaélis fekete lyuk megoldasokkal kapcsolatos nilpotens
palyak allnak. A jobb oldalon 4ll6 négy-qubit rendszereknél megismert (2.187) csoporthatas
nilpotens péalyai pedig a nilpotens Gsszefonddottsagi osztalyokat adjak. A 2.6.3 fejezet alapjan
tudjuk, hogy az SL(2,C)** csoporthatéssal szemben nilpotens palyak egytittal nilpotens SLOCC
palyak is?°. Tehat a négy-qubit nilpotens SLOCC 6sszefonodottsagi osztalyok és a 6.4.1 fejezet-
ben definialt gyengén extremalis fekete lyuk megoldasok dualitasi osztalyai k6zott egy-egyértelmii
megfelelés van.

A gyengén extremalis fekete lyukak osztalyanak fogalma azonban egy kis tovabbi tisztazasra
szorul. Egy gyengén extremalis megoldas nem mindig sima (regularis) extremalis megoldas. Ki-
deriilt azonban [GNPWO06], hogy a regularitis @ nilpotencia indexének fokaval kapcsolatos. Az
STU modellre regularités sziikséges feltétele épp a jolismert Q3 = 0 feltétel [BNS09]. Amennyi-
ben @ a Cartan dekompozicié m alterében helyezkedik el ez a feltétel a (6.60) képlet miatt akkor
kovetkezik be ha V =1 ami annak felel meg, hogy a megoldas aszimptotikusan lapos.

Fontos azt is latni, hogy amig az STU fekete lyuk megoldasok ekvivalenciaosztalyait definialo
dualitasi csoportok wvaldsak addig a négy-qubit allapotok SLOCC ekvivalencidjat definialé cso-
portok komplezek. Ennek ellenére az extremalis esetben a fekete lyukak osztalyai és a nilpotens
Osszefonddottsagi osztalyok kozott egy-egyértelmi megfelelés van. A 2.6.3 fejezetben targyalt
nilpotens négy-qubit 6sszefonddottsaq-gi osztalyok és a megfelels fekete lyuk megoldasok kézotti
részletes megfelelést Michael Duff és csoportja dolgozta ki [BDD1t10, BDMR11].

A gyengén extremalis megoldasok fenti osztalyai egycentrum megoldésok. Ismeretes azon-
ban, hogy az STU model stacionarius megoldasi k6zott fontos szerepet jatszanak a tébbcentrum
megolddsok. Fzen megoldasok diszkusszioja nem targya ezen dolgozatnak. Itt csak annyit jegy-
ziink meg, hogy ezen megoldasok és a megfelel§ nilpotens palyak beazonositasa is elvégezhetd.
Az ezzel kapcesolatos eredményeket és a tobbecentrum STU megoldasokkal kapcesolatos irodalmat
illetGen lasd a [BDL12]| 6sszefoglalo cikket.

20E ml¢keztetiink arra, hogy a teljes SLOCC csoport GL(2,C)*%.
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A fekete lyuk megoldasok és Osszefonddottsagi osztalyok kozotti fenti kapcesolat kizarolag a
nilpotens négy-qubit allapotokra vonatkozik. A 2.6.3 fejezetbdl azonban tudjuk, hogy egy tet-
sz6leges négy qubit allapot egy féligegyszeri és egy nilpotens rész Gsszegére bonthato. Tudjuk,
hogy az SL(2,C)** palyak 17 csaladba sorolhatok. Ebbél az egyik csaladot a féligegyszerti palyak
csaladja adja melyet a (2.192)-ban bevezetett négy komplex szam jellemez. A fennmaradé 16 csa-
ladbol 10 csalad ezekbdl a paraméterekbdl harmat tartalmaz. Ha az 6sszes komplex paramétert
zérusnak vélasztjuk akkor a mar ismert nilpotens palyak 16 csaladjat kapjuk vissza. Amennyi-
ben a permutacios csoporttal kibdvitett altalanositott (2.200)-n alapulo SLOCC ekvivalenciat
tekintjiik ezen osztalyok 17 helyett méar csak 9 csaladba szervez&dnek. Jollehet a féligegyszeri
allapotok nyilvan id@szert geodetikusokkal kapcsolatos nem-extremalis fekete lyuk megoldésokat
irnak le az Gsszefonddottsagi osztalyokkal valo explicit kapcsolat nem ismert.

A (2.192) alakt négyparaméteres allapotok csaladja a négy-qubit allapottérben stirtin he-
lyezkedik el. Fizikai szempontbél ez annak felel meg, hogy a megoldédsok modulusterében a
nem extremalis STU fekete lyukak stirtin helyezkednek el. Tehét az altalunk részletesen vizsgalt
extremalis megoldasok a modulustérben csupén nullmértéki halmazt alkotnak. A féligegyszert
megoldasok vizsgalataban a legfrissebb eredmény a legaltalanosabb STU fekete lyuk megoldas
generalo megoldas segitségével torténs explicit felirdsa [CC14b, CC14a]. Sajnos a fenti ered-
mények meglehet&sen bonyolult parametrizacioja a FLYQM-ben torténg felhasznalasat nagyon
megneheziti. Igen fontos eredmény azonban az altalanos STU fekete-lyuk entropiaformula fel-
frasa. Mint tudjuk az extremalis esetben ez a formula Cayley hiperdeterminanséaval az (5.240)
alakban fejezhet6 ki. Az altalanos nem extremalis eset entropiaformuldja egy Cardy-formula
szer( alakban all el [CC14a]. A formula lelkét képezs ugynevezett F-invarians szerkezetének
FLYQM szellemében torténd feltarasaban PhD hallgatém Sarosi Gabor ért el kiemelked§ ered-
ményeket [S16, CL15].

A fejezetet néhany torténeti megjegyzéssel zarjuk. Az STU modell és a négy-qubit rendszerek
(6.84) Cartan dekompozicion alapuld kapcsolatara elészor a 2007-es [5] dolgozat mutatott ra. Az
STU modell és az idszert dimenzidredukeié kontextusaban a négy-qubit ésszefonodott rendsze-
rekkel vald analogia lehet&sége Bergshoeff et.al. 2009-es cikkének 5.52-es képlete kapcsan bukkan
fel elsszor [BCPT09]. A pszeudo-Riemann M3 modulustér ivelemnégyzetének a kvadratikus
négy-qubit invaridnssal torténd (6.49) kapcsolata Bossard et.al. munkajanak (4.37) egyenletében
jelenik meg [BMP10|. Bossard et.al. ezen cikkének Fiiggelékében talalhato a Kostant-Sekiguchi
megfelelés és az STU nilpotens pélyak extremélis fekete lyukakkal valo részletesen kidolgozott
kapcsolata is, jollehet a négy-qubit sszefonddottséaggal valo kapcsolat emlitése nélkiil. Az utébbi
két munka motivalta a [8] dolgozatot, mely az STU modellben ezidaig hasznalt harom-qubites
szemlélet helyett egy négy-qubit 6sszefonodottsagon alapuld szemléletet vezetett be. Ugyancsak
ez a dolgozat hivja fel a figyelmet arra, hogy a nem-extremalis illetve extremélis STU fekete lyuk
megoldasok féligegyszer illetve nilpotens négy-qubit SLOCC osztéalyokkal allnak kapcsolatban.
A négy-qubit nilpotens allapotok és az extremaélis fekete lyukak kozotti részletes kapcesolat kidol-
gozasa Duff-csoportjanak érdeme [BDD*10|. Ez a munka meglehetésen nagy port kavart fel?!.
Természetesen az a tény, hogy a hurelméleti fekete lyuk megoldasok kapcsan hasznélt matema-
tikai eljarasok a négy-qubit Gsszefonddottsagi mintazatok elegans osztalyozasaban hasznosnak
bizonyultak, a hirelméletet mint tudoméanyos teériat még nem igazolja.

217 Physical Review Letters-ben publikidlt dolgozat hep-th archivumban megjelent elGzetese (ar-
Xiv:1005.4915) 10 blog linket tartalmaz. A tulz6 szalagcimekbdl csak néhany: "A kutatok felfedezték hogyan
lehet tesztelni a tesztelhetetlennek tartott hurelméletet"(Imperial College London News), "A hurelmélet végre
csinél valami hasznosat" (Science), "Hurelmélet dsszefonva" (Science News).
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7. FEJEZET

Hitchin funkcionalok és O0sszefon6dottsagi mértékek

7.1. Motivacio

Az el6z6 fejezetekben a tiz téridédimenzios 1IB hirelméletek X = T2 x T? x T?-re torténd
toroidalis kompaktifikdciojat tekintve olyan effektiv négy dimenzids szupergravitacidelméletet
kaptunk (STU-modell) melyre a térids geometriaja osszefonodott az extra dimenziok térfogatérzs
deformacidinak geometriajaval. Ebben az igen speciélis esetben az extra dimenzidk deformacioit
egy alkalmasan valasztott (Hodge diagonalis) bazisban felirt I' € H?(X, C) kohomolégia elemhez
asszocialt |T') hatom-qubit allapottal vettiik figyelembe. Az effektiv elmélet tovabbi (iddszert)
dimenziéredukcioja utan a |I') csavarodasi szamaiba kodolt osszefonodottsagot egy negyedik
(Ehlers SL(2,R) csoporttal kapcsolatos) qubittal egészitettiik ki. A negyedik qubit |T')-hoz valo
viszonyat! implicit médon a (6.47) |A) allapot fejezte ki.

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy az tsszefonodottsaggal kapcsolatos struktirdk ho-
gyan jelennek meg abban az esetben amikor az X sokasig mar lehet egy nem faktorizalodo torusz
(T°) s6t egy hat dimenzios Calabi-Yau sokasag is. Az Ehlers-qubit extra dsszefonddottsdgaval
kapcsolatos komplikiciokkal ebben a dolgozatban nem foglalkozunk.

7.2. Calabi-Yau sokasagok

Ebben a fejezetben vazlatosan attekintjiik a Calabi-Yau (CY) sokasdgokkal kapcsolatos szé-
munkra relevans ismereteket [JHS07, CdlO91]|. Mivel az itt targyalasra keriil6 geometriai
struktirak a toroidalis geometria kapcsan mar felbukkantak, az Olvasénak javasoljuk az ebben
a fejezetben elmondott anyag tételes Osszevetését a 5.3. fejezetben targyaltakkal.

A CY sokasagok olyan n dimenziés komplex Kéahler sokasagok melyek els§ Chern osztalya
elttinik: ¢; = [R]/2m = 0 ahol [R] a K&hler metrikabol szamolt Ricci-forma kohomolégia osztélya.
Calabi sejtése nyoman Yau bebizonyitotta, hogy barmely kompakt Kahler sokasagra melyre ¢; =
0 megadhato olyan K&hler metrika mely SU(n) holonémiaval rendelkezik. Megmutathato, hogy
egy SU(n) holonémiaval rendelkez sokasag Ricci lapos? azaz R = 0. Mindezek eredményeképp
belathato, hogy az SU(n) holonémiaval rendelkezs sokaségok pontosan azok a Kéhler sokasédgok
melyekre ¢; = 0. Egy szamunkra alapvets jelent&séggel bird tétel szerint egy kompakt Kéahler
sokasagra c; = 0 akkor és csak akkor ha a sokasagon létezik egy seholsem eltiing

Qo = f(z42%,...,2")dz Nd22 A+ Nd2" (7.1)

holomorf n-forma.

INyilvan nem eltiing (k # 0) NUT téltés esetén a |I') helyett formalisan a (6.68)-ban definialt |T'(*)) ér-
tendd. Azonban ennek az allapotnak az (extra dimenziok segitségével torténs matematikai szempontbdl preciz)
értelmezése a Szerz6 szamara nem ismert.

2 Ez a tétel csak kompakt sokasdgokra érvényes. Ahhoz , hogy a tétel nemkompakt esetre is érvényes legyen
specialis hatarfeltételeket kell kikétniink.
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Kahler sokasidgokra a kohomologiat jellemzd Betti szamokat dekomponalhatjuk az tagyneve-
zett Hodge szamok szerint: b, = ZI;:() hP#=P_ Mivel a Kahler sokasagok rendelkeznek metri-
kéval ezért van értelme az egyes kohomologia osztalyok harménikus reprezentansairdl beszélni®.
Ebbdl fakadoan a hP*~P szamok az egyes kohomologia osztalyokba esd linearisan fiiggetlen har-
monikus p-formak szaméat adjak meg. CY sokasagokra a hP'? szamok Osszessége a sokasagot
jellemzd ugynevezett Hodge gyémdnt. CY sokasagokra a Hodge-gyémant specialis szerkezeti. A
dolgozatban benniinket csak az n = 3-as eset érdekel. Ebben az esetben kideriil, hogy a CY
"harom"-sokasidgokat csak két nemtrividlis Hodge szam jellemzi: h'! és h?!. A fennmarado
Hodge szamokra k%% = h3:0 = p03 = 433 = 1 a t6bbi Hodge szam zérus.

Egy CY sokasagot a nemtrivialis Hodge szamok lerdgzitése nem jellemez egyértelmiien. Rog-
zitett Hodge szamok esetén folytonosan valtoztathaté paraméterekkel jellemzett CY sokasagok
egész csaladja létezik. Ezek a folytonosan véltoztathatd paraméterek a toérusz esetbsl méar jol
ismert, a CY sokasag alakjaval és méretével kapcsolatos, modulus paraméterek. Ezek a deformd-
cids paraméterek a CY sokasag modulus terének lokalis koordinatait adjak®. A CY sokasagok
deformécioival kapcsolatos modulustér szerkezetének feltarasahoz a Ricci lapossag feltételének
meg6rzésébdl indulnak ki: a metrika ¢ — g + dg alaka varidlasa soran megkovetelik, hogy
R(g) =R(g+ dg) = 0. Ezek utan megfelels mértékvalasztassal eliminaljak a metrika azon vari-
acioit melyeket altaldnos koordinatatranszforméciok szamlajara irhatunk. Az n = 3-as esetben
a fennmaradé metrikus deformaciok két fajtajat kiilonboztetjiik meg a

dg,,5d2™ N dzF (7.2)

() mrig " Ogrsdz™ A d2F A dZ° (7.3)

tipusa deforméciokat ahol k,1,m,r, s = 1,2,3. A (7.3) tipustu deformaciok a CY sokasag komp-
lex strukturajanak deforméacioit adjak. A toérusz esetben ezek felelnek meg a torusz térfogatérzé
deformécisdinak. A komplex struktira modulusok szdma: h?!. Ennek megfelelen a modulustér
lokalisan a 7 a = 1,2,...,h*! koordinitakkal paraméterezhets. A Ricci lapos ¢ metrika val-
tozasnak a H?!'(X,C) kohomologia osztalyok bazisvektoraival valé explicit kapcsolata az alabbi
alakba frhato [CdlO91]
Xa = %(Xa)klmdzk ANdZ A dZT, (Xa)kim = —%(Qo)kzs %qn;s
-
A (7.2) tipust deformaciok a CY sokasag Kahler struktirajanak deformécioi. A torusz
esetben ezek a torusz térfogati fluktuécioival kapcesolatos deformacioknak felelnek meg. A hirel-
méletek mindegyikében szerepel az tigynevezett B-tér. Ez Kalb-Ramond tipusti olyan bozonikus
tér melyek a dilaton és a graviton mellet a hir zéré modusaival kapcsolatos terek alland6 szerep-
16je. Kompaktifikicié soran ez a tér a CY sokasagon egy B, ; index szerkezetii tér megjelenésére
vezet. A B, teret a Kéhler metrika hasonl6 (g,,z) index szerkezetli matrixaval kombinalva
a komplexifikilt H>!(X,C) Kihler kohomoldgia osztalyt kapjuk. A Kihler modulusok szama:
Rt
Az X CY sokasig M(X) modulusterén egy természetes metrikat definidlhatunk (Weil-
Petersson metrika). Ez a fentiek értelmében két jol elkiilonithets tagbol all annak megfelels-
en, hogy (lokilisan) a modulustér egy Kihler (M1(X)) és egy komplex strukttra (M?1(X))

(7.4)

SA HP kohomolégia osztaly harmonikus reprezentansai azok a p-formak melyekre Apw = 0 ahol A, a
p-formakon haté Laplace-operator.

4L stezhetnek olyan rogzitett Hodge szamokkal rendelkez6 CY sokasagok is melyek topologiai szempontbol
inekvivalensek azaz nem homeomorfak. A Hodge szamok tehat a CY sokasdgok topologidjat nem jellemzik
egyértelmien.
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modulustérre faktorizalodik

1 -
ds? = v gklg”[(;gkrégg + (0gxs69,7 — 5Bkg(53ﬂ)}\/§d6x (7.5)

ahol V' a CY sokasag térfogata. A tovabbiakban részletesen kizarolag a komplex struktara de-
formaciokkal kapcsolatos M?!(X) modulustér geometriajat targyaljuk. M(X) geometridjat
illetGen lasd Candelas és de la Ossa munkajat [CdlO91].

Az M*'(X) modulustér geometriajanak lokdlis jellemzéséhez lokalis koordinatakat vezetiink
be. Legyen (A!, B;) a H3(X,Z) egy kanonikus bézisa, és (az, 37) a duélis H3(X,Z)-beli bazis.
Ez azt jelenti, hogy

/ Qg = 5JI, ﬂJ = —51J (7.6)
Al B
a tobbi kombinaci6 zérus. Tekintsiik ekkor az Qg holomorf haromforma,

sz/ o, FJ:/ Qo (7.7)
Al By

periddusait. Megmutathato [Cd1O91], hogy lokalisan a modulustér szerkezetét az X! periodusok
hatérozzak meg. Ebbdl kovetkezik, hogy: F7(X) s igy o az

Q= X'a; - Fr(X)p! (7.8)
alakba irhat6. Mivel az Qg csak egy nemzérus komplex konstans erejéig meghatarozott ezért az

XTI =0,1,2,...,h%! lokalis koordinatdk M?!(X) homogén projektiv koordinataiként fogha-
tok fel. Inhomogén koordinatakat a

T = — (7.9)

Osszefiiggéssel definidlunk.
A komplex struktira modulustér metrikajat gy kapjuk meg, hogy a (7.5) kifejezésben csak
a szogletes zardjelben allo els§ tagot tartjuk meg. Mint tudjuk a modulus paraméterek szdma
h*! tehat
Az (x) = 2G gdr"dr’ (7.10)

ahol 7%,a = 1,2,...h%' a megfelel6 modulus paraméterek. X = T2 x T? x T? esetén 16-
vid szamolas mutatja, hogy ezzel az eljarassal az (5.108)-bol ismerds Poincaré metrikat kapjuk.
Megmutathato, hogy

. fX Xa /\ YE
Jx Q0 A Qo
azaz M?1(X) is Kéhler és K a megfelel6 Kihler potencial.

Egy tovabbi fontos megfigyelés [Cd1O91] szerint az Qo holomorf haromforma modulusok
szerinti derivaltjai a

GaE = = (9@55](:, IC = — log(z/ QO /\ﬁo) (711)
X

9aQ0 = ka0 + xa € H** & H>' (7.12)

alakba irhatok. Ennek alapjan konnyen belathato, hogy x, = Dafo ahol D, a (5.35)-ban mar
hasznalt kovarians derivalas operatora®. Mindezek alapjan ellenérizhetd, hogy

G = _i/ DQADQ, e K :z'/ Q0 A Qo (7.13)
X X

5DuQ0 = (8a + 0aK)Q0. Daf2 = eK/2D 00, ahol Q = e5£/2Q.
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ahol (5.15)-hoz hasonléan Q = ef/2Q). Figyeljiik meg, hogy amennyiben lapos kovarians derivél-
takat hasznalunk akkor (7.13)-bél a térusz esetben hasznélatos (5.40) Ssszefiiggéseket kapjuk®.
A (7.12) Gsszefiiggés miatt igaz, hogy [y Qo A 91Qo = 0 ezért

0
2F = —(X'F 7.14
=73 Xz( 7) (7.14)
tehat F7(X) egy az X! koordinatdk homogén masodfoki F fiigvényének a gradienseként all els
azaz,
Fi(X)=0F(X), FOX)=XFX) (7.15)
ahol )
F(X) = 5X'Fy (7.16)
Az F figgvény neve holomorf prepotencidl. Konnyen belathato, hogy az STU modellre F =
X1X2X3/X0. Az X0 = 1 mértékvalasztassal az X! periodusokra és a veliik kapcsolatos kova-
ridns derivaltakra a jolismert (6.41) Osszefliggéseket kapjuk. A (7.13) Osszefiiggések masodikat
felhasznalva a Kahler potencialra a

e X =23(XTF) (7.17)

osszefiiggést kapjuk. Ez az STU modellre a szokasos (5.34) K = —log(8y'y?y®) dsszefiiggésre
vezet.

7.3. BPS Calabi-Yau attraktorok

7.3.1. Motivacié A IIB harelméleti képben téargyalt Calabi-Yau (CY) BPS fekete lyuk
megoldasok szerkezete az 5.3-5.5 fejezetekben targyalt toroidalis BPS fekete lyuk megoldasok
szerkezetének mintazatat koveti. Specialisan az effektiv négy dimenziés hatas tovabbra is az
(5.103) alakia ahol az (5.106)-(5.108) mennyiségek explicit alakja a CY sokasig geometriajanak
megfeleléen modosul. Tudjuk mar, hogy az effektiv hatdsban megjelené Abeli-vektorterek a
IIB elmélet 6ndualis 6t-formajabol eredeztetheték melyet az (5.112)-(5.113) alakba irhatunk.
Ezekben a képletekben most I' a CY-sokasag kohomologiajanak egy elemét jelenti ahol”

I'=pla; — qpt (7.18)

ahol a p!, q; csavarodasi szamokat az effektiv négy dimenzios képben ismét elektromos és mag-
neses toltésekként interpretélhatjuk.

Az 5. fejezetben lattuk, hogy toroidalis kompaktifikacié esetén a I' kohomologia elemet egy
igen speciélis dsszefonodott allapotként interpretalhatjuk. Az STU modell esetén X = T2 x
T? x T? ekkor ' egy harom-qubit (lasd (5.27)), T esetén pedig egy hat egyrészecske allapottal
rendelkez6 haromfermion &allapot (lasd (5.71)) alakjaban allt els. CY-kompaktifikiciok esetén
nyilvin ezt nem tudjuk megtenni, hiszen ekkor az Osszefono6dott részrendszerekkel kapcsolatos
tenzorszorzat illetve antiszimmetrizalt tenzorszorzat strukttara hidnyzik. Valéban, X = T2 x
T? x T? esetén a harom részrendszert azonosithattuk a harom T2-vel, X = T° esetén pedig
h30 = h03 =1 és 12 = h?! = 9 miatt H3(X,C) dimenzitja és A3T*X egyarant 20 ezért

1 . .
D =plar—aqip’ = gviwf A A S (7.19)

6 Igazabol az (5.40) Osszefiigések és a (7.13) képletek lapos kovarians derivéltas kifejezései egy elGjelben kii-
16nboznek. Az ok: kényelmi okokbol torusz esetén mi az X sokasag térfogatelemére az (5.9) konvenciot hasznaltuk
ami egy elGjelben kiilonbozik a megszokottol.

TVessiik dssze ezt a definiciot a (5.49) definiciéval. Lathatoan a (5.49) képletben hasznalt q; csavarodési
szamok a mostaniak negativjai. Ezt a valasztast a CY sokasagok elméletében hasznalatos szimplektikus strukttarat
kihangsulyoz6 konvencidkkal valé 6sszhang indokolja.
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ahol mindkét kifejtés egyarant 20 tagbol all®. CY sokasagokra azonban altalaban 2h%! 4 2 # 20
s igy ' Osszefonddottsiag elméleti interpretiacidja nem lehetséges. Az alabbiakban megmutatjuk,
hogy ennek ellenére ebben a sokkal altalanosabb CY kontextusban a BPS attraktoroknak mégis
létezik Osszefonodottsag elméleti interpretacioja.

7.3.2. Szimplektikus formalizmus A CY BPS attraktorok leirdsara Bates és Denef ele-
gans formalizmusat hasznaljuk [BD11]. Tekintsiik a CY sokasag harmonikus harom forméinak
2h%1 +2 dimenzios V komplex vektorterét: V = H3(X,C). Legyen V ellatvaegy (-,-) : VXV

C szimplektikus formaval olymédon, hogy az E4 = (af, ;) kanonikus bazisvektorokra ahol
A,B=1,2,...2h%" 4 2 teljesiil, hogy
0 o
(EasEp)= | EaNEp=Jap=|_sk 0 (7.20)
X - L
ahol’ I,J,K,L =0,1,...h%! . Ekkor
I =T2E,, Ta=(EsTI), T4=J48rg (7.21)

ahol JAB a Jap inverze. Ezekkel a jelclésekkel T4 = (p!, —q;). )
A CY sokaségot jellemzé g holomorf haromforma az M?1(X) modulustér M>!(X) feds-
terén'? értelmezett egyértéki holomorf V-értékid fiiggvény. Ekkor

Qo= (T)Ea,  Qa=(Es,Q), QFf=J"8Qp (7.22)
ahol Q' = (X!, —F;). Célszerii még bevezetni az aldbbi mennyiségeket
Q=20  Zy=e2Xy (7.23)
ezek a mennyiségek nyilvan mar nem holomorf médon fiiggenek a modulusoktol hiszen
K(7,7) = —logi(Qo, Q) = —log(iX 4 JAP X p) (7.24)
Erdemes még megjegyezni, hogy a
(Q,Q) = —i, (D2, D) = iG 3, (Q,D,Q) = (Q,D,Q) =0 (7.25)

relaciok a szimplektikus formalizmusban a harom-qubit formalizmus (5.46) béazisvektoraira vo-
natkozo6 ortogonalitési relacioinak felelnek meg.

A szimplektikus formalizmusban a 3-branok CY homolégia ciklusokra torténd csavarodasi
konfiguracioit leir6 (5.115) tag az [, (I, A) alakba frhat6 ahol a definiciokat illetGen lasd az (5.96),
(5.100) képleteket. Tovabba az (5.116) Dirac-Born-Infeld tag jelentése most is a CY homologia
ciklusokra csavarodott branok térfogataval kapcsolatos. Amennyiben az (5.118) és (5.123) fel-
tételek teljesiilnek akkor az adott homoldgia osztalyon belil olyan szuperszimmetrikus ciklusok
(specialis Lagrange-féle részsokasagok) léteznek melyekre a 3-branok térfogata minimalis. Ezzel
a minimalis térfogattal kapcsolatos (5.124) tag az fp |Z(T")|ds mennyiséggel lesz aranyos ahol

Z(T) =(T,Q) =T42Z,4 (7.26)

Mint tudjuk ez a mennyiség a IIB elmélet N = 2 szuperszimmetridjanak centralis toltésével
kapcsolatos, s mely az (5.220) relacion keresztiil a BPS allapotok témegét adja.

Végezetiil az 6ndudlis ot-forméval kapesolatos (5.128) tag most is a fekete lyuk potenci-
al megjelenésére vezet. Ezt a mennyiséget felirhatjuk az (5.131) szimplektikus alakban ahol a

8A jeldléseket illetden lasd az (5.68) és az (5.72) képleteket.

9Lasd (7.6) illetve az (5.3) Ssszefiiggés X-re térténd altalanositasat.

10p¢ldaul: az X = T2 térusz egy CY sokasag. Ekkor a 7 modulus paraméter a térusz 7 Teichmiiller terének
(komplex felss félsik) koordinataja. Ez a tér a toérusz komplex struktara terének (M = 7 /PSL(2,Z) = "modularis
tartoméany") fedStere. Az Qo(7) = dz = du + 7dv holomorf egy-forma tehat e fedStéren értelmezett egyértékd
holomorf V = H (X, C) értéki fiiggvény.
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megfelels RN és SN matrixokat a CY specidlis geometria alapjan a periodusok fiiggvényében
explicit modon megadhatjuk [CDF96]. Fontos azt is megjegyezni, hogy T" (5.53) alaku, a Hodge
diagonalis bazisban torténd kifejtése a CY esetben is érvényes. Ebben a képben a (-, -) szimp-
lektikus forma helyett a torusz esetben megismert de CY sokasagra is hasznalhato (5.22) (-|-)
Hermitikus skalarszorzatot is hasznalhatjuk. Ekkor a fekete lyuk potencial az (5.130) alakban
egy 2h*! +2 dimenziés Hilbert térben helyet foglalo specidlis valossagi feltételnek eleget tevs |T)
allapotvektor normanégyzetével fejezhets ki. Ekkor azonban az el6z6 alfejezetben targyalt okok
miatt |T') nem rendelkezik nyilvanvaloan értelmezhets dsszefonodottsaggal. Ahhoz, hogy meg-
értsiik azt, hogy az 6sszefonddottsaggal kapcsolatos struktirak milyen kontextusban bukkannak
mégis fel meg kell vizsgalnunk alaposabban a CY BPS attraktorok altalanos szerkezetét.

7.3.3. Calabi-Yau attraktorok Az elmondottak alapjan nyilvanvald, hogy amennyiben a
CY sokasagra kompaktifikalt IIB szupergravitaciobol szarmaztatott (5.103) effektiv hatés stati-
kus, extremalis, gdmbszimmetrikus aszimptotikusan Minkowski fekete lyuk megoldasait szeret-
nénk vizsgélni csupén a toroidalis esetbdl megismert formalizmust kell Gjragondolnunk. Neveze-
tesen, a CY esetben az effektiv dinamikai rendszert ismét az (5.137) hatas és az (5.136) kényszer
fogja lefrni. A képletekben a CY sokasig geometridjara vonatkozo adatok a modulustér Gz met-
rikdjaban és a Vg fekete lyuk potencil szerkezetében jelennek meg. Az (5.138) képlet miatt a
fekete lyuk potencidlban alapvets fontossagti mennyiség a (7.26) centralis toltés abszolatértéke:
|Z(T)]. Az (5.140) teljes négyzetté alakitason alapuld tritkk segitségével kapott BPS egyenletek
ismét az (5.141) alakiak. Az egyenletek analizisét azonban most a toroidalis esettel ellentétben
célszert az elegansabb szimplektikus formalizmusban elvégezni. A toroidalis eset (5.163) egyen-
lete és az (5.46) definici6 alapjan azonnal lathato, hogy a modulusok és a gytirési faktor radialis
fliggését meghatarozo egyenleteket most a

23(CQ) = —H, C =eUe@ (7.27)

kifejezés foglalja Ossze ahol a megfelel6 mennyiségek explicit radialis fiiggését most nem irtuk
ki'l. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a BPS attraktorokra a jobb oldalon all6 H mennyiségnek
(az (5.53) alaku kifejtéseket tartalmazd Hodge diagonalis béazisban) csak a H3O illetve H®3
osztalyokba esd részei lesznek zérustol kiilonbozdek. Az STU modell esetén ezek (5.163) alapjan
pont a megfelel§ harom-qubit allapot GHZ komponensei voltak.

A (7.27) egyenletbdl (7.21) és (7.23) felhasznalasaval kapjuk, hogy

_ VG
293(CZ4) = —JapHP,  HP =Y"NpB 1B (7.28)
T

Ezek az egyenletek 2k +2 valos egyenletet adnak melyek adot H* esetén (adott I' és T” esetén)
meghatérozzék a h®! + 1 darab komplex C.(H) és 7¢(H) fiiggvényeket'?.

A (7.27) kifejezés bal és jobb oldalat az (€2, ) és (D,2, -) operaciok hatasara nézve kiértékelve
kapjuk, hogy

C.(H)=H"Zal;.(ry,  H*DuZalr. (1) =0 (7.29)
ahol felhasznaltuk a (7.25) formuldkat. A (7.29) Osszefliggések masodikat az (5.139) tipusi
identitasok alkalmazasaval a

Oa|HA Z al 7, (r1y) = 0 (7.30)
alakra hozhatjuk. Itt felhasznaltuk azt, hogy a H” mennyiség modulusfiiggetlen's.

Ny az (5.142) gytirési faktor, o a (7.26) centralis tSltés fazisa, © a (7.23)-ben definialt nem holomorf
haromforma, és H az (5.163)-bdl ismert harmonikus kombinacio. Az egyenlSség jel most azt jelenti, hogy a jobb
és baloldalon 4ll6 mennyiségek ugyanabba a kohomolodgia osztalyba esnek.

12L4sd a (7.23) és (7.9) formulékat.

13Ez abbol kovetkezik, hogy a I' és I kohomolégia elemek modulusfiiggetlenek.
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Vezessiik most be a
S(H) = |Cu(H))? = |H* ZalZ 1) (7.31)

mennyiséget! Ez explicit és a 7. (H) modulusok altal a Z4 mennyiségen keresztiil implicit médon
is fiigg az elére rogzitett H* mennyiségektsl. Szamoljuk ki a OX(H)/OH4 parcialis derivaltat! A
modulusokon keresztiil jelenlévs implicit H4 fiiggés (7.30)-nak koszénhetSen nem ad jarulékot.
Az explicit H” fiiggés tehat a teljes jarulékot adja mely igy a

OX(H) —
oA = R(CAH)Zalr.am) (7.32)
alakot 6lti. Ehhez vegyiik még hozza a (7 28)-bol adodo
— JapH" = 23(C(H)Z 4l (1)) (7.33)
Osszefliggést melyeket kombinalva a (7.23) és a (7.9) definiciokkal a modulusokra a
XA 8AZ( ) ZJABHB
= —= 7.34
A XO ( ) — ’LJOBHB ( )

explicit megoldast adja. A (7.8) Osszefiiggés miatt az X4 = —(Fr, XT) periodusok s igy a 74
koordinatak nem mindegyike fiiggetlen. Az X° = 1 mértékben a fiiggetlen modulusok

o A dZ(H) (7.35)
T —_— .
T HO 4 63%1)
ahola =1,2,...,h%1. A C mennyiség (7.27) kifejezését és a (7.31) képletet alkalmazva a gytirési
faktor és a centralis toltés fazisanak explicit alakja is megadhat6
HO
e 2V = N(H), tana = s (7.36)

95 (H)
9Ho

Lathatoan a modulusok, a gytirési faktor és a centralis toltés fazisa egyetlen alapveté mennyi-
ség a L(H) fiiggvény segitségével fejezhets ki't. Konnyen belathaté, hogy ¥ (H) homogén ma-
sodfoki fiigvény'® azaz S(AH) = \2S(H) . Ebbél és az ivelemnégyzet szokasos (5.142) alakjabol
(7.28) masodik formulajanak kihasznalasaval kovetkezik, hogy a BPS fekete lyuk megoldas ese-
ményhorizontjanak teriilete

A= 4 lim r2e 2V = 4 lim r?Y(V/GNT/r +T') = 4rGy3(T) (7.37)
r— r—
Tehat a BPS fekete lyuk Bekenstein-Hawking entropiaja
A
= —— =712(T .
SBH 4GN ™ ( ) (7 38)

Természetesen (7.26) és (7.29) értelmében X(T') = |Z(T),|? s igy CY fekete lyukakra is a toroidalis
esetbdl mar jolismert (5.150) entropiaformulat kapjuk.

A most attekintett [BD11| formalizmus vilagosan kidomboritja a ¥ mennyiség és az Spy
entropia kézponti jelentGségét. Nevezetesen: amennyiben Sppy funkcionalis alakja ismert ak-
kor a ¥ argumentumdaban torténs I' — H elfolytatas segitségével a (7.34) és a (7.36) képletek
felhasznalaval a gytirési faktor a modulusok és a centralis toltés fazisanak explicit funkcionalis
alakjat a horizonton kivil is megkaphatjuk. Megjegyezziik, hogy a ¥ homogenitasat ismétel-
ten kihasznalva a modulusok és a centrélis toltés fazisanak r — 0 limeszben kapott horizonton
felvett értékeit a (7.34) és (7.36) képletekben torténs H +— I' helyettesitéssel kaphatjuk. Ez a

14Konnyen lathato, hogy ez igaz a modulustér K Kéhler potencialjara és igy a G 3 Kéhler metrikajara is.
BAgLS = 9CHAZ) = 2| HAZ4[? = 25.
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limesz az attraktor mechanizmus ideajanak megfelelgen fiiggetlen a modulusok r — oo limeszbeli
aszimptotikus értékeitsl.
A (7.28) egyenletbdl az r — 0 limeszben a

R(CXA)e =T4, C=2i*W, W=I4X, (7.39)

attraktor egyenletek CY esetre is érvényes explicit alakjat kapjuk!®. A x jelolés arra utal, hogy
az egyenlet baloldalan a C, és X2 mennyiségeknek a I' 4 toltésekkel kifejezett a horizonton felvett
attraktor értékei jelennek meg. Mivel az X 4 koordinatak a holomorf haromforma periodusai ezért
a fenti mennyiségek az (5.12) K&hler transzformaciok hatasara az (5.11) szabaly kovetkeztében
az alabbi modon transzformélédnak

Ke—K.—f—f, X2eelx2  c.—elc, (7.40)

ahol tekintettel arra, hogy most az attraktor pontban vagyunk az e/ egy nem zérus komplex
szam. Irjuk most a (7.31) kifejezés alapjan (7.23) felhasznalasaval a ¥(T') alapmennyiséget a
(1) = (MrAXal), = (5W]?), = i (e7*ICP?), (7.41)
alakba! Ez a formula invaridns a (7.40) K&hler transzformaciokra nézve. Megfelels mérték
valasztéssal elérhets, hogy C' =1 és ekkor
S(T) = Lo K = 3/ Q) AQ (7.42)
4 4 Jx
ahol Q) = C.«Qox. A (7.39) attraktor egyenlet alapjan ez a valasztas azt jelenti, hogy a CY
sokasag az attraktor mechanizmusnak készonhetSen az eseményhorizonton olyan specialis komp-
lex strukttraval rendelkezik melyre nézve a (csak konstans szorzé erejéig specifikalt) holomorf
haromforma altal definialt CY térfogat a fekete lyuk entropidval ardnyos. Tovabba (7.39) miatt,
ezen valasztas esetén a holomorf haromforma periodusainak valos része épp a toltéseket adja.

Jollehet CY sokaségokra Sppy egy univerzalis mennyiség, azonban funkcionalis alakjanak
explicit meghatarozasa meglehetésen bonyolult [Shm97]. Az STU modell fontos speciélis ese-
tében mint tudjuk Spp-ra a Cayley hiperdeterminanséaval kifejezett (5.171) alakot kapjuk. Ezt
felhasznéalva a modulusok radialis fliggésére a (7.34) formulabol visszakapjuk a mas modszerekkel
szamolt (5.185) formulat. A horizonton stabilizalt modulus és centralis toltés fazisanak értékeit
természetesen az ismerds (5.181) és (5.184) formulak szolgaltatjak.

Spy meghatarozasara léteznek mikroszkopikus modszerek is [AS96]. Ezek a makroszkopikus
[Shm97] modszerekkel egyiitt elvileg lehet6vé teszik hogy egy az eseményhorizonttal kapcsolatos
mennyiség elfolytatéasaval a teljes horizonton kiviili szupergravitaciés megoldast megkonstrual-
juk [BD11]. A kovetkezs fejezetben megmutatjuk, hogy Spu egy Osszefonddottsagi mértékkel
kapcsolatos funkcional kritikus pontjaval kapcsolatos.

7.4. Hitchin funkcional

7.4.1. A Hitchin invarians mint 6sszefon6dottsagi mérték [15]. Tekintsiink egy hat
dimenzioés zart iranyitott X sokasagot és egy valds P haromformat! Egy lokalis koordinatakor-
nyezetben irhato, hogy

1 . . .

P= gHIiQiS (z)dx™ Adx'? Ada' € NPT*X (7.43)
ahol P-t egy (3.63) alakt valds fermionikus allapot x lokalis koordinatakkal parametrizalt csa-
ladjanak is tekinthetjiik. A P haromformabol képezhetjik a (3.65) Kp mennyiséget mely a
(3.66) szabaly lokalis verzidja szerint transzformalodik. Tekintsiik a (3.67)-b6l mar jolismert

16 A w mennyiség a (4.53) alakban a Freudenthal rendszereknél mar felttint. Explicit alakjat a toroidalis
esetre lasd (5.54).
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D(P) = Tr K% /6 mennyiség esetiinkre vett altalanositasit. Ekkor a Vi[P] Hitchin funkcionalt
[Hit00] az alabbi képlettel definialjuk

Vi [P] = /X VID(P)|d° (7.44)

Figyeljiik meg, hogy a funkcionalt defini4lo mennyiség a (3.70) dsszefonddottsagi mérték négy-
zetgyokével kapcsolatos.

A D(P) # 0 tulajdonsaggal rendelkez P formakat a kovetkezskben nemdegenerdlt formak-
nak fogjuk hivni. Legyen z € X a sokasag egy tetszSleges pontja és V' a hatdimenzios érintStér
ebben a pontban. Ekkor a haromformak'” tere ebben a pontban a 20 dimenzios W = A3V* teér.
Tekintsiik a G = GL(V) = GL(6,R) csoport hatasat V-n. Ez a hatdas W-n a (3.64) SLOCC
hatas altal adott R abrazolast indukalja. Egy P € W haromformét az x pontban stabilnak neve-
ziink ha az a G csoport R abrézolas szerinti hatasara a Zariski topologidban vett sird pdlydjdhoz
tartozik. Altalaban a (G, W, R) harmast prehomogén vektortér-nek nevezziik ha a G-nek létezik
W-ben stirti palyaja. Egy P € A3T*X haromformat stabilnak neveziink ha a fenti tulajdonsag
X minten pontjara teljesiil. Mas szavakkal egy P-forma stabil ha P tetszéleges nyilt kornye-
zetében talalhatok vele G (SLOCC) ekvivalens formék. A prehomogén vektortereket Sato és
Kimura osztalyozta [SK77]. Az osztalyozasbdl kideriil, hogy a Hitchin funkcionallal kapcsolatos
W vektortér prehomogén amennyiben P nemdegenerdlt. A valds esetben két siird palyank van
aszerint, hogy D(P) pozitiv vagy negativ. A siird palyakkal kapcsolatos stabilitas kritériuma-
nak koszonhetéen a Hitchin funkcionél variaciés probléméja matematikai szempontbol értelmes
[Hit00, Hit03].

Idézziik most fel a (3.72) definiciot, és definidljuk a D(P) # 0 tulajdonsiggal rendelkezs
nemdegeneralt haromformakra a (3.76) P(P) duélis haromformét. Ez a dualas mint tudjuk
a (4.92) Freudenthal dualas specialis esetének tekinthetd és kielégiti a fontos (4.93) relaciokat.
Ekkor a Hitchin funkcional a (3.166) Osszefiiggés segitségével a

VulP] = %/X PAP (7.45)

alternativ alakba is irhato. A (3.91)-(3.92) dekompozici6 kapcsan targyaltak értelmében egy
nemdegeneralt P a P = (4 + Q_)/2 alakba irhato ahol az Q1 GHZ-komponensek teljesen
szepardlhaté haromformak és Q4 = P +iP. Mindezek ismeretében funkcionalunk 6j alakja

vhwpziéquQ_ (7.46)

Tekintsiik most azt a fontos specialis esetet amikor D(P) < 0. Ekkor amennyiben f = Q4
akkor (3.76) és (3.91) miatt Q_ = ﬁg tehat

Vi[P] = % /X AT, (7.47)

Varialjuk most a Vg [P] funkcionalt azon P haromformak szerint melyek egy rogzitett koho-
mologia osztalyba esnek. Legyen ez a rogzitett kohomologia osztaly a I' € [P] € H?*(X,R)
reprezentans osztalya. Ekkor a (3.109) formulat hasznalva ahol dT" = 0 és I' = dy kapjuk

6VH[F]:—/)(f‘Af‘:—/)(f‘Adgo (7.48)

ebbdl pedig 6V [F] =0 és 0X = 0 figyelembe vételével a Stokes tétel folyomanyaként kapjuk,

hogy
dl' =0 (7.49)

17yalés haromfermion allapotok hat egyrészecske allapottal.
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azaz a duélis forma is zart. Ebbdl kovetkezsen az Q) =T +iT komplex szeparalhato haromforma
is zart tehat Q) € H3(X,C).

Emlékeztetiink most arra, hogy a Kp mennyiség egy olyan tenzormezdt definial X-en mely
teljesiti a (3.99)-(3.100) feltételeket. Ez azt jelenti, hogy Kp az X sokasag egy majdnem komplex
struktirjat definialja. Megmutathato [Hit00], hogy a funkcional kritikus pontjaként kaphato
Kr majdnem komplex struktira integralhato s igy X egy (ezzel a komplex strukturaval ellatott)
komplex sokasag lesz, tovabba ), erre a komplex strukttrara nézve egy (3,0) tipust holomorf
haromforma tehat Q) € H*°(X,C).

Eredményiinket az alabbi modon foglalhatjuk 6ssze. Legyen X egy zart iranyithat6é sokasag
és P € H3(X,R) egy nemdegeneralt haromforma. Ekkor a (3.70) 6sszefonédottsagi mérték segit-
ségével definialt Vi [P] Hitchin funkcional D(P) < 0 tulajdonsaggal jellemzett [P] kohomologia
osztalybol vett T' € [P] kritikus pontja X-en egy komplex struktirat definial mellyel kapcsolatos
holomorf haromforma: € = T' + iI". Ezzel a holomorf haromformaval Vj a kritikus pontban a
(7.47) holomorf térfogat alakjaban irhato fel. A (3.70) sszefonodottsagi mértékkel kapcesolatos
Hitchin funkcional kritikus pontjai tehat a D(P) < 0 esetben seholsem eltiing holomorf harom-
formaval rendelkez6 X komplex sokasagok. Specidlisan: mivel egy Calabi-Yau sokasag egy olyan
Kahler sokasag melyre létezik egy seholsem elting holomorf hdromforma, ezért a CY sokasagok
komplex struktarai egy Osszefonodottsagi mértékkel kapcsolatos funkcionél kritikus pontjaival
kapcsolatosak. Figyeljiik meg azt is, hogy a fenti differencialtopoldgiai processzus az Gsszefono-
dottsag nyelvén annak felel meg, hogy kiindulunk egy P € H?(X,R) valds dsszefonddott'® alla-
potbol, és végiil a Vi [P] kritikus pontjaként egy komplex szepardlhats Q) = T + il e H*°(X,C)
allapotot kaptunk. Végezetiil: a Hichin funkcionalt a kritikus pontban kiértékelve a (7.47) holom-
orf térfogatot kapjuk. Ez azonban (7.42) alapjan alakilag éppen a fekete lyuk entropiaval (7.38)
modon kapcesolatos X(T') alapmennyiség. A most talalt megfelelés természetének tisztazasahoz a
kovetkezGkben megvizsgaljuk a Hitchin funkcional és a BPS attraktorok kozotti kapcsolatot.

7.5. BPS attraktorok mint kritikus pontok

Az el6z6 fejezet alapjan gyanitjuk, hogy az attraktor mechanizmus altal az eseményhori-
zonton modulus stabilizacidval elallo CY komplex strukttura ugyanaz mint a Hitchin funkcional
kritikus pontjaként el6allo komplex struktiara [RSACO05]. A (7.35) és (7.28) képletekbd] kivetke-
zik, hogy az attraktor mechanizmus (AM) eredményeképp el6allé komplex struktira modulusok

alakja

P (7.50)
M4 iag—q(or) '
ahol X(T') a (7.42) holomorf térfogat mely a p’,q; mennyiségek explicit fiiggvénye. Masrészt a
Hitchin funkcional (HF) kritikus pontjaibol kapott a szepardlhato Q) = X a; — Fy8f =T +il’

holomorf haromforma periddusai altal meghatarozott modulusok alakja

THE = % (7.51)
hiszen I = pla; — q;87 és I = plar — §rBt. Megfigyelésiink alapjan
Vi (T) = X(T) (7.52)
ahol a baloldalra (7.45) miatt igaz, hogy
2Vy(T) = (I,T) =T4T, (7.53)

18p(P) £ 0, D(P) <0
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mig a jobboldal homogenitasi tulajdonsagabol'®

ox(T)
_ DA
25(T) =T arA (7.54)
tehat mivel a szimplektikus forma nem degenerélt ebbdl kévetkezik, hogy
ox(I)
T
= 7.55
iz o0 (7.55)

azaz a két kiilonb6zé modon el6allé modulusok egyenlék: 7 = 74,,-

Az elmondottakat egy példan szemléltetjiik [15]. Nevezetesen: megvizsgaljuk, hogy a toro-
idalis kompaktifikacio kapcsan kapott eredményeink hogyan jelennek meg a Hichin funkcionélos
képben. Legyen X = T° és hasznaljuk a 5.3.3 fejezetben hasznalt formalizmust! Tekintsiik a
(5.70)-(5.74) formulékkal definidlt T' kohomologia osztalyat! Ebben az esetben dim A3T*X =
2h%1 + 2 = 20 ezért (7.19) értelmében I'-t fermionikus dsszefonodott allapotként is interpretal-
hatjuk. Ez azt jelenti, hogy a (p’, qr) toltéseket bijektiv modon megfeleltethetjiik a ik konstans
egyiitthatoknak?®. A bijekciénak koszénhetSen a p!, §; mennyiségeket a (4.83) és (4.85) képletek
és a (4.92) Freudenthal dudlt segitségével explicit modon felirhatjuk. Az explicit kapcsolathoz
most a

(n,y,%,8) = (0%, —P,—Q, q) (7.56)
megfeleltetést kell hasznalnunk ahol y, z, P, @ 3 x 3-as matrixok.

A (7.42) és (7.47) formulakban feltting megfelelen atskalazott Qy = CQy holomorf harom-
forma alakja

Qy =C (a0 + TP, + 78 48°* — (Det T)ﬁo) (7.57)
ahol most a h*! = 9 komplex modulust egy 3 x 3-as matrixba foglaltuk ssze?! Konnyen belat-
hato, hogy a fenti képlet a

2% = u® 4 7P (7.58)
komplex koordinata valasztassal a
Q) =CN =Cdz' Ndz? Adz® =T 4l (7.59)

alakba frhato. € tehat valoban egy szeparalhaté komplex (3,0) tipust haromforma alakjaba
irhat6, ugyanakkor X = T (7.58) komplex koordinatait is megadtuk. A 72 modulusok p?, q;
fiiggése még implicit, de a (7.51) képlet segitségével a modulusokra a
_ P+iP
PO + ip0
explicit 3 x 3-as matrix alak kaphat6. A Freudenthal dualt P és p° meghatarozasa és algebrai
manipuldciok utan kapjuk [9], hogy
1 . _
=3 [-@PQ+ e — (P.Q)) +ivV=D| (P +p'Q)~". (7.61)
ahol a képletben megjelend jelolések jelentését illetGen lasd a (4.38), (4.41), (4.35) illetve (4.85)
formulakat. Hangsilyozzuk, hogy ahhoz hogy a
79 = 2 — iy, Y7 >0, (7.62)
felirassal és (5.76) baloldalanak pozitivitasaval Gsszhangban legyiink a toltésekre a D(I') < 0
feltételen til megfelel6 kényszereket kell kikotniink??.

(7.60)

T

19L4sd a (15) labjegyzetet.

20L,45d a (5.73)-(5.74) megfeleltetést.

215 képlet az X0 = 1 mértékben értendd.

22],45d példaul a (5.183) formulat kovets fejtegetéseket.
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K mennyiségek explicit meghatarozasa és ¥(I") szamolasa

A (7.41) formuléban szerepls C és e~
utén kapjuk, hogy [9]
SBH = WE(F) = WVH(F) =T 7'D(F) (763)
ahol
D(T) = [p°q0 — (P, Q) — 4(P*, Q") — 4p°N(Q) — 490N (P), (7.64)
a szokasos Freudenthal-féle kvartikus invarians mely (3.70) szerint a harmas Osszefonas fermio-
nikus altalanositasaval kapcsolatos dsszefonodottsagi mérték [18].
Irjuk most fel -t a stabilizalt modulusokkal! Kapjuk

r::%(cgo4f€ﬁb):JZueKﬂgm)+fcfz)ueKﬂ§%) (7.65)

ahol most C-t a (7.39) alakban parametrizaltuk ahol Z = e*/2W = e!®Z. Ez a feliras a I’ Hodge
diagonalis bazisban torténd (5.53) kifejtésnek felel meg melyet |Z|?> = /=D miatt mint tudjuk
az aldbbi GHZ szerd alakba irhatunk

0

IT) = (=D)V* (e*[123) — ¢'*123)) , tmu1:§a (7.66)
Figyeljiik meg, hogy a megjelens e!® fazisfaktor szerkezete dsszhangban van a (7.36) és (7.52)
formulakkal.

A CY sokasagok komplex struktirdja tehat megkaphatd egy Osszefonodottsiagi mértékkel
kapcsolatos funkcional extremalizaciojaval. A CY sokasdgok azonban Kéhler sokasiagok is. Ha
feltessziik, hogy a kiindulési sokasag méar eleve egy komplex Kéhler sokasag w Kéhler forméval
akkor az Qf holomorf haromforméval kapcsolatos komplex strukturanak kompatibilisnek kell
lennie w-val. Mint azt a 3.2.4 fejezetb6l megtudhattuk ez a kompatibilitasi feltétel az w A Q[ =0
alakt. Azt is tudjuk, hogy X = T esetén ez a feltétel az (5.65) és (5.75) feltételek megjelenését
vonja maga utan. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt térusz most egy principalisan polarizilt torusz
lesz?®. Hogyan modosithatjuk a Hitchin funkcionalt ahhoz, hogy ezt az esetet is megkapjuk?
A megfelel6 modositast ugy kapjuk, hogy az eredeti Hitchin funkcionalban szereplé kvartikus
invarianst megszoritjuk a 4.1 tdblazat harmadik sordban szereplé Freudenthal rendszer kvartikus
invariansara. Ez a lépés a funkcional lokalis invarianciacsoportjat (SLOCC csoport) SL(6, R)-
r6l Sp(6,R)-re redukalja. Ezzel a lépéssel a funkcionél kellemes tulajdonsagai [Hit00, Hit01]
nem romlanak el tekintettel arra, hogy akéarcsak a Hitchin funkcionéllal kapcsolatos Freudenthal
rendszer ez az 0j rendszer is egy prehomogén vektorteret alkot [SK77, Cle03]. Ebben az esetben
a 7 komplex struktira modulusok szdma 6 melyet a 7 méatrix szimmetrikussaga foglal Gssze
(h?! = 6), a toltések szama pedig 2h*! +2 = 14. Az utébbi szdm (3.62) miatt pontosan a AJT* X
primitiv haromformak terének dimenzidja. Ebben az esetben a végeredményt [Moo98]| a (7.63)-
(7.66) formulak adjak ahol most a megfelelg formuldkban a P, @ szimmetrikus méatrixokat kell
hasznalni. Az eset geometriajat a 4.1 tablazat harmadik soranak megfelelg Freudenthal rendszer
foglalja Gssze.

Amennyiben X = T? x T? x T? az el6z6 bekezdés esetét tovabb specifikalhatjuk az STU mo-
dellre. Ekkor a funkcional lokalis invarianciacsoportja tovabb redukalodik SL(2,R) x SL(2,R) x
SL(2,R)-re. A komplex struktira modulusok szama 3 melyeket a 7 matrix harom diagonalis
eleme reprezental (h*! = 3), a toltések szama 2h*! + 2 = 8 melyeket szokas szerint egy harom-
qubit allapotban foglalhatunk &ssze. A végeredményt ismét a (7.63)-(7.66) formulak adjak ahol
most a megfelel§ formuldkban a P,Q diagonalis matrixokat kell hasznalni. Ellendrizhetd [15],
hogy a stabilizalt modulusokra a (7.61) képletbdl az (5.181), az entropiara az (5.171) illetve az
« fazisra az (5.184) formulékat kapjuk vissza. Az STU eset geometriajat a 4.1 tablazat masodik
soranak megfelel¢ Freudenthal rendszer foglalja Gssze.

23L4s5d a 3.fejezet 18. labjegyzetét.
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Amikor az X = T? xT? x T?-ben szerepls téruszokat nem tekintjiitk megkiilonbdztethetéknek
("diagonalis torusz"), a T3 modellt kapjuk. Funkciondlunk lokalis invarianciacsoportja ekkor
még tovabb redukalodik SL(2,R) x SL(2,R) x SL(2,R) csoport diagonalis hatasara. Ekkor
mér csak egyetlen komplex struktira modulusunk van (h?! = 1), a toltések szama 2h%! +2 =4
melyeket egy harom bozonikus-qubit allapotban foglalhatunk 6ssze. Ezt az esetet a 4.2 fejezetben
részletesen elemeztiik. A négy toltéssel paraméterezett kohomologia elem ezuttal a

I = pag +pla; +az +a3) — Q(ﬂl + B2 + 53) — qo°. (7.67)

alakot 6lti melyet a (4.3) bozonikus harom-qubit alakba irhatunk. A végeredményt ezuttal is a
(7.63)-(7.66) formulak megfelelsen modositott alakjai adjak. Példaul az entropia kifejezésében a
(4.5) formula jelenik meg mely a (4.9) kobos forma diszkrimindnsaval (4.7) kapcsolatos. Az T3
eset geometriajat a 4.1 tablazat elsé soranak megfelel6 Freudenthal rendszer foglalja Gssze.

7.6. Altalanositott Hitchin funkcional

7.6.1. Motivacio Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a Vi Hitchin funkcionél kritikus pont-
ban felvett értéke fontos fizikai interpretacioval rendelkezik. Nevezetesen a (7.63) Osszefiig-
gés szerint Vi ezen értéke az attraktor mechanizmus eredményeképpen el6allo szemiklasszikus
Bekenstein-Hawking entropiaval kapcsolatos. Figyeljiikk meg, hogy a Hitchin funkcionélos tar-
gyalas egybdl reprodukalja a joval bonyolultabb attraktoros analizis eseményhorizonton elGalld
eredményét. S6t a (7.35)-(7.36) képletek kovetkeztében a horizonton stabilizalt alapveté mennyi-
ségeket harmonikus fliggvények segitségével a horizonton kivilre is elfolytathatjuk. A Vy-n
alapulo targyalas kiilon pikantéridja, hogy az attraktoros eredmény az Osszefonodottsiagelmeé-
let nyelvén is megfogalmazhat6. Ez az eredmény egyfajta univerzalitast sejtet. Valoban ez az
eredmény azt sigallja, hogy a hurelméleti részletektdl teljesen fiiggetleniil bizonyos tipusu fekete
lyuk megoldasok horizonton el6alld viselkedése specialis stabil formakkal kapcsolatos funkcio-
nalok nyelvén is megfogalmazhato [RSACO05|. Mivel ezek a stabil formak valoszindsithet&en
prehomogén vektorterekkel, ezek pedig specialis 6sszefonodott rendszerekkel kapcsolatosak ezért
felmeriil az az izgalmas lehetGség, hogy a FLYQM megfelelést tovabb altaldnositsuk [15].

A Hitchin funkcional eddigi alkalmazasai a klasszikus megoldasokkal kapcsolatos kritikus
pontokkal voltak kapcsolatban. Ez az analizis csupan az entropia szemiklasszikus Bekenstein-
Hawking részét adta. Amennyiben azonban Vy-t egy funkcionalintegralban megjelend hatésként
interpretaljuk, felmeriil az a lehetéség is hogy az Sppy entropidhoz kvantumkorrekcidokat szamol-
junk. Tekintsiik az alabbi particios fiiggvényt [RSACO5]

Zu(y) = / ¢V (PHao) Dy, (7.68)
[P]=T"

ahol v most a T' kohomologia elem Poincaré duéltja. Erdekes modon ez a (7.68)-cal kapcsolatos
térelmélet ugyanazt a differencialtopologiai informaciét tartalmazza mint az eredetileg E. Wit-
ten &ltal joval régebben javasolt topologikus kombinalt B és B-tipust [Wit88b] hirelméletek®?.
Ezen megfigyelés eredményeképpen sziiletett meg az a sejtés miszerint a (7.68) particios fiiggvény
a kombinalt topologikus B és B-tipust modellek Wigner transzforméltja. A nyeregpont moéd-
szerrel konnyt leelendrizni, hogy a sejtés a klasszikus szinten igaz. A kombinalt B és B-tipusi
modellekre a particios fiiggvény egy hurok szinten vett alakja mar ismert volt [BCOV94|, a
Hitchin funkcionallal kapesolatos particios (7.68) fiiggvényre a szamitasokat egy hurok szinten

24Witten eredetileg ezt a topologikus térelméletet a szuperszimmetrikus CY kompaktifikaciok matematikai
szerkezetének megértésére kitalalt "jatékmodellként" javasolta. A modell alaposan tulnétt ezen a célon. A
topologikus hurokkal kapcsolatos Ooguri-Strominger-Vafa sejtés [OSV 04| szerint ugyanis a topologikus hurok
particios fiiggvénye és a kvantum korrekcidkat is figyelembe vevs fekete lyuk entrépia matematikailag preciz
moédon megfogalmazott kapcsolatban kell hogy alljanak.
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Pestun és Witten végezték el [PWO05]. A szamitasok alapjan a hurok korrekciok nem egyez-
tek. Azonban még ugyanebben a munkaban [PWO05] a szerz6k megmutattik, hogy amennyiben
(7.68)-ban a Vi Hitchin funkcional helyett a Vg Ggynevezett dltaldnositott Hitchin funkciondlt
hasznéljuk akkor az egy-hurok korrekciok megegyeznek.

Ebben a fejezetben megmutatjuk [15], hogy az altalanositott Hitchin funkcional a hat egy-
részecske allapotos fermionikus osszefonodottsag altalanositasa kapcsédn bevezetett (3.224) és
(3.228) Gsszefonodottsagi mértékekkel kapesolatos. Ezek a mértékek a kvaternios Jordan algeb-
rakkal kapcsolatos Freudenthal rendszerek (4.85) kvartikus invariansaval kapcsolatosak. Ez a
felismerés fejtegetéseinket a 4.1 tablazat negyedik sordban Gsszefoglalt Freudenthal rendszerek
geometridjaval és a topologikus hurokkal kapcsolja Gssze.

7.6.2. Altalanositott Calabi Yau sokasagok Az el6z6 fejezetekbd] kideriilt, hogy a CY
sokasagok két fontos struktirdval rendelkeznek: a komplex és a Kéahler struktiraval. Eddig a
komplex struktiraval és az ezzel kapcsolatos modulus térrel foglalkoztunk. Lattuk, hogy fizi-
kai szempontbdl ezt a strukturat a IIB hurelméletbe tudjuk a legtermészetesebben beagyazni.
Korabban azonban azt is emlitettiik, hogy az érem masik oldalaval foglalkozé Kéhler struktira
deformaciok természetes mozgéastere a ITA hurelmélet?®. Mivel a ITA és IIB hurelméleteket a
tiikorszimmetrianak nevezett dualitas koti 6ssze, ezért a korabbi eredményeinket kénnyen atkon-
vertalhatjuk a ITA kontextusba, feltéve ha a tiikorszimmetria hurelméletbdl ismert jelenségének
megtaldljuk a Hitchin funkcionédlok nyelvén megfogalmazott megfelelGjét.

Az ACY, altalanositott CY, sokasagok [Hit03] a komplex és a szimplektikus struktirak ma-
tematikajat egy a tiikkOrszimmetriat természetes modon implementalé formalizmus keretén beliil
kombinaljak. A tovabbiakban szamunkra az ACY-sokasagokat illetGen csak az dsszefonodottsag-
gal kapcsolatos vonatkozasok tisztazasahoz sziikséges minimaélis informacioéra lesz sziikségiink.

Legyen X egy zart iranyithaté N dimenzios sokasag. Tekintsiik a sokasag egy tetszGleges
x € X pontjaban az érints és koérints tereket. Ezek egy-egy N dimenzios valos V' és V* vektorte-
ret adnak. Képezziik a V = V @ V*vektorteret melyet a (3.171) kvadratikus formaval latunk el?S.
AV vektortérbdl kiindulva a 3.5 fejezetben megismert konstrukcioval bevezethetjiik a (3.204) és
(3.200) F = F* @ F_ Fock teret melynek elemei a ¢ (3.205) fermionikus &llapotok. Mint tudjuk
matematikai szempontbol ezek az allapotok spinorok (poliformak). Tovabba a szeparalhato fer-
mion allapotok matematikai reprezentansai a (3.209) alakban elgallithaté egyszertd, vagy tiszta
spinorok. Azok a fermionikus allapotok melyek nem allithatok eld ilyen alakban Gsszefonodottak.
Emlékeztetiink még arra is hogy a fermionikus Fock téren megadhato egy (3.212)-(3.213) alaku
Spin(2N) invarians (+|-) bilinearis forma.

Tekintsiik most az X sokasag érint6 és koérints nyalabjainak direkt Gsszegét: T & T™. Ez a
tér természetes modon el van latva a (3.5) kvadratikus formahoz asszocialt bilinearis formabol
szarmaztatott indefinit (N, N) szignaturaju metrikaval??. Tekintsiik a direkt dsszeg nyalab (T @
T*) ® C komplexifikaltjat! A fermionikus allapotok el6z6 bekezdésbeli lokalis konstrukciojat a
sokasagra vonatkoztatva a fermionikus allapotok altalanositasaként komplex értékid ® differencial
poliformakat kapunk

PeF(X)aC=AT @ (A2 e C (7.69)
ahol a fenti képlet azt jelenti, hogy a ® mennyiségek a jobboldali nyalab szelései. Nyilvan
F(X)@C = (FH(X)aF (X))®C azaz egy tetszbleges poliforma felbonthaté pozitiv és negativ
kiralitast poliformék Gsszegére. Egy @ differencial poliforma felirhato a (3.205) alakban ahol

25Emlekeztetiink arra, hogy egy Kéahler sokasag egy olyan szimplektikus sokasdgként is felfoghaté mely egy
a szimplektikus formaval kompatibilis integralhaté komplex struktaréaval is el van latva.

26A tovabbiakban a 3.5 fejezetben hasznalt altalanositott fermionrendszerek formalizmusat hasznaljuk azzal
a fontos kiilonbséggel, hogy most a hasznalt vektorterek egyenlére valésak nem pedig komplexek.

27Mivel a (3.5) kvadratikus forma métrixa (3.206) alaki ezért diagonalizdlas utan a pozitiv és negativ saj-
arértékek szama egyarant N.
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et « dx* és a kifejtési egyiitthatok most (I)Ef)m (x) alaki sima fiiggvények. Ebben a képben a
&1, @5 komplex differencial poliformakra (®1|P2) az X sokasagon egy komplex értékd fliggvény
lesz.

Altalanositott Calabi-Yau sokasagnak [Hit03] egy olyan sima N dimenzios sokasagot neve-
ziink melyre létezik egy olyan zart ¢ pozitiv vagy negativ kiralitast komplex differencial poliforma
mely szeparalhat6®® és melyre X minden pontjaban (®|®) # 0.

A CY sokasagok szamunkra igen fontos kisérétere a komplex struktirak modulustere volt.
Az ACY sokasagokra a megfelels tér az gynevezett altalanositott komplex struktirak (AKS)
modulustere. Egy AKS a (T @ T*) ® C nyalab olyan E izotrop?® résznyaldbja melyre E @ E =
(T ®T*) ® C és melynek a szelései zartak a

[A+mB+BhﬁABHJQﬁ—Qw—%ﬂd@ﬁ—dmw (7.70)

Courant zarojelre ahol A+a, B4+ € TOT™* és L4 az A vektormezs iranyaban vett Lie-derivalt.

Nyilvan egy seholsem eltting €2y holomorf m-forméaval ellatott X komplex N = 2m di-
menzios CY sokasag ACY sokasag is. Valoban, € szeparalhato és zart, tovabba (Qo|Q) =
(—=1)™(Q0, Qo) # 0. Masrészt ha X egy N = 2m dimenzids, w szimplektikus forméval ellatott
sokasig akkor ® = e € FT(X)® C egy zart poliforma hiszen az w zart. Toviabba mivel (3.209)
miatt ® a vikuum B-transzformaéltja ezért ® tiszta spinor tehat szeparalhato. Egy rovid szamolas
(3.212) felhasznaldsaval pedig azt mutatja, hogy (®|®) = (—2iw)™/m! # 0 tehét a szimplektikus
sokasigok is ACY sokasagok. A (3.207) alakt zart B két forma altal definialt transzforméaci-
ok Sping(2N) transzformaciok, és ezek (3.211) miatt Srzik a (-|-) bilinearis format. Ebbgl és
(3.209)-bsl fakadéan a AeP® = AeBH zart, szeparalhato poliforméval ellatott X sokasagok
is ACY-sokasagok. Ennek felhasznalasaval kénnyen konstrualhaté olyan példa melyre egy CY
és egy szimplektikus sokasag relevans ACY strukturai (poliformai) egymés B-transzformaltjai
[Hit03]. Ennck alapjan a szimplektikus és CY sokasagok az ACY sokasagok két szélséségesen
kiilénb6z6 eseteinek tekinthetsk. Megjegyezziik hogy egy AePp = AePH poliformaval ellatott
komplex ACY sokasag kohomologia osztalya a hirelméletben a (7.4) formula utéani bekezdésben
emlitett komplexifikalt Kihler osztallyal kapcsolatos. Erdemes felidézniink azt is, hogy a 3.5 feje-
zet alapjan a B-transzformélt a fermionikus 6sszefonddottsag kontextusban specialis Bogoliubov
transzformécioknak felel meg.

7.6.3. A kvaterniés Freudenthal rendszer és az altalanositott Hitchin funkcional
[15]. Az alabbiakban megadjuk az &ltalanositott Hitchin funkcional explicit alakjat. A tar-
gyalasunk mely a véleménylink szerint sokkal esztétikusabb Freudenthal rendszerek univerzélis
tulajdonsagain alapul itt eltér az irodalomban megszokott formalizmust6él [Hit03]. Ennek a
formalizmusnak az elnyeként a fermionikus Gsszefonodottsaggal kapcsolatos strukturak explicit
modon jelennek meg.

Legyen X most ismét egy hat dimenzi6s irdnyithat6 zart sima sokasag, és legyen ¢ € F(X)
egy valos pozitiv kiralitasa poliforma’! Az ilyen tulajdonsagi poliforméakat a (3.222)-szerti alak-
ba irhatjuk, ahol most a kifejtési egyiitthatokkal kapcsolatos mennyiségek sima modon fiiggenek
az X lokalis koordinataitél, tovabbé az e’* dualis bazisvektorok helyett a dz’* koordinatadiffe-
rencidlok értenddk. A ¢ poliforma pozitiv kiralitési, ezért a benne szerepld forméak: nulla, kettd,
négy és hat-formak a megfelel§ egyiitthatok pedig:

¢ < (n,y,,¢) (7.71)

28Emlskeztetiink arra, hogy ez a fogalom azt jelenti, hogy ¢ egy tiszta spinor, azaz a ¢ poliforma (3.208)
annihilator tere teljesen izotrép.

29Eyz azt jelenti hogy a nyaldb szelései (vektormezsi) izotrépok azaz fényszertiek az (N, N) szignatiraji
metrikara nézve.

307 negativ kiralitasa esetet késGbb targyaljuk.
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melyek 1+ 15+ 15 + 1 = 32 valos sima fiiggvény megadasat jelentik.

Nyilvan a 4. fejezet végén mondottak értelmében egy rogzitett © € X esetén a fenti adatok
megadasa ekvivalens a kvaterniés Jordan algebran alapul6 valos Freudenthal rendszer megadé-
séval, melyet (4.78) szerint az ott targyalt komplexifikalt Freudenthal rendszerbe bedgyazottnak
képzeliink el. A kvaterniés Freudenthal rendszer és a pozitiv kiralitasu poliforméak kozotti ezen
megfelelés értelmében funkcionalunk megkonstrualdsahoz a Freudenthal rendszerek univerzalis
tulajdonsagait hasznalhatjuk. Ezek koziil a legfontosabb tulajdonsag az, hogy a 4.1 tablazatban
szereplS Freudenthal rendszerek mindegyikére a (C* x G, W(J), R) harmas egy prehomogén vek-
torteret definial [Cle03]. Itt G a tablazatban szerepld szimmetriacsoport mig C* x G a SLOCC
csoport, W(J) a (4.78) alakban el6allo J Jordan algebran alapulo vektortér, és R pedig a fenti
vektortéren hato (4.61)-(4.63) abrazolas. A prehomogenitasbdl kévetkezden a komplex esetben
létezik egy D(p) # 0 tulajdonsiggal jellemzett stirtdi SLOCC palya. A valos esetben két ilyen
pélya létezik attol fiiggden, hogy D(yp) pozitiv vagy negativ. Ez a tulajdonsag lehet6vé teszi,
hogy olyan G invaridns funkcionalokat irjunk fel melyek kritikus pontjai a megfelel§ sokasagokon
speciélis geometriai struktirakat adnak (CY, szimplektikus, ACY stb.).

Hasznaljuk most a 4.1 tablazat 6todik soranak megfelel§ kvaternids esetben a 4.3.6. al-
fejezetben definialt fogalmakat és jeloléseket! Ekkor a Vg altalanositott Hitchin funkcionalt

Vanlel = | VD@IIa =5 [ (plotse = [ (elohacs (172

formula definialja ahol D(p) a (4.85) explicit képlettel adott és felhasznaltuk a (4.32), (4.82) és
(4.92) osszefiiggéseket.

A [Cle03] dolgozat 8.4.-es allitasa értelmében a 4.1 tablazat barmelyik Freudenthal rendsze-
rére igaz az, hogy a rendszer egy tetszéleges nemdegeneralt elemét egyértelmien felbonthatjuk
két olyan szeparédlhatd elem Osszegére melyek Freudenthal-féle szimplektikus szorzata nem zé-

us®!. Esetiinkben ez azt jelenti hogy tetszéleges komplex nemdegeneralt (D(¢) # 0) poliforma
felirhat6 a

p = %(% +o) (7.73)

alakban ahol ®4 szeparalhato poliformak és {®,,®_} # 0. Az is belathato [Hit03], hogy
&, = p +ip ahol a definiciokat illetGen lasd (4.92). Ekkor (7.46)-hez hasonloan
1@H::3/X¢A@,m%: (7.74)
4 J/x
Legyen most ¢ egy valos nemdegeneralt poliforma mely a D < 0 pélyahoz tartozik! Ekkor
ad®=d, és ® = &_ jeloléssel egy olyan komplex szeparalhaté poliformat kapunk melyre az
X minden pontjaban (®|®) # 0. Tovabba amennyiben ¢ eredetileg zart volt akkor a (7.48)-
(7.49)-ben vézolt bizonyitashoz hasonléan belathato, hogy az altalanositott Hitchin funkcional
kritikus pontjaira dp = 0 azaz a Freudenthal dudlt poliforma is zart. Ennek kovetkeztében a
komplex ® szeparalhato poliforma is zart lesz. Az X sokasigon megadott fermionikus 6sszefono-
dott rendszerekkel kapcsolatos Vg funkcional kritikus pontjai tehéat altalanositott Calabi-Yau
struktarak.

7.6.4. Fizikai interpretacio A IIB képben lattuk, hogy a CY sokasag valos zart T' harom-
forméja D3 membranok homologia ciklusokra torténd csavarodési szamait kodolta. A csavarodéasi
szamokat elektromos és magneses toltésekként interpretalhattuk. Mi a valos zart ¢ poliforma
fizikai jelentése? A 5.4.2 fejezetben Osszehasonlitottuk a ITA és IIB tipust hurelméleteket. Itt
lattuk, hogy az elméletek bozonikus szektoranak az a része mely fermionikus szabadségi fokokbol

31L4sd a (4.14)-(4.17) axiémakat.
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szarmazik antiszimmetrikus C), tenzortereket tartalmaz ahol a ITA esetben p paratlan a IIB eset-
ben paros. A IIB esetben példaul az (5.96) képlet masodik tagjabol lathat6an a C4 potencialhoz
természetesen csatolédé objektum egy D3 harom-bran. A ITA elmélet analizisével megmutat-
hato [JHSO7], hogy a valés ¢ poliforma (7.71) adataiban szerepls 1 + 15 + 15 + 1 felbontéas
D0 — D2 — D4 — D6 branok a ¢-hez Poincaré dualt megfelel§ dimenzios homoldgia ciklusokra
torténd csavarodasi szamaiként interpretalhato>2.
Valoban legyen az altaldnositott CY struktira az X sokasag szimplektikus strukturaja w
szimplektikus formaval. Ekkor
P =cv=1+iw— %wQ - %iw?’ (7.75)
és tekintsiik X péros dimenzids homologiajat: Hy = Hy @ Ho & Hy @ Hg | Ekkor egy rogzitett
csavarodasi konfiguraciot leir6 homologia elem Poincaré dualtja a ¢ € HY = H' @ H> ¢ H* ®
H® poliforma. (7.7)-hez hasonléan az &ltalanositott komplex strukttrdk modulusterének lokalis

koordinatéai
1 1
X0 =1, sz—fﬂ/w{ iji/ w, ﬁ}:—f/)WZ (7.76)
6 Jx Al 2 /B,

ahol 1, A%, B,, X a homologia zérus, kettd, négy és hat dimenzids bazis ciklusai.

Megmutathato [Pes06], hogy a Hitchin funkcionalnal részletesen targyalt komplex struktiura
modulus stabilizicié és az altalanositott Hitchin funkcionalnal el6allo altalanositott komplex
struktura modulusok stabilizédciojanak mechanizmusa teljesen analég. Egy "szemléletes" fizikai
realizaciora a legegyszertibb lehetdség most a ITA elmélet T-ra torténd kompaktifikaciojaval
kapcsolatos BPS fekete lyuk megoldasok és a megfelel§ attraktorok vizsgalata.

A TTA modell kompaktifikicioja N = 8 effektiv szupergravitdciora vezet melynek ismét az
N = 2 csonkitasat kell vizsgalni. Ez azt jelenti, hogy az N = 8 modellnek csak azokat az N = 2
vektormultiplettjeit tartjuk meg melyekkel kapcsolatos skalartereket az X = T altalanositott
komplex struktiira modulusaival azonosithatjuk [Pes06]. A torusz paros Hodge szémai

h0,0 _ h3,3 _ 1’ h2,0 _ h072 _ h3,1 _ h1,3 _ 3’ hl,l _ h2,2 =9 (777)

A paros kiralitasa ¢ poliforma 32 bazisvektora és a fenti Hodge szdmokkal jellemzett paros
kohomologia bazisvektorai k6zott most egy bijekcié van. Valoban ha a (4.18) kifejtésben szerepld
p,i = 1,...6 operatorokat a (p',p?,p3,pt, p%, p3) alakba ifrjuk akkor a p® < dz?, p* < dz®
megfeleltetéssel ahol a = 1,2, 3 a bijekcio nyilvanvalo. A (7.76) koordinatdkra most I = 1,2,...15
melyek egy antiszimmetrikus 6 x 6-os X* métrixba is elrendezhetSk és az w helyett most a
komplexifikalt w + ¢B Kéhler format kell venniink. Megmutathaté, hogy a (7.15) prepotenciél
ebben az esetben az
Pf(X)
X0
alakot 6lti ahol Pf(X) a (3.224) kapcsan mar ismerds, X% matrix Pfaffian-ja.
Tekintsiik most a valds ¢ poliformét ahol a csavarodasi szamok és a Freudenthal paraméterek
kozotti kapesolatot ismét a (7.56) alakban definialjuk, de most a megfeleld matrixok (P, Q,y,x)
antiszimmetrikus 6 x 6-os matrixok. Hasznaljuk most a komplex szeparalhaté ® poliforma ki-
fejtésére a (7.57) alakot ahol: a megfelel matrixok ismét 6 x 6-osak, a 7% matrix most az X%
matrixnak felel meg az X% = 1 mértékben, a fennmaradé mennyiségeket pedig a (4.43)-(4.44)
szotarnak megfelelGen atirjuk. Ekkor a Vg funkcional kritikus pontjanak megfelels stabilizalt
altalanositott komplex strukttira modulusokra a (7.60) képletet kapjuk ahol értelemszertien ismét
6 x 6-os matrixokat kell hasznalni, és a Freudenthal dualt kifejezéseket a (4.83) és (4.92) moédon

Fo_ (7.78)

327 (7.71)-ben szerepls 32 kifejtési egyiitthato és a fliggetlen Poincaré dualt homolégiaciklusok osztéalyai ko-
zOtt természetesen altaldban nincs bijektiv kapcsolat. A szituacio teljesen analog a (7.19) kapcsan elmondottakkal.
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kell szamolni. Megismételve a Vy esetére mar megismert lépéseket a BPS fekete lyuk megoldas
entropiajara kapjuk, hogy

SBH :WVGH(¢) = T/ —D((p) (779)
ahol D(yp) toltésekkel kifejezett alakjahoz hasznalnunk kell a (4.85) formulat és a (7.56) megfe-
leltetést. Ez az eredmeény [15] azt mutatja, hogy az altalanositott komplex struktira stabilizécio
eredményeképp kapott entropia éppen a fermionikus rendiszereknél megismert (3.224) Gsszefo-
nodottsagi mérték.

7.6.5. ITA-IIB dualitas Az altaldnositott Hitchin funkcionallal kapcsolatas fizikat ezidaig
pozitiv kiralitdsa ¢ poliformak esetén vizsgaltuk. A negativ kiralitasu eset azonban természete-
sebbnek ttinik, hiszen ebben az esetben v € H' ® H® @ H® s igy a IIB képbdl mar jol ismert
D3 branos formalizmust kell visszakapnunk. Ebben a képben a harom fermion és harom-qubit
allapotokkal kapcsolatos strukturak is jobban latszanak.

Tekintsiink tehat egy (3.226) alaki zart 1) poliformét ahol az e®* duélis bazisvektorok helyett
ismét dx’* koordinitadifferencialokat és x € X lokalis koordinataktol fiiggs kifejtési egyiitthato-
kat hasznalunk. A (3.226) kifejtésbdl lathatoan a poliformat jellemzs adatok

(ui,Pijk,wi) (780)

ahol u és v hat komponenst vektorterek P pedig a haromfermionos esetbdl ismert 20 komponensti
tenzortér. az altalanositott Hitchin funkcional most a

Vonlel = [ VD@ (7.81)

alakt ahol D(¢) a (3.228) jobb oldalan allo kifejezés. Rogzitett © € X esetén ez a kifejezés a
paratlan fermionszamu hat egyrészecske allapotos rendszerek 6sszefonddottsagi mértéke.

Lathato, hogy amennyiben a rogzitett fermionszamu (v, P,u) = (0, P,0) esetre korlatozzuk
figyelmiinket akkor Vgy a Vg Hitchin funkcionélt adja vissza. A Hitchin funkcionéllal kapcso-
latban lattuk, hogy az integralhaté6 majdnem komplex struktirat a Kp matrix adja. A (3.227)
képletbs]l most azt is latjuk, hogy az altalanositott komplex struktirat a Ky 12 x 12-es mat-
rix (momentum leképezés matrixa) adja. Ennek a strukturanak a polarizaltja a Freudenthal
rendszereknél megismert Ky, ., leképezést adja, mely a (4.29) és az altalanosabb (4.31) formu-
lakon keresztiil a Freudenthal-féle harmas szorzast definialja. A (3.227) formulabol az is lathato,
hogy az altalanositott majdnem komplex struktura, hogyan foglalja magaba a majdnem komp-
lex struktarat. A Vgglt] alak varidlasa és alternativ alakjainak felirasahoz célszertd az alabbi
szotarat hasznéalni

(.9, 2,8) ¢ (u, P,v) (7.82)
ahol a bijekcio explicit alakja [11]
0 us —U2 Plﬁ Plﬁ Plﬁ
—Uus 0 Uy PQﬁ PQﬁ PQE
.. U9 —U1 0 P3ﬁ P3ﬁ Pgﬁ
i S I - 7.83
~Pyg —Pgg —Pgg 0 00— § = P (7.83)
_Plﬁ —PQﬁ —Pgﬁ —UE 07 ’U1
_Plﬁ —P2ﬁ —P3ﬁ W2 —’U1 0
0 —vs vz Py —Prs —Psy
U3 0 —v1 —Ppg —Py3 —Piy
yij = —U2 U1 0 —Pry —Pyy —Psp N = —Pjo3. (7.84)

Prys Prgyi Prp 0 —uz  uz |’
Psos P33 P59 Uz 0 —ut
Psys  Py3y Py —ug Gy 0
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Vegyiik észre, hogy a fenti bijekciot a
gi=0"+ni,  gun=pP —h, i=12...6 (7.85)
operatorok segitségével az elegans
o) = §19203]) (7.86)
alakba frhatjuk ahol most a poliformas alak helyett a (4.18)-ban felirt fermionikus &llapotos
alakot hasznaltuk. Figyeljiik meg, hogy a 12 §; operator koziil itt csak harmat hasznaltunk. A
tobbiekre teljesiil, hogy

J - 0ij .
{gIagJ}:2n1J17 771]:<0] _5)7 I,le,...,12, Z,jzl,...,6. (787)
ij

Altalanosan a §; , I = 1,2,..., N operatorok matrix reprezentansai a fizikiban hasznalatos
gamma matrixoknak felelnek meg (N, N) szignaturaja téridében. Emlékeztetiink arra is, hogy a

g = [, 9l (s, 5]+ [y 5™ = (= D)N V2019595 gy (7.88)
helicitas operatorra §2 = 1. Az operator sajatértékei adjak a fermionikus allapotok kiralitasat.
A fenti szotar segitségével azonnal latszik, hogy a Vg [i] funkcional matematikai szerkezete
és varidlasa a szokasos a Freudenthal rendszereknél megismert (7.72)-(7.74) formulakat és a mar
megismert eredményeket adja.
Diszkutaljuk most a (7.86) leképezés fizikai jelentését az X = T toroidalis esetben! Elgszor
is hasonlitsuk ssze a T® (7.77)-bol ismert paros kohomologidval kapcsolatos Hodge szdmait a

h3,0 — hO,S — 1, hl,O — hO,l —_ h3,2 _ h2’3 — 3, h2,1 — h1,2 =9 (789)

paratlan kohomologidval kapcsolatos Hodge szdmokkal. Lathatoan a két esetbdl 6sszekombinalt
Hodge gyémant az tgynevezett tiikorszimmetriat illusztralando, szép szimmetrikus szerkezet.
Mivel a kohomologia a toroidalis esetben Gsszefonodottsaggal kapcsolatos jelentéssel is rendelkezik
felmeriil a kérdés, hogyan jelenik meg a tiikorszimmetria a fermionrendszerek szerkezetében?

Ehhez elgszor fel kell idézniink a qubitrendszerek beagyazasaval kapcsolatos 3.2.3 fejezet vé-
gén targyalt ismereteinket. A hat egyrészecske allapot (1,2,3,1,2,3) modon torténd indexelése
egy betdltési szamokkal kapesolatos a C® ~ C3 ® C? izomorfizmuson alapul képet sugall. Ebben
a képben az els6 faktor harom racspontot, T2-t stb. a masodik faktor két lehetséges spinbeallast,
homologia bézis elemet stb. jelent. Ekkor a 1)-vel kapcsolatos leirasmod olyan beagyazott (3.247)
alakt 3-qubit rendszert tartalmaz melynek 8 bazisvektorat egyszeresen betoltott allapotok repre-
zentéaljak. A p-vel kapcsolatos leirasmod pedig olyan beagyazott (3.246) alaka 3-qubit rendszert
ir le melynek 8 bazisvektorat kétszeresen betoltott allapotok reprezentéljak. Konnyen ellendriz-
hetd, hogy a (7.86) leképezés lesziikitése a (3.247) allapotra a (3.246) allapotot adja. Ennek a
leképezésnek a lesziikitése tehat az egyszeres és a kétszeres betoltéseken alapuld reprezentaciok
kozott kozlekedik. Ezek a 3-qubit alterek azonban a Spin(12) csoport teljes 32 dimenzids Fy
abrazolasi tereinek csak egy részét adjak. Megmutathaté [5, 11, DF0O7b], hogy a fenti abrazolasi
terek hat qubitbol (A, B,C, D, E, F) kikevert 3-qubit alterek dsszegére bonthatok

F = (Vacr ®Vape ®Vece © Vepr) ® (Vace © Vapr © Veor © VepE) (7.90)

ahol az els§ felbontas F,-ra a masodik F_-ra vonatkozik®>. Az egyszeres (Vacg) és a kétsze-
res (Vppr) betdltéseken alapulo terek mellett a fennmaradé 3-qubit alterek vegyes betoltése-
ket tartalmaznak. Reprezentacidelméleti szempontbol a fenti dekompozicio a Spin(12) csoport
SL(2)a x SL(2)g x SL(2)c x SL(2)p x SL(2)g x SL(2)F részcsoport szerinti

320 5 (2,1,2,1,1,2) @ (2,1,1,2,2,1) & (1,2,2,1,2,1) & (1,2,1,2,1,2). (7.91)

33V40oF = Va4 ® Vo ® Vi stb. ahol a Vi, Vg, ... terek C2-k.
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dekompoziciojaval kapesolatos®®. A 3-qubit SLOCC transzformaciok a fermionallapotok egysze-
res és kétszeres betoltést alterein az 3.5.7 fejezetben targyalt moédon hatnak. A vegyes betolté-
sekkel kapcsolatos 3-qubit SLOCC csoportok hatasat illetGen lasd a szerzd és Fréderic Holweck
dolgozatét [11].

A fenti 6sszefonddottsag elméleti megfigyelésekbdl kivetkezik, hogy az altalanositott Hitchin
funkcionalos formalizmus négy STU rész-szektort rejt magaba. Ez a hirelméleti formalizmusban
az aldbbi modon jelenik meg. Toroidalis kompaktifikacio esetén a ITA hurelmélet NV = 8 effektiv
szupergravitaciora vezet Er 7y U-dualitési szimmetridval. Ennek az elméletnek konzisztens cson-
kitasa az S és T-dualitasokat leiro SL(2,R) x SO(6,6) dualitasi szimmetriaval rendelkez6 N = 4
szupergravitacio. Az elmélet tovabbi csonkitasat kapjuk, ha az SO(6,6) T-dualitasi csoportot
kiredukaljuk a SL(2,R)*® csoport szerint. A redukcié eredménye pontosan a (7.90) elsé ténye-
zGjére vezet. Ez négy darab STU-szektort szolgaltat, melyek négy konzisztens N = 2 szuperg-
ravitacios modellt ad. Lathatéan a csonkitasok geometriajat a fermionikus Gsszefonddottsaggal
kapcsolatos strukturak segitségével elegans médon megérthetjiik. A tiikkorszimmetrian jelenségé-
vel Gsszhangban a relevans fizikai tereket a IIB képbe transzformalhatjuk ahol ismét négy STU
szektort talalunk.

7.7. Specialis holonémiaja sokasagok és hét modusa fermionrendszerek

Legyen most M egy hétdimenzios valés irdanyithaté sokasag. Tekintsiink a sokasagon egy
valos nemdegeneralt P haromformat! Ez azt jelenti, hogy a sokasidg minden pontjaban a (3.119)
modon definialt J(P) invarians nem zérus. Ez azt jelenti, hogy a sokasag ezen pontjihoz asszo-
cialt fermionikus allapot vagy (3.147) vagy (3.149) tipust GHZ-szer( Osszefonéssal rendelkezik.
A P format a (3.117) alakba is irhatjuk. Innen lathato, hogy a P megadésa ekvivalens a (P, w)
par megadéasaval. A hét egyrészecske allapottal rendelkez6 haromfermion rendszerek kapcsan
hasznalt (3.112), (3.127) és (3.154) kovaridnsok felhasznalasaval defnidlhatjuk a szimmetrikus
7 x T-es gry metrikus tenzort. Ennek a procedirénak az eredményeképp egy nemdegeneralt
(6sszefonodott) P haromforma segitségével M-en egy gp Riemann metrikat definidltunk. Kér-
dés, az ilyen eljarassal elGallitott metrikakkal ellatott hétdimenziés sokasagoknak milyen speciélis
tulajdonsaga van?

Tekintsiik a

VenlP)= [ JVP)ia = [ \Detgpda (7.92)

funkcionalt [Hit00]! A masodik egyenlGség mely a (3.128) Gsszefiiggésen alapul azt mutatja,
hogy a funkcionél a gp metrikara vett térfogat. A (3.164)-(3.165) osszefiiggések felhasznalasaval
a funkcional a
VsulPl= = | PAsP (7.93)
7 Jm

alternativ alakba is irhat6, ahol a *x Hodge féle csillag operaciot a gyy metrika definidlja, *xP
explicit kifejezését illetGen pedig lasd a (3.157) képletet.

A (3.134)-(3.135) egyenletek kapeséan tisztéztuk, hogy a (GL(7,C), A3C7,R) harmas ahol R
a szokasos SLOCC hatassal kapcsolatos abrazolés, a prehomogén vektorterek egy ujabb példajat
szolgaltatja és a stird palya reprezenténsat (3.132) adja. Az valos esetben két inekvivalens stri
palya van melyek reprezentansai (3.147) és (3.149). Hitchint kévetve az (3.147) allapot palyajat
pozitivnak fogjuk nevezni. Ennek kovetkeztében amennyiben P egy zart nemdegeneralt valos
palyahoz tartozé harom-forma akkor a Vsg[P] funkcional rogzitett kohomolégia osztalyba ess
kritikus pontjaira: d * P = 0. Pozitiv nemdegeneralt zart P formak esetén ebbdl kovetkezik
[Hit00], hogy a funkcionalunk kritikus pontjai speciélis a G2 holonémiaja gp metrikak.

345 32 4brazolas dekompozicidja (7.90) elsS tényez§jébsl értelemszertien adodik.
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Ezeket a speciélis holonémiéju sokasagokat a 11 dimenziés M-elmélet négy dimenziéra torté-
n6 kompaktifikdcidja soran hasznaljak abbol a célbol, hogy a részecskefizika standard modelljének
megfelels fenomenologiat kapjanak [JHS07]. A Calabi-Yau sokasagokkal kapcsolatos topologi-
M-elméletek is konstrualhatok [RSACO05|. A topologikus M-elmélet klasszikus effektiv leirasa
a Vspy funkcional segitségével torténik. Megjegyezziik, hogy amennyiben az w A P = 0 feltétel
teljesiil akkor a Vgp funkcional alakja (3.125) kovetkeztében egy faktorizalt alakra egyszertiso-
dik. Ebben az egyik invaridns egy hat dimenziés részsokasag szimplektikus a masik a komplex
strukturajaval kapcsolatos. A két struktiura a topologikus M-elméletben nemperturbativ médon
csatolodik. Ezen strukturak csatolodéasat egy olyan (7.68)-hoz hasonlé funkciondl integral irja le
melyben Vi-helyett Vs szerepel. Az igy definialt topologikus M-elmélet egy hurok korrekcioi-
nak szdmolasat a [dBAMESS08] dolgozatban végezték el.

Latjuk tehat, hogy akéarcsak a Hichin funkcionalok esetén ebben az esetben is egy sokasag
pontjaival parametrizalt dsszefonodott fermionikus allapotok egyértelmien meghatarozott 6ssze-
fon6dottsagi mértékei olyan funkcionédlokat adnak melyek kritikus pontjai a sokasig speciélis
geometriai struktarai. A jelen esetben hét dimenzios sokasdg pontjaival parametrizalt (3.133)
tulajdonsaggal rendelkezd haromfermion allapotok az oktoniok automorfizmus csoportjaval kap-
csolatos specialis holon6miajiu Riemann metrikdkat indukalnak. A specialis holonémia struktara
bizonyos értelemben Gsszefonja (lasd (3.117) ) az el6z6 fejezetekben megismert szimplektikus és
komplex strukturakat.

7.8. Osszefoglalas

Az X sokasagra torténd harelméleti kompaktifikiciok sordn megjelend effektiv elméletek fe-
kete lyuk megoldasai olyan entropiaformuldkat szolgaltatnak melyek Freudenthal rendszerekkel
kapcsolatos 6sszefonddottsagi mértékeken alapulnak. A fekete lyuk megoldasok horizonton elgallo
geometridja az X altalanositott komplex strukturainak geometriajaval kapcsolatos. A IIB képben
ezek a strukturak X térfogatorzé a ITA képben pedig a térfogatot megvaltoztaté deformacioival
kapcsolatosak (komplex illetve Kéhler strukturak). Ezeknek a strukturaknak a viselkedését Hit-
chin funkcionélok irjak le. Ezen funkcionalokkal kapcsolatos struktirak kritikus pontban felvett
értékei a szemiklasszikus fekete lyuk entropiat szolgaltatjak. Egy Hitchin funkcionalokon alapulé
funkcionalintegralasos targyalasban lehetdséglink van arra is, hogy a szemiklasszikus entropiahoz
kvantumkorrekcidkat szamoljunk.
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8. FEJEZET

FE; és hét-qubit harom részrendszeres osszefonédottsaga

8.1. Motivacio

A hatdimenziés X sokasagokkal kapcsolatos Hitchin funkcionélok mindegyike a 4.1 tablazat-
ban szerepld valamelyik Freudenthal rendszerrel kapcsolatos. Ezek a funkcionélok a Freudenthal
rendszerek kvartikus invaridnsanak négyzetgyokeként allnak el6 (Hitchin invarians), s a veliik
kapcsolatos variaciés probléma matematikai konzisztenciajat az garantélja, hogy ezen rendsze-
rek mindegyike egy prehomogén vektorteret alkot s igy a megfelel6 SLOCC hatasra nézve léteznek
stird palyaik.

A fenti Hitchin funkcionalok alapjiul szolgalé Freudenthal rendszerek klasszikus mechanikai
rendszerek. Valéban, mindegyik rendszer el van latva egy szimplektikus forméval, egy kitiinte-
tett megfigyelhetd mennyiséggel (Hamilton fiiggvény) mely a Hitchin invarianssal, egy Hamiltoni
vektormezével mely a (4.92) Freudenthal dualttal, és egy momentum leképezéssel (KC,,) mely az
altalanositott majdnem komplex strukturaval kapcsolatos. Ezt a klasszikus mechanikai strukta-
rat a 4.1 tablazat negyedik soraban megjelend Freudenthal rendszerre a (3.105)-(3.109) egyenletek
illusztraljak.

A funkcionalok kritikus pontjai integralhato altalanositott komplex stuktirakat adnak. Ha
ezeket a funkciondlokat a hurelméleti fekete lyuk megoldésok kontextusaban tekintjik és a kri-
tikus pontban kiértékeljiik akkor a (7.79) képlet alapjan a szemiklasszikus fekete lyuk entropiat
kapjuk. A specialis toroidalis esetben a Freudenthal vektortér kbzvetlen 6sszefonddottsagelméleti
interpretacioval rendelkezik. A FLYQM kontextusédban az X = (T2 x T? x T?) giag, T x T? x T?,
TS impts Toomplexs Toen kompes €Setek a harom bozonikus qubit, harom qubit, harom szimplektikus
fermion hat médus, harom fermion hat médus, paros vagy paratlan szamua fermion hat moédus
esetének felelnek meg. Ekkor a fekete lyuk entropia 4,8,14,20,32 valoés amplitado (toltések)
segitségével felirt allapotok Gsszefonodottsagi mértéke.

A 4.1 tablazat utolso soraban szerepls oktonios Jordan algebrékon alapul6é Freudenthal rend-
szer is egy prehomogén vektorteret alkot ezt az esetet azonban az 6sszefonodottséggal kapcsolatos
szép képbe még nem sikeriilt beilleszteniink. Formalisan hasznalhatjuk a fenti strukturakat egy
funkcional felirdsara, melynek variacios feladata ismét értelmes. A megfelel6 funkcional kritikus
pontjainak vizsgélata az altalanositott komplex strukturak elméletének tovabbi altalanositasara
vezet. Ezt a hurelméleti irodalomban &ltalanositott kivételes geometrianak nevezik! mely ak-
tiv kutatasi teriilet [Hul07, GLSWO09, GO11]. Ebben az utolso fejezetben az altalanositott
kivételes geometriaval valo kapcsolat targyalasatol eltekintiink. Célunk csupén az alapvetd hurel-
méleti kapcsolodasi pontok és a funkcional alapjaul szolgald kvartikus invarians 6sszefonédottsig
elméleti szerkezetének vizsgalata.

8.2. Az FE; szimmetrikus entrépia formula
A korabbi vizsgalatainkbol tudjuk, hogy a ITA elmélet T5-ra térténd kompakitifikicioja soran
az N = 8 szupergravitaciot [CJ79, CJ78] kapjuk. Ennek az elméletnek is lehet tekinteni az
LA "kivételes" sz6 mint latni fogjuk az E7 kivételes Lie csoporttal kapcsolatos.

187
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extremalis gémbszimmetrikus fekete lyuk megoldéasait melyeket 28 elektromos és 28 mégneses
toltéssel jelemezhetiink. Az E7r invariancidval® rendelkezd entrépiaformula [CJ79, KK96]

S = 7+/|J4 (8.1)

ahol
1

Jy = —Tr(xy)* + 1 (Tray)® — 4 (Pfz+Pfy) (8.2)

és x,y 8 x 8-as antiszimmetrikus matrixok melyek a 28 elektromos és a 28 magneses toltést
tartalmazzak. A Jy Cartan invarians egy alternativ (Cremmer-Julia) alakja

_ 1 _ _
Jy=Tr(2Z)* - 1 (Tr ZZ)? +4(PfZ +PfZ) (8.3)
ahol a feliilhuzéas komplex konjugélast jelent
1
PfZ = meABCDEFGHZABZCDZEFZGH (8.4)

és a komplex 8 x 8-as Z matrix az N = 8 centrélis toltés matrix. A J, invaridns két alakja kozott
a
Zap = ——= " +iyr)T" 8.5
AB 4\@( yr) (") aB (8.5)
relaci6 teremt kapcsolatot. Itt 6sszegzés csak az I < J esetben értends, és (I''7)ap az SO(8)
algebra algebra generédtorai I,J = 0,1,...,7 vektor és A,B = 0,1,...,7 spinor indexekkel.
Az SO(8) trialitas miatt a vektor és spinor indexek kozotti konverzio segitségével a fenti relacio
invertalhat6. Az entropiaformula Cartan-féle alakja azonnal lathato SO(8) a Cremmer-Julia alak
pedig SU(8) szimmetridval rendelkezik, az azonban nem trivialis, hogy a tagok (8.2) illetve (8.3)
kombinéci6ja a bévebb az N = 8 szupergraviticiot jellemzé Er(7) szimmetridval is rendelkezik.
Legyen

2% +iyor = —7 — iy, 2+ iyss = 1 + it (8.6)
.%'26 + iygﬁ = 1#2 + i’(/JgH 3357 + iy57 = '(/}4 + 7;1/)3 (8'7)
és az x, y fennmaradd komponensei zérusok. Ekkor révid szamolas mutatja, hogy Jy = —D(3))

ahol D(v) a (2.92)-bél ismerSs Cayley hiperdeterminans®. Ez az eredmény [KLO06| azt mutatja,
hogy valosziniileg az N = 2 STU modell 8 toltéses esete az N = 8 modell 56 toltéses esetének
konzisztens csonkitésa altal kaphato.

Figyeljiik meg azt is, hogy ezt az eredményt azonnal igazolhatjuk amennyiben megfigyeljiik
hogy az 56 toltéses eset természetes modon beagyazhato [BDD109c¢| a 4.1 tablazat utolsé soré-
nak megfelel Freudenthal rendszerbe amennyiben az ott szerepl6 komplexifikalt oktonios Jordan
algebraba a valos oktoniok tgynevezett split valtozatat agyazzuk be®. A (8.2) E7(7y invarians
ebben a képben épp a (4.85) E;(C) invaridns split oktoniokra torténd lesztkitésének negativja.
Mivel ebbe a Freudenthal rendszerbe a harom-qubit Freudenthal rendszere természetes médon
bedgyazodik ezért a fenti eredmény azonnal adodik. Felmeriil a kérdés: megérthetG-e ez az 56
toltéses Freudenthal rendszer mint egy speciélis 6sszefondédottsaggal rendelkezé qubit-rendszer?

2A nemkompakt E7(7) csoport Lie-algebrajanak 133 a maximalis kompakt alcsoportnak megfeleld SU(8)
algebrajanak 63 generatora van. A fennmaradé nemkompakt generatorok szdma tehat 70. A nemkompakt mi-
nusz kompakt generatorok szama 7. Ez magyarazza az Eq(7) jelolést. Az Ey7(7y csoport a komplex E7 csoport
nemkompakt valds alakja.

3(8.6) decimalis indexekeit a (2.92) binaris indexeivé kell konvertalni.

4A split kompozicios algebrakat illetGen lasd 2.fejezet a 6. labjegyzet.
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8.3. Az okt6énios Freudenthal rendszer ciklikus realizacioja

Az E; csoport fundamentélis dbrazolasa 56 dimenzios. Tekintettel azonban arra, hogy 56
nem 4ll el§ 2 hatvanyaként ezért az oktonios Freudenthal rendszert qubit allapotterek (C?) ten-
zorszorzataként biztos nem tudjuk elallitani. Azonban mivel 8 x 7 = 56 ezért elképzelhetd,
hogy az 56 dimenzi6s abrazolasi teret hét darab 8 dimenziés harom-qubit altér direkt Osszege-
ként mar fel tudjuk épiteni. Tovabba, mivel E; rangja hét és az egy rangi SL(2,C) SLOCC
részcsoport hét kopidja bedgyazhatéo ebbe a csoportba ezért azt varjuk, hogy az Fr csoport
SL(2,C)*7 részcsoport szerinti dekompozicidja megadja a kivant struktirat. Ez a konstrukcio
valoban keresztiilvihets [DF07b, 5].

Tekintsiik elgszor a Duff és Ferrara 4ltal javasolt [DF07b| dgynevezett ciklikus konstrukeiot!
Az 56 dimenziés fundamentalis E; abréazolas relevans dekompozicidja

56 — (2,2,1,2,1,1,1) +(1,2,2,1,2,1,1) +(1,1,2,2,1,2,1) + (1,1,1,2,2,1,2) o
+(2,1,1,1,2,2,1) +(1,2,1,1,1,2,2) + (2,1,2,1,1,1,2) (88)

A dekompozicioban szerepls 1 és 2 szamok helyiértékeit jeloljik A, B,C, D, E, F, G-vel. Jeloljék
ezek a szamok rendre a hét SL(2,C) csoport szinglet illetve dublet abrazolasait. Ebben a kép-
ben tehat hét (A, B,C, D, E, F, G) qubit harom részrendszeres osszefonddottsagarol beszélhetiink
[DF07b]. A direkt dsszegek és a szingletek megjelenése zavard. A konvencionalis dsszefonodott-
sagelméletben ilyen strukturaval ezidaig nem talalkoztunk. A fenti struktura lehetséges fizikai
interpretacidjanak kérdésére még visszatériink, egyenlére beérjiik igen érdekes geometridjanak a
tanulméanyozasaval.

Irjunk a szingletek helyére 0-t a dubletek helyére 1-t! A direkt Gsszegben szerepls tényezdket
(haromqubit rendszerek) jedljik (a,b, ¢, d, e, f, g)-vel! Tekintsiik most az alabbi méatrixon alapuld
megfelelést [7]

AABD
becE
CCDF
— dDEG (89)
EEFA
freB
gcAac

S0 /U O TR T

— O, OO O
o~ ococor~rm
—ocoorr~o0Q
coor~rrRrORJ
O~ O~ O
O~ O OO N
RO, OO OQ

g

Ekkor a Vijr, = V; Q@ V; @ V, ahol 4,4,k € {A,B,C,D,E, F,G} jeloléssel az 56 dimenzios H Ex
abrazolasi teret az alabbi alakba irhatjuk

H =Vagp ®Vece ®Vepr ® Voeg ® VeEra ® Vrge ® Vaac (8.10)

ahol a tenzorszorzatban szerepls tényez6k cimkézését az 1101 kombinacié ciklikus eltolasara
alapoztuk.

Konnyen belathato, hogy amennyiben a (8.9)-ban megjelend méatrixot egy graf incidencia
matrixanak tekintjiik akkor a kapott alakzat a 3.4.2 fejezetben mar definialt tgynevezett Fano
stk [5]. A Fand sik egy hét pontbol (A, B,C,D,E, F,G) és hét egyenesbdl (a,b,c,d, e, f,q)
allo elrendezés. Az egyeneseket az egymassal illeszkedd (incidencidban 16vS) pontok definialjak.
Ezeket az 8.1 abran 6sszekotottiik. Lathatéan minden egyenesen harom pont taldlhato, és minden
pont harom egyeneshez tartozik. Nyilvanvalo, hogy a Fano sik kompakt médon Gsszefoglalja az
FEr; dekompozicidjanak geometriajat.

A (8.2) képletben megjelend 28 elektromos () és 28 magneses (y) toltés és a hét darab 3-qubit
rendszer 56 amplitidoja kozotti kapesolatot a Borsten és tarsai [BDD™T09c| altal meghatarozott
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8.1. abra. A Fano sik és dualisa.

0 —ay —br —cr —dy —er —fr —gr
a; 0 fi dys —co g2 by —er
br —fi 0 g1 es —dy ax —c4
1J cg —dy —g1 O ap  fa —ex by

YT dr e —es —ar O by g+ —fo (8.11)
ez —g2 do  —fis —bi 0 c1 a4
fr by —az e —g4 —c O dy
gr el ca —by fo —as —di O

0 —ap —by —co —do —eg —fo —go
ag 0 fo dz —cs g5 —bz —eg
bo —fe O 96 e3 —ds a5 —c3
1J cg —dz3 —gs O ag fs3 —es bs
= 8.12
Y dg ¢ —e3 —ag 0 bs 93 —fs (8.12)
e —¢g95 ds —f3 —bg 0 c6 a3

Jo b3 —as es —gz —c O dg
go e ¢ —bs fs —az —dg O
Osszefiiggések adjak meg. Megmutathato, hogy a fenti elrendezés szerkezete a 8.1 abran lathato
duélis Fano sik szerkezetébe van koédolval5, 7], mely az oktonidszorzas stuktira konstansaival
kapcsolatos [BDDT09c|. Lathato az is, hogy a (8.6) valasztds annak felel meg, hogy a (8.11)-
(8.12) matrixokban csak az "a"-val jelolt a4 pp harom-qubit rendszert tartjuk meg. A fentiekbdl
az is kideriil, hogy hét darab harom-qubit szektorunk van melyek az N = 8 szupergraviticioé
hét N = 2 csonkitasédnak, ezek pedig hét lehetséges STU modellnek felelnek meg. Ennek alap-
jan, a joval bonyolultabb N = 8 szupergravitacié felfoghatd tgyis, mint hét specidlis médon
"osszevarrt" STU szupergravitécio.

8.4. U-dualitasi szimmetria és kvantum kapuk.

Mint tudjuk a klasszikus N = 8 szupergravitacié Lagrange fliggvényébsl [CIJT78, CJT9|
szarmaztatott Euler-Lagrange egyenletek Er(7) szimmetridval rendelkeznek. Ezen a klasszikus
szinten a toltések valos szamok. A kvantalds utdn a toltések mér egész szamok és a megfelel
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szimmetria csoport az E7(Z) csoport lesz [HT95]. Ezt a végtelen diszkrét csoportot U-dualitasi
csoportnak nevezik. Az U-dualitasi csoport hatésa a Freudenthal rendszerek egész szamok felett
vett altalanositasa segitségével irhato le [Kru07]. Az U-dualitasi csoport fizikai szempontbol igen
fontos véges részcsoportja az elektromos-mégneses dualitasi csoport. Ez a csoport a Maxwell-féle
elektrodinamikabol ismert diszkrét véges Zy csoport altaldnositasanak tekinthets. Megmutat-
hato [INVO02], hogy esetiinkben az elektromos-méagneses dualitasi csoport az E7 csoport Weyl
csoportja: W(E7). A kvantum informécidelméletben elészor Planat és Solé hangsulyoztak, hogy
a W (E7) csoport harom-qubit kvantum kapukkal elegans modon generalhaté [PS09]. A harom-
qubit rendszerek ismételt felbukkanéséanak oka az alabbi csoportelméleti izomorfizmus

W(E7)/Zs ~= Sp(6, Zs) (8.13)

ahol a jobb oldalon all6 csoport olyan 6 x 6-os szimplektikus matrixokboél all melyeknek elemei
a két elemd Zo test elemei.

Ennek megértéséhez [VL10] tekintsiik a valos 3-qubit Pauli csoportot! Ez a 128 elemmel
rendelkez6 diszkrét csoport a GL(8,R) csoport azon részcsoportja melyet a

(£I,£X,2Y,+7) = (I,0,,i0,,0,) (8.14)

Pauli méatrixok 3-szoros tenzorszorzatai generalnak. A 3-qubit Pauli csoport centralis kvociensé-
nek egy (Vs, (-, -)) szimplektikus vektortér struktura adhato. Valoban legyen

I — (00), X — (01), Y — (11), Z — 10 (8.15)

akkor példaul az X ® I ® Z 8 x 8-as matrixnak a (010010) hatkomponensd vektort feleltetjiik
meg. A fenti leképezés miivelettart6 amennyiben a matrixszorzasnak a Vi-ban az Gsszeadast
feleltetjik meg modulo 2. A centralis kvociens képzés annak felel meg, hogy a csak elGjelben
kiilonbz6 matrixokat azonositjuk. Igy mér egy izomorfizmust kapunk.
Egy (aibiasbeagbs) és (c1dicadacsds) komponensekkel rendelkezs (p,q) € Vs x V3 péarosra
legyen
(p,q) = ardy + bicy + asds + baca + azds + bzcs (8.16)

Megmutathato, hogy az igy definialt Zo értéki szimplektikus® forma zérus ha a megfelels 8 x 8-as
matrixok kommutélnak, illetve egy ha antikommutalnak. Ezekkel a jelclésekkel

Sp(6,Z2) ={T € M(6,Z2)[(Tp, Tq) = (p,q)} (8.17)
Megmutathato [CvG10], hogy az Sp(6,Zs) csoportot a
T,(p) =p+{a)q, q€Vs (8.18)

alaki szimplektikus transzvekciok generaljak.

Tekintsiik most a valés Pauli csoportnak a +1 ® I ® I elemt6l kiilonb6z6 elemeit. Ez a 126
elem 63 darab (M, —M) 8 x 8-as matrix parokat tartalmazé halmazra bomlik®. Az E; csoport
Lie algebrajanak 133 generatorabol 7 generdtor a Cartan részalgebraba esik a fennmarado 126
generatort (E,, E_,) alaka parokra bonthatjuk. Ezek a parok a Cartan dekompozicié 63 pozitiv
és 63 negativ +v gyokvektorokkal indexelt léptet6 operatorainak felelnek meg. Megmutathato
[CvG10] hogy az R7-ben 816 E; gydkracs és V3 kozott megadhato egy olyan m homomorfizmus
mely az R” szokasos skalarszorzataval és a Vs szimplektikus forméjaval kompatibilis. Ez a homo-
morfizmus a gyokracs Weyl tiikrozéseit a (8.18) transzvekcioknak felelteti meg. Mivel tetszoleges
gyokvektorra m(a) = m(—«) ezért az els6 homomorfizmus tétel felhasznalasaval kovetkezik a
(8.13) izomorfizmus.

5A szokasos szimplektikus formék definicié szerint antiszimmetrikusak. A két elemii test felett —1 = 1mod2,
ezért ekkor a szimplektikus forma szimmetrikus.
6Ez a 63 clemt halmaz (8.15) értelmében a Zsg feletti Va-bol képzett projektiv tér 63 pontjanak felel meg.
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Tekintsiik most a Z centralis t6ltés matrix (8.5) alaka kifejtését! Feleltessiik meg a 28
darab (I'!7) 4p antiszimmetrikus valés matrixot a valés 3-qubit Pauli csoport antiszimmetrikus
elemeinek’. Ekkor a V3-on abrazolodo (8.18) transzvekciok generélta szimplektikus csoporthatast
az

Z— D(T)ZD™YT), T € Sp(6,Z) (8.19)
elektromos-mégneses dualitast reprezentaléo W (E;) abrazolassa altalanosithatjuk [CvG10]. Az
elmondottak alapjan D(T')-k harom-qubit kvantum kapukként is felfoghatok.

Lassunk egy példat arra hogyan reprezentalhatunk egy nem trivialis U-dualitasi csoport
transzformaciot a kvantumszamitasbol ismert univerzalis kvantumkapukkal! Az Sp(6,Zs) cso-
portnak egy fontos részcsoportja a 168 elemmel rendelkezd Klein csoport SL(3,Z5) ~ PSLy(7)
mely a Fano stk automorfizmus csoportja. Ennek a csoportnak létezik egy harom generéatoros
(o, B,7) prezentacioja ahol az elemek rendje 7,3,2. Megmutathato [13], hogy mindharom ge-
nerator egyszerten elallithato a kvantumszamitasbol ismert két-qubites CNOT és egy-qubites
fazis kapuk alkalmazaséaval.

Példaként tekintsiik a hetedrendd « generator elgallitasat [13]. Ehhez elébb tisztazzuk a
CNOT kapuk jelentését. A CNOT operacio Cpo alaku felirdsaban az 1-es qubit az tgynevezett
kontroll qubit a 2-es qubit a target qubit. Amennyiben a kontroll qubit zérus akkor a target qu-
bitet valtozatlanul hagyjuk, amennyiben a kontroll qubit egy a target qubitet megvaltoztatjuk.
Ez a CNOT operaci6 a 3-qubit allapottéren a Cio2 ® I alakban hat. Hasonléan értelmezhetjiik
a Ci3, Co1 stb. operaciokat, ahol a masodik esetben a kontroll és target qubiteket felcserél-
tiik. Egyszertien belathato, hogy a CNOT operaciok a megfelel6 két qubit Gsszefonodottsagat

megvaltoztatjak®.
Ezen el6zmények utan tekintsiik az alabbi 8 x 8-as matrixot
D(a) = (C12C91)(C12C31)Ca3(C12C31) (8.20)
ahol a felhasznalt CNOT kapuk explicit alakja
I 0 00 I 000
01 00 0 0 0 I
Co=1g 001" “@=loo 1 o0 (8.21)
0 0 I O 0 I 0 O
I 0 0 0 E 0 F O
0 X 0 0 0O F 0 F
Cn=10 01 0] 7 |F 0 F o (8:22)
0 0 0 X 0O F 0 F
ahol 2F = I + Z,2F = I — Z. Megmutathaté, hogy D(a)" = I ® 1 ® I és DT (a) = D~'(a) azaz

a matrix ortogonélis.
Irjuk most a (8.5) centralis toltés matrixot a —4v/22Z = ZT" alakba, ahol Z = x + iy egy 28
komponensii komplex vektor. Ekkor

D(a)ZT'DT(a) = Z'T, Z' =R(a)Z (8.23)

A fenti transzformécio és a (8.11)-(8.12) formuldk alapjan konnyen lathaté hogy az (x,y) —

nak felel meg. Tehat a (8.20) kvantum kapukkal reprezentélt 3-qubit transzformacié egy olyan

"Ezek azok az A ® B ® C alaki 8 x 8-as matrixok melyek paratlan szamu Y matrixot tartalmaznak példaul
Y ® X ® I ilyen. Legyen Qo : V3 — Zg ahol Qo(v) = a1bi + a2bz + azbs. Ekkor a Qo(v) = 1 (Qo(v) = 0)
tulajdonsagu vektorok antiszimmetrikus (szimmetrikus) 3-qubit Pauli matrixok pérjainak felelnek meg. A Qo a
(8.16) szimplektikus formahoz asszocialt egyik [VL10] kvadratikus forma.

8P¢ldaul a |00) 4 |10) szeparalhaté allapotbol Cho alkalmazasaval az Ssszefonédott [00) + |[11) Bell allapotot
kapjuk.
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U-dualitasi transzformécionak felel meg mely az egyes STU szektorok toltéskonfiguracioit cikli-
kusan egymasba forgatja.

Jeloljiik a v € V3, Qo(v) = 1 tulajdonsagi vektorhoz? asszocialt antiszimmetrikus valés Pauli
csoport elemet I'y-vel. Tehat példaul (111111)-hez Y @ Y @ Y-t rendeljiik. Ekkor belathato, hogy
[CvG10]

D(MT,D™YT) =",  wveVs, TeSp6,2Z) (8.24)
ahol fyr(v) € Zy. Ez azt jelenti, hogy a legaltalanosabb W (E7) transzformécié soran a jobb
oldalon megjelens 28 T', méatrix +1 és +i faktorokat is felszedhet. Ennek eredményeképpen
(R(T)) az elektromos toltések (z) mégneses toltésekbe (y) transzformalodhatnak és viszont.
A (8.23) szabaly azt is illusztélja hogy mig a D(T) abrazolas a 28 antiszimmetrikus 3-qubit
operatorokat transzformalja egymésba egy +1, i faktor erejéig addig az R(T) abréazolas az 56
dimenzi6s vektortér allapotvektorait transzforméalja. Az el6bbi egyetlen 3-qubit rendszerrel az
utobbi a (8.10) szerkezetd 7-qubit rendszerrel kapcsolatos. Nyilvan a (8.2) kvartikus invarianson
alapulo fekete lyuk entropia W (E7) azaz elektromos-méagneses dualitéas invarians [Coo95]. Tébb
is mondhato: a fenti kvartikus invarians az egyetlen W (E7) invarians kvartikus forma melynek
lesztikitése a hét STU szektorra a Cayley hiperdeterminanst adja [Man06].

8.5. Az okténids Freudenthal rendszer Hamming kédos realizacidja

Ebben a fejezetben a hét-qubit harom részrendszeres Gsszefonodottsaganak egy alternativ a
Hamming koédon alapuld valtozatat mutatjuk be [5, 7]. A kiindulopont a (2.135) 3-qubit diszkrét
Fourier transzformacié matrixdnak szerkezete
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
+1 -1 41 -1 +1 -1 +1 -1
+1 41 -1 -1 +1 +1 -1 -1

1141 -1 -1 41 +1 -1 -1 +1
V841 +1 41 41 -1 -1 -1 -1
+1 -1 41 -1 -1 +1 -1 +1
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
+1 -1 -1 41 -1 +1 +1 -1

HoH®H = (8.25)

Hagyjuk el a fenti matrix els6 oszlopat és helyettesitsiink a fennmaradé 8 x 7-es méatrixban
a —1-ek helyére 0-t. Majd tekintsiik ezzel egyiitt ennek a matrixnak a komplementuméat (0 és 1
szerepe felcserélve). Kapjuk

1111 111 0000000
0101010 1010101
1001100 0110011
0011001 1100110
1110000 0001 11 1 (8.26)
0100101 1011010
10000 11 01 11100
00107110 110100 1

Fogjuk fel ennek a két matrixnak a 16 sorat Ggy mint egy négybites iizenetet kodolo hétbites
hibajavité kod kodszavait! Vegyiik példaul a (0,1,0,1,0,1,0) kodszot! A vastagon szedett
biteket kontroll-biteknek a fennmaradokat pedig tizenet-biteknek fogjuk hivni. Példankban az
tizenet-bitek (0010) a kontroll-bitek pedig (011).

Tegyiik most fel, hogy tetszdleges négybites lizenetiinket egy olyan zajos csatornan szeretnénk

atkiildeni melyrdl tudjuk, hogy az maximum egy bit-flip hibat okozhat. Elsé 1épésként az lizenetet

9Lasd a (7) labjegyzetet.
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a fenti két matrix segitségével egy hétbites kodszoba agyazzuk. Ezt megtehetjiik, hiszen a fenti
két matrix valamelyik soraban mind a 16 lehetséges 4-bites iizenet pontosan egyszer bukkan fel.
A fogado fél miutan megkapta mind a hét bitet, szeretné tudni vajon az iizenet hibés-e avagy
sem. Amennyiben hibés volt szeretné a hibat egyértelmtien kijavitani.

Ezt a feladatot a fogado fél valoban meg tudja oldani. Ehhez csak azt kell észrevenniink,
hogy barmely két kodszo legaldbb harom bitben kiilonbozik. Ha két kodszé6 Hamming tavolsagét
ugy definidljuk mint azon jegyek szdmét melynek bitjei kiilonb6znek akkor ez azt jelenti hogy a
kodszavak egymastol vett Hamming tavolsaga legalabb 3. Egyetlen bit hiba esetén a hibas hét
bites sorozat az eredeti iizenetet tartalmazo hétbites kodszéhoz kozelebb lesz mint barmelyik més
hét bites kodszohoz. A fogadd félnek tehéat csak azt kell megallapitania, hogy a kapott hétbites
sorozat a kodszavak listajan melyik kédszohoz van a legkozelebb.

A dekodolas folyamatat az alabbi moédon formalizélhatjuk. Vezessiik be a H paritas ellen6rzé
matrixot

H= (8.27)

= o O
o = O
— = O
S O =
—_ O =

1
1
0

— = =

Figyeljiik meg, hogy H oszlopai az 1,2, 3,4, 5,6, 7 szamok binaris elgallitasat adjak. Ha w a 16
kodszo barmelyikét jelenti oszlopvektor alakba irva akkor Hw = 0. Ha az e hibavektor most az
az oszlopvektor melynek k-dik sora 1 a tobbi eleme zérus, akkor a H(w +e) = He vektor épp a k
szam binaris elsallitasat adja. A H alkalmazésa tehat megmondja a cimzettnek melyik bitet kell
visszabillentenie ahhoz hogy az lizenetet tartalmazo helyes kodszot kapjuk. A most bemutatott
klasszikus hibajavito kod a jolismert (7,4,3) Hamming kod. A szamok jelentése sorrendben: a
koédszo bitjeinek szdma, az iizenet bitjeinek szdma, a kdédszavak minimélis Hamming tavolsaga.

Hasznaljuk most fel az els§ méatrix nem trivialis kodszavait arra, hogy hét darab qubit al-
lapottérbsl egy 56 dimenzios vektorteret épitsiink fel! A (8.9) ciklikus realizacional megismert
modszert hasznaljuk

slo A B C D E F G

a 0 1 0 1 0 1 0 ‘b’BDF

b 1 0 0 1 1 0 0 ngg
R -
e 0 1 0 0 1 0 1 CBEG

f 1 0 0 0 0 1 1 farc

g 0 0 1 0 1 1 0 goEF

Ez az 0j cimkézési konvencié a 8.2 dbran lathaté Fano sik segitségével foglalhatd Gssze.
Cimkézziik a 3-qubit altereket binarisan: H,, 0 € Zy X Zo X Zs — (000) ahol

(Hoo1, Hotos - -+ s Hi11) <> (Vepr,Vape, -, Vorr).

Az FE7 csoport 56 dimenzios fundamentalis dbrazolasi terét ugy kapjuk, hogy ezeket a H, tereket
a forditott binéris cimkézésnek megfelelGen rendezziik sorba:

(1,2,3,4,5,6,7) — ((100), (010), (110), (001), (101), (011), (111)) (8.29)
azaz
H =Vapc ®Vape ®Varc © Vepr © Veec ® Vope © Vorr (8.30)

Tekintsiik most a (8.26)-ben szerepld masodik méatrix nemtrivialis kodszavait. Mindegyik
kodszo négy l-est tartalmaz ezért egy (8.28)-szerd incidenciastruktira 4-qubit alterek direkt
Osszegét eredményezi. Valdoban, tekintsiik a

W =Vperc @ Vecre ® Veepe ® Vacee © Vacpr ® Vaper ® Vaspe (8.31)
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8.2. abra. A Fano sik Hamming kédos cimkézése.

4-qubit alterek direkt Gsszegeként elGallo 112 dimenzios vektorteret. Az itt megjelend 4-qubit
alterek a 8.2 abra alapjan a Fano sik egyeneseinek komplementumaival (négyszogek) allnak bi-
jektiv kapcsolatban. Valoban a W és a (8.30)-beli H vektorterek Gsszehasonlitasabol ez azonnal
lathat6. A Fano sik mind a hét négyszoge két pontban metszi egymast. S6t a metszet elhagyasa
utan kapott négy pont is egy négyszoget ad. Példaul ACEG és BCFG metszete CG s igy a
fennmarado pontok a Fano sik ABEF négyszogét adjak. Legyen |[ACEG), A,C,E,G =0,1a 16
darab kanonikus 4-qubit bazisvektor C2 @ C2 @ C? ® C2-ben. Jeldljiik ezeket az egyszertiség ked-
véért a Tacopg-vel és tekintsiik Sket egy Lie-algebra generdtorainak. A Fano sik négyszogeinek
fenti tulajdonsagai miatt definidljuk a megfelel6 kommutatorokat a

[TACEG, TBC’FG’} = (I)(ACEG, BC/FGI)ECC/EGG/TABEF (8.32)

modon ahol a ®(ACEG, BC'FG') struktira konstansok szerkezete tisztazasra szorul. Nyilvan
mivel hét darab ilyen négy qubit rendszer lehetséges ezért a tovabbi 21 lehetséges kommutator is
hasonlo szerkezetd. Mar csak a [Tacra, Tarcr g ar] jellegli kommutatorok szorulnak tisztazasra.
Ezek azonban (2.179) harmadik kommutéatoranak a szerkezetét mutatjak. A kommutator explicit
alakjat megtalalhatjuk a [5] dolgozatban.

A hét qubittel (A, B,C, D, E, F,G) kapcsolatos hét darab Woyoo = sl(2)a @ sli2)p® --- &
sl(2)g Lie algebra a qubiteken infinitezimalis SLOCC transzformaciok ttjan hat'®. Az Wooo
tér egy 3 x 7 = 21 dimenzios vektortér. Ezt kombinalva a 112 dimenzios W térrel a kapott
W = Wyoo & W vektortér 133 dimenzios. Definidljunk a W téren egy Lie algebra struktarat
az aldbbi modon. A Wyoo részen a kommutatort az sl(2) Lie-algebrak automatikusan general-
jak. A W részen a kommutatort definialjuk a (8.32) kapcsan megismert definiciok segitségével.
A Wygo-beli generatorok W-beli generatorokkal vett kommutéatorat definidljuk azaltal, hogy a
megfelels sl(2) generatorok a megfelels qubit indexeken SLOCC transzforméciok atjan hatnak.
Hasonlo eljarassal 4-qubit rendszerekre mar talalkoztunk a (2.182)-(2.185) egyenletek kapcsan. A
fenti konstrukci6 részleteit megtalalhatjuk a matematikai irodalomban [Man06, E1d04] illetve
a FLYQM-re alkalmazva a [5, 7] munkakban. A konstrukci6 eredménye [Man06, E1d04]

er=W,[ 1) (8.33)
10A° Wooo jelolés kényelmes, hiszen amennyiben a (8.31)-ban megjelens W-beli altereket rendre

Woot, - . - Wi11 médon jeldljiik akkor a késébbiekben a (8.33)-ben megjelend 133 dimenzios W az @5 Wik alakba
irhato ahol 4,7,k € {0,1}.
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azaz a VW vektortér a fenti kommutatorral ellatva az e; Lie-algebrat adja amennyiben a ®(,-)
konstansok a split okténioszorzés struktira konstansai. Ezeket természetesen a Hamming kod se-
gitségével is definiadlhatjuk. Ebben a képben ey egy oktonios gradalassal rendelkezd 133 dimenzios
vektortér [Man06, E1d04].

8.6. Az E; szimmetrikus fekete lyuk entrépiaformula szerkezete

A (8.30) dekompozicié miatt a (8.1) E; szimmetrikus entropiaformulaval kapcsolatos 56 di-
menzios abrazolast hét darab 3-qubit rendszer specialis kombinaciojanak is felfoghatjuk. Nézziik
meg mit tanulhatunk ebbdl az 1j, qubitokon alapulé szemléletb6l. Fejezziik ki az entropia-
formulaval kapcsolatos Jy invaranst az (a,b,c,d, e, f,g) 3-qubit amplitadokkal! Kapjuk, hogy
[DF07Db, 5]

J4:%(a4+b4+c4+d4+e4+f4+g4)+
2020 + b2 + 2d? 1 d2e? + 2% + f2g7 + gPa’+
Q2P + D22+ e + 2 f? 4+ 2g% + 20 + g2 (8.34)
Q2d? 4 b2+ A f? 4 dPg? 1 e2a® + 2B+ g2
+8aceg + befg + abef + defg + acdf + bede + abdg],

ahol példaul

A1A3 _B3B4 _C3Cs3 _D1Ds _E1E4 _G2G
bede = g1 3gP3Pagh2ts P12 BB chrn 4bA1D1E1CCngngA3B303€B4E4G4-

212 A1As3 _B1By _(C1Cy _A3A, _D3Dy_EsE.
d=b :Q(d,b)ZE 1Asg P12t o M2 B o B8 e B8 B d 4 B B A, By DA D3 EsDALDLE, -

Ezzel a jeloléssel
d* = 9(d,d) = —2D(d) (8.35)

ahol D(d) a (2.92) Cayley hiperdeterminéns.

Az els6 fontos felismerés amit ebbdl a formulabol tanulhatunk az az, hogy a formula szerke-
zete a Hamming kodon alapul6 duélis Fano sik szerkezetébe van kodolva [5]. Mint tudjuk a Fano
stk egy projektiv sik a két elemii test felett, ezért hasznalhatjuk a projektiv dualitas eszméjét egy
1j Fano sik létrehozasahoz. A dualis Fano sikban az egyenesek és pontok szerepét felcseréljiik.
A kapott elrendezés a (8.3) abran lathato. A Fano sik pontjait qubitek egyeneseit 3-qubit alla-
potok, a dualis Fano sik pontjait 3-qubit allapotok egyeneseit qubitok cimkézik. A dualis Fano
sik illeszkedési relacioja az, hogy az egy egyenesre illeszkedd 3-qubit rendszerekre az egyeneseket
cimkézs qubitok kozosek. Példaul a (8.3) abran az egy egyenesen 1évs d, b, f amplitadok kozos
qubitje az "A"-val jelolt qubit, hiszen a Hamming koédon alapul6 (8.28) konvenci6 alapjan a fenti
amplitudok qubitjei rendre (ABC, ADE, AFQ).

A (8.34) formula hét a?, ..., g* jellegti tagjai a dudlis Fano sik hét pontjanak fellenek meg.
Ezek a hét lehetséges 3-qubit rendszer Gsszefonodottsagi mértékeivel kapcsolatosak. A Jy invari-
ansban jelen 1&v6 ilyen tipust sszefonodottsag tehéat a dualis Fano sik pontjaival kapcsolatos. A
duélis Fano siknak hét egyenese van. Minden egyenessel harom amplitudo kapcsolatos (példaul
d, b, f), ezekkel pedig a Jy invarians d2b? + b2 f2 + f2d? jellegii tagjai. Osszesen hét ilyen tag van,
ez tehat kiadja a Jy mind a 21 ilyen jellegi tagjat. A hérom darab 3-qubit rendszer parositaso-
kon alapul6 ilyen tipusi "Osszefonodottsaga" tehéat a duélis Fano sik egyeneseivel kapcsolatos.
Végezetiil az egyenesek komplementumai ("négyszogek") négy darab 3-qubit rendszer kapcsola-
tara utalnak. Mivel hét négyszogiink van ez kiadja a Jy invaridns fennmaradé hét tagjat melyek
"6sszefonodottsaga" dualis Fano sik négyszogeivel kapcsolatos.
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8.3. 4dbra. A dualis Fano sik. Pontjait 3-qubit allapotok, egyeneseit qubitok cimkézik. Egy
egyenesre illeszkedd 3-qubit rendszerekre az egyeneseket cimkézd qubitok kozosek.

Az E; szimmetrikus entropiaformula Fano sikon és a Hamming kédon alapulé leirdsanak
hasznossigara tekintsiink most egy masik példat. Ehhez vegyiik szemiigyre az Er(7) fundamen-
talis abrazolasadnak a maximalis SL(2) x SO(6,6) részcsoport szerinti

56 — (2,12) @ (1,32) (8.36)
dekompoziciojat! A (8.30) H &brazolasi tér (2,12) részéhez tartozo amplitudok
dac
bape | € Hiz12) = Vac © Vape © Vare = Va @ (Vo © Ve © Vi) (8.37)
farc

a (1, 32) részéhez tartozok pedig

aABDF
€BEG
CCDG
JdcEF

€ Hq1,32) = Vepr ® Vere © Vope ® Vorr (8.38)

Lathato, hogy a (2, 12) altér azokkal az amplitudokkal kapcsolatos melyek egy kozos qubitet (A)
tartalmaznak az (1,32) altér pedig azokkal melyek pont ezt a qubitet nem tartalmazzak.
Figyeljiik meg, hogy amennyiben az abrazolasi teriinket a

VapE ®Va ® (VBC 5% VFG) ®Vp ® (VBF (&) Vcc;) O VE® (VBG D VCF) (8.39)

alakba irjuk akkor kénnyen megérthetjiik az irodalombol jolismert SL(2) x SL(2) x SL(2) x
SO(4,4) C SL(2) x SO(6,6) részcsoport szerinti

(2,12) ® (1,32) — (2,2,2,1)® (2,1,1,8,) ® (1,2,1,85) ® (1,1,2,8,) (8.40)

dekompozicio strukturdjat is. Az SO(4,4) csoport Osszefonodottsag elméleti jelentGségét a 4-
qubit rendszerek kapcsan mar jol ismerjiik. Valoban, komplex amplitudok esetén az SO(4,4)
komplexifikaltjat addo SO(8,C) csoport trialitdsa miatt a 8,,8; és 8. vektor spinor és konjugalt
spinor abrazolasok Osszekapcsolédnak a 4-qubit rendszerek permutéacios tulajdonsigaival. Ez
legegyszertibben a (2.182) reprezentaciobol lathaté. Amennyiben az ott talalhaté £ matrixot
kicseréljiik a (2.153) qubit permutaciokkal kapott matrixokkal, akkor pontosan a trialitasnak
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megfelel6 abrazolasokat kapjuk. Az E7 csonkitasok esetében a (8.40) dekompoziciot hét kii-
16nb6z6 moédon végezhetjiik el annak megfelelGen, hogy a Fano sik négyszogeinek megfelelGen
hét kiilonbo6z8 4-qubit allapotteret keverhetiink ki. Ez a megfigyelés mely elészor a [5] munka-
ban jelent meg a 4-qubit rendszerek és az STU-modell 6. fejezetben targyalt (6.84)-en alapulo
kapcsolatara iranyitotta a figyelmet.

A (2,12) csonkitas FLYQM-beli jelentGsége az alabbi. Ebben az esetben a megfelels szuper-
gravitacios modell szimmetriacsoportja klasszikusan SL(2,R) x SO(6,6). Az Abeli mértékterek
indukalta toltések szama 2 x 12 = 24. Kvantalas utan ezek a toltések egész szamok és a diszkrét
U-dualitasi csoport az SL(2,Z) x SO(6,6,Z) csoport lesz. FEzek a csoportok a toroidalisan
kompaktifikalt harelméletek S és T-dualitési transzforméacioit generaljak [HT95]. A megfelels
fekete-lyuk megoldéasok entropiaformulai a (8.34) formula 24 t6ltéses csonkitéasai lesznek. A dualis
Fano sik szerkezet miatt ezeket a csonkitasokat hétféleképpen lehet elvégezni. Valoban, a 8.3 abra
alapjan a 24 toltéses csonkitasok szerkezete azonnal lathato.

Tllusztracioképp tekintsiink egy ilyen lehetséges csonkitast mely a 8.3 abra dbf egyenesén
alapul!l A (8.34) fomula csonkitasaval kapcsolatos (2.91)-szert Osszefonodottsagi mértékiinket
jeloljiik az alabbi médon

7 = ofbt +dt 4 f 20622 + d2 12+ 02| (8.41)
ahol 7'353) jelolés most arra utal, hogy a fenti fomula harom darab harom részrendszeres allapot
amlitudoit tartalmazza. Vezessiink be egy a fenti egyenessel kapcsolatos toltésallapotot az alabbi
modon

W)y= Y. |A)®(dapc|BC) +bape|DE) + farc|FG)) (8.42)
ABCDEFG=0,1
Mivel ezen az allapoton az SL(2) x SO(6,6) csoport hat ezért irhato, hogy

0) = dadd) @), A=01, p=12...12 (8.43)
Ap
Vezessiik be a
dosc disc
P =vou = |booe |, ¢ == |bipe |- (8.44)
fora fira
jelolést! Ekkor
75? = 4/(pp)(aq) — (pa)?| (8.45)

ahol a skalarszorzatok egy olyan 12 x 12-es blokkdiagonalis metrikus méatrix szerint értendék ahol
mindhérom 4 X 4-es blokkot az € ® ¢ matrix adja. A fenti 6sszefonodottsagi mértékkel az N = 4
SL(2,Z) x SO(6,6,Z) szimmetrikus fekete lyuk entropia a [CcvT96]-bél ismert

§ =3y (8.46)

alakba frhat6. Az N = 8 szupergravitacio ezen 24 toltéses szektorat NS-NS szektornak is szoktak
111
nevezni .

Megjegyezziik, hogy a fenti entropiaformula a (8.11)-(8.12) ciklikus reprezentacioban felirha-
t6 egy olyan harom-qubit allapot (2.91) harmas dsszefonasaként is melynek amplittudoi képzetes
kvaterniok [BDD'09c]. Valoban egy képzetes kvaternionak harom fiiggetlen komponense van,
s igy egyetlen haromqubit allapotra pontosan 3 x 8 = 24 fiiggetlen valos szamot kapunk. Ossze-
fonodottsag elméleti szempontbol ez a megkozelités a (8.37) dekompozicioban szerepld zavard
direkt Gsszegek értelmezésének problémajat a H? @ H? @ H? harom képzetes kvaternios bit értel-
mezésének probléméjaval helyettesiti.

11Neveau-Schwartz szektor.
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Tekintsiik most a (8.38) felbontast mely a (8.37) felbontas komplementuma. Ez az eset az 56
dimenzioés dbrazolasi tér 32 dimenzios alterével kapcsolatos. Az N = 8 szupergravitacié megfelel
csonkitésa az tgynevezett RR szektor'?. Ennek a szektornak a fizikai jelentését az altalanosi-
tott Hitchin funkcional diszkusszidja kapcsan méar megbeszéltiik[15]. Valoban, amennyiben a
(8.38) felbontasban elvégezziik az (ECAG) permutaciot, akkor a kapott illeszkedési struktura
pontosan a (7.90) els§ tagjanak megfelels F fermionikus Fock tér illeszkedési strukturajat szol-
galtatja. Ez azt jelenti, hogy amennyiben egy megfelel6en atcimkézett Fand sikot hasznalunk
akkor a (8.34) invarians RR-szektorra torténd csonkitdsakor kapott SO(6,6) invaridns ponto-
san a (7.81) altalanositott Hitchin funkcional alapjaul szolgalo invarianst adja. A RR-csonkitas
toltésallapotal tehat hat modusiu paros vagy paratlan kiralitasu fermionrendszerek allapotaiként
interpretalhatok. A relevans altalanositott SLOCC részcsoport a jolismert Spin(12,C) csoport
valos alakja: az SO(6,6) csoport. Fejezetiink {6 eredménye az, hogy ezeket az altalanositott
Hitchin invaridanssal kapcsolatos fermionrendszereket hat qubit speciélis (8.38) alaka kombina-
cidiként is kezelhetjiik. Qubitrendszerek fermionrendszerekbe torténd beagyazasainak hasonlo
szellemben torténd vizsgalata a [11] dolgozatban talalhato.

8.7. Osszefoglalas

Az egyszerd 6sszefonddott rendszerek koziil kiilonosen fontosak azok, melyek geometriai tu-
lajdonséagait a 4.1 tablazatban Gsszefoglalt Freudenthal rendszerek irjak le. Ebben a fejezetben
a dolgozatban ezidaig tisztazatlan, a tablazat utolsd sordban kérdgjellel jelolt Gsszefonddottsagi
tipust vizsgaltuk. Mivel ez az eset az oktoniés Jordan algebrakkal kapcsolatos, ezért az oktoniok
nem asszociativitdsa miatt ezeknek a rendszereknek a hagyoményos Osszefonodottsag elméleti
interpretacidja nem lehetséges. Ez azt jelenti, hogy létezik ugyan a megfelel§ allapottér megérté-
séhez egy fizikai szempontbol hasznos hét qubites (8.30) kép, azonban ez a qubites dekompozicio
tenzor szorzatokon kiviil direkt 6sszegeket is tartalmaz. A FLYQM szellemében azonban a direkt
Osszegek interpretacioja kézenfekvs. A direkt Osszeg hét tagja hét szuperszelekcios szektorként
interpretalhato, mely az N = 8 elmélet hét lehetséges N = 2 STU csonkitasanak felel meg.
Az irodalomban elgszor a [5] dolgozatban javasolt Fano sikon alapulé képben ez a csonkitas a
Fano sik hét pontjanak felel meg. Amennyiben a Fano sik egyeneseit illetve ezek komplemen-
tumait tartjuk meg, tovabbi fizikai szempontbdl relevans csonkitésokat kapunk. Az egyenesek
esetén a 24 amplitados (8.37) csonkitas (8.45) Osszefonodottsagi mértéke az N = 4 elmélet
entropiaformulajaval kapcsolatos, mely a képzetes okténiok felett vett harom-qubit rendszerek
harmas Gsszefonasaként is interpretalhat6. Az egyenesek komplementuma esetén a 32 amplitidos
(8.38) csonkitas dsszefonodottsagi meértéke a (7.81) altalanositott Hitchin funkcionalon keresztiil
a megfelel (7.79) entropiaformulat adja [15]. Ez a csonkitas hat modust péros, vagy paratlan
kiralitasa fermionrendszerekkel kapcsolatos.

A fejezetben targyalt N = 8 elmélettel kapcsolatos Gsszefonodott rendszer az elmélet U-
dualitasi csoportjanak hatésat elegans modon irja le. A dualitési transzforméciok (8.30) allapot-
téren torténd hatasat lasd a [5] munkaban. A transzforméciok a megfelels 3-qubit altereken illetve
ezek kozott hatnak. Ennek az U-dualitasi csoport hatasnak létezik egy egyetlen harom-qubit al-
lapottéren alapuld leirasa is mely a (8.23) alaka transzformacios szabéalyon alapul. Kiilonosen
érdekes a végtelen diszkrét U-dualitasi csoport véges elektromos-méagneses W (Er7) részcsoportja-
nak a hatasa. Ebben az esetben az egyes generatorok hatasat a Fano sik automorfizmus csoportja
segitségével szemléltethetjiik. Példaul a (8.23) modon hatéd hetedrendi elem a Fano sik pontjait,
és ennek megfelelGen a hét STU szektort ciklikusan forgatja. Ezt a generatort egyetlen 3-qubit
allapottéren dsszefonodottsagot generalo CNOT kapukkal a (8.20) alakban irhatjuk fel.

12Ramond-Ramond szektor.
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Végezetiil ramutattunk arra, hogy az FEr csoport szerkezetén alapuldé U-dualitasi transzfor-
méciok a klasszikus Hamming kéddal allnak mély kapcsolatban. Itt emlékeztetiink arra, hogy az
5.7.4 fejezetben az STU csonkités esetén a modell BPS és nem BPS extremélis megoldasainak
vizsgalatara egy a hibajavito kodok formalizmuséan (bit és fazis flip hibak korrigalasan) alapulo
leirast javasoltunk. Ennek alapjan kézenfekvo feltételezni, hogy ezt a leirdsmodot a teljes N = 8
elméletre a Hamming kod kvantumos altalanositasanak [NCOO0| megfelels implementalasaval kell
alkalmazni.

A hibajavité kodok és az U-dualitasi transzformaciok kvantum kapukkal torténd reprezental-
hatosaganak kapcsolata a hurelméleti fekete lyuk megoldasok kontextusaban el6szor a [5, 6, 7]
dolgozatokban jelent meg. A késsbbiek soran kideriilt, hogy ez a kapcsolat véges geometri-
ai modszerekkel jol vizsgalhato [13, 14, CvG10, LPS13|. Megjegyezziik, hogy matematikai
szempontbol a fent talalt megfelelés jol érthets. A fekete lyuk U-dualitasi csoportok ugyanis
véges csoportok. A matematikai irodalombol j6l ismert, hogy bizonyos véges csoportok specialis
véges geometriai struktirdk automorfizmus csoportjaiként allnak el§. Ezen csoportok és egyes
klasszikus hibajavitdo kodok kapcsolata is kozismert [CS88|. Ezen sorok irésa idején a fenti
érdekes analogia esetleges fizikai alapjai tisztazatlanok.
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9. FEJEZET

Kitekintés

9.1. Az egyszeri Osszefont rendszerek szerepérdl

Dolgozatunk befejezéseképp érdemes megvizsgélnunk, hogy ezen az igen érdekes teriileten
milyen el6relépési lehetéségek adodnak.

A dolgozat els6 felében az Gsszefonddottsdgot mint egy erdforrdst tekintettitk. Megmutat-
tuk, hogy a geometriai szemlélet jelent&sen megkonnyiti az Gsszefonddottsag klasszifikicidjaval
kapcsolatos probléméak megkozelitését. Belattuk, hogy az egyszert 6sszefonddott rendszerek az
algebrai geometriabol ismert egyszerii geometriai struktirakkal kapcsolatosak. Ez a felismerés
lehet6vé tette polinom invaridnsok és kovaridnsok konstrualasat. Ezek a mennyiségek az 6sszefo-
nodottsag szamszerisitésére alkalmas mértékeket szolgaltattak, melyek lehet&vé tették bizonyos
Osszefonodottsagi tipusok elkiilonitését.

Tanulméanyozott rendszereink néhany qubitbdl illetve néhany egyrészecske allapottal rendel-
kez6 fermionbol alltak. Ezek az egyszert tobb részrendszeres tiszta allapotban 1évé 6sszefonddott
rendszerek az 6sszefonodottsag legelemibb geometriai mintazatairol tudositanak. A dolgozat els6
fele ezeknek a mintazatoknak a részletes matematikai elemzését adta.

Feltartuk a Grassmann sokasadgokon alapulé N-qubit Gsszefonddottsagi mértékek altalanos
szerkezetét. Megmutattuk, hogy a fermionikus Osszefonddottsag segitségével beagyazott qubit
rendszereket is vizsgalhatunk. A fermionikus Gsszefonodottsag természetes altalanositasaképp
pedig bevezettiik az altalanositott SLOCC csoport fogalmat mely valtozo fermionszam esetén is
alkalmazhato6. Végezetiil a Freudenthal rendszerekkel kapcsolatos 6sszefonddottsagot targyaltuk.

A dolgozat cimével 6sszhangban a vizsgalt rendszereink legtobbjét tudatosan egyszertinek
valasztottuk. Példaul a Freudenthal rendszerekkel kapcsolatos valamennyi rendszeriink preho-
mogén vektorteret alkotott. Ez azt jelentette, hogy az altaldnositott SLOCC hatéassal szemben
a komplex esetben egy nyilt palya, és egy fliggetlen relativ invaridns talalhaté. A Freudent-
hal tipusu specialis rendszerek kitiintetett szerepe, a dolgozat masodik felében teritékre keriilg
FLYQM-ben megjelend specialis struktiarak osszefonédottsidgon alapuld felhasznaldsaban nyert
értelmet.

Természetesen a dolgozatban bemutatott geometriai, invaridnselméleti és reprezentacidelmé-
leti modszerek sikerrel alkalmazhatéak bonyolultabb, tobb részrendszeres tiszta, és kevert allapoti
rendszerek vizsgalatara is. Ezeknek a modszereknek az alkalmazéasat lathatjuk példaul tiszta &l-
lapotokra Vrana Péter, illetve kevert allapotokra Szalay Szilard PhD hallgat6im dolgozataiban
[Vrallb, Vrallc, Vralla, Szal3, Szall, SK12, Szal2]|. A fermionikus 6sszefonodott-
saggal kapcsolatos eredményeknek a dolgozat szellemében torténd tovabbgondolasat az Olvaso
Sarosi Gabor PhD hallgatom és a Szerzd mas tarsszerzékkel publikalt munkéiban taldlhatja meg
[Sar16, SL14a, 11, LNPG17, HL16|.

Felmeriil azonban a kérdés: vizsgalataink mennyiben jarulnak hozzé az 6sszefondédottsagnak
mint eréforrasnak a gyakorlatiasabb felhasznalasahoz? Erre a kérdésre a valaszt a dolgozat irasa-
nak idején nem tudjuk. Fontos azonban azt latnunk, hogy a dolgozatban kézponti szerepet betol-
t6 SLOCC klasszifikicio egy meglehetsen finom klasszifikiacio. A qubitek, illetve a fermionok és
a modusok szamanak noévekedtével a SLOCC osztéalyok szama exponencialisan névekszik. Ezért

201



dc_1382 17

202 9. KITEKINTES

az egyszeri rendszereknél jol hasznalhato, SLOCC osztalyok feltarasén és polinom invariansok-
kal torténd jellemzésén alapuld, ut komplex rendszerek esetén nem jarhato. Ebbdl kdvetkezGen
az irodalomban szémos olyan modszer létezik mely csupén az Gsszefonodottsag durvabb, de jol
koriilirt fizikai kritériumoknak eleget tevd tipusainak elkiilonitésére korlatozodik [GTO09b].

Ennek kapcsan hangsilyozni szeretnénk, hogy a fermionikus 6sszefont rendszerekkel kapcso-
latos dolgozatbeli (lasd 3.5. fejezet) vizsgalataink egy gyakorlati szempontbol is érdekes durvabb
klasszifikacio lehetGségére hivjak fel a figyelmet.

Ez a durvabb klasszifikicio a kvantum kémiabol ismert csatolt klaszter modszernek (CCM)
az Osszefonddottsag elmélettel torténs kombinalasan alapul [LNPG17]. Ez a modszer a fermio-
nikus rendszerekre alkalmazott szokasos (3.29) alaku, a Slater determinansokon alapuld, kifejtés
helyett, egy az adott Slater determinansbol (betoltott palyak) klaszter operatorok alkalmazé-
saval elgallitott kifejtést hasznal. A klaszter operatorok olyan egy, két, harom stb. részecskés
operatorok, melyek a betoltott palyakbol egyet, kettt, harmat stb. betoltetlen pélyakra cserél-
nek. A modszer lényege: az Osszefonddottsag durvabb klasszifikicidja a kétrészecskés klaszter
operatorok szerkezetének vizsgalata utjan. A magasabb rendi klaszter operatorok jarulékainak
elhanyagolasa onkényesnek tiinik. Tekintettel azonban arra, hogy a fizikai alkalmazéasok soran az
osszefonodasért felelgs kolesonhatasi tagok gyakorta két részecse (modus) kicserélésén alapulnak,
egy durvabb klasszifikacio kiépitéséhez ez az it jarhaténak tinik. Valoban a dolgozatban targyalt
harom fermion hat és hét modusa esetének (lasd 3.3. és 3.4. fejezet) CCM-vel torténd targya-
lasa azt mutatja [LNPG17], hogy a kétrészecskés klaszter operatorok szerkezetében a SLOCC
osztalyok szerkezete egyszertien felismerhetd. A Szerz6 és F. Holweck 4ltal tanulmanyozott [11]
négy fermion nyolc modusu esetben [CDGZ13| pedig a modszer, jollehet a SLOCC osztalyok
finom szerkezetétét nem, a legfontosabb az tgynevezett félig egyszert allapotoknak megfeleld
palya szerkezetét helyesen tarja fel. A modszer tetszéleges szamu fermionra és modusra torténd
vizsgalata folyamatban van.

9.2. A FLYQM fizikai hatterérgl

A dolgozat masodik felében az Gsszefonddottsagot mint egy myelvet tekintettiik, melynek
segitségével a hurelméleti fekete lyuk megoldasok matematikai szerkezetét egy 1j nézGpontbol
vizsgalhattuk. Ezt az Gj néz6pontot FLY QM-nek neveztiik. A dolgozatban a FLYQM-sel kap-
csolatban, a megfelelés fizikai alapjait nem firtatd, pragmatikus allaspontot foglaltunk el.

Ez a spekulativ jellegii fejezet ettdl az allasponttol eltavolodva, a Szerzének a FLYQM eset-
leges fizikai hatterével kapcsolatos vélekedését tartalmazza. Reményeink szerint az aldbbiakban
vazolt gondolatok kidolgozasa, a FLY QM-nek a holografikus 6sszefon6dottsiggal kapcsolatos, az
1.3 fejezetben részletezett, "It from Qubit" szellemi aramlatahoz valo csatolaséat eredményezhetik.

9.2.1. Holografikus 6sszefonédottsag Legyen M egy olyan d + 1 dimenzids, pszeudo-
Riemann metrikaval ellatott tartoméany ("bulk") melynek hatéra a d dimenzios B tartoméany:
OM = B. Az AdS/CFT megfelelés vizsgalata soran kideriilt [Mal03, CH04, CCO04|, hogy
bizonyos B-n értelmezett CFT-kre és azok ¥ éllapotaira léteznek olyan klasszikus My geometridk
melyek a hataron 1évé allapotok holografikus dualtjai. Legyen (B, My) egy ilyen holografikus
modon Osszekapcsolt dualis par! A statikus esetben valasszuk ki a B hatarnak egy d—1 dimenzios
Y térszert metszetét és annak egy A C Y tartoményéit. Yz az M, egy g Riemann metrikaval
ellatott, d dimenziés (X4, g) térszerti tartomanyat hatarolja. Az A komplementum moédusainak
kiintegralasaval meghatarozhatjuk az A tartomény p4 redukalt stirtiség operatorat majd ebbdl a

U allapotra az A tartoméany S, Osszefonodottsagi entropiajat. Ekkor a Ryu-Takayanagi [RT06]
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formula szerint, holografikusan dualt parokra, igaz, hogy

1 -
Sa= 1Gn Area(A). (9.1)

Itt A az My sokasag (., g) térszert szeletében talalhato olyan d — 1-dimenzios feliilet mely az
alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. A hatara megegyezik A hataraval.

2. A homolég A-val.

3. A minimalis teriilet(.
A RT-formula szerint [RT06] tehat, egy a hatdron 1évs A tartomény osszefondédottsagi entropiaja
megegyezik egy a bulk-ban €16 A-val ko6z6s hatarral rendelkezé homol6g minimalis feliilet Planck
egységekben mért teriiletével. Figyeljiik meg, hogy a (9.1) RT-formula az (5.148) Bekenstein-
Hawking fekete lyuk entropiaformula altalanositasanak tekinthetd.

A RT-formula szdmos konceptualis problémat vet fel [HT07, KKMO08, Heal4, FH16|.
A problémak orvoslasara, a grafelméletbdl ismert "maximalis folyam-minimalis vagas" (MFMC)
tétel Riemann geometridba adaptélt valtozatdnak [Str83, Noz90, Fed 75| felhasznéalasaval, Fre-
edman és Headrick a RT formula alabbi tjrafogalmazasat javasolta [FH16|

§a = max / b, dp=0, |lpll <1/4Cx. (9.2)
P Ja

Itt a maximalizalast a (X, g)-n értelmezett p, zart és korlatos d — 1 forméakra kell elvégezni.
Mivel *xp = v egy vektormez&t ad, ezért a baloldal, a divergenciamentes, korlatos vektormezsk
("folyamok") fluxusanak maximalizalat jelenti. A folyamok integralgorbéit (erévonalakat) bit-
szalaknak nevezik [FH16|. Az MFMC-tételnek koszonhetSen tehat, a feliletek minimalizalasan
alapulo (9.1) szemléletet, a fluxusok maximalizalasan alapuld (9.2) szemlélet valtja ki.

Az MFMC-tétel miatt a bit-szalak maximalis stirtiségiiket a (9.1) formula minimdlis feliletén
veszik fel. Koénnyen lathato, hogy bdrmely olyan bit-szal mely a maximalis lehetséges fluxust rea-
lizalja, ezen a feliileten a v* = n* /4G y alakban all elg, ahol n a minimalis feliilet normalvektora.
A minimalis feliileten kiviil azonban az ilyen v, a zartsag és korlatossag szabta korlatokon beliil,
tetsz6legesen valaszthat6. Ez a mértékszabadsagi fokokra emlékeztetd tulajdonsag teszi lehetéve
azt, hogy a RT formulaval kapcsolatos problémakat megoldjuk [FH16|.

Amennyiben (X, 9) egy d — 1 dimenziés m hyperfeliiletéhez létezik olyan zart p forma,
mellyel kapcsolatos vektormezs m-re torténd leszikitésére teljesiil az, hogy v* = n*/4Gy
akkor! azt mondjuk, hogy p kalibrdlja m-et [HL82|. Konnyen belathato [HL82, FH16]|, hogy
amennyiben kalibralt, akkor m a homologia osztalyaban egy minimdlis feliletet ad. A kalibracios
nyelvezetben az MFMC-tétel a fenti allitas nemtrivialis megforditasaval kapcsolatos: barmely m
hiperfeliilet mely a homoldgia osztalydban minimadlis, kalibralt hiperfeliilet. Az RT-formulaban
szerepl6 m(A) minimélis hiperfeliiletekhez tehét talalhato kalibracio, a kalibracioval kapcsolatos
vektormezd integralgorbéi pedig a bit-szalak.

A statikus esetben tehat a (9.2) formula értelmében a B hatdron ¢l6 CFT ¥ allapotanak
Osszefonddottsagi tulajdonsagait az My bulkban a p kalibracio bit-szalai kodoljak. Specialisan,
felel meg. Figyeljiik meg azt is, hogy mivel ¥, egy Riemann sokaséig, ezért a ¥ allapot ezen a
sokasagon implicit moédon egy, a p kalibracidval szoros kapcsolatban 1év6, g Riemann metrikat
hataroz meg. A p és g kozotti kapesolat a

1
d—1)!

2
1
HpHZ — gltll/l '.'g#d71Ud71pH1~--Hd—1le---’/d—l S ( ) (9.3)

4G N

1A matematikaban megszokott definicibban v# = Cn* ahol C = 1.
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korlatossagi feltételbdl lathato.

9.2.2. FLYQM és bit-szalak? A FLYQM-sel kapcsolatos eredmények mindegyike a 4.1
tablazattal kapcsolatos, (7.65) alaku formak, (7.69) poliformék stb. rendhagyo, dsszefonodott-
sadg elméleti interpretaciojan alapult. Ezek a mennyiségek a hurelméleti kontextusban az extra
dimenzidék kohomologidjaval alltak kapcsolatban. Ebbdl fakadbéan a kérdésiink az alabbi : Mi
lehet ezeknek a mennyiségeknek a fizikai szempontbdl is értékelheté kvantum informacioelméleti
interpretéacioja?

A fenti kérdésre a legkézenfekv6bb valasz az, hogy a fenti mennyiségek a holografikus 6sszefo-
noédottsag kapcsan megismert bit-szalak extra dimenzios megfelelsi. Dolgozatunkat ezen sejtéssel
kapcsolatos észrevételeinkkel zarjuk.

A RT-formula (9.2) Freedman-Headrick atfogalmazasaban kulcs szerepet jatszo mennyisé-
gek, egy d dimenzios (X v, g) Riemann sokasag, d—1 dimenzids A hiperfeliileteivel kapcsolatos, p
kalibrdcici. Altalaban a kalibraciok egy G Riemann metrikaval ellatott n dimenzios (Y, G) soka-
sdgon megadott olyan zart, és korlatos P k-formék, melyeknek egy k dimenzios L részsokasagra
torténd megszoritasa, éppen az L térfogati formajat adja. Ekkor az L részsokasagot, a P altal
kalibrdlt részsokasdagnak nevezziik. Mint tudjuk a kalibralt részsokasagok alaptulajdonsaga az,
hogy ezek a homologia osztalyukban minimdlis tulajdonsaggal rendelkeznek[HL82].

Kalibralt sokasagokkal az (5.118)-(5.123) egyenletek kapcsan mar talalkoztunk, ott szuper-
szimmetrikus ciklusoknak hivtuk ket [BBS95]|. Ismeretes, hogy ezek az L részsokasigok a
R(e~"Q) holomorf hdromforméra nézve [HL82, Den01| az X Calabi-Yau sokasag, (5.118) fel-
tételnek is eleget tevd, kalibralt részsokasagai. Ezeket a valés harom dimenzibs részsokasagokat
specidlis Lagrange-féle részsokasadgoknak nevezik. Konnyen megmutathato, hogy (7.45) és (7.63)
értelmében, a fekete lyuk entrépia a dolgozatban mér hasznalt mennyiségekkel az alabbi alakban
irhato fel

%HZE/P. (9.4)
2 )L

Ez a formula azt mutatja, hogy a fekete lyuk entropiat mint egy specialis zart P héarom-
forma, L-en atmend fluxusat irhatjuk fel>. Tudjuk azt is, hogy Sp a (7.37) képlet értelmeé-
ben a (7.42) holomorf térfogat alakjaban is felirhato, ez az eredmény pedig mint ismeretes
[OVV05, GSV06, Fio06] megfelels mellékfeltétellel® torténd maximalizalassal is megkaphato.
A fekete lyuk entropia tehat vélhetSen, zart formék bizonyos részsokasigain atmend fluxusok,
megfeleld mellékfeltétellel torténé maximalizalasaval, is megkaphato.

Tekintsiik most az (X,w,?) CY sokasagokat, és tekintsiik X-en az tigynevezett topologikus
B ¢s B-modelleket [BCOV94, OSV04, Pes06, PW05, SV08|. Ezekben a modellekben a CY
sokasag w Kéahler forméaja rogzitett, az Q2-val kapcsolatos komplex struktira viszont valtozhat.
Ezek a modellek, mint a (7.68) egyenlet kapcsan méar tudjuk, a topologikus hurelméletek jol
ismert modelljeit adjak, melyekre szdmos egzakt eredmény ismert [BCOV94]. Ismeretes példaul
az, hogy a B-model topolégikus hirjait, mint egy H?(X) feletti kvantum mechanikai rendszert
is felfoghatjuk. Ennek a modellnek az operatorait egy-egyértelmid kapcsolatba hozhatjuk az X
kohomologiajanak H (D (X) részével, tovabba a modell particios fiiggvénye egy H?(X) feletti
hullamfliggvénynek is tekinthets [Wit93, Ver04|. Ez a hullamfiiggvény viselkedés konnyen
értelmezhets akkor, ha az X sokasdgot egy hétdimenziés Y sokasig hataraként képzeljiik el
[RSACO05]. Ha ugyanis X = 9Y, akkor egy Y-on értelmezett elméletre vonatkozo palyaintegral
épp az X-en elGirt hatarfeltételekkel kapcsolatos hullamfiiggvényt allitja eld.

2Az L a, P Freudenthal dualttal azonos kohomologia osztalyban 1évs, P Poincaré dualtja.

3Ez a mellékfeltétel azonban nem a kalibraciés forma vart korlatossagaval kapcsolatos. Ez azonban benniinket
most nem zavar, hiszen mi most a fluxus maximalizalasat nem X-en hanem egy eggyel magasabb dimenziés Y
térben szeretnénk majd elvégezni.
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Mint tudjuk, ezt a hétdimenziés Y-on értelmezett elméletet, topologikus M-elméletnek neve-
zik [RSACO05]. A topolégikus M-elmélet azonban klasszikus szinten a Gy holonémiaju metrikdk
geometriai elmélete [HM99]|. Ennek az elméletnek a kvantum korrekcioi pedig épp az Y tér
haromdimenzios kalibralt részsokasagaira csavarodé membréanjaibol erednek.

A topologikus BB-modellek keretén beliil a (9.4) entropianak mikroszkopikus értelmezés
adhato [OSV04]. Masrészt a fenti megfontolasok azt mutatjak, hogy (9.4) jobb oldalanak, az Y
G5 holonomiaju, Riemann sokasag klasszikus geometridjanak nyelvén, holografikus értelmezést
is adhatunk. A kapcsolodési pontok feltarasara, Hitchin nyoméan [HitO1], az alabbi lokalis
konstrukciot hasznalhatjuk.

Legyenek A € H?(X,R) é¢s B € H*(X,R) kohomolégia osztalyok, és (P, Q) € AxB, ahol Q =
w A w/2. Megmutathato [Hit01], hogy a C = A x B téren megadhato6 egy szimplektikus forma.
C-re tehat tekinthetiink gy is mint egy végtelen dimenzios fazistérre. Képezziik ezen a fazistéren
a (7.44) Vy[P] = [ (=D(P))Y2d%z ¢s a Vi [Q] = [ (—F(Q))*/?d%z Hitchin funkcionélokbsl a

HIP, Q] = Vu[P] — 2Vu[Q] (9.5)

Hamilton fiiggvényt.* Ez a Hamilton fiiggvény a C-n, a Hamilton-féle kanonikus egyenleteken
keresztiil egy (P(t), Q(t)) folyamot definial. Ekkor az allitas az alabbi [Hit01]|: Ha a ¢ = ¢y para-
méterértékneél a (P(t),w(t)) par kielégiti a (3.56) és a (3.168) feltételeket akkor a ty kezdGponti
és t1 végpontu Hamilton-féle evolicié eredményeképp a

P(t) = P(t) +w(t) Adt (9.6)

haromforma az Y = X X [to,t;] hétdimenziés sokasagon egy (3.155) alaki G2 holonémiaju
Riemann metrikat indukal.

A fenti allitas jelentése vilagos. A hatdimenzios X CY sokasagon tyg-ban megadott adatok
Q=P+ iP holomorf haromformabél eredeztethet komplex, és az ezzel kompatibilis w-val
jellemzett Kahler struktira) a C modulustéren mint fazistéren egy t1-ben végz8ds folyamot in-
dukalnak. Ez a folyam egy lokalisan X X [tg,t1] alaka Y hétdimenzios sokasdg G2 holonémiaju
Riemann geometriajanak ad életet. Az egész konstrukeio lelkét a (9.5) Hamilton fiiggvénnyel kap-
csolatos funkcional képezi. Mint tudjuk az ebben szerepld két funkcional, Gsszefonodottsiggal
kapcsolatos entropia funkcionédl. Valéban, mint azt példaul az X-en értelmezett kombinalt topo-
logikus BB elmélet (7.68) particios fiiggvénnyével kapcsolatos targyalas soran lattuk, a Vi (P)
funcional a kvantdlt topologikus hurok entropiajanak vezetd rendjét ragadja meg. Tehat a tg-val
jellemzett hataron (X) megadott (kvantumos) adatok, a bulk-ban (Y') 1évé klasszikus geometri-
aban Oltenek testet. Ez a "klasszikus geometria-kvantum sszefonddottsagbol" paradigma pedig
ismét a Ryu-Takayanagi formula szellemiségét idézi.

A fentiek szellemében kézenfekvének tiinik az alabbi naiv altalanositas. Legyen (Y,G) egy
kompakt, irAnyithat6, hét dimenzidés valés Riemann sokasag G metrikaval, P egy zart, korlatos
haromforma Y-on. Legyen tovibba X = JY az Y hatdimenzios hatara, illetve L C X egy harom
dimenzios részsokasag. Definidljunk az S; mennyiséget az alabbi moédon

&;qm§/P, P =0, |IP|l<1. (9.7)
P JL

Sejtéstink szerint az S;, mennyiségen keresztiil, az Y sokasidg Riemann geometridjanak L-vel ho-
molég minimélis tulajdonsagi haromdimenziés valés sokasagai, kapcsolatban allnak az X soka-
sagon €16 "bizonyos kvantumtérelméletek" allapotainak L-beli médusainak 6sszefonddottsagaval.

Osszehasonlitva ezt a bit-szalakkal kapcsolatos (9.2) Osszefiiggéssel, a fenti sejtéssel kapcso-
latban az alabbi stulyos problémak meriilnek fel. Talan a legfontosabb kritikai észrevétel az, hogy

4A Pf(w) invarians helyett célszertibb az F(Q) = Pf(@) invaridnst hasznalni, ahol & kifejezését lasd a (3.124)
képletben.
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a RT-formulaval kapcsolatos MFMC tétel altalaban nem érvényes. Ez azt jelenti, hogy a mi-
nimélis részsokasagok 1étébsl még nem kovetkezik az, hogy azok kalibrédltak is. Ezért ugyan a
RT-formulédnal a fluxus maximalizdlasan alapulé kép ekvivalens volt a részsokasiagok minimali-
zalasan alapuldval, de ez az Y sokasag kapcsén altalaban mar nem teljesiil. Tehat Y-ra tovabbi
feltételeket kell kikétniink®. Nem vilagos az sem, hogy a RT-formula kontextusabol jolismert
CF'T-knek megfelels, "bizonyos kvantumtérelméletek" kifejezés mit is takar. A topologikus hur-
elméletek fent emlitett példaja azt stugallja, hogy ezek a térelméletek topologikusak, azaz az
elmélet fizikai mennyiségei az X-tér bizonyos topologikus invaridnsai. Ez esetben az Sy, mennyi-
ség ezekkel az invaridnsokkal kell, hogy kapcsolatban alljon. Egy mésik fontos kérdés az, hogy
G strukturaval rendelkez6 Y sokasagok, és X-en él6 topologikus térelméletek valasztasa esetén,
pontosan milyen kvantumtérelméletekre varjuk azt, hogy a 11 dimenziés M-elmélet Y-ra torté-
né kompaktifikaciéja utjan a 4 dimenzidés RT-formula bit szalaival kapcsolatot teremthetiink?
Tovabba, mégha a fent definidlt S; mennyiség matematikai szempontbdl értelmes is, az nem
feltétleniil rendelkezik egy X-beli elméletre vonatkozo dsszefonodottsig elméleti jelentéssel®.

A vazolt ellenvetések dacara konnyen lathato, hogy az Y = X X [tg, t1]-vel és a (9.6) folyammal
kapcsolatos lokalis konstrukei6 a (9.7) nyelvén is megfogalmazhaté. Ebben az esetben régzitett G
Go-holonémiaju metrika esetén a P format valtoztatva a fluxust maximalizéljuk. Ekkor az X-en
616 BB modell speciélis esetében a fluxus maximalizalasa a (9.4)-bodl ismert Sy, = 581 fekete
lyuk entropiat adja. Létezik azonban a (9.2) bit szalas interpretacionak egy dudlis olvasata
is[FH16]. Ez a (9.7) kontextusaban az alabbiakat jelenti. Legyen ezuttal a P forma a rdgzitett,
és valtoztassuk a G metrikat olymodon, hogy a ||P|| < 1 feltétel egyenldséggel teljesiiljon

1

3!
Amennyiben a metrikira a P A w = 0 feltétellel kompatibilis alakt ansatz-ot vesziink fel, és a
GV inverznek csak azon részét varialjuk mely a komplex struktira modulusokkal kapcsolatos,
akkor a X = T° esetén a modulusokra pontosan a jolismert BPS attraktor egyenleteket kapjuk.
Ekkor a ||P|| = 1 feltételt kielégité metrika a (3.155)-b8l mar ismert G struktaraval kapcsolatos
alakot fogja 6lteni.

Erdemes felfigyelni arra is, hogy az attraktor mechanizmus, és a bit szalas képben felbukka-
n6 folyamok tovabbi fontos hasonlatossaggal is rendelkeznek. Nevezetesen, a szuperszimmetrikus
attraktor mechanizmusnal a modulusok aszimptotikus értékeit tetszélegesen vélaszthatjuk, de a
horizonton (a minimalis feliiletnél) a modulusok stabilizalodnak. Ez az egyértelmten meghata-

GGG P Py = 1. (98)

rozott horizonttal kapcsolatos speciélis zart P haromforma megjelenésére vezet. Ez a specialis
haromforma egy entrépiafunkcionalt maximalizal [OVV05, GSV06, Fio06]. A bit szalak ese-
tén is, lasd (9.2), az A-n atmend fluxust maximalizalo zart p forméat az m(A) minimalis feliilett6l
eltekintve tetsz6legesen valaszthatjuk. Az m(A)-n azonban a p mér egyértelmtien meghatarozott.

Tovabba mindkét esetben a maximalizélas rogzitett kohomologia osztalyban torténik. Ugyan-
akkor a (9.7) és (9.2) formulakban megjelens P és p formakkal kapcsolatos kohomolégidk modu-
lusterek szerepét toltik be’. VélhetGen, a Headrick-Freedman esetben a p formak kohomologiaja
az AdS metrikdk modulusterével kapcsolatos. Ebbdl kovetkezden a (9.6) folyammal kapcsola-
tos észrevételeink arra utalnak, hogy a megfelels folyamokat, igy a Headrick-Freedman-féle bit
szalasakat is, igazabol a megfelel6 modulus tereken érdemes tanulményozni.

5példaul ha, akarcsak az Y = X X [to,t1] esetben, elvarjuk, hogy Y-on az M-elmélettel kapcsolatos G2
struktarak létezzenek, akkor ehhez az kell, hogy Y masodik Stiefel-Whitney osztalya eltiinjon.

6A "valamilyen" topologikus invarianst szamolé Sy nem feltétleniil hozhaté kapcsolatba médusok Sy, von-
Neumann entropiajaval.

Az X komplex struktiira modulustere lokalisan H3(X,R) egy nyilt halmaza, az Y G2 holonémiajii metri-
kainak modulustere pedig lokalisan H3(Y,R) egy nyilt halmaza [Hit00].
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