dc_1260 16

A Kombinatorikus szamelmélet
néhany problémajarol
MTA doktori értekezés tézisel

HEGYVARI NORBERT

2017



dc_1260 16

0.1. Bevezetés

Az "Additiv kombinatorika" talalo elnevezést néhany éve Terence Tao hono-
sitotta meg, és ahogy B. Green irja egy recenzi6jaban: "Well one might say
that additive combinatorics is a marriage of number theory, harmonic analy-
sis, combinatorics, and ideas from ergodic theory, which aims to understand
very simple systems: the operations of addition and multiplication and how
they interact.”.

Fermat és Lagrange kora 6ta, tehat az 1600 évek kozepe ota a szdmelmélet
egyik centralis kérdése, hogy egy adott struktura bizonyos részhalmazanak
elemeibdl képzett Osszegek mennyire és hogyan toltik ki a strukturat. Ez a
természetes kérdés az additiv analogonja annak, hogy a primek multiplikativ
modon felépitik a természetes szamok halmazat.

A nevezetes eredmények koziil emlitsiink meg kett6t: a Fermat altal sej-
tett és Lagrange négy-négyzetszam tételt, vagy a Cauchy &ltal vizsgalt prob-
lémat; a kvadratikus maradékok (a O0—val kiegészitve) masodrendd bazist
alkotnak, s mely kérdésnek az altalanositasa vezetett a jol ismert Cauchy-
Davenport tételhez.

A kombinatorikus szamelmélet klasszikus kérdése, hogy bizonyos halma-
zokban milyen szabalyos struktura kilonosképpen szdmtani sorozat van. Ezek
kozil talan a leghiresebb a Szemerédi tétel, amelyik pozitiv fels§ stirtségi
sorozatokban igazolja tetszGleges hosszu szamtani sorozatok létezését.

Ezen kiviil fontos kérdés 6sszeghalmazokban keresni hosszii szamtani so-
rozatokat. Itt a probléma kezelhetGsége erdsen eltér, attol fiiggGen, hogy
hény tagu Osszegeket képziink.

Az Elért erdemények paragrafusban felsoroltak kovetik az értekezésem
fejezeteinek a sorrendjét, kiemelve az altalam fontosnak vélt tételeket. Az
Irodalomjegyzékben kiilon feltiintettem, hogy melyek azok a cikkek, amelykre
az értekezésem alapjat képezi.

0.2. Az értekezésben foglalt eredmények el6z-
ményei
1. HILBERT KOCKAKROL

A manapsag ismert legrégebbi Ramsey-tipustu eredményt D. Hilbert fo-
galmazta meg 1892—ben egész egyiitthatos racionalis tortfiiggvények irredu-
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cibilitasat vizsgalva (kozel 25 évvel korabban, mint Schur nevezetes "x +
y = 2" tételét). Egy m—dimenzios affin kocka — vagy Hilbert tiszteletére
m—dimezi6s Hilbert kocka — alatt a

H = H(ao,al,ag,...,am) = {ao—i—Zsiai 1 g € {0,1}}
=1

halmazt értjiik. Az a; elemeket a kocka éleinek szokés nevezni, H elemszamét
a kocka méretének nevezziik. Nyilvan |H| < 2™.

Hilbert nevezetes tétele [H ] igy hangzik:

Tétel(Hilbert, 1892) Legyenek m ésr pozitiv egészek. Ekkor a természetes
szamok bdrmely r—szinezése esetén létezik olyan H(ag, a1, as, ..., ay) affin
kocka, melynek elemer azonos sziniek.

1969—ben Szemerédi e fenti tétel effektiv-stirtiségi valtozatat bizonyitotta

be.

Tétel (Szemerédi) Legyen A C N, melyre n := d(A) > 0. Ekkor van olyan
B > 0 wvalds szdm, hogy barmely n > ng(n) esetén AN [1,n] tartalmaz egy
Bloglogn dimenzidji Hilbert kockdt.

(lasd pl. [GRS])

Jelolje Q a négyzetszamok sorozatat, P a primek sorozatat. T.C. Brown,
Erdés és A. Freedman [BEF90| vetette fel azt a kérdést, hogy vajon a prim-
szamok illetve a négyzetszamok halmaza tartalmaz-e tetszéleges dimenzioju
Hilbert kockat? E kérdés nyitva maradt, szamos szamitogép altal talalt példa
ismert csak.

Meg kell emliteni Bergelson szép tételeit (|[Be85|, [Be97|, amelyben pozi-
tiv fels6 strtiségd A sorozatok D(A) kiilénbség sorozatéanak erds struktura
tulajdonsagat biztositja; D(A) tartalmaz B + B + - - - + B (k—tagu) Osszeg-
halmazt, ahol B végtelen halmaz, ill. D(A) tartalmaz végtelen altalanositott
részhalmaz- Osszeg (szorzat) halmazokat. Bergelson bizonyitésai ergodiku-
sak; az i.n. "Firstenberg atviteli elvet" hasznalja.

2. RAMSEY TIPUSU ADDITIV KERDESEK.

2.1 A kovetkezd probléma ugyancsak kapsoldodik mind a Ramsey-tipust,
mind a Hilbert kockak problémakoréhez. 1968-ban Raimi [Ra68| topologikus
eszkozokkel igazolta a kovetkezd tételt:
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Tétel(Raimi) Létezik eqgy E C N halmaz gy, hogy barmely r € N egészre
a természetes szamok barmely r szinezése esetén létezik eqy szinosztdly, jelol-
Jik Di-vel (i € {1,2,...,1}) és egy k € N melyre (D;+k)NE és a (D;+k)\E
halmazok végtelen szdmossdagiak.

E tételre szép Osszefoglalé munkajaban [Hin79] N. Hindman adott egy 1j,
kombinatorikus bizonyitast.

2.2 Sarkozy vizsgalta a kovetkezs kérdést: ha vessziik a primszamoknak
1/k relativ strtiségd részeit, igaz-e, hogy ezek koziil barmelyik aszimptoti-
kus béazis lesz, és ha ez igaz, mi a rendeknek H(k)-val jelolt szuprémuma
(amennyiben ez is létezik)? Megmutatta, hogy H (k) < k%, és H(k) >
kloglog k. Ezt kés6bb Ramaré és Ruzsa (|[RRO1]) javitotta H (k) < kloglog k-
ra. Ok a sorozatok egy éltalanosabb osztalyara bizonyitottak tételeket, (de
pl. a négyzetszamokra nem).

E kérdésekkel kapcsolatosan Sarkozy vetette fel a kovetkezd Ramsey-
tipust problémat: "Igazolhato, hogy van olyan t = ¢(k), hogy ha a négyzet-
szamokat k-szinnel megszinezziik, minden elég nagy természetes szam elGall
legfeljebb ¢ egyszini négyzetszam Osszegeként. Hatérozzuk meg ezen t(k)
minimalis értékét!" Hasonlo problémét tiizott ki a primszamok sorozatéra is.

3. MEGSZORITOTT OSSZEGEKROL

3.1 1962-ben Erdds vezette be egészek sorozatanak teljességét. Egy pozi-
tiv egészekbdl allo végtelen sorozatot teljesnek nevezett, ha minden elég nagy
természetes szam elGall kilonb6z6 A—beli elemek Osszegeként. A—t résztel-
jesnek nevezte, ha egy végtelen szamtani sorozat elemei allnak el6 kiilonb6z6
A—Dbeli elemek 0Osszegeként. Ez a Waring problémétol abban kiilonbozik,
hogy egy elemet csak egyszer hasznalhatunk, 4&m az Osszeadandok szdmara
nem teszlink feltevést.

Erdés sejtette, hogy az a,y1/a, — 1 (amint n — 00) elégséges egy so-
rozat részteljeségéhez. Azonban 1960-ban J. W. S. Cassels mutatott olyan
sorozatot, melyre a,;1 — a, = o(a}/ 2JFE) és nem részteljes.

Erdés strtiségi feltételt is sejtett; ha A C N egy olyan végtelen halmaz
melyre egy alkalmas ¢ > 0 konstanssal A(n) > c¢y/n teljesiil, akkor az A
részteljes. Belathato, hogy a cy/n az elméleti hatar. [EP62]-ben Erdés egy
gyengébb allitast igazolt:
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Tétel (Erdds62):

Ha A C N, egy végtelen halmaz, akkor van olyan ¢ > 0, hogy ha A(n) >
enV3=1/2 akkor az A részteljes.

Tovabbi javitast Folkman ért el.

3.2 Természetesen létezik nagyon ritka (exponencidlis névekedést) teljes
sorozat; az Yo = {p" :n=0,1,...}, ahol p € N5, akkor és csak akkor teljes,
ha p = 2. Egy kissé stirtibb sorozat az Y = {p"¢™ : n,m = 0,1,...}, ahol
1 < p,q € N. Erdés plauzibilis sejtése az volt, hogy Y akkor és csak akkor
teljes, ha (p,q) = 1.

1959-ben Birch [B59] igazolta Erdds e sejtését. Néhany évvel késébb J.W.
Cassels [Ca60]| bizonyitott egy altalanosabb tételt, amibgl kovetkezett Birch
tétele.

Tétel(Cassels, 1960):
Legyen A C N, és tegyiik fel, hogy

i ACY —AlD) _
n—oo  loglogn
Tovabbad tegytik fel, hogy barmely 6 valdsra, (0 <0 <1) > 2, [|a;f] = oo.
Ekkor A teljes.

Mindazonaltal — ahogy H. Davenport megjegyezte — létezik Erdés sejté-
sének egy erdsebb véltozata, ami nem kovetkezik Cassels tételébsl: Barmely
p,q > 1 egészekre, melyekre (p,q) = 1 létezik, K = K(p,q) agy, hogy az
Yi ={p"¢™ :n=0,1,... 0 <m < K}, sorozat is teljes.

Ezen erésebb véltozat is kiolvashaté Birch '59-es cikkébdl. Erdds errdl ezt
irja:

"Of course the exact value of K(p,q) is not known and no doubt will be
very difficult to determine.”

3.3 A fentiekkel rokon kérdés Burr és Erdés problémaja a megszoritott
Osszeg halmaz stirtdségérsl.

Jelolje a h—szoros 6sszeghalmazt és a h—szoros megszoritott Gsszeghal-
mazt
hA={a1+ - +ay:ay,...,a, € A},

hxA={a1+---+ap:a1,...,an € A;a; # a;, hai# j}.
Erdés tébb helyen is kérdezi (lasd pl. [EG80] 52.0.):

5
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"Legyen A C N amelyik egy h—ad rendii bazis. Igaz-e, hogy ekkor
d(h x A) > 07"

Ugyancsak 6k ketten vetették fel ([E98|), hogy ha egy A halmaz k—ad
rendii bazis, igaz-e, hogy az A kiilonbozd elemeibdl képzett legfeljebb k tagu
osszegek alkotta sorozat hézaga korlatos? Formalisan ha ord(A) = k, igaz-e,

hogy
AAUERZXxA)U---U(kxA)) <oo?

4. EXPANDER ES LEFEDO POLINOMOKROL

4.1 A jol ismert Cauchy-Davenport tétel szerint, ha A, B a Z, csoport
részhalmazai, és A + B # Z,, akkor |A + B| > |A| + |B| — 1, tovabba
a becslés éles; t.i. ha A, B kozos differenciaju szamtani sorozatok, akkor
|A+ B|=|A|+|B| - 1.

Ebbdl fakaddéan az a kérdés meriilhet fel, hogy mi mondhato két- ill.
tobbvéltozos polinomok értékeinek a halmazarol?

A szédmitastudomanyban, a grafelméletben, a kodelméletben és szédmos
maés helyen is fontos szerepet jatszanak az olyan rendszerek, melyek nagyito
tulajdonsdggal rendelkeznek.

Kérdezhets tehat, hogy mely f polinomok nagyitjak ki a targyhalmazu-
kat, azaz mikor igaz, hogy barmely A, B C Z,, |A| < |B| halmazokra teljesiil,
hogy

f(A,B) :={f(a,b):a € A;b € B}

lényegesen nagyobb, mint |A|. Koénnyen lathato, hogy f(x,y) = = + y, to-
vabba pl g(z,y) = x-y nem ilyenek. Erdds és Szemerédi hires tétele (és annak
lényeges javitasai) mutatjak, hogy egyszerre azért nem lehet mindketts "ki-

csi'.

Az Gsszeg-szorzat becslések a haromvaltozos f(z,y, z) = xy + z polinom
expander tulajdonsagat biztositjak. Valoban, Bourgain-Katz-Tao (késébb
masok is javitva a c értékét) igazoltak, hogy ha ¢ > 0, akkor ha p > p(9)
és A C Ty, melyre p° < |A| < p'=?, akkor létezik ¢ = c(d), hogy vagy |AA|,
vagy [A+ A| > |A]'*.

Ebbdl a Ruzsa-Pliinnecke egyenlGtlenség segitségével azt kapjuk, hogy
|AA + A| > |A|'"*/%) azaz az f(x,y,2) = 2y + 2 polinom valdoban expan-
der tulajdonsigi. Tehat az "erds kérdés" az lehet, vannak-e, és milyenek a
kétvdltozos expander polinomok?
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Az els§ explicit kétvdltozds expander polinom Bourgain-t6l szarmazik
[Bou05]:

Tétel (Bourgain) Legyen B(z,y) = x* + zy. Ha p° < |A] < |B| < p'~¢
akkor |B(A, B)|/|A| > p?, ahol v = ~y(¢) pozitiv.

Bourgain eredeti bizonyitasidban a v értéke implicit.

4.2 Sarkozy vizsgalta ([S05]), hogy primtestben milyen feltételek mellett
oldhatdé meg az © +y = zu;x € Ajy € B;z € Z;u € D 0Osszeg-szorzat
egyenlet. Megmutatta, hogy ha A, B,C, D C F,, és |A||B||C||D| > p*, akkor
van megoldas. Ebbdl szamos szép alkalmazas is levezethetd.

E tétel azt is kiadja, hogy ha A, B,C, D C T, és |A||B||C||D| > p*, akkor
a négyvaltozos F(z,y, z,u) := x + y + zu polinom értékeinek a halmaza F,,
azaz F'(A,B,C,D) =F,.

Az ilyen tipust polinomokat nevezthetjiik lefed polinomoknak. I. Shkre-
dov megmutatta, hogy a B(z,y) Bourgain figgvényre |B(A,B)| > (p—1) —
%, azaz ha pl. |A|,|B| > p*/**%. § > 0, akkor B(A, B) majdnem minden
elemet lefed. Szamos nyitott kérdés kapcesolodik e témakorhoz.

Valos testben mas a helyzet; Elekes és Ronyai [ER00] egy szép (és mély)
cikkiikben feltételt adtak arra, hogy egy T'(x,y) fliggvény esetén mikor tel-
jesill, hogy |T'(A, B)| < Cn. E feltételt C,n megszoritott tulajdonséagnak
nevezik, ahol |A| = |B| = n. Ebben a cikkben talalhato teszt a kovetkezs: le-
gyen q;(z,y) := g%g; Ha a ¢(x,y) := M%W fliggvény nem azonosan
nulla, akkor |T'(A, B)|/n — oo, amint n — 0.

5.STRUKTURA TETELEK HEISENBERG CSOPORTOKBAN

Gill, Helfgott munkija nyoman, ha SL,(Z,) csoportnak egy elég nagy
részhalmazat valasztjuk, akkor a harmas szorzat nagyobb az eredeti halmaz
méreténél; az el6z6 fejezetek szohasznalattal élve a SL,(Z,) csoport "nagy"
halmazaira az F(x,y,z) = wzyz polinom expander. FEgy késsbbi Babai-
Nikolov-Pyber tételb6l azt is tudjuk, hogy ha A C SLs(Z,), |A?| > |A|',
amennyiben |A| > p**.

Felmeriil a kérdés, hogy az ilyen Lie tipusti, nem kommutativ csoportok-
nal milyen struktura tulajdonsdgot tudunk felismerni szorzathalmazokban.
Altalanos halmazok szorzathalmazairol ilyen csoportokban keveset tudunk.
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Legyen p primszam, [F,, jelolje a primtestet. Jeloljik H, a (n+2) x (n+2)
fels6 haromszog métrixok azon linearis csoportjat, melynek elemei

1 » =z
[&7 Y, Z] =10 I, tg ’
0 0 1
ahol L = (xlax%"'axn)a Q = <y17y27"'7yn)7 Zi,Yi, 2 € Fa i = 1,2,...,TL, In
az n X n-es egység matrix. Nyilvan |H,| = p*"*1; a H,-beli szorzési szabaly:

[z, y, ][z

7y/’2/} = [£+i7g+y_/7 <£7y_/> +Z+Z/],

ahol (-, -) a skalarszorzatot jelenti, azaz (z,y) = > | 7:;.
E csoport nem kommutativ, 2—nilpotens, ami azt jelenti, hogy barmely
ai, ag,az € H elemere [[a; as);as] = [0,0,0] = 1y, ahol [u; v] két elem kom-

mutétora [u;v] = uvu= o™t

0.3. Vizsgalati moédszerek

A bizonyitasok soran kiilonb6zs, a kombinatorikus szamelméletben hasznalt
modszerek voltak a segitségemre. Felhasznaltam nem konstruktiv bizonyi-
tasi otletet, 0sszeghalmazokra vonatkozo eredményeket, a halmazrendszerek
kombinatorikdjanak tételét (az. t.n. "sunflower lemma"-t, melyet manapsag
sokan hasznalnak; tudomasom szerint viszont el6ttem csak Erddés-Sarkozy
hasznalta egy kissé méas probléma kezelésére). Illeszkedési tételeket (a ma
ugyancsak sokat hasznalt, Vinh-t6l szarmazo becslést is az els6k koézott hasz-
naltuk), véges testeken értelmezett diszkrét Fourier transzformaciot és to-
vabbi kombinatorikus modszereket.
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0.4. Elért eredmények

0.4.1. Hilbert kockakrol

Definicié: Legyen A a pozitiv egésze eqy végtelen sorozata €s legyen

H4(n) = max{m : AN[1,n] tartalmaz egy H(ag, a1, as, ..., a,) Hilbert kockdt}

Jegyezziik meg, hogy a kovetkez6kben — ha ezt kiilon nem jelezziik —
elfajulo Hilbert kockéakat is megengediink (tehét olyanokat ahol megengedjiik
egy T =y .* &;a; tdbbszor is reprezantalva lehessen)

H4(n) értékére egy 1999-es cikkemben adtam becslést ([H97]). Bizonyi-
tottam, hogy

Tétel (Hegyvari) Létezik olyan A C N, d(A) > 0 és melyre n € N

esetén
H4(n) < cy/lognloglogn,
ahol ¢ = 6/1og(5/4).
A tétel bizonyitasa nem konstruktiv. Maésfel6l megmutattam, hogy leg-
feljebb csak a loglogn tényez6 hagyhato el.

Propozici6 (Hegyvari) Legyen A a természetes szamok eqy soroazta,
melyben Pr(a € A) = p. Ekkor 1 valdsziniiséggel

Hy(n) > ¢p/logn

2014-ben Conlon, Fox és Sudakov igazolta |[CFS14|, hogy van olyan (vé-
letlen) sorozat A C N, d(A) > 0 és melyre n € N esetén Hy(n) < +/logn.

Konnyt latni, hogy a fent emlitett Szemerédi-kocka tétel ritkdbb soro-
aztokra is igaz. Nevezetesen a d(A) > 0 feltétel gyengithets: amennyiben
A(n) > n*/® akkor

[He04| cikkemben megmutattam, hogy
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Tétel (Hegyvari) Létezik olyan A C [1,n], melyre |A| > r3(n)/3 és
melyre
Hu(n) < loglogn,
ahol r3(n) jeloli annak az [1,n]-beli mazimdlis elemszdmi halmaznak a mé-

retét, amelyik nem tartalmaz (nem trividlis) szamtani sorozatot, H pedig
Hilbert kockdt jeldl.

Behrend a r3(n)-re tortént nevezetes becslésével tehat kapjuk a kovetke-
z0t:

Kovetkezmény: Bdarmely ¢ szamra (1/2 < ¢ < 1) van olyan A C [1,n],
melyre |A| > —ime, €s melyre

11

1—0(1 +o(1)loglogn) < Ha(n) <

! log 1
og logn.
log 2 508

Vizsgéltam Hilbert-kockaval kapcsolatos lefedési tételt is.

Egy adott struktiraban (itt F, a struktira) egy 1 kezdSpontt multipli-
kativ Hilbert-kocka analég modon definialhato (ekkor az irodalomban F'P(-)
a jeloles); legyen X C FF, értelmezziik X altal indukalt multiplikativ Hilbert-
kockat a

FP(X):={]]z: {0} #Y C X}
€Y
halmazzal.

F,-beli stird halmazokban taldlhaté Hibert kockakkal kapcsolatos téte-
lek az additiv eredmények kozvetlen kovetkezményei: Legyen ugyanis g egy
primitiv gyok modulo p, és irjuk Z; elemeit a = ¢° alakba. A L, egy X
részhalmazara jelolje indX := {y : ¢¥ € X}.

Ekkor konnyen lathato, hogy F'P(A) egy multiplikativ Hilbert-kocka pon-
tosan akkor, amikor indF'P(A) egy (0 kezd6ponti) additiv Hilbert-kocka.

[He09]-ben igazoltam a kévetkezs Osszeg-szorzat tipusu lefedési tételt:

Tétel (Hegyvari) Legyen A C T, |A] > 2, és legyen q(z) = 1 + wz +
-~ +upzP egy nem-konstans polinom. Jelélje tovibbd Q = [q(r) : v € F,] az
értékeinek multihalmazat.

Ekkor létezik olyan B multi-részhalmaza QQ-nak és eqy ¢; > 0 konstans
melyre
logp/D

9D +3
log|A| M

|B| < ¢ log

10



dc_1260 16

és
FPB)yurx A= > h-A=TF,

heFPmult(B)

Bizonyos halmazokon vett karakterdsszegek mostandban igen intenziven
vizsgalt teriilete az additiv kombinatorikanak.
Egy f : F, — C fliggvény (additiv) diszkrét Fourier tarnszformaltjan az

f(r) =3 e, f(@)epf(ra). Egy multiplikativ karakterrel vett dsszeg pedig

a f(u):= erF; f(x)xu() jeldli, ahol x,(z) = oI

Ismert, hogy "nem til nagy" halmazokhoz van olyan frekvencia, amin
felvett karakterosszeg "nagy". Montgomery igazolta (lasd pl.|GalO|-ben),
hogy ha U C F, egy tetszéleges halmaz és A C U olyan részhalmaza, melyre
|A| < Blogp, B > 0, akkor valamely ¢ = ¢(B) konstanssal max, o |A(r)| >
c|Al.

Mintegy kontraszként emlitsiik meg Ajtai (et al) [AI90] eredményét, mi-
szerint van olyan T' C Z,,, melyre |T| = O(logm(log*m)¢ 18 ™) ¢/ > 0 és
Max, £ IT(r)| < O(|T]/log* m) (log*m a multi-iteralt logaritmus).

Az alabb vizsgalt kérdésekben néhany olyan erdeményemet emlitem, ami
arnyalja a fenti jelenséget; megvizsgaltam Hilbert kockakon definiélt Dirichlet
karakterek értékét.

Sziikségiink lesz Hilbert kockak fogalmanak a kiterjesztésére:

1. Definicié. Az r-ed rendd Hilbert kockdn a

H,.(xo,a1,0a9,...,04) = {xo + Z 6,»@1} g, €{0,1,...,r} (1)

1<i<d

halmazt értjik. (Amint r = 1, ez a szokdsos Hilbert kocka).

Legyen A0 < A < 1 wvalés paraméter. Azt mondjuk, hogy H =: H,(xq, ay, as, . ..

A—degenerdlt, ha M =A. (Ho A =1, akkor |[H| = (r + 1) és igy a
fenti kockdnak az elemei mind kiilonbozdek és ekkor nem degenerdlt kockdrol

beszéliink).

Els6ként megemliteném a kovetkezs tételt ([HE16]):
Tétel (Hegyvari) Legyen A € (0,1], » > 1, r € N és legyen H,(xo,a; <
as < -+ < aq) egy tetszéleges A-degenerdlt Hilbert kocka. Ekkor

SIDIRIIES {mHW—W ] <

X  heH p*PH [T |H| >

11
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ahol ~, = Les1Crtl).

E tétel becslésénél sziikségiink volt Hilbert kockdk multiplikativ energia-
janak becslésére.

Emlékeztetnénk, hogy egy A, B C FF, halmazpar additiv energidjan a
EX(A7 B) = |{(a1,a2,b1,bg) €c AxAx BxB: a -b; = ay - b2}| értéket
értjik.

E vonatkozasban a kovetkezs eredmény vezetett a fenti tételre:

Propozici6 (Hegyvari) Legyen A € (0,1]; r > 1, r € N, legyen tovibbd
H = H.(xg,a1 < as < --- < aq) eqy A-degenerdlt Hilbert kocka. Ekkor

[H|"p  [H| < p*?
Ex(H) << {|H3+’Yr |H| 2 p2/3

p

(2)

ahol ~y, = —IOgT“A(WH).

Jegyezziik meg, hogy a fenti becslés nem trivialis, ha H "nem tul dege-
neralt" (A kézel van 1-hez). Példaul, ha |H| < p*?, r "nagy",akkor |H|"p
kozel van |H|>/%-hez, ami |H|*>-nél (a trivialis becslésnél) jobb.

Itt természetesen meriil fel az a kérdés, hogy mit lehet mondani mul-
tiplikativ Hilbert kockdk additiv energiajarol. A multiplikativ Hilbert kocka
definici6ja analdég az additivéhez, a teljesség kedvéért definialjuk:

2. Definicié. Multiplikativ Hilbert kocka alatt a

Hx(xo,al,ag,...,ad):{xo- H afi} g; €40,1}

1<i<d

halmazt értjiik.

Tehéat a régebbi jeloléssel élve H* (g, a1, as, . . .,aq) = oF P(xg, a1, as, ..., aq).
Ezzel kapcsolatosan igazoltam a kévetkezét:

Propozici6 (Hegyvari) Legyen H* := H* (29, a1,as,...,aq) C Fy; |[H*| =
P o > % eqy multiplikativ Hilbert kocka, Hy = Hy (xo,a1,as,...,aq). Ek-
kor "

HX[\1/5
E+qu<<yHXP(Lﬁl> .

12
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Kovetkezményeként kapjuk:

Kovetkezmény (Hegyvari) Legyen H* := H* := H*(x, a1, a9, ...,aq) C

s |H*| = p%; a > % eqy multiplikativ Hilbert kocka és teqyiik fel, hogy

|Hy| < |[H*|**¢ (e >0). Ekkor
EL(H*) < |H* P

ahol § = =el+e)
S .

Végiil ebben a pargrafusban megemliteném Montgomery kérdéséhez kap-
csolodd ereményemet:

Tétel (Hegyvari) Legyen H(xg,a; < ag < --- < aq) egqy tetszéleges
nem-degenerdlt Hilbert kocka. FEkkor barmely § € ¥, frekvencidhoz létezik

H' C H, melyre |H'| > eV Hl ¢s melyre teljesiil

[H'(€)] > |H'].

Hilbert kockakrol; Brown-Erdss-Freedman problémajarol

Ebben a paragrafusban T.C. Brown, Erddés és A. Freedman probléméja-
hoz kapcsolodva nevezetes sorozatokban talalhato Hilbert kockak dimenziojat
vizsgéljuk. Jel6lje mint az el6z6 paragrafusban Q a négyzetszamok sorozatat,
P a primek sorozatat.

Sarkozyvel a kovetkezd eredményeket talaltuk ([HS99]):
Tétel (Hegyvari-Sarkozy)

Hp(N) < log N.

Tovabbé a négyzetszamokra
Tétel (Hegyvari-Sarkozy)

Hg(N) < 48+/log N.

13
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Eredményeinket késébb tobben javitottak (lasd pl. [W04]|, [DE12],[DE15]).
Megemliteném, hogy egy érdekes szamitastudomanyi kapcsolata is van téte-
linknek. Woods ([W04]) vizsgalta a kovetkezs kérdést: tekintve azt a Boole-
halozatot amelyik teszteli egy primszam e1,¢9,...,¢&, binéris jegyeit, akkor
mennyi az "AND" (input) és "OR" (output) kapuk szama? A szerzd becslést
nyer ezek szaméra, (ami egyébként a fenti tételiink javitasabol kaphato).

Hilbert kockakrol; Bergelson egy problémajarol

Egy porzitiv felsstirtiségii A C N sorozat kétszer iteralt kiillonbség soro-
zata (azaz a D(D(A)) = A— A+ A — A) nagyon jol strukturélt; ez a tény
fontos szerepet jatszott a Freiman-Ruzsa tétel bizonyitasidban. Természete-
sen adodik a kérdés, hogy iteralas nélkil, tehat a D(A) = A — A sorozat
mennyire jol strukturalt?

1985-ben Bergelson megmutatta, hogy ha egy A C N sorozatra c_Z(A) > 0,
akkor barmely k € N szamhoz létezik egy végtelen B sorozat, melyre A—A DO
B+B+---+B=kB.

Bizonyitasdban a Fiirstenberg altal kidolgozott egodelméleti modszerek
jatszottak szerepet. Késébb ezt az eredményt élesebb formaban — ugyancsak
ergodelméleti modszerekkel — javitotta; tarsszerzékkel megmutatta, hogy A—
A (a fenti feltételek mellett) altalanositott szamtani és geometriai sorozatot
is tartalmaz.

Ruzsa Imrével — Fglner tételének felhasznélasaval igazoltuk a kovetkezd
tételt (|[HR16]):

Tétel (Hegyvéri-Ruzsa) Legyen A a természetes szdmok eqy olyan so-
rozata, melyre d(A) > 0. Legyen f : Ny — N, egy tetszdleges fiigguény.
Ekkor létezik egy végtelen C halmaz, melyre A— A D FS¢(C)UFP(C), ahol

FS;(C) = { 3 wiei: X CC, [X] < o003 w; € [L, £(i) mN},

ceX

FP(C’)::{HCZ-:XQC’; X # 10, |X|<oo}.

ceEX

14
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0.4.2. Ramsey tipusu additiv kérdések

Két Ramsey tipusu kérdést targyalok.
Az els6 a Raimi-Hindman tétel nagymértékd alatlanositasat adja (He05]):

Tétel (Hegyvari) Legyen A C N az egészek olyan sorozata, melyre vala-
mely pozitiv v irraciondlisra a [0, 1) intervallumban a {(yz) : x € A} halmaz
sUri.

Legyen r € N és legyenek aq, s, ..., q, olyan pozitiv valosak, melyekre
2= 1

Ekkor létezik a természetes szamok N = | Ji_, E; olyan particidja, melyere.

(1) barmely i € {1,2,...,r} esetén d(E;) = «,

(2) barmely t € N és barmely az A halmaz A = U;:1Fj t—szinezése
esetén

van olyan m € {1,2,...,t} és végtelen {x,}5°, N-beli sorozat 1gy, hogy
barmely h € FS({x,}2 ) részisszegre és barmely i € {1,2,...,r} indezekre,

(Fo +h) N E;

végtelen halmaz.

Tehat ebben a tételben nem csak egy E halmaz és komplementere metsz
bele végtelen halmazzal az egyik particioba, hanem tetsz6leges szami és elére
adott sirtségi halmazzal tudjuk biztositani egy Hilbert kocka Gsszes eltolt-
javal ezt. A Raimi-Hindman tétel az r = 2, és az {x,}7°, végtelen sorozat
helyet egy k € N specialis esetben kaphaté meg.

A maésik additiv-Ramsey tipusu és a Sarkozy altal felvetett kérdésekre ta-
141t eredmények leirdsira definidljuk egy A sorozat K szinezésének a rendjét:

Definicio:
Legyen A C N, vegyiik ennek eqy K szinezését (K -particidjat), és gyijtsiik
a sorozat eqyszind elemeit részhalmazokba. Azaz

A= |J 4,

1<i<K

tehdt, ahol A;-ben az A halmaz i-edik szinnel szinezett elemei keriilnek. Le-
gyen U = {Ay,..., Ak}, és jelolje ord(U) azt a legkisebb h szdmot, amelyre
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19az, hogy minden elég nagy n szimhoz van olyan 1, 1 <1 < K, hogy az n
szam elddll legfeljebb h A;-beli elem osszegeként. Végiil legyen

ordg(A) :=sup{ord(U) : U egy K szinezése A — nak}.

Jelolje Q a négyzetszamok halmazat, P pedig a primekét. E kérdéskorben
a kovetkezd eredményeket sikertilt elérni ([HHOT7]):

Tétel (Hegyvari-Hennecart) Legyen K € N. Ekkor

(€7 +0(1))K loglog K < ordg(P) < 1500K°>.

Tétel (Hegyvari-Hennecart) Legyen K € N. Ekkor

log K

KeXp ((10g2 + 0(1))w

) < ordg(Q) < 10°(K log K)°.

Ezeket az eredményeket P. Akhilesh, D. S. Ramana, O. Ramaré (|[AR14],
[RR12]) és G. Chen [Ch16] tovabb javitottak.

0.4.3. Megszoritott osszegekroél

[dézziik fel, ha X = {z1 < 29 < ...} C N, jelolje X aszimptotikus hézagat
(a kovetkezSkben réviden X hézagat) A(X), azaz legyen

A(X) := limsup(x;11 — x;).

1—00
Megmutattuk, hogy a k = 2 kivételével a Burr-Erdés sejtés hamis (|[HHP2|):
Tétel (Hegyvari-Hennecart-Plagne) 1. Ha ord(A) = 2, akkor

A(AU(2x A)) <2.
2. Legyen h > 3. Ekkor létezik olyan A C N, hogy ord(A) = h, dm

AAU2x A)U---U(h x A)) = oc.
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Becsléseket kaptunk az Osszeghalmaz és az Gsszeghalmaz stirtiségeinek a
kapcsolatarol. Pontosabban igazoltuk (|[HHP]):

Tétel (Hegyvari-Hennecart-Plagne) Legyen A C N és tegyiik fel,
hogy valamely h € N egészre d(hA) > 0 teljesiil. Ekkor
1

dlh x A) > ——————d(hA).
_( % )_hheﬂ' 2h/3_< )

Tovabbi természetes sejtés az, hogy a {A(h x A)},>1 sorozat monoton
csokkend. E kérdés még nyitva maradt, mindazonaltal sikeriilt bizonyitani,
hogy ha van olyan véges h melyre a hézag h-nal nem nagyobb, akkor egy
legalabb 1/h also stirtiségt indexhalmazon valoban nem novekszik a hézag.

Az aldabbiakban igazoltuk a kovetkezs tételt:

Tétel (Hegyvari-Hennecart-Plagne) Legyen A C N és legyen h az a
legkisebb természetes szam, melyre A(h x A) véges. Ekkor létezik egy index
sorozat

h=hy<h <---<hj...

melyre 2 < hji1 —h; <h+1, (j >1) és

A(h]qu X A) < A(h,] X A)

E tétel bizonyitasaban felhasznaljuk az Erdés-Radoé G.n. delta-rendszerekre
vonatkozo tételét.

E témakorben jol alkalmazhat6 ez a kombinatorikus halmazelméleti ered-
mény, amit — tudomésunk szerint — el6ttiink csak Erdgs és Sarkozy hasz-
nalték egy részosszeghalmazok probléma megoldasara. Késébb e modszert
aztdn tobben alkalmaztak.

0.4.4. Expander és lefed6 polinomokrol

Idézziik fel, hogy egy 2 valtozos polinomot mikor neveziink expander poli-
nomnak:

Legyen p primszam és legyen f : IFI% — ), egy 2 valtozos polinom. Nevez-
zik az f-et expander figguénynek, ha barmely o, 0 < a < 1 értékre 1étezik
€ = €(a) > 0 pozitiv valos szam, melyre

[f(A, B)| > p***
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amennyiben |A| < |B| < p®.

Mint emlitettiik az els6 explicit expander polinom Bourgain-t6l szarma-
zott, ineffektiv €(a) expanzids meértékkel.

Sikeriilt expander polinomok egy végtelen osztalyat megmutatni, bizonyos
tartomanyon effektiv expanzios mértékkel ([HHO09)]).

Tétel (Hegyvari-Hennecart) Legyen k > 1 és f, g egész egyiitthatds
eqyudltozos polinomok. Legyen tovdbbd F F : 72 — 7 fiiggvény, amelyik

F(z,y) = f(z) + 2"g(y).

Tegyiik fel, hogy f(xz) és a* affin figgetlenek. Ekkor F expander.

(Az f és g flggvényeket affin fiiggetleneknek nevezziik, ha nincs olyan
(u,v) € Z% hogy f(x) = uh(z) + v vagy h(z) = uf(z) + v teljesiil. Az
osszefiigggdk konnyen lathatoan nem expanderek.)

Az expanzié mértékére a kovetkezs tétel igaz:

Tétel (Hegyvari-Hennecart) Legyen F' az el6bbi tételben definidlt po-
linom és tegyiik fel, hogy o > 1/2.

Ekkor barmely A,B C F, halmazpdrra, melyekre |A| < |B| < p*, az
expanzio mértéke

min{2a—1;2—2a}
2

|F(A, B)| > |A]"

Bevezettiik az t.n. teljes expander fogalmat: Legyen I a [0, 1] intervallum
részhalmaza (altalaban részintervalluma). F'—et I szerinti teljes expandernek
nevezziik, amennyiben

|F(A7B)| > Cpmin{l;Qa}

teljesiil minden olyan halmazparra, amelyre |A|, |B| < p® és a € I.

Példaul 1. Shkredov igazolta, hogy Bourgain fliggvénye az I = (3/4,1)
szerint teljes expander. A kovetkez6ben megmutattuk, hogy itt a 3/4 nem
cserélhetd le 1/2-re, pontosabban a kévetkezd tételt igazoltuk:

Tétel (Hegyvari-Hennecart)
1. Legyenk > 2 egész, u € 7 és F(z,y) = 2  +uab+2ry = 2% (¥ +y+u).
Ekkor barmely a, 0 < av < 1/2 esetén F {a} szerint nem teljes expander.

2. Legyen f(x) és g(y) két nem konstans polinom és legyen F(x,y) =
f@)(f(z)+ g(y)). Ekkor F nem teljes expander {1/2} szerint.
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E tételek effektiv bizonyitasdban a Weil tétele mellett FErdds "szorzat
tételének" Tenenbaum-to6l szérmazo véaltozata segitett.

Sarkozy vizsgalta ([S05]), hogy primtestben milyen feltételek mellett old-
hatéo meg az r +y = zu;x € A;y € Bz € Z;u € D 0Osszeg-szorzat egyenlet.
Megmutatta, hogy ha A, B,C,D C F,, és |A||B||C||D| > p*, akkor van
megoldas. Ebbdl szamos szép alkalmazés is levezethetd.

E tételbdl az is leolvashato, hogy ha A, B,C, D C F,, és |A||B||C||D| >
p3, akkor a négyvéltozos F(z,y, z,u) := x + 1y + zu polinom értékeinek a hal-
maza [, azaz F(A, B,C,D) = F,. Az ilyen tipust polinomokat nevezthet-
jiik lefedd polinomoknak. A tétel éles. Meglepd modon, ha az altalanosabb
F(z,y,z,u) := =+ y + g(z,u) polinomot vizsgaljuk, ¢g(u,v) nem konstans
polinom, akkor a fenti feltétel gyengithets. Példaul igaz a

Tétel (Hegyvari-Hennecart) Legyenck Fi(z,y) = zy + 2°hi(y) és
Fy(z,y) = 2?y+xhe(y), (hi(y) € Zly]; i = 1,2 nem zérus polinomok). Ekkor
léteznek 0 < §,6" < 1 valdsak gy, hogy barmely p primre és A, B,C,D CF,
halmazokra, melyekre

IC| > p'?7°, |D|>p"*° |A||B| > p*7,

teljesil, a G(x,y,u,v) =z 4+ y + Fi(u,v) lefedd polinom.
Tovabba megmutattam, hogy ha azt az egyenletet vizsgaljuk, melyre a +

b= h, h € H és e H halmaz jol strukturalt, ugyancsak gyengithet a fenti
feltétel (egy altalanosabb tétel specialis esete) ([HE12]):

Tétel (Hegyvari) Legyen A, B C T, és H < F; egy multiplikativ rész-
csoportja, melyre |H| = p®. Ekkor az

a+b=nh; (a,b,h) € Ax Bx H

megoldhato, amennyiben

9458

[AlIBI[H[* >p 5.

Ez tehat a 0 < 8 < g értékekre jobb eredményt ad.

A fenti tételek az adott halmazok (multiplikativ) energiajanak, és bizo-
nyos Multilinearis exponencialis 0sszegek eloszlasatol fliggenek.
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Vinogradov egy szép (és gyakran alkalmazhato) tétele arrol informél, ho-
gyan oszlik el az A - B mod p.

Vinogradov tételének szép altalanositasa (amelynek bizonyitasa az addi-
tiv kombinatorika szamos tételét 6tvozi) Bourgain-tél és Garaev-t6l szarma-
zik és amelyik haromtényezés, tehat egy

ST =1Y_ D> w(@)ely)(=)(e(zyz)|

rz=1 y=1 2=1
exponencidlis 0sszeg abszolit értékére ad fels6 becslést.

Tetsz6leges tényezdkre Bourgain a kovetkezd (nem explicit konstansokat
tartalmazo) becslést adta ([BO9b)):

Tétel (Bourgain) Létezik olyan C' > 1 konstans, hogy barmely 0 < 0 <
1, ésr €N, r > C/6, esetén, ha Ay, Ag, ..., A, CF,, |4l >p°, 1 <i<r,
és p elég nagy prim, akkor

Y elwmma )| <p A A A

T1€A1L,...,zrEA,

ahol &' > C~T.

Vérhato, hogy ha a halmazok strukturdjarol tovabbi feltételeket kotiink
ki, tobb informaciét nyeriink errél az Osszegrél. Valoban, ha az n szamu
halmaz koziil kettérsl valamely additiv strukturat tételeziink fel, és e halma-
zok elemszémara vonatkozo feltételt is szabunk, egy élesebb és kvantitativ
becslést is kaphatunk.

A halmazok additiv tulajdonsigait felhasznélva kovetkeztethetiink a ka-
rakterosszegeink a nagysagara.

Itt a kovetkezs eredményem emliteném meg ([HE12]):

Tétel (Hegyvari) Legyen e > 0, ¢1, ¢o pozitiv valds szamok, p > p(e, c1, ¢a),
primszdm, Ay, Ag, As, ... A, C F,,n > 3. Tegyiik fel, hogy i = 2,3 esetén
|Ai| > ci\/D > 0, tovdbbd, hogy

€s
In{|Ay|/(|Aa]| As]) 15}
2Inp

0<a< +5/8. (4.4.2)
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FEkkor

S| = | > e(zy - x| <p_°‘-H|Ai].

r1€A1,L2€A2,.... xn €A

E tételbdl leolvashatjuk:

Kovetkezmény:
Legyen |As|, |As| < /P, |A1] > p", n > 3/8 és tegyiik fel (4.4.1)-t. Ekkor

S| = | > e(ry - an))| <P_a'H|Ai|,

r1€A1,x2€A2,..., xn €A

ln\A1| 3

ahol 0 < a < Iy 5

0.4.5. Struktara tételek Heisenberg csoportokban

E pontban primtest feletti Heisenberg csoport t.n. téglainak szorzathalma-
zéra mondunk ki struktira tételeket. Az irodalomban az altalanos Lie-tipusu
csoportok bizonyos halmazainak szorzathalmazai expander tulajdonsaga is-
mert. Struktura tételek nem ismertek.

Legyen A C H, és e halmaz vetiiletei az egyes koordinatakra X, X, ..., X,,,
}/17}/27"'7Ynés Z: azaz [gag72’/} € A7£: ($17x27"'7$n)7g: (y17y27"'7yn)7
akkor és csak akkor, ha z; € X;, y, € Y;,i=1,....n, z € Z.

E részhalmazt téglanak neveziink, ha
A=[XY, 7] :={[z,y,2] ugy,hogyz € X, y €Y, z € 7}

ahol X = Xy x -+ X X, &s Y =Y} x -+ x Y, barmely nem iires X;,Y; C I}
részhalmazokkal.
Az n dimenzios esetben a kovetkezs struktura tétel igaz ([HH13]):

Tétel (Hegyvari, Hennecart) Bdrmely pozitive > 0 szamhoz taldlhato
olyan ng index, melyre ha n > ng, B C H,, eqy tégla és

|B| > |Hn|3/4+a
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akkor létezik egy nem trividlis G részcsoport H,—ben, nevezetesen [0,0,F,]
igy, hogy B - B legaldbb |B|/p mellékosztdlyt tartalmaz modulo G.

E tétel bizonyitasdban a {6 1épés diszkrét Fourier analizis hasznalataval
torténi, amit pl. [He09]-ben is jol lehetett hasznalni.

Masfelol igaz a kovetkezo:

Propozici6 (Hegyvari, Hennecart) Bdrmely n természetes és p prim-
szamhoz létezik B C H, tégla gy, hogy

Bl = Y2y
4(2n)n

és a B - B-ben taldlhato mellékosztdlyok csak a H,, trividis részcsoportja sze-
rinti mellékosztalyok.
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