VALASZ PETHO ATTILA BIRALATARA

El6szor is szeretném megkoszonni Pethd professzor alapos és korrekt bi-
ralatat. Minden megjegyzésére, kérdésére megprobalok valaszolni.

Az 1. kérdésre adott valaszom:

Ismeretes, hogy egy A pozitiv felsG stirtiségii sorozat kétszer iteralt kii-
lénbséghalmaza tartalmaz Bohr-halmazt. (Ezt elséként Bogolyubov vette
észre). Az egyszer iteraltnak nincs meg ez a tulajdonsiga (ezt Kriz iga-
zolta), de nem is teljesen szabalytalan struktura; Folner tétele szerint minden
ilyen A sorozathoz létezik olyan Bohr halmaz, amelyik A — A-t6l egy nulla
stirtiségl sorozatban kiilonbozik. FEz az eredmény képezte Ruzsaval publi-
kalt eredményeink alapjat. Fglner tipusa tétel altaldnosabb struktirakban
is hasznalhatoak. Az opponens altal javasolt algebrai szamtestek egészeinek
legegysszertibb példainal (Gauss ill. Euler egészek esetében) a bizonyitas
nagyon hasonlo6 lehet az altalunk adottakhoz. Mindazonaltal Folner eredeti
tétele nagyon altalanos; igaz minden amenabilis csoportra. Itt természe-
tesen masként kell a stirtiségre és a Bohr halmazra tekinteni, tisztazni kell
az analog fogalmakat, ha azt az utat akarjuk jarni, amin tarsszerzéGmmel
jartunk. Amennyire tajékozott vagyok, Bergelsonék is az ergodelméleti mod-
szerek tObbségét csak aritmetikus (egész szamokra vonatkozo) strukturdkra
alkalmazzak, modszeriik erre van kidolgozva.

Ruzsaval kozos eredményeinkben azt szerettiik volna jelezni, hogy az
"aritmetikus" Folner tétel mar elegendd, hogy kombinatorikus otletet hasz-
nalva megkapjuk Bergelson tételét.

Jelezni szeretném viszont, hogy az értekezés Theorem 2.16 tétele, (mely
Bergelson elsd tételének egy modositott kombinatorikus bizonyitasa), messze-
menden altaldnosithato; Révész Szilarddal publikalatlan eredményiink szerint
lokélisan kompakt Abel csoportokra is atvihets a bizonyitas ([HR]).

A 2. kérdésre adott vdlaszom: E kérdést mésik opponensem is felvetette.
MindkettGjiiknek a kovetkez6t valaszolom:

Azt gondolom, hogy pontosabb becslést adni ordg (Q)-re nem lesz kénny;
bizonyitasunkban e rend becslésénél elsé lépésében biztositani tudtuk egy
szabalyos struktira létezését egy véges Kneser tipusu tétel segitségével, eb-
bél is adodik egyfajta "veszteség". Javitast ugy érhetnénk el, ha a négy-
zetszamok véges részhalmazainak 6sszeghalmazara jo becslést tudnank adni,



(ezt lényegében minden bizonyitsaban meg kell tenni). Barmilyen ilyen ered-
mény egyben komoly elérelépést jelentene Rudin egy sejtésére is, (misze-
rint egy tetszéleges szamtani sorozatban sem oszlanak el lényegesen stiriib-
ben a négyzetszamok, mint a természetes szamok korében), és e sejtés nem
trivialis becsléseiben mély algebrai geometriai eszkozok jatszanak szerepet.
(Bombieri-Halberstam-Pintz, ill. Bombieri-Zannier érték el ezeket azeredmé-
nyeket). E kapcsolat a kovetkezs: ha létezik ¢ > 0, hogy ha @)’ egy tetszSleges
véges részhalmaza a négyzetszamoknak, és |Q' + Q'| > |Q'|'T teljesiil, ak-
kor egy tetszéleges Ay, k tagi szamtani sorozatban a négyzetszamok szama
< kT lenne a trivialis Q'+ Q| < |Ax + Ax| = 2k — 1 miatt. A legjobb
fels6 becslés (Bombieri-Zannier) a ¢ < 2.) A két probléma természetesen
nem ekvivalens, de talan érzékelhetd a nehézség lényege.

Noha mas szerzdk talaltak némi javitast ezen becslésekben, nem meglepé
modon a négyzetszamok esete volt a nehezebb, pontos becslés nem ismert.
Azt gondolom, hogy ennek hatterében a fent emlitett nehézségek rejlenek.
Ha sejtést kellene kimondanom, inkabb az als6 becslést latnam az igazsaghoz
kozelibbnek, noha mas indokot nem latok, mint hogy az alsé becslésnél sze-
replé konstrukciémnal jobb nem sziiletett, és a javitasok a fels§ becslésben
torténtek.

Az ordk(P) becslésénél hasonlo volt a bizonyitas strukturaja; keresni
kellett "stird", véges, primekbdl 4ll6 halmazokat, ezekre hasznéalva az emlitett
Kneser tipust tételt, mar lehetett e rendre becslést adni. Erdekes kontraszt,
hogy Ramana és Ramaré par honapja analitikus eszkozokkel igazolta, hogy
also becslésiink az igaz, bizonyitva, hogy ordg(P) < K loglog K.

Azt gondolom, hogy e modszerekkel négyzetszamok esetében javitasokat
igen, lényeges, az als6 becslést jol megkozelits felsG becslést viszont nem
kaphatunk.

A 3. kérdésre adott vdlaszom: Ez valoban szép kérdés. Erddst az eredeti
kérdeés felvetésében feltehetdleg az motivélta, hogy olyan "ritka" (polilogarit-
mikus) sorozatok teljességét kérdezze, amelyekre nincs trivialis ok az ellenke-
zGjére. Az opponens sorozatai ilyenek. A G, ill H,, sorozatokra nyilvan kell
még valamilyen oszthatosagi feltevést is tenniink, (kiilonben csak részteljes-
séget tudnank bizonyitani). Es igen, lehetséges, hogy a masok és az altalam
hasznélt modszerek miikodnének. Mindazonéaltal én 6vatosan fogalmaznék; a
rekurziv sorozatok specialis tulajdonséagai, erre utalhatott Pethd professzor,
okozhatnak bizonyos problémakat.

Ami a konkrét kérdést illeti, bar nem vagyok a rekurziv sorozatok té-



makorének mély ismerGje, miszerint "Mi varhato, ha egyik sorozatnak sincs
dominéns gyoke", talan mégis mondhato valami: [BG]-ben a szerzék kimutat-
tak, hogy ilyen esetekben a sorozatoknak azon indexei, amelyeken a sorozat
pozitiv ill. negativ, létezik stiriisége. Ha most egyik stirtiség se nulla, akkor a
részosszeghalmazban felléphet egy "kioltasi jelenség", (azaz részosszeg sorozat
novekedése mérsékelt lehet) ami hihet6vé teszi az emlitett sorozat teljességét.
Ez természetesen egy gondolatkisérlet, az adott problémét érdemes néhény
specialis ilyen sorozatra megnézni. Pl. bizonyos specialis rekurziv sorozatok-
nak megvan az a tulajdonsiga, hogy a megszoritott 6sszeghalmaz elemei 1é-
nyegében kiilonbozsek (Bérczes-Pethd), és a részosszeg halmaz-megszoritott
Osszeghalmaz jellege kozel all egymashoz.

Megjegyezném, hogy mostanaban tarsszerzékkel egy nagyon hasonlé ered-
ményt publikdltunk az Acta Arithmetica-ban ill. a J. of Number Theory-
ban (|[CFH 1,2]). Azt hiszem a felvetett kérdésre mindenképpen érdemes
lesz visszatérni, és a rekurziv sorozatok specialis tulajdonsagaitol fliggen az
Erdés-Birch tipusi becsléseket keresni.

Végiil emliteném meg, bar szamomra elsGdleges a negyedik oldalon tett
megjegyzésre adando valaszom.

4.0 "Az értekezés elolvasdsa utdan hidnyérzetem van; sok szép eredményt
olvastam, de ezek kivétel nélkiil masok tételeinek a pontositdsai, javitdsai,
Uy bizonyitdsai. Egyetlen olyan tétellel sem taldlkoztam, amelyiknél a szerzd
megjeqyezte volna, hogy ezzel & inditott el eqy 1j kutatdsi iranyt vagy eqy uj
bizonyitds, maddszert dolgozott volna ki."

Abban mindenképpen egyetértek, hogy erdsebben kellett volna hangsu-
lyoznom, s6t talan kiilon fejezetrészben kitérnem erre a kérdésre (noha az
adott pontoknal ha nem is hangsulyosan, de jeleztem). Szeretném roviden
felsorolni azokat az eredményeket amelyekben 1j kutatéasi irdnyt és/vagy 1j
modszert értem el.

Hilbert kockak részhalmaz Gsszegek; itt valoban "nagy el6dok": Hilbert
maga, Szemerédi, Sarkozy és masok foglalkoztak véges sorozatokban taldlhato
Hilbert kockékkal, viszont wvégtelen Hilbert kockdk dimenzidjanak vizsgélatat
tobb dolgozatban én kezdtem el, csaknem pontos becslést adva ezekre: egy-
szerz6s J.of NTh, Comb.Prob. and Comp. cikkeim, J. of Comb. Th (A).
Ezek olyan eredmények voltak, melyekkel olyan matematikusok foglalkoz-
tak késébb, mint Jacob Fox, Conlon, Sudakov, Van Vu, Nathanson stb. Itt
komoly eltérés van a véges és végtelen eset kozott, hasonldoan més esetekkel.



Magasabb dimenzidra is kiterjesztettem az ilyen jellegii vizsgalataimat(n > 2
esetében itt is jelentds az eltérés). Meg kell emlitenem, hogy kutatést elindito
eredményeim négyzetszamok és primszamok Hilbert kockainak a dimenzio-
janak becslései (Sarkozyvel); a kombinatorikus szamelmélet vezetd kutatoi
hivatkoztak, majd javitottak ezen eredményeket (Elsholtz, Dietman, Shpar-
linski, nem teljes a felsorolas). Megjegyezném, hogy ezen eredményeknek
érdekes modon szamitastudomanyi kapcsolatai is vannak (primek jegyeinek
tesztelésére szolgalo 3 halozatok komplexitdsara lehet kovetkeztetni).

E kérdéskorben 16 cikket publikdltam és ha nem is egy elméletet, min-
denesetre egy konzisztens problémakort dolgoztam ki e teriileten.

Megszoritott sszegek (Restricted sums) szerkezetének és reprezentécios
kérdéseinek tisztazasaban is, bar ez utébbit nem tartalmazza a disszertaciom,
méasok altal elismerten is a kezdeményezdk kozott vagyok.

Szamos altalam vizsgalt kérdést valoban méasok vetettek fel, sok esetben
Erdés, de az ezekre adott részeredmények évtizedes, (néha tobb évtizedes),
sziinete utan az én munkam adott j lendiiletet, sok esetben a végsé megol-
das kezdeményével. (Pl. teljes sorozatok Szemerédi és Vu igazolta a sejtést
részben az én modszerem felhasznalasaval; vagy a Birch-Erdds sejtést expo-
nencialis tipust sorozatok teljességére vonatkozoan).

E valasz forma nem alkalmas arra, hogy minden eredményre kitérjek, de
mindenképpen meg kell emlitenem a Heisenberg csoportok bizonyos halmaza-
inak szorzathalmazainak a vizsgalatara, amelyeket elGtte senki sem kutatta
(és azoOta szamos visszhangja van). E problémakér szoros kapcsolatban van
Helfgott SL,(p) csoportok halmazainak az expanzios tulajdonsagaival, de ér-
dekes modon egészen mas jelenséggel allunk szemben. E témakorben régebbi
egyszerzds cikkeim eredményét is felhasznaljuk: primtestekben multilineé-
ris fliggvények teljességérsl és véges kommutativ csoportok részhalmazainak
komplementer halmazairél sz616 eredmények. E targykorben eddig 6t cikkem
jelent meg.

"Bizonyitdsi modszer" Ahogy Ben Green irja: "... az additiv kombinato-

rika a szdmelmélet, a harmonikus analizis, a kombinatorika, az ergodelmélet
eredményeinek az egyiittese, melynek célja egy nagyon egyszerd struktura
megértése..."

Valéban, eredményeim igazolasaban szamos modszert, (kombinatorikus
tételeket, exponencialis Osszegeket, illeszkedési tételeket stb.), hasznalok. Itt
csak két modszert emlitenék meg; utananéztem: pl. megszoritott dsszegek ke-
zelésében a sunflower lemmét els6ként hasznaltuk. El6ttiink Erdés és Sarkozy



hasznalta egészen mas eredmények igazolasara. Azota ezt a segédeszkozt tob-
ben alkalmaztak. A maésik; expander polinomok expanziéjanak mértékének
effektiv becslésére mi alkalmaztunk bizonyos illeszkedési tételt elsGként (azota
ez az eszkoOz is nagyon népszerti).

Osszefoglalva, koszonettel tartozom Pethd professzornak a méltato szava-
iért és el kell fogadnom a biraldé megjegyzéseit, amelyeket a hianyossagokért
és pontatlansigokért tett.

Budapest, 2018. aprilis 17. Hegyvari Norbert
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