VALASZ HAJDU LAJOS BIRALATARA

ElGszor is szeretném megkoszonni Hajdu professzor alapos és korrekt bi-
ralatat. Miel6tt megjegyzéseire, kérdéseire vélaszolnék a legf6bb kifogasra
szeretnék reagalni.

Igen, valoban opponensem jol érzékelte, hogy bizonyos kapkodés érezhetd
a disszertacioban. Nem indok, de némi magyarazatként jelezni szeretném,
hogy a beadéasi szakaszban jelezték, hogy az eredeti dolgozat terjedelme tul-
1épi a szokasosat és formaja is moédositasra szorul. A szoros hataridében ezen
1j valtozatban, a matematikai tartalomra koncentraltam, a sok eliités, pon-
tatlansdg ebbdl szarmazik. Ez valoban megnehezithette opponensem mun-
kajat, amiért Gszintén elnézést kell kérnem.

A disszertacio érdemi értékelését koszonettel veszem. A hozzém intézet
két kérdés is kutatasaim kozéppontjaban alltak, az ott hasznalt, dltalam ki-
fejlesztett modszereket tobb helyen sikerrel alkalmaztam.

Hajdu professzor els6 kérdése, a kovetkezs volt:

1. Kérdés: ’Amint azt korabban emlitettem, Sdrkozy "szinezett" négy-
zetszamokkal illetve primszamokkal torténd elddllitasokra vonatkozo problé-
mdjandl az ordg(Q) és ordx(P) értékekre nyert also illetve felsé korldtok
nagysdgrendileg kozel dllnak egymdshoz. Ugyanakkor a koztik lévé "hézag”
még szamottevd. Ldt-e lehetdséget arra, hogy a jelenlegi modszerekkel ez a
hézag szikithetd, esetleg (lényegében) teljesen eltintethetd?’

E kérdést méasik opponensem is felvetette. Mindkett&jiiknek a kovetkezst
valaszolom:

Azt gondolom, hogy pontosabb becslést adni ordg (Q)-re nem lesz kénny;
bizonyitasunkban e rend becslésénél els§ lépésében biztositani tudtuk egy
szabalyos struktira létezését egy véges Kneser tipusu tétel segitségével, eb-
bél is adodik egyfajta "veszteség". Javitast ugy érhetnénk el, ha a négy-
zetszamok véges részhalmazainak 6sszeghalmazara jo becslést tudnank adni,
(ezt lényegében minden bizonyitsaban meg kell tenni). Barmilyen ilyen ered-
mény egyben komoly elérelépést jelentene Rudin egy sejtésére is, (misze-
rint egy tetszéleges szamtani sorozatban sem oszlanak el 1ényegesen stirtib-
ben a négyzetszamok, mint a természetes szamok korében), és e sejtés nem
trivialis becsléseiben mély algebrai geometriai eszkozok jatszanak szerepet.
(Bombieri-Halberstam-Pintz, ill. Bombieri-Zannier érték el ezeket azeredmé-
nyeket). E kapcsolat a kovetkezs: ha létezik ¢ > 0, hogy ha @)’ egy tetszSleges



véges részhalmaza a négyzetszamoknak, és |Q' + Q'] > |Q'|'™¢ teljesiil, ak-

kor egy tetszdGleges Ay, k tagu szamtani sorozatban a négyzetszamok szama
< kT lenne a trivialis Q'+ Q| < |Ar + Ax| = 2k — 1 miatt. A legjobb
felsé becslés (Bombieri-Zannier) a ¢ < 2.) A két probléma természetesen
nem ekvivalens, de taldn érzékelhet a nehézség lényege.

Noha mas szerzék talaltak némi javitast ezen becslésekben, nem meglepd
modon a négyzetszamok esete volt a nehezebb, pontos becslés nem ismert.
Azt gondolom, hogy ennek hatterében a fent emlitett nehézségek rejlenek.
Ha sejtést kellene kimondanom, inkabb az als6 becslést latnam az igazsaghoz
kozelibbnek, noha mas indokot nem latok, mint hogy az alsé becslésnél sze-
repl6 konstrukciémnal jobb nem sziiletett, és a javitasok a fels§ becslésben
torténtek.

Az ordg(P) becslésénél hasonld volt a bizonyitas struktiraja; keresni
kellett "stird", véges, primekbdl 4ll6 halmazokat, ezekre hasznalva az emlitett
Kneser tipusu tételt, mar lehetett e rendre becslést adni. Erdekes kontraszt,
hogy Ramana és Ramaré par honapja analitikus eszkozokkel igazolta, hogy
also becslésiink az igaz, bizonyitva, hogy ordg(P) < K loglog K.

Azt gondolom, hogy e modszerekkel négyzetszamok esetében javitasokat
igen, lényeges, az als6 becsléshez jol megkozelits becsléset viszont nem kap-
hatunk.

2. Kérdés: Szdmomra gy tinik, hogy azon polinomosztaly, melyekrdl az
wrodalomban eddigiekben sikerilt igazolni az expander tulajdonsdgot, megle-
hetdsen szik. Ennek mi az oka? Az vdrhato, hogy ez a tulajdonsdg "ritka”,
és csak valamilyen specidlis tipusi polinomcsalddokra dll fenn, vagy csupdn
a tulajdonsdg igazoldsa nehéz, ezért szik az ismert lista?

Mint azt Hajdu professzor is jelezte az igazédn érdekes és nehéz kérdés
a kétvaltozos expander polinomok kutatasa jelentette. Természetesen egy
F(z,y) expander polinomra az R(F(x,y)) (R : F, — F, nem konstans
polinom) is expander lesz, tehat lényegében azokat az F'(x,y) polinomokat
kellene felkutatni, amelyek nem nagyitoak. Altalanos vélekedés, hogy a kivé-
telek, (azaz melyek nem "nagyitanak"), azok lényegében az affin 6sszefliggd
polinomokbél képzett kétvaltozos polinomok.

Megjegyezném, bar az altalunk igazolt polinomosztaly sziik, szamos igen
intenziven vizsgélt polinom illetve halmaz ebbdl az osztalybol szarmaztat-
hato (pl. nagy irodalma van az A(A + 1) tipust halmaz elemszdménak a
becslésének, melyhez tartozo polinom — f(x,y) = y(y + 1) — az altalunk leirt
polinomosztalyba tartozik).



E kérdéskornél is — mint a hires primtestbeli 6sszeg-szorzat probléménal —
a becslés erdssége fiigg attol, hogy mekkora az adott A, B halmazpar mérete.

A fent emlitett vélekedést "nagy" halmazokra Terence Tao (Expanding
Polynomials over finite fields of large characteristic, and a reqularity lemma
for definable sets, cikkében, melyben idézi munkankat is) igazolja mély, al-
gebrai geometriai eszkozokkel. Példéul e cikkben Tao bizonyitja, hogy ha
|A[|B| > p*~'/% & F(x,y) nem Q(Py(x) + Pa(y)) vagy Q(Pi(z) - Pa(y)) alaki
(Q, Py, P, : F, — F, polinomok), akkor F'(x,y) expander polinom (azaz ez
is egy részleges eredmény, a nagyito tulajdonsag fiigg a targyhalmazok mé-
retétsl.) "Kisebb" halmazokra is érzékelhets, hogy pl. a teljes expanzioval
is lehet gond, (mint ahogy azt a disszertacié Proposition 5.12 is mutatja)

Mas eszkozok hasznélatdnak az igénye is felmertilt pl. az G.n. "Combina-
torial Nullstellensatz" algebrai eszkoz, de ezek sokkal gyengébb eredményeket
adnak. Késébb F. Petrov publikalt ilyen modszerrel (gyengébb) tételt.

Végiil megemliteném, hogy a valos test esetében Elekes-Ronyai egy cikké-
ben (bar az ottani definicioban a nagyitas egy gyengébb feltételt jelent) ha-
sonld a kovetkeztetés: azaz ha a két valtozo szerint nem szeparalhato f(x,y),
akkor mindig létrejon nagyitas. Ennek bizonyitasa is mély algebrai eszk6zo-
ket igényel.

Még egyszer koszoném az opponensem alapos munkajat és pozitiv érteé-
kelését és az eljarassal kapcsolatos tamogatéd allasfoglalasat.
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