Opponensi vélemény Hegyvari Norbert
A kombinatorikus szdmelmélet néhdny problémdjdrol
cim MTA doktori értekezésérol

Hegyvari Norbert az értekezését angol nyelven irta. A téméajat hat feje-
zetben dolgozta fel, amelyet két dolgozatanak masolataval, bevezetéssel, a
jelolések (részleges, lasd kés6bb) listdjaval és béséges irodalomjegyzékkel tett
teljessé. Osszesen 16, koztik 10 egyszerzos, publikaciéjanak eredményeit
dolgozta fel. A fejezetek és az alfejezetek egységes struktiraban késziiltek; a
témat el6szor szakmatorténeti hattérrel motivalja, ismerteti annak kézponti
eredményeit, majd megfogalmazza a sajat eredményeit, végiil bebizonyitja
azokat. Amennyiben a szerz6 eredményeit masok tovabbfejlesztették vagy
pontositottak, akkor ismerteti ezeket a publikacidkat is. Az értekezés jo
didaktikai érzékkel és vildgos stilusban késziilt. Az opponens ugyanis soha
sem dolgozott a kombinatorikus szamelméletben, ennek ellenére jol tudta
kovetni a dolgozat érveléseit és megértette a bizonyitasokat.

Az értekezés leghosszabb fejezete a 2., amelyik a Hilbert kockakkal kap-
csolatos eredményekkel foglalkozik. Mar a XIX. szazadban Hilbert is fog-
lalkozott azzal a kérdéssel, hogy egy természetes szamokbdl all6 halmaz
tartalmaz-e Hilbert kockat és ha igen, akkor mekkorat. Szemerédi Endre
1969-ben bizonyitotta, hogy ha A C N pozitiv alsé stirtiségii, akkor AN[1, n]
minden elég nagy n-ra tartalmaz egy cloglogn,c > 0 dimenziés Hilbert
kockédt. Az A C N monoton névekedd végtelen sorozatra legyen

Ha(n) = max{m : AN[L,n] tartalmaz m dimenziés Hilbert kockat}.

Jelolje tovabbd A(n) az A azon elemeinek a szamat, amelyek n-nél nem na-
gyobbak. Az értekezés 2.5 Tétele szerint létezik olyan pozitiv alsé slirtiségli
A halmaz, amelyre Ha(n) < cy/lognloglogn, ¢ = 4(log(4/3))~1/21. A bi-
zonyitas a valségi modszert koveti, gy nem konstruktiv. Sokkal egyszeriibb
a 2.8 allitas bizonyitdsa, amely az elébbi tétel parja, és amely szerint majd-
nem biztos, hogy egy végtelen A halmazra H4(n) > cy/logn teljesiil.

Természetes médon vetddik fel a kérdés, hogy a fenti tételekben a pozitiv
alsé siirliség kovetelményét lehet-e gyengiteni. A 2.11 Tétel szerint igen, ha
A(n) > n*/®, amikor is

A témakor szép zard allitdsa a 2.12 Kovetkezmény, amely szerint barmely
1/2 < ¢ < 1-re van olyan A C [1,n], amelyre |A| > ne=(108™)° g2
11

E(l +o0(1))loglogn < Hy(n) <

! log 1
oglogn
log 2 6108

teljestil.

Erdekesek és szépek a 2.2. alfejezet On Bergelson’s theorem eredményei.
Azt a kérdést vizsgilja, hogy ha A pozitiv felsé slirliségli halmaz, akkor
milyen szabdlyos struktira létezését lehet garantdlni az A — A halmazban?

1Az értekezésben H(n), a tézisekben a helyes Ha(n) szerepel.
2A (2.8) képletben = &ll > helyett.
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Bergelson 1985-ben bizonyitotta, hogy A — A barmely k-ra tartalmazza kB-t
valamely végtelen B halmazra. Bizonyitasa Fiirstenberg egy mély ergod-
elméleti eredményére tamaszkodik. Hegyvari 2008-ban kombinatorikus bi-
zonyitast adott egy kicsit erésebb allitasra, amely az értekezésben Theorem
2.16 néven szerepel®! Hegyvéri és Ruzsa, Bergelson egy kés6bbi eredményét
élesitve, belatta, hogy van olyan végtelen C' halmaz is, hogy A — A nemcsak
a C elemeibdl készitett, siulyozott, véges Osszegeket, hanem a véges szorza-
tokat is tartalmazza. Ezek a vizsgalatok és eredmények jél illeszkednek az
értekezés témajahoz, de nem értem, hogy miért kertiltek a Hilbert kockakroél
sz0l6 fejezetbe. Ez a diszkrepancia a szerzének is feltiinhetett, mert a
tézisekben a 2. alfejezet eredményeit csak a 3. és 4. alfejezet eredményei
utén targyalja. Szerintem jobb lett volna a Bergelson problémakort kiilon
fejezetben targyalni.

1. Kérdés. A Hegyvdri-Ruzsa tétel értelmes dllitds tetszdleges végtelen kom-
mutativ gylriben. Igaz-e példdul algebrai szamtestek egészei gyiriiben?

A 3. alfejezet additiv és multiplikativ Hilbert kockéak feletti additiv és mul-
tiplikativ karakter 6sszegekkel foglalkozik. F6 célja a kockak energidjanak a
becslése. Brown, Erdds és Freedman 1990-ben kérdezték, hogy a négyzet-
szamok halmazaban van-e tetszOleges dimenziés Hilbert kocka. Ennek a
kérdésnek a megvalaszolasaval foglalkozik a 4. alfejezet. Sarkozyvel 1999-
ben megmutattak, hogy Hp(NN) < log N (Theorem 2.38) és Ho(N) <
48/Tog N (Theorem 2.32)* , ahol P a primek, Q a négyzetszamok hal-
mazat jelenti. A Hg(N)-re adott korlat sokkal jobb, mint amit egy ha-
sonld elemszamu véletlen sorozattol a fentebb emlitett 2.12 Kovetkezmény
fényében elvarhatunk.

Az értekezés 3. fejezete Ramsey tipusu problémakkal foglalkozik. ElGszor
Raimi egy fél évszdzados tételének messzemené altalanositasat adja (Theor-
em 3.2)%. Legyen A a természetes szdmok egy aszimptotikus bazisa. Sarkézy
definidlta az A halmaz K-szinezésének a rendjét ordyi(A)-t. Hegyvéri és
Hennecart bebizonyitotta, hogy tetszéleges K-ra

("4 0(1)KlogK < ordg(P) < 1500K°
log K
loglog K
Az értekezésben ezek kiilon tételekben, Theorems 3.7, 3.9, 3.10 és 3.13 sze-

repelnek. Természetes médon vetédik fel a kovetkez6 kérdés:

) < ordg(Q) < 10%(K log K)5.

K exp((log2+ o(1))

2. Kérdés. Az ordi(P) és ordx(Q)-ra vonatkozd alsé és felsd becslések
elég tavol vannak egymdstél. Mi lehet a tényleges nagysdagrend?

A 4. fejezet nagyon szorosan kapcsoldédik Erdés Pal munkdassdgahoz. Az
X ={x1 <z < ...} €N halmaz aszimptotikus hézaganak a
A(X) = limsup{z;11 — z;}

1—00

3A tétel kimondasa sajnos itt sem sikeriilt tipografiai hiba nélkiil (C=)

A 24 alfejezet elején az Fo(N) jelolést taldljuk az értekezésben altaldnosan haszndlt
Hgo(N) helyett. Ezen til elég sokdig kellett tornom a fejemet, hogy mit jelent Q a 33.
oldalon.

SAz F, i halmazokrdl fel kell tenni, hogy végtelenek, kiilonben az allitas nem lehet igaz.
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szamot nevezzik. Burr és Erdés 1996-ban sejtette, hogy ha A C N h-
ad rendl aszimptotikus bazis, akkor A(A) < oco. Hegyvari, Henncart és
Plagne megmutatta (Theorem 4.1), hogy a Burr-Erdds sejtés h = 2-re igaz,
h > 3-ra azonban hamis. FEtt6l pontosabb eredményeket is bizonyitottak
az Osszeghalmaz és az Osszeghalmaz silirtiségének a kapcsolatardl (Theorems
4.5, 4.8. és4.9). A fejezet mésodik fele teljes és majdnem teljes (subcomp-
lete) halmazok tulajdonsdgaival foglalkozik. Ezeket a disszerténs az ezred-
forduld kornyékén publikalta, az értekezésbe a folydiratcikkek masolatait ki-
egészitésként kototte beb. Erdés sejtette és B. Birch 1959-ben bebizonyitotta,
hogy a {p"¢™ : n,m =0,1,...,(p,q) = 1} halmaz teljes. Jelolje K (p, q) azt
a legkisebb K szamot, amelyre az {p"¢"™ : m =0,1,...,K,n=20,1,...}
halmaz teljes. Hegyvéri 2000-ben explicit fels6 becslést adott K (p,q)-ra
(Theorem 4.16).

3. Kérdés. Legyenek (G,), (Hy) pozitiv egész szamok linedris rekurziv so-
rozatai. Tegyiik fel, hogy mindkettének van domindns karakterisztikus gyoke
és ezek multiplikativen figgetlenek. Igaz-e, hogy ekkor a {GnH,, : n,m =
0,1,...} halmaz teljes? A wvilasz minden bizonnyal igen és gy lehet bi-
zonyitani, mint Birch tételét. Mi vdrhato azonban akkor, ha (Gy)-nek, vagy
(Hy)-nek nincs, vagy egyiknek sincs domindns gyoke?

Az 5. fejezet is két részbdl all és mindkettd a p elemi IF, test felet-
ti polinomokkal foglalkozik. Az f IE‘Z — [, fiiggvényt expanzivnek”
nevezzilk, ha barmely 0 < a < 1-hez van olyan € > 0, hogy barmely
A, B C Fy,|A|,|B| < p*re |f(A,B)| > p*tc. Az els§ expanziv polino-
mot Bourgain konstrualta 2005-ben. 2009-ben Hegyvari és Hennecart egy
végtelen expanziv polinomcsalddot taldlt. Bebizonyitottak (Theorem 5.7),
hogy az f(z)+ z*g(y) polinom expanziv feltéve, hogy f, g egész egyiitthatos
polinomok és z* affin fiiggetlen f(z)-tél. Ez szép és altaldnos tétel, amely-
ben az z* affin fiiggetlen f(z)-t6l sziikséges, de nem tiil nagy megszoritas.
A bizonyitas csak minden, elég nagy, prim esetén miikodik. Mi a helyzet a
maradék, véges sok, primmel? Hegyvariék tovabb is mentek, alsé korlatot
bizonyitottak az expanzié mértékére is és eredményeket értek el teljesen ex-
panziv polinomokkal kapcsolatban is.

Sarkozy egy, Hasse-Weil® tipusi, tételéhez kapcsolddik a fejezet mésodik
része. Az I F;l) — [, polinomot lefedének neveziink, ha szlrjektiv.
Hennecarttal megmutattédk (Fact 5.22), hogy ha Fy(z,y) = zy + 22k (y) és
Fy(z,y) = 2%y +xha(y),0 # h1, he € Z[x], akkor vannak olyan 0 < 4,4’ < 1,
hogy barmely p primre és A, B, C, D C F,, halmazokra x +y+ F;(u, v) lefed
polinom feltéve, hogy

C1,1D] > p'/27°, 4]|B| > p*~"

6Hié.nyolom, hogy a kiegészitések szerepérol a bevezetésben egyetlen sz6 sem esik, azt
csak a 69. oldalon tudja meg az olvasé.

TA szerzb expandert hasznal expanziv helyett, de aztdn az expanzié mértékérol
beszél. A matematika mds teriiletein, példdul dinamikus rendszerek hasonlé kontextusban
hasznéljék az expanziv leképezés fogalmat.

8Lasd példaul J.H. Silverman, J. Tate, Rational Points on Elliptic Curves, Undergra-
duate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, 1992



Az értekezés utolsé fejezete Heisenberg csoportokra vonatkozé struktira
tételekkel foglalkozik.

Véleményem Osszegzése el6tt szolni szeretnék a dolgozat formdjardl. Dicsé-
retes, hogy a szerz6 egységes formatumba hozta megjelent cikkei eredményeit,
Osszefésiilte az irodalomjegyzékeket és jeloléslistat is készitett. Sajnos az
utébbi hidnyos; korabban mar jeleztik a P, Q hidnyat, most emlitjiik, hogy
a 12. oldalon hasznalt F.S(A), a 19. oldalon hasznélt "restricted sum”
jelolések magyarazatat csak sokkal késébb, a 77. oldalon taldlhatd x operacié
jelentését sehol sem, a 79. oldaltol haszndlt H < F-ét pedig csak a tézisekben
talaltam meg. A szerzd altaldban betartja a tudoméanyos kozléssel szembeni
kovetelményeket, de tobb esetben, sajnos, nem adott meg pontos hivat-
kozast:

p- 21, Lemma 2.18: Ramsey

p- 25: Itt a szerz6 emliti Bourgain és Garaev, majd Petridis és Sh-
parlinski, végiil Garaev, Konyagin és Shkredov eredményeit pontos
hivatkozas nélkiil.

p- 34: Olson

p- 39: "Wood observed - based on a work of Paturi, Saks and Zane

p- 39: "By a theorem of R. Tijdeman we know...”

p- 65: "K.F. Roth and Gy. Szekeres proved...”, kés6bb ”S. Burr in-
vestigated...”, végiil ”I quote here a theorem of Zeckendorf who pro-
ved...”

p.- 79: 7 . firstly investigated by Schur.”

p- 87: 7 Green and Ruzsa proved...”

p- 88: Babai-Nikolov-Pyber

A disszertdciéban targyalt eredmények nagy tobbsége a szamelmélet ve-
zetd organumaiban (Acta Arithmetica, Journal of Number Theory, Raman-
ujan Journal, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, stb.) je-
lent meg, amit komoly szakmai szlirének és elismerésnek tekintek. A szerzo
évtizedek 6ta eredményesen dolgozik a kombinatorikus szamelméletben. Nem
tudok azonban egyértelmtien pozitiv véleményt irni. Az értekezés elolvasisa
utén hidnyérzetem van; sok szép eredményt olvastam, de ezek kivétel nélkiil
masok tételeinek a pontositdsai, javitasai, Gj bizonyitasai. Egyetlen olyan
tétellel sem taldlkoztam, amelyiknél a szerz6 megjegyezte volna, hogy ez-
zel 6 inditott el egy 1j kutatasi iranyt vagy egy 1j bizonyitasi modszert
dolgozott volna ki. Olyan van, hogy egy ismert bizonyitasi moddszert tel-
jesen 1j teriileten alkalmaz eredményesen. Hegyvari Norbert értekezésében
az erények joval meghaladjak a, legtobbszor kapkodéas vagy feliiletes mun-
ka miatt becstszott, hidnyossagokat, ezért a tudomanyos eredményeket
elfogadom és az értekezés nyilvanos vitara tiizését hatarozottan
javaslom.

Debrecen, 2018. marcius 28.

(Dr. Pethé Attila)
MTA rendes tagja



