Valasz Szab6 Endre birilatara

Szeretném megkdszonni Szab6 Endrének a disszertdciom alapos atolvasdsat, a timogaté vélemé-
nyét, a dicsérd szavait €s a tovabbgondoldsra serkentd kérdéseit.

A birdlatban két kérdés van megfogalmazva.

1. Kérdés. Az 5.1.1 Tétel W -invaridns a — a leképezéseket terjeszt ki (egyértelmiien) K -invaridns
p — p leképezésekké. Lehet-e ezt dltaldnositani mds G L(a)-reprezentdcickra? Példdul: W -invaridns
a — S™(a) illetve a — A"a leképezéseket ki lehet-e (egyértelmiien) terjeszteni K -invaridns p —
S™(p) illetve p — N"p leképezésekké?

Vilasz. A disszertdcidban arra volt sziikségiink, hogy egy h : a — a, W-ekvivarians leképezést ki
tudjunk terjeszteni egy H : p — p, K ekvivaridns leképezéssé (5.1.1 Tétel). Ha nem trivializaljuk a
T'a (ill T'p) nyaldbot, akkor a h leképezésnek egy a-n értelmezett W/ -invaridns X}, vektormez6 (azaz
a T'a nyaldb egy szelése) felel meg, hasonlé médon H-nak pedig egy Xy, K-invaridns vektormezs
p-n. Vagyis az 5.1.1 tétel ugy is fogalmazhat6, hogy a T'a nyaldb minden W -invaridns X polinomidlis
(vagy C*, vagy C¥) szelése kiterjeszthetd egyértelmi médon a 7'p nyaldbnak egy ugyanolyan regu-
laritdst, K -invaridns X szelésévé. Ebbél az atfogalmazasbdl mar valéban természetes médon meriil
fel a kérdés, hogy van-e valami hasonlé kiterjeszthetGség, ha az érintdnyaldbot valamelyik mdsik
tenzornyaldbra cseréljiik. A vdlasz az, hogy igen, 1éteznek ilyen kiterjesztési tételek.

KOVARIANS TENZOROK: a) differencidlformdk

Egy p-n definidlt & k-format horizontdlisnak neveziink, ha & eltinik a K orbitok érintdvektorain,
azaz txy&@ = 0, minden X € € esetén, ahol X* jeloli a p-n indukdlt vektormezét.

1. Tétel. Legyen p > 0 egész szdm, o : a — APT™*a pedig egy polinomidlis, vagy C*> vagy C¥
regularitdsi W-invaridns p-forma. Ekkor az o p-forma kiterjeszthetd egy & : p — APT*p ugyanilyen
regularitdsi K-invaridns p-formdvd. A kiterjesztés dltaldban nem egyértelmii, de ha azt is megkiove-
teljiik, hogy & horizontdlis legyen, akkor igen.

Bizonyitds: Ha kicsit tomoren is, de tobbek kozott ezt mondja ki az 5.1.11 Tétel. Részletesebben:
legyen « egy (polinomidlis, C*°, vagy C*) W-invaridns p-forma a-n. Az 5.1.7 Tétel (5.1.1) formuldja
alapjan (E' = a vélasztassal) « eldll

a= > ai,.adiy A Adjy, (1)
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alakban, ahol az a;, . ;, egyiitthaték W-invaridns polinomok, ill. C* vagy C* fiiggvények a-n,
J1s- -+, Jn pedig az a-n értelmezett W-invaridns polinomok algebrdjanak algebrailag fiiggetlen ge-
nerdtorai. Chevalley tétele alapjan mindegyik j; polinom kiterjed egy K-invaridns j; : p — R
polinommd. Az o, i, €gyiitthatok szintén kiterjednek egy Q4 ,..4,» K -invaridns, a regularitdsdval
megegyez0 fliggvénnyé (a polinom esetben Chevalley tétele, a C> esetben [Sch75], vagy [Da82], a
C¥ esetben [Lu76] alapjdn). Az

a= Y @i, A Adis, )
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p-forma tehdt K-invaridns és konnyen ldthatéan az o forma horizontdlis kiterjesztése.

Masrészt legyen ), ¢y az « forma két K -invaridns, horizontdlis kiterjesztése és B = o — &y.
Ekkor § is horizontdlis és K-invaridns. Legyen i : a — p a bedgyazds. Mivel &; ugyanannak az o
formdnak a kiterjesztései, ezért i* = 0. Legyen a € a. Mivel i*3 = 0, ezért minden X € T,a
vektorra tx 3, = 0. Mivel 3, horizontilis, ezért minden X € T,(Ka)-ra is tx3, = 0. Ha még azt
is feltessziik, hogy a benne van egy nyilt Weyl kamrédban, akkor ismert, hogy T,a = (T,(Ka))*.
Ezért ebben az esetben 3, = 0. A K invariancia miatt 5, = 0 minden b € Ka-ra. Tehéat 3 a nulla
formdval egyenlS a nyilt Weyl kamrdk unidjanak K orbitjain, azaz egy p beli nyilt-siir{i halmazon.
Vagyis 8 = 0. O



Megjegyzések:

1) Kénnyen ldthat6an egy K invaridns 1-forma pontosan akkor horizontdlis, ha a neki megfeleld
p — p K-ekvivaridns leképezés radidlis. Ezért ha feltessziik, hogy g egyszer(i, de nem Hermitikus
tipusu, akkor az 5.1.3 Tételbdl kovetkezik, hogy minden K -invaridns 1-forma automatikusan hori-
zontdlis. Ezért ebben az esetben a tételben akkor is egyértelmiiség van, ha nem koveteljiik meg, hogy
a kiterjesztés horizontilis legyen.

2) A kiterjeszt€s a horizontalitdsi feltétel nélkiil nem mindig egyértelm. Legyen példdul a = R,
W = {£Idp}, p = R? és K = S! az origé koriili forgatdsok csoportja. Ekkor az o = xzdz 1-forma
W-invaridns. Az oy = adx + ydy és as = (z — y)dz + (x + y)dy két kiilonbozé S' invaridns
kiterjesztése az o formanak. Ez pontosan azért lehetséges, mert léteznek nemtrividlis S* invaridns
nem horizontalis 1-formak R2-n.

Altaldban is, ha g egyszerii és Hermitikus tipusd, akkor mindig létezik olyan /3 # 0, K invaridns
nem horizontdlis 1-forma p-n, amelyre i*3 = 0. [gy ha @ egy K invaridns kiterjesztés, akkor & + /3
egy ettdl kiilonbozd kiterjesztést ad. Ilyen /5 formdt kaphatunk a kovetkezé médon: legyen I : p — p
a komplex struktdra p-n (z-vel vald szorzds) és F' : p — p egy tetszGleges radidlis K ekvivaridns
leképezés. Ekkor H = [F'is K ekvivaridns. Ismert, hogy az Hermitikus esetben az a és Ia alterek
ortogondlisak egymasra. Ebbdl kovetkezik, hogy a H -nak megfelels 3, K -invaridns 1-formdra i*/3 =
0. Az 5.1.3 tételbdl az is kdvetkezik, hogy az Hermitikus esetben egy W invaridns 1-forma tetszdleges
K invaridns kiterjesztése egy K invaridns, horizontélis 1-forma és egy fenti tipusi 3 forma Osszege
lesz.

3) A tétel C* esete Michor ([Mi97, 2. Theorem]) tételének specidlis esete. Vagyis a Kiterjeszthe-
t6ség még dltaldnosabb szitudcidban is igaz lesz. Legyen (M, g) egy Riemann sokasdg, G egy Lie
csoport, amely izometridkkal perfekt médon hat M-en. Azt mondjuk, hogy a GG hatds poldris, ha
létezik egy ¥ C M zért részsokasdg, ami minden G orbitot ortogondlisan metsz.

Poldris hatasokra is definidlhat6 a W (dltaldnositott) Weyl csoport: W (X)) := Ng(2)/Za(X), ahol
Ng(X)={g€G: gL =X}és Ze(X) = {9 € G: gs = 5,Vg € G}. J6l ismert, hogy a mi altalunk
vizsgdlt szitudcid poldris hatés, az (M, g) = (p,b) (ahol b a K invaridns skaldris szorzat), G = K és
3} = a szereposztdssal.

Michor tétele ([Mi97, 2. Theorem]) azt mondja, hogy tetszdleges polaris hatds, p > 0 esetén
is minden o : ¥ — AP(T*X), W(X)-invaridns C'™ forma egyértelmden kiterjed egy G-invaridns
& : M — AP(T*M) horizontélis formava.

KOVARIANS TENZOROK: b ) szimmetrikus tenzorok

2. Tétel. Legyen p > 0 tetszileges egész szam. Ekkor minden v : a — SP(T*a), W-invaridns
C™ szimmetrikus p-tenzor kiterjeszthetd egy VU : p — SP(T™*p), K-invaridns, C> szimmetrikus p-
tenzorrd.

A tétel Mendes eredményének ([M16, Corollary 1]) specidlis esete. Mendes megmutatta, hogy
ugyanilyen kiterjesztési tétel igaz tetszGleges poldris hatds esetén.

k KONTRAVARIANS és [ KOVARIANS TENZOROK:

3. Tétel. Legyen k.l > 0 egész szdmok. Ekkor minden ¢ : a — T 'a, W -invaridns C>, (k1 )-tipusu
tenzormezd kiterjeszthetd egy ® = p — T*p, K-invaridns, C> tenzormezdvé.

Az allitds Mendes tételének ([M16, Theorem 1]) specidlis esete. Mendes megmutatta, hogy ugyan-
ez a kiterjesztés igaz minden poldris hatdsra.

2. Kérdés. A disszertdcio alaposan tdrgyalja a szimmetrikus terek geodetikus dramdnak geomet-
riai kvantdldsdt. Van remény arra, hogy bizonyos hiper-Kdhler, vagy kvaternié-Kdihler sokasdgok
esetében is haszndlhato ez a modszer?

Valasz. Legyen az (M, g) kompakt Riemann sokasdg hiper-Kihler vagy kvaternié-Kihler. J6l
ismert, hogy ekkor az M sokasdg Einstein, tehat DeTurck-Kazdan egy tétele alapjan, alkalmas koor-
dindtdkban a g metrika val6s analitikus. Ez garantdlja, hogy 7'M -ben a nullaszelés egy U csészer(
kornyezetében 1étezik g adaptdlt komplex struktdrdja.

Ennek segitségével kapjuk a H°"™" kvantum-Hilbert mez6t. Ahhoz, hogy a kvantdlas egyértel-
miiségét (azaz H°"" projektiv lapossdgdt) vizsgdlni tudjuk, be kellene latni, hogy a H "™ mez6n



van analitikus Hilbert mezé struktura. Jelenlegi ismereteink alapjdn ezt csak akkor tudjuk (Theorem
9.2.1), ha az (M, g) Riemann sokasdg egy Riemann normélis homogén tér.

Ha valahogy sikeriilne beldtnunk, hogy a hiper-Kihler vagy kvaternié-Kihler esetben a [7°™" me-
z0n van analitikus struktura, a 9.2.4 példa esete arra figyemeztet, hogy ha U-nak nem az egész T'M -et
valasztjuk, akkor a //°"" mez6 nem lesz feltétleniil projektiven lapos.

Viszont ha U = T'M vilaszthat6, akkor az [LSz91, Theorem 4.3] tételiink alapjén (R = oo esete)
a g metrika 0sszes metszetgorbiiletének nemnegativnak kell lennie. Most vilasszuk szét a két esetet.
El6szor a hiperkihler esetet viszgdljuk.

HIPER-KAHLER SOKASAGOK ESETE

Egy hiper-Kéhler metrika Ricci gorbiilete mindig zérus, ezért a fentiek alapjan azt kapjuk, hogy
ha egy (M, g) kompakt hiper-Kéhler sokasdg adaptdlt komplex struktdrdja 1étezik az egész T'M-en,
akkor a g metrika 6sszes metszetgorbiilete nulla kell legyen, vagyis (M", g) egy lapos, hiper-Kéhler
sokasag.

Mivel tetszGleges lapos g metrika esetén g adaptdlt komplex struktirdja az egész 7'M -en létezik,
ezért pontosan a lapos hiper-Kéhler sokasagok kvantédldsat lenne érdekes megvizsgdlni.

Ilyen sokasdgbo6l nagyon sok van. R*" a standard euklideszi lapos metrikdval és az antikommu-
télo ortogondlis 7, J komplex struktirdkkal elldtva a legegyszer(ibb hiper-Kihler sokasdg. Ha A egy
tetszGleges rdacs R*"-ben, akkor ez a struktdra indukdl egy lapos, hiper-Kihler sokasag struktidrat a
R /A 4n-téruszon. De sok egyéb példa is 1étezik: ha F' tetszSleges véges csoport, akkor létezik
olyan (M, g) kompakt, lapos hiper-Kéhler sokasdg, amelynek a holonémiacsoportja F' ([BDM9S,
Corollary 3.1]).

Egy M kompakt lapos sokasdg soha nem egyszeresen 0sszefiiggs, ezért T* M kvantdldsdndl egy
0j jelenséget is kezelni kell: az el6kvantum vonalnyaldb nem lesz egyértelmd. Ez az egész eljardst
alapvetden befolydsolja.

KVATERNIOKAHLER SOKASAGOK ESETE

Ezek az (M, g) sokasdgok 3 tovabbi halmazba sorolhatéak, annak megfelelden, hogy az s skaldr-
gorbiiletiik milyen eljell (s > 0, s = 0 vagy s < 0). Ahogy ezt elébb emlitettiik, az U = T'M
feltevésbdl a g metrika metszetgorbiileteinek nemnegativitdsa kovetkezik. Ez kizdrja az s < 0 tipust
sokasdgokat.

Az s > ( esetben az 0sszes ma ismert kompakt kvaternié-Kéhler sokasdg mint Riemann tér mind
szimmetrikus, ezek az Gin. Wolf terek, s6t a hires Salamon-LeBrun sejtés szerint nincs is mds kompakt
kvaternié-Kéhler tér az s > 0 esetben.

Maradt ismét az a lehet8ség, hogy s = 0, azaz a kompakt, lapos kvaternié-Kéhler sokasdgok.
Specidlisan minden kompakt, lapos hiper-Kihler sokasdg ilyen, de van sok egyéb, olyan példdk is
léteznek, amiken nincs Kéhler vagy hiper-Kihler struktidra ((DMO1])

A kompakt lapos kvaternio-Kihler sokasdgok kvantdldsdt lenne érdekes megvizsgélni. Itt is a
hiper-Kihler esetnél emlitett nehézségekkel kellene megkiizdeni.
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