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Szőke Róbert Adapted complex struktures

című MTA-doktori értekezéséről

A Riemann-sokaságok érintőnyalábján indukált Riemann-metrikák, majdnem komplex
és komplex struktúrák és a kapcsolódó geometriai konstrukciók tanulmányozása az elmúlt
fél évszázadban sok érdekes eredményt tartalmazó publikációhoz vezetett. Különösen ér-
dekesek az érintő nyalábon értelezett Kähler-metrikák, hiszen mind az érintő nyaláb, mind
pedig a Kähler-struktúra meglehetősen merev rendszer, amiknek a természetes összehan-
golása nem adódik könnyen.

Szőke Róbert PhD-értekezésében, Lempert László témavezetésével, egy komplex függ-
vénytani szempontból különösen érdekes, az analitikus Riemann terek érintőnyalábjában
lévő 0-szelés csőkörnyezetén értelmezett komplex struktúrának és ahhoz kapcsolódva szár-
maztatott Kähler-metrikának egy kanonikus konstrukcióját vezette be és tanulmányozta.
Jelen értekezés fő témája ezen Kähler-geometria mélyebb vizsgálata és a klasszikus me-
chanikai rendszerek kvantizálásában való alkalmazása.

A bevezetett komplex struktúrát adaptált komplex struktúrának nevezik, ami rendel-
kezik azzal a tulajdonsággal, hogy az alapsokasággal azonosítható 0-vektormező totá-
lisan valós részsokaságot képez és az érintőnyaláb geodetikusokra való megszorítása a
geodetikusok komplexifikája. Ennek folytán az adaptált komplex struktúra az alapso-
kaság természetes komplexifikációjának tekinthető. Ehhez a komplex struktúrához tár-
sítottak egy Kähler-metrikát is, amelyre vonatkozóan az eredeti Riemann-tér egy valós
Riemann-részsokaság, azaz a kapott Kähler-sokaság az adott Riemann-sokaságnak kano-
nikus Kähler-bővítése. Ez a Kähler-sokaság kompakt Riemann tér esetén Stein-sokaságot
képez, amely fontos további holomorfitási tulajdonságokkal rendelkezik.

Az angol nyelven megírt disszertáció 159 oldal terjedelmű, az irodalomjegyzék 145
címet tartalmaz. A disszertációt a jelölt 10 rangos folyóiratban közölt dolgozata és egy
publikálás előtt álló kézirata alapján állította össze. A feldolgozott folyóiratcikkek közül
5 egyszerzős, 5 pedig egy társszerzővel közös dolgozat.

A dolgozat két részből áll. Az elő rész Adapted complex struktures classically címmel 69
oldalon tárgyalja a differenciálgeometriai és komplex függvénytani elméleti eredményeket,
a második rész The family of adapted complex struktures címmel 82 oldalon az adap-
tált komplex struktúrák családjainak segítségével megfogalmazott geometriai kvantálási
modelleket vizsgálja.

Az első rész elején egy összefoglalást ad a PhD-értekezésében vizsgált fogalmakról és
eredményekről, amelyek szükségesek a disszertációban tárgyalt, a PhD fokozat megszer-
zése óta elért, új és mély eredmények megértéséhez.

Az Automorphisms of Stein manifolds fejezetben kompakt bázis sokaságok esetén
eredményeket bizonyít az érintőnyalábbeli Stein-sokaság holomorf automorfizmusai és a
Riemann-sokaság izometriáinak a kapcsolatáról.

A Compact, normal Riemannian homogeneous spaces fejezet fő eredményeként igazol-
ja, hogy egy kompakt Lie csoporton értelmezett biinvariáns metrika által a csoport egy
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faktorterén indukált invariáns Riemann metrika esetén az adaptált komplex struktúra és
a hozzátartozó Kähler geometria a teljes érintőnyalábra kiterjed.

A terjedelmes Geodesic flow invariant involutive structures fejezetben a szerző vizsgál-
ja a az adaptált struktúrák olyan deformációit, amelyek határértéke a geometriai kvantálás
elméletében érdekes komplex stuktúrát állít elő. Ez a vizsgált határérték konstrukció jól
működik 1-rangú szimmetrikus terek esetén, de magasabb rangú szimmetrikus tereken is
érdekes eredményeket fogalmaz meg az ilyen limeszként kapható bonyolultabb struktú-
rákról, bonyolultabb geometriai struktúrákról.

A Weyl group equivariant maps and hyperkähler metrics fejezet első része Chevalley
egy féligegyszerű szimmetrikus Lie algebrákra vonatkozó kiterjesztési tételének analóg
változatával kapcsolatos eredményeit tartalmazza. A hátralévő részben pedig az adap-
tált komplex struktúrához társítható, vele antikommutáló invariáns komplex struktúrákat
klasszikus típusú Lie csoport faktortereként nyerhető Hermite-féle szimmetrikus tereken.
A Hermite-terek érintőnyalábján létezik egy természetes komplex struktúra, amelyre vo-
natkozóan 0-szelés komplex részsokaság. Olyan diffeomorfizmust konstrukcióját adja meg,
amely az adaptált komplex strutúrából antikommutáló invariáns komplex struktúrát ered-
ményez. Ilymódon kompakt, klasszikus típusú irreducibilis szimmetrikus Hermite-terek
érintőnyalábján sikerül hyperkomplex Riemann-geometriát értelmezni.

A második rész a Adapted complex struktures and geometric quantization fejezettel
kezdődik. Ebben egy kompakt analitikus Riemann-tér paraméterezett geodetikusainak
sokaságát vizsgálja, amit tetszőlegesen adott paraméterérték választásával azonosíthat az
érintőnyalábbal, érintő vektorait pedig a sokaságnak a geodetikus menti Jacobi vektor-
mezöjével. Ezeken a paraméterezett geodetikusokon hat az egyenes affin transzformáció
csoportja. Ilymódon az adaptált komplex struktúrát általánosítja egy komplex struktúra
mezőre az alapsokaság felett. Ezen a paraméterezett komplex sokaság mezőn foglamazza
meg a geometriai kvantálás programját.

A következő Fields of Hilbert spaces és Direct images as fields of Hilbert spaces fe-
jezetben egy síma sokaság felett értelmezett Hilbert mezők elméletének alapfogalmait és
konstrukcióit és fontos tulajdonságait foglalja össze.

Az utolsó Quantizing the family of adapted Kähler structures fejezet tartalmazza a
kompakt szimmetrikus terek feletti adapted komplex strutúrák elméletére alapozott geo-
metriai kvantálási modellel kapcsolatos fő eredményeket.

Megjegyzések:
Kiemelem azt a megállapítást, hogy a disszertáció kétségtelenül bőséges és gazdag új

matematikai eredményekben, amelyek az MTA doktora cím eléréséhez szükséges tudomá-
nyos teljesítményt többszörösen felülmúlják.

Ugyanakkor a disszertáció a tudományos eredményekben meglehetősen zsúfoltnak tű-
nik. Az eredmények tárgyalása tömör és nehezen követhető, a többnyire nagy tudományos
presztizsű folyóiratokban publikált eredeti cikkek megfogalmazása sokszor több segítséget
nyújt az olvasónak a fogalmak, konstrukciók és a motivációk megértéséhez. Természetesen
megnehezíti a disszertáció érthetőségét az, hogy a jelölt igyekezett egyforma hangsúllyal
tárgyalni a differenciálgeometriai, többváltozós komplex függvénytani és geometriai kvan-
tálás elméleti fogalmakat és módszereket. Ez a törekvés arra vezetett, hogy egyrészt a
disszertáció tematikáját túlságosan bőségesnek, a tárgyalás kibontását viszont mindhárom
területen hiányosnak érezhetjük.

A disszertáció első része a klasszikus komplex differenciálgeometriai témakörben elért
szép és mély eredményeket tartalmaz. Mindazonáltal a tárgyalásból úgy érezhető, hogy
a jelölt a geometriai kvantálással kapcsolatos tételeit tekinti fő eredményeinek, amit a
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második részben és azon belül főként az utolsó fejezetben fejt ki.
A disszertáció tömör, nem részletező tárgyalása pontos megfogalmazású, széleskörű

ismeretekről tanúskodik, kifogástalan angol nyelvezettel. A komplex differenciálgeometria
eredmények nagyrészt az 1990-es és a 2000-es évek kezdeti éveiben születtek, de nem
tartalmazzák a szerző összes kapcsolódó eredményeit és a problémák további fejlődéséről
sem kapunk képet.

Néhány esetben a történeti hivatkozás elévültnek tűnik, (pl. a 3. oldalon extensive
reference-ként hivatkozott [Bed2] dolgozat 1987-es konferencia anyagában jelent meg). A
Proposition 1.2.3. idézési adata helyesen: [Sz99], Proposition 2.2, aminek a hivatkozása
[Sz91], Theorem 2.5.

A disszertáció két részének összevetéséből megállapítható, hogy az első rész hagyo-
mányos elméleti matematikai motivációjú és kidolgozású, amiben jól definiált komplex
differenciálgeometriai struktúrákra vonatkozó tételeket bizonyít. A második rész az első
részben használt módszereken túl használja geometriai kvantálással kapcsolatos fogalmak
és a funkcionálanalízis eszközeit. A bemutatott kutatás inkább fizikai elméletekhez való
modell alkotást és annak vizsgálatát írja le, ahol a fő probléma az, hogyan lehet olyan ma-
tematikai modellt megfogalmazni, amit unicitás tétel bizonyításával lehetséges kanonikus
konstrukcióként tekinteni.

A differenciálgeometriai elméleti eredményekkel kapcsolatban az alábbi kérdéseket fo-
galmazom meg:

1. Mit lehet tudni az adaptált Kähler metrikák geodetikus teljességéről és görbületi tulaj-
donságairól, (pl. Einstein-metrika, konstans holomorf görbület)?

2. Az utóbbi években vizsgált érintő nyalábi Kähler metrikák milyen kapcsolatban vannak
a disszertációban tárgyaltakkal? (pl.
Oproiu, Papaghiuc: "General natural Einstein Kähler structures on tangent bundles",
Diff. Geom. Appl. 27, (2009), 384–392;
Albuquerque: "An invariant Kähler metric on the tangent disk bundle of a space-form",
arXiv:1609.03125.)

Értékelés:
Szőke Róbert akadémiai doktori disszertációja kiemelkedő, a nemzetközi tudományos

közvélemény által magasra értékelt, matematikai fizikai alkalmazásokban is elismert ku-
tatási eredményekről ad összefoglaló képet. A kutatása sokoldalú matematikai, ezen belül
többváltozós komplex függvénytani, differenciálgeometriai, Lie-elméleti és funkcionálana-
lízisbeli módszereket használ. A disszertáció vezető nemzetközi folyóiratokban publikált
dolgozatokra épül. A fentiek alapján megállapítható, hogy Szőke Róbert a komplex függ-
vénytan, differenciálgeometria és matematikai fizika nemzetközi szempontból kiemelkedő
tudósa.

Javaslom az akadémiai doktori fokozat megszerzésére vonatkozó nyilvános vita kitűzé-
sét és Szőke Róbert számára az MTA doktora fokozat megadását.

Budapest, 2019. február 14.

Nagy Péter Tibor
MTA doktora
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