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1. fejezet

El®szó

Jjátékelmélettel 1998 óta foglalkozom, ekkor kezdtem el vizsgálni Magyar-
ország uniós csatlakozását stratégiai szempontból. Érdekl®désem kés®bb is
megmaradt és kutatásaimat a vámúniókra is oly jellemz® externáliák ko-
operatív játékokon belüli kezelése, illetve az Unió hatalmi mechanizmusai,
majd általánosabban: a hatalmi indexek és értékek vizsgálatának témakö-
rében folytattam. Az MTA doktori disszertációm témájául is a kooperatív
n-szerepl®s játékelmélet két f® megközelítését, s nem egyéb, a kockázati mér-
tékekkel foglalkozó, vagy a tudománymetriai kutatásaimat választottam, mi-
vel ezek az eredmények összefügg® területet alkotnak és az eredményeimet
önállóan, vagy �atalabb társszerz®kkel értem el. A disszertáció támaszkodik
a Games and Economic Behavior, Homo Oeconomicus, Journal of Mathema-
tical Economics, Mathematical Social Sciences, Social Choice and Welfare,
Theory and Decision folyóiratokban megjelent publikációimra. A partíciós
függvény alakú játékokat sokkal részletesebben tárgyalom a Springer gon-
dozásában Partition Function Form Games címmel megjelent monográ�ám-
ban.

Az értekezésem tehát a sokszerepl®s koalíciós kooperatív játékokkal fog-
lalkozik, melyek a játékosok közötti együttm¶ködés formáját vizsgálják: mely
játékosok alkotnak koalíciót és hogyan oszlik meg közöttük az együttm¶ködés
gyümölcse. Ezeket a játékokat hagyományosan a külhatásokat, azaz externá-
liákat �gyelmen kívül hagyó karakterisztikus függvény alakban adjuk meg.
Az externáliás koalíciós játékokat is leíró partíciós függvény alakban Thrall
és Lucas (1963) megadott játékoknál sokáig igyekeztünk miel®bb megsza-
badulni az externáliáktól, majd a kapott karakterisztikus függvény alakú
játékot megoldani. Gyakorlatilag Chander és Tulkens (1997) indította el azt
a gondolkodást, aminek eredménye egy jelent®sen kib®vült irodalom és sok
új eredmény (Hafalir, 2007; Huang és Sjöström, 2010; Kóczy, 2018b), me-
lyek az externáliákat közvetlenül és stratégiai modellezéssel kezelik. A sok
új eredmény ugyanakkor különböz® modelleket is takar és ismét felmerül
a kérdés, hogy melyik modellt®l mondhatjuk, hogy kell®en alátámasztott
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2 1. FEJEZET. EL�SZÓ

és jól használható. Az értekezésemben a rekurzív mag (Kóczy, 2007) tulaj-
donságait vizsgálom, illetve kitérek az externáliás koalíciós játékok néhány
alkalmazására.

Az értékek egyik népszer¶ felhasználási területe a szavazók hatalmi befo-
lyásának mérése szavazási helyzetekben: Egy szavazás is felfogható ugyanis
koalíciós játéknak, ahol a szavazók egy csoportjának értéke a döntésképes-
ségének megfelel®en 0 vagy 1. Ilyen szavazási helyzet egy parlament, ahol
az egyes frakciók alkotják a szavazókat, s a frakciók egyes csoportjai pedig
a nyer®, vagy veszt® koalíciókat. Egy hatalmi mérték a szavazók a priori
hatalmi befolyását, vagy a befolyásból való részesedését mutatja meg, így a
hatalmi mértékek nem veszik �gyelembe az egyes frakciók ideológiai, vagy
éppen stratégiai összeférhetetlenségét. A hagyományos megközelítés abból a
szempontból is furcsa, hogy maximálisnak veszi az 50% feletti részesedés-
sel rendelkez® pártok, vagy akár kormányok hatalmi befolyását, holott nem
példátlan, hogy a képvisel®k hiányzása miatt az ellenzék kerüljön (relatív)
többségbe. Az általánosított szavazási játékok �gyelembe veszik a hiányzáso-
kat és ezzel sokkal árnyaltabb képet kaphatunk a parlamenti er®viszonyokról.
Az értekezésben két további kiterjesztést is vizsgálok.

Az értekezés felépítése megfelel a tartalomnak. A 2. fejezet egy általános
bevezet®, melyben ismertetem a használt jelöléseket fogalmakat. A következ®
négy fejezet foglalkozik partíciós függvény alakú játékokkal. A 3. fejezetben a
speciális fogalmakat vezetem be, a 4. fejezet elméleti eredményekkel, a rekur-
zív mag implementációjával foglalkozik, míg az alkalmazásokat két csoportra
bontottam: az 5. fejezet környezetvédelmi kérdésekkel, a 6. fejezet pedig há-
lózati alkalmazásokkal foglalkozik. A hatalmi indexek tanulmányozása nem
igényel speciális jelölést, vagy fogalmakat, ezért már a 7. fejezetben ráté-
rek a hatalmi indexekkel kapcsolatos elméleti eredményekre. A bemutatott
elméleti modellek nagy részét gyakorlati problémák ihlették, hiszen a ha-
talmi indexeket széles körben használjuk szavazási helyzetek kiértékelésére.
Az utolsó, 8. fejezetben egy ismert alkalmazás, az Európai Unió Tanácsá-
nak hatalmi viszonyait vizsgáljuk a szabályok, illetve a tagok változásának
tükrében.

Végül köszönöm feleségemnek, Vizy Anitának a disszertáció átolvasását,
Cseh Ágnesnek és Csóka Péternek a kritikai észrevételeket; szerz®társaim-
nak és kollégáimnak a közös munkát, beszélgetéseket, az el®adások hallga-
tóságának és a névtelen bírálóknak a kritikákat. A disszertációban szerepl®
eredmények többsége az OTKA NF 72610 és 109354 K kutatási pályázatai és
az MTA Lendület programjának (LD-004/2010) támogatásával készült. Kü-
lön köszönöm Anitának, Lackónak, Micinek, Palkónak, Istinek és az egész
családomnak a türelmet és bíztatást.

Kóczy Á. László
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2. fejezet

Alapfogalmak és jelölések

2.1. Matematikai jelölések

A játékelmélet eredetileg Közép-Európa füstös kávéházaiban jelent meg, ahol
a vendégközönség szeretett volna minél jobb teljesítményt mutatni a kor
olyan népszer¶ társasjátékaiban, mint például a sakk. Ekkor még nem volt
világos, hogy a matematika szerepet kaphat-e ezekben a kérdésekben: a kor
legendás sakk-világbajnoka, Lasker álláspontja szerint a stratégia csökkenti
a játékos mozgásterét; rendszerint azzal nyert, hogy egy váratlan lépéssel
összezavarta ellenfelét, majd pszichológiailag dominálta a játékot (Leonard,
2010).

Neumann János pókerezni szeretett és bízott a matematikában: a blö�ö-
lés matematikai modelljét kívánta megalkotni. Kit¶n® fejszámoló lévén abból
indult ki, hogy ha mégoly komplikált is a modell, képes lesz az eredményeket
fejben kiszámolni. Nem tudni, hogy Neumann pókerjátéka mennyit köszön-
het ennek, de a Minimax Tétel (von Neumann, 1928) bizonyításával letette
a játékelmélet alapkövét. 1930-ban Princetonba költözött, ahol a munkát
Morgensternnel folytatták: Könyvük (von Neumann és Morgenstern, 1944)
hatalmas siker lett és a mai napig hatással van a játékelméletre.

Neumann munkássága azt is eldöntötte, hogy a játékelmélet matematikai
alapokon nyugszik. Az alábbiakban rá is térünk az eredmények bemutatásá-
hoz szükséges alapvet® matematikai fogalmak és jelölések bemutatására. A
fontosabb jelöléseket a tárgymutató el®tt, kigy¶jtve is megtaláljuk.

2.1.1. Számok

Jelölje N = {1,2, . . . } a természetes számokat, N0 = {0,1, . . . } az N halmaz
nullával való kib®vítését, R a valós, R+ a nemnegatív valós, R++ a pozitív
valós, C pedig a komplex számokat!

Jelölje |x| az x valós szám abszolút értékét, (x)+ a pozitív részét (ahol
(x)+ = x ha x≥ 0, egyébként 0), bxc az (alsó) egész részét, dxe pedig a fels®
egész részét! A z = a+bi komplex szám komplex konjugáltja z = a−bi.

3
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4 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

2.1.2. Halmazok

Az egymástól különböz® objektumok: számok, játékosok, stb. gy¶jteményét
halmaznak nevezzük, jelölésére a R,S, T, . . . nagybet¶ket, a benne tartalma-
zott objektumok, az elemei jelölésére a i, j, . . . kisbet¶ket használjuk. Ha i
eleme az S halmaznak, ennek jelölése i∈S. Ha minden i∈S elemre teljesül,
hogy i∈T , akkor S a T halmaz részhalmaza, azaz S⊆T . Ugyanakkor S⊂T
valódi részhalmaz , ha S ⊆ T , de S 6= T . Az S részhalmazainak halmaza az S
hatványhalmaza, jelölése 2S = {T |T ⊆ S}.

Az S és T halmazok különbsége S \T = {i | i ∈ S, i 6∈ T}. Legyen S−i =
=S\{i} és S+i =S∪{i}. Az S komplementer halmaza S=N \S, ahol N az
objektumok teljessége. Az S halmaz számossága |S|, amely véges halmazok
esetén egyszer¶en a halmaz elemeinek száma. Az egyelem¶ halmazt szinglinek
is nevezzük. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincsen, üres halmaznak
nevezzük, jelölése ∅.

Partíciók

S partíciójának nevezzük és P(S)-sel jelöljük az S halmaz elemeinek elosztá-
sát diszjunkt, nemüres halmazokba, azaz a P(S) = {S1, S2, . . . , Sk} partíció
kielégíti a Si 6= ∅, Si∩Sj = ∅ minden i 6= j-re, és

⋃k
i=1 Si = S feltételeket.

Legyen P̂ =
⋃
S∈P S a P által partícionált halmaz.

A partíció, mint halmaz elemei, az úgynevezett blokkok, vagy � de Clip-
pel és Serrano (2008), illetve Grabisch és Funaki (2012) szóhasználatával �
atomok de�níció szerint nemüresek. Bizonyos modellekben mégis célszer¶ egy
vagy több üres halmazt is a partíció részének tekinteni, ilyenkor kiterjesztett
partíciókról beszélünk.

Egy adott S halmaz partícióinak halmaza Π(S). Egy n∈N elem¶ halmaz
partícióinak számát az úgynevezett Bell-számok adják meg (Bell, 1934). B0=
= 1 és B1 = 1 nyilvánvaló, nagyobb számokra a Bn+1 =

∑n
k=0

(
n
k

)
Bk rekurzív

képlet alkalmazható.
Egy adott S halmazra és P partícióra jelölje

P (S,P) =
⋃

C∈P,C∩S 6=∅

S

az S partnereinek halmazát, amely nem más, mint S koalíciót metsz® P-be
beágyazott koalíciók uniója (Owen, 1995, De�nition XIII.1.3). A de�níció
szerint S ⊆ P (S,P) és ha S ∈ P, akkor P (S,P) = S. A

PS = {T | T = C∩S,C ∈ P, T 6= ∅}

halmazt a P partíció S halmazra való korlátozásának nevezzük. Legyen
P,Q ∈ Π(S). Ha minden S ∈ P beágyazott koalícióhoz létezik olyan T ∈
∈ Q, hogy S ⊆ T , akkor azt mondjuk, hogy a Q partíció durvább, mint P,
illetve P �nomabb, mint Q, azaz Q> P.
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2.1. MATEMATIKAI JELÖLÉSEK 5

Permutációk

Egy permutáció egy halmaz önmagára való bijektív leképezése. Jelölje Π̃(S)
egy adott S halmaz permutációinak halmazát, a halmaz tipikus eleme π.
Az S halmaz i elemének permutált képe πi. Kézenfekv® halmazok mellett
részhalmazok, partíciók, s®t függvények permutációjáról beszélni : egy adott
π∈Π̃(N) permutációra, az S⊆N részhalmaz permutált képe πS={πi | i ∈ S},
ebb®l a P ∈Π(S) partíció permutált képe adja magát: πP = {πSi |Si ∈ P}.
Egy adott Ξ halmazra és annak X ∈ Ξ elemére az f : Ξ→ R függvény per-
mutációja teljesíti, hogy

(πf)(X) = f(πX). (2.1)

A rangsorok olyan speciális permutációk, amelyek egy halmaz elemeit
sorrendbe állítják. Jelölje egy adott S halmaz lehetséges rangsorait P(S),
egy lehetséges rangsort pedig ρ ! Bármely adott ρ ∈ P(S) rangsorra és i ∈ S
elemre legyen P ρi ={j | ρj < ρi}⊂S az el®dök, P ∗ρi ={j | ρj ≤ ρi}⊂S a gyenge
el®dök , végül Sρi = {j | ρj > ρi} ⊂ S a követ®k halmaza.

2.1.3. Vektorok és mátrixok

Vegyünk egy tetsz®leges S halmazt! Ekkor az RS vektortér nem más, mint
az az |S|-dimenziós vektortér, melynek koordinátái megfeleltethet®k az S
halmaz elemeinek. Ekkor az x∈RS valós vektor i∈ S-hez tartozó koordiná-
táját xi jelöli. Jelölje xT = (xi)i∈T x korlátozását � vetületét � a T ⊂ S
hipersíkra, illetve legyen x(T ) =

∑
i∈T xi !

Az x és y valós vektorokra

� x= y ha xi = yi minden i ∈ S koordinátára,

� x≥ y ha xi ≥ yi minden i ∈ S koordinátára,

� x > y ha x ≥ y, de x 6= y, azaz xi ≥ yi minden i ∈ S koordinátára és
létezik olyan j ∈ S, hogy xj > yj , végül

� x� y ha xi > yi minden i ∈ S koordinátára.

Az x1, x2, ..., xk vektorok lineárisan függetlenek, ha
∑k

j=1 λ
jxk = 0 akkor és

csak akkor teljesül, ha λj=0 minden j=1, ..., k értékre, azaz egyik vektor sem
írható fel a többi � pozitív vagy negatív súlyokkal � súlyozott átlagaként. A
x1, x2, ..., xk lineárisan független vektorok bázist alkotnak a Rk vektortérhez.

A p ∈ RS vektor valószín¶ség-eloszlás az S halmazon ha pi ≥ 0 minden
i ∈ S elemre és p(S) = 1.

Egy M mátrix egyazon vektortérhez tartozó vektorok vektorának tekint-
het®. Így egy valós M ∈ RS×T mátrix az S és T halmazokon értelmezett,
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6 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

bár a gyakorlatban egyszer¶en egy |S| × |T | valós mátrixról beszélünk. A
mátrixokat vastag nagybet¶vel jelöljük.

Jelölje mij az M mátrix i, j-edik elemét! Egy mátrix transzponálása so-
rainak és oszlopainak a felcserélését jelenti ; az eredményt M transzponáltját
MT jelöli. Az M komplex mátrix M† ermitikus transzponáltja az az N mát-
rix, melyre nij =mji, azaz a konjugált mátrix transzponáltja. Az M mátrix
rangja a lineárisan független oszlopok száma; jelölése rank(M).

2.1.4. Gráfok

A g = (N,L) páros egy gráf, ahol N a gráf csúcsait , vagy csomópontjait,
L ⊆ 2N×N = {ij | i, j ∈N} pedig az éleit jelöli. Az S ⊆ N részhalmazon ér-
telmezett gráfok halmazát G(S) jelöli ; G(N) helyett egyszer¶en G-t írunk.

Összefügg®ség � Az i0i1, i1i2, . . . ik−1ik összefügg® élek sorozata egy sétát
alkot i = i0 és j = ik között. Ha csak akkor ig = ih ha g = h, akkor a sétát
útnak , ha i = j, akkor az utat körnek nevezzük. Egy g gráf összefügg®, ha
bármelyik két csúcsa között létezik egy út. Egy összefügg® komponens, vagy
komponens g egy maximális összefügg® részgráfja.

Az N csúcshalmaz bármely S részhalmazára és bármely g ∈ G gráfra
jól de�niált S/g ∈ Π(S) (S halmaz g-vel való hányadosa, Myerson, 1977).
Ezt a jelölést használva mondhatjuk azt is, hogy a g akkor összefügg®, ha
N/g = {N}.

Hasonló módon, egy tetsz®leges P ∈ Π partícióra a P/g hányados a P
partíció atomjainak g-vel való hányadosa:

P/g = ∪S∈PS/g. (2.2)

Fák � A fa egy összefügg® körmentes gráf. Egy fában bármely két csúcs
között pontosan egy út létezik. Egyes fáknak van egy különleges csúcsa,
amit gyökérnek nevezünk. A gyökeres fa egy olyan fa, amelyben van gyökér.

2.2. Nonkooperatív játékok

Rátérünk a játékelméleti modellekre, kezdve két nonkooperatív játékelméleti
modellel, a normális és extenzív alakú játékokkal.

2.2.1. Normális alakú játékok

Játékokkal modellezzük a döntéshozók, azaz játékosok közötti kon�iktusokat.
A játékosok egy vagy több lépés közül választhatnak, a választott lépések
és a játékszabály határozzák meg a játék eredményét és ezzel a játékosok

dc_1521_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



2.2. NONKOOPERATÍV JÁTÉKOK 7

ki�zetését. A normális alak a legegyszer¶bb játékforma, amely a játékosok
egyidej¶leg hozott, egyszeri döntését vizsgálja.

2.2.1. De�níció (Normális alakú játék). Egy normális alakú játék egy (N,X, u)
hármas, ahol N = {1, 2, . . . , n} a játékosok halmaza, X = (Xi)i∈N a straté-
giapro�lok halmaza és u :X1×X2× . . .×Xn −→RN ki�zetésfüggvény.

2.1. táblázat. K®-papír-olló

2. játékos
k® papír olló

k® 0, 0 -1, 1 1, -1
1. játékos papír 1, -1 0, 0 -1, 1

olló -1, 1 1, -1 0, 0

Vegyük például az ismert k®-papír-olló játékot, melynek ki�zetéseit a 2.1
tábla tartalmazza. Az 1. játékos sorokat, a 2. játékos oszlopokat választ és ez
együttesen határozza meg, hogy ki nyer. Itt a nyerésért +1, a vesztésért -1
ki�zetés jár, míg döntetlen esetén mindkét játékos ki�zetése 0. A megfelel®
sor/oszlop kombinációhoz tartozó számpárból az els® az 1. játékos, a második
a 2. játékos ki�zetése. Aki valaha is játszotta ezt a játékot tudja milyen
fontos, hogy a játékosok a lépésüket, a jelet egyidej¶leg mutatják. Ellenkez®
esetben egy játékos mindig tud úgy reagálni a másik lépésére, hogy ezzel
megnyerje a játékot.

Mi ebben, vagy egy tetsz®leges normális alakú játékban a nyer® stratégia?
Olyan stratégiákat keresünk, amelyeket racionális, ki�zetés-maximalizáló já-
tékosok választanának. Egy játék megoldása tehát egy stratégia minden
egyes játékos számára, azaz egy stratégiapro�l. Fontos hangsúlyozni, hogy
a megoldásunk semmilyen bels®, vagy titkos információt nem használ, nem
arról van szó, hogy belelátunk a játékosok lapjaiba, így ugyanezt a meg-
oldást egy tetsz®leges játékos is megtalálhatja. Érdekes, hogy miközben a
játékosok teljesen szabadon választanak stratégiát, képesek vagyunk válasz-
tásukat megjósolni és erre a játékostársak is képesek. Ezért is nevezzük a
játék megoldását egyensúlynak. Ez az egyensúly egy önmeger®sít® jóslat ab-
ban az értelemben, hogy a játékosok a megoldás ismeretében, vagy annak
ellenére is a megoldás által jósolt egyensúlyi stratégiákat választják.

Vegyünk tehát egy tetsz®leges i ∈ N játékost! Jelölje Si = ∆(Xi) az Xi

halmaz felett értelmezett valószín¶ségi eloszlások halmazát. A σi ∈ Si való-
szín¶ségi eloszlásokat az i játékos kevert stratégiájának nevezzük; jelölje σ−i
az i-t®l különböz® játékosok kevert stratégiáját. Így σ = (σi, σ−i) A kevert
stratégiák halmaza ∆(X) = (∆(Xi))i∈N .

A ki�zetésfüggvény könnyen kiterjeszthet® kevert stratégiákra is :

ui(σ1, . . . , σn) =
∑
x∈X

∏
j∈N

σj(xj)ui(x). (2.3)
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8 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

2.2.2. De�níció (Nash-egyensúly, Nash, 1950, 1951). Egy (N,X, u) nor-
mális alakú játékra a σ∗ ∈ ∆(X) kevert stratégiapro�l Nash-egyensúly ha
bármely i ∈N játékosra és σi ∈∆(Xi) kevert stratégiájára

ui (σ∗)≥ ui
(
σi, σ

∗
−i
)
. (2.4)

Nash (1950, 1951) majd (Debreu, 1952; Glicksberg, 1952; Fan, 1953) a
normális alakú játékok széles körére igazolta Nash-egyensúlyi stratégiapro-
�l(ok) létezését.

2.2.2. Extenzív alakú játékok

Míg a normális alakú játékok egyik f® motívuma a döntések szimultán jellege,
a tökéletesen egyidej¶ döntések meglehet®sen ritkák a való életben. Gyako-
ribb, hogy egy játékos lépése megváltoztatja a játék állását, ez lesz az új
status quo, majd a további játékosok az új állás meg�gyelése után válasz-
tanak lépést. A normális alak nem tudja az id®beliséget befogadni, így, ha
ez fontos a játékban, egy másik játékalak természetesebb modellt alkot. Az
úgynevezett extenzív alakú játékokban a játék menetét egy gyökeres játékfa
írja le.

2.2.3. De�níció (Extenzív alak, Kuhn, 1953). Egy véges extenzív alakú
játék Γ egy (N,T, i, f, u,H)-hatos, amelyet a következ® elemek alkotnak:

� egy N = 1,2, . . . , n játékoshalmaz,

� egy T gyökeres fa, melynek csúcsai X és Z ⊂X levelei (azaz befejez®
csúcsai) ,

� egy i : X \Z → N függvény, amely bármely nem befejez® x csúcsra
megadja a hozzá tartozó, éppen aktív játékost,

� az x ∈X \Z csomópontban elérhet® lépések A(x) halmaza,

� egy f : (X \Z)×A→X függvény, amely meghatározza, hogy az x cso-
mópontból az a ∈A(x) lépéssel melyik csomópontba jutunk,

� egy u : Z →RN ki�zetésfüggvény, amely minden levélhez egy ki�zetés-
vektort rendel, végül

� egy H : X \Z → 2X függvény, mely meghatározza, hogy az i(x) aktív
játékos mely csomópontokat nem tudja az x-t®l megkülönböztetni. A
H(x) halmazt x információs halmazának nevezzük, melyre teljesül, hogy
bármely x′ ∈H(x) esetén i(x) = i(x′), A(x) =A(x′), és H(x) =H(x′).

Amikor egy játékos stratégiát választ, a stratégia minden egyes informá-
ciós halmazra � ahol aktív � meghatároz egy lépést. Mivel a különböz®
információs halmazokat a többi játékos lépéseinek eredményeképpen éri el,
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2.3. KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY ALAKÚ JÁTÉKOK 9

mondhatjuk, hogy a többiek lépéseinek ismerete nélkül, de azokat feltételezve
választ stratégiát. Ennek érdekes példája egy olyan döntés, amely különbö-
z® levelek közötti választást tesz lehet®vé, hiszen itt � feltételezve, hogy
a korábbi lépések a játékot ide juttatták � a játék kimenete csak ezen az
elemi döntésen múlik, mely a megfelel® ki�zetések összehasonlítása után egy-
értelm¶. Miután az utolsó döntéseket tisztáztuk, hasonló módon járhatunk
el az utolsó el®tti döntésekkel és így tovább. A fordított indukció általában
is m¶ködik, s ezt a gondolatot formalizálja a részjáték-tökéletesség, illetve a
részjáték-tökéletes egyensúly fogalma (Selten, 1965, 1975).

Az egyensúly bevezetése el®tt további jelöléseket vezetünk be. Legyen H
az információs halmazok halmaza, ezen belül Hi azon információs halmazok
halmaza, ahol i aktív. Egy stratégia egy xi(h)függvény, mely minden h∈Hi
információs halmazhoz egy a∈A(h) lépést rendel. A korábbiakhoz hasonlóan
a stratégiák halmazán értelmezett valószín¶ségi eloszlásokat kevert stratégi-
ának nevezzük. Jelölje ∆(Xi) a kevert stratégiák halmazát!

2.2.4. De�níció (Részjáték). Egy adott Γ játékban a k csomóponthoz akkor
tartozik egy Γ(k) részjáték, ha a k nem terminális csomópontból és az abból
lépések sorozatával elérhet® csomópontokból álló Y halmazra teljesül, hogy ha
l ∈ Y , akkor H(l)⊂ Y . Ekkor Γ(k) áll

I. a csomópontok Y halmazából és

II. az eredeti játék lépéseinek, információs halmazainak és ki�zetéseinek
az Y halmazra való korlátozásából.

Így már könnyen megadhatjuk a következ® egyensúly-fogalmat.

2.2.5. De�níció (Részjáték-tökéletes egyensúly, Selten, 1965, 1975). A σ
stratégiapro�l részjáték-tökéletes egyensúly, ha minden részjátékban Nash-
egyensúly.

Minden részjáték-tökéletes egyensúly Nash-egyensúly, de ez fordítva nem
igaz.

2.3. Karakterisztikus függvény alakú játékok

Bár az extenzív alak kit¶n®en alkalmas a játékosok közötti összetett kölcsön-
hatások modellezésére, ahogy a játék három-, négy- vagy többszemélyessé
válik, ezek hamar követhetetlenné válnak. Az eddigi modellek els®sorban a
játékosok között versengéssel foglalkoztak, de több játékos között felmerül az
egymásért, vagy egymás ellen való összefogás és a játékok megértésének célja
a játékosok közötti együttm¶ködés jobb megértése. Ezekben az n-személyes
játékokban gyakran feltételezzük a teljes együttm¶ködést, ekkor a játék célja
az együttm¶ködés gyümölcseinek elosztása. Kooperatív játékokban a straté-
giák rejtettek, implicitek, s csak az együttm¶ködés formájában, közvetetten
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10 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

jelennek meg. Bár az elnevezés alapján úgy t¶nik, mintha a kooperatív és a
nonkooperatív játékok közötti különbség az együttm¶ködés és annak hiánya
lenne, valójában mindkét esetben megengedjük az együttm¶ködést, de annak
formája eltér®. Ennél fontosabb, hogy kooperatív játékokban a megállapodá-
sok joger®sök, míg nonkooperatív játékokban a játékosok mindig szabadon
választják stratégiáikat � szerencsés esetben a választás az együttm¶ködésre
esik. Ebben a szakaszban karakterisztikus függvény alakú kooperatív játéko-
kat vizsgálunk.

Mint oly sok más játékelméleti fogalmat, a karakterisztikus függvényt is
von Neumann és Morgenstern (1944) vezette be. Vegyünk egy sokszerepl®s,
normális alakú játékot, ahol a játékosok egy csoportja együtt kíván m¶ködni
és ezért egy koalíciót alkot. Feltételezzük, hogy a koalíció tagjai rendelkez-
nek egy közös pénzzel, amelynek a segítségével korlátozás és veszteség nélkül
tudják hasznosságukat egymás között átruházni vagy átváltani. Az úgyne-
vezett átváltható hasznosságú (TU) játékokban egy koalíció tagjainak célja
a koalíció együttes ki�zetését maximalizálni, így a C koalíció egy kompozit
játékost alkot a XC =

∏
i∈C Xi stratégia-halmazzal. Von Neumann és Mor-

genstern (1944) ugyanakkor feltételezik azt is, hogy a komplementer koalíció
is megalakul, s ezzel az eredeti sokszemélyes játék kétszemélyessé egyszer¶-
södik. A C koalíció játékbeli ki�zetése jellemz® rá, ezért C karakterisztikus
értékének nevezzük.

Ma már a karakterisztikus függvény de�níciója teljesen általános. Ve-
gyük a játékosok véges N halmazát. A részhalmazokat koalícióknak hívjuk,
speciális esetként ideértve az üres halmazt és az összes játékost tartalmazó
nagykoalíciót is.

2.3.1. De�níció. Egy karakterisztikus függvény alakú játék egy (N, v) pár,
mely az N játékoshalmazból és a minden koalícióhoz egy valós értéket (az
üres halmazhoz nullát) rendel®

v : 2N −→R

karakterisztikus függvényb®l áll.

A karakterisztikus függvény alakú játékokat átváltható hasznosságú, vagy
TU-játéknak is nevezzük. Az ilyen játékok halmazát Γ jelöli. Nem érdektelen
az átruházhatósági feltételezés nélküli játékokat vizsgálni, hiszen gyakoriak
azok a gyakorlati helyzetek, amelyekben a hasznosság átadása nehéz, vagy
egyenesen törvénytelen, de gyakori az is, hogy a hasznosság nem arányos a
ki�zetéssel. Az úgynevezett nemátváltható hasznosságú (NTU) játékokban
(Aumann, 1959, 1967) a karakterisztikus függvény a koalíció tagjainak lehet-
séges ki�zetés vektorait határozza meg. Az ilyen játékok jóval összetettebbek
és még alapvet® tulajdonságaik általánosítása sem nyilvánvaló (Csóka et al,
2011). Ígéretes az NTU- és externáliás játékok közötti kapcsolat kutatása,
de itt a TU játékokra korlátozzuk a �gyelmünket.
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2.3. KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY ALAKÚ JÁTÉKOK 11

2.3.1. Tulajdonságok

A korai irodalomban a játékot egy U játékosuniverzum játszotta, azonban
a játék számára az univerzumnak csak egy véges részhalmaza, egy véges
hordozója volt érdekes.

2.3.2. De�níció. Az N véges hordozó a U játékosuniverzumnak olyan rész-
halmaza, melyre teljesül, hogy v(S) = v(S∩N) minden S ⊂ U részhalmazra.

Manapság általában elhagyjuk ezt a komplikált megfogalmazást és egy-
szer¶en feltételezzük, hogy a játékosok száma véges, ugyanakkor néha prak-
tikus a játékosok közé számolni olyan döntéshozókat, akik csak passzív részt-
vev®i a játéknak.

2.3.3. De�níció. Az (N, v) karakterisztikus függvény alakú játékban az i
játékos nulla ha

v(S∪{i}) = v(S) ∀S ⊆N. (2.5)

2.3.4. De�níció. Az (N, v) karakterisztikus függvény alakú játékban az i
játékos néma ha

v(S∪{i}) = v(S \{i})+v ({i}) ∀S ⊆N. (2.6)

Egy nullajátékos semmihez sem járul hozzá, míg egy némajátékos önma-
gában nem értéktelen, de nem együttm¶köd®, azaz egy koalíció ki�zetéséhez
csak a saját, önmagában is elérhet® értékével járul hozzá. Minden nullajáté-
kos néma is, de ez fordítva nem igaz. A némajátékosok tagjai minden hordo-
zónak, míg a nullajátékosok nem. A két kifejezést mégis gyakran összekeveri
az irodalom.

A következ® tulajdonság, a szimmetria szabadon felcserélhet® játékosok-
kal foglalkozik. Jelölje πij∈Π̃(N) az i és j játékosokat felcserél® permutációt:
π(i) = j, π(j) = i, és π(k) = k ha k 6∈ {i, j}.

2.3.5. De�níció. Az (N, v) karakterisztikus függvény alakú játékban az i, j
játékospár szimmetrikus ha v(S) = v(πijS). Ekkor i∼ vj.

Az (N, v) játék egyszer¶, ha v:2N→{0,1}. Az egyszer¶ játékok speciális, a
nemnulla-játékosokra nézve szimmetrikus osztályát alkotják az úgynevezett
egyetértési játékok.

2.3.6. De�níció. Az N játékoshalmaz tetsz®leges nemüres T részhalmazára
de�niáljuk az uT egyetértési játékot:

uT (S) =

{
1, ha S ⊇ T
0, egyébként.

(2.7)

Az egyetértési játékok bázist alkotnak a karakterisztikus függvény alakú
játékok R2N terében. Ebb®l következik az alábbi segédtétel.
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12 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

2.3.1. Segédtétel. Minden karakterisztikus függvény alakú játék felírható
egyetértési játékok lineáris kombinációjaként:

v =
∑
∅6=T⊆N

cTuT (2.8)

ahol
cT =

∑
S⊆T

(−1)|T |−1v(T ). (2.9)

Bevezet®nkben már utaltunk arra, hogy a klasszikus kooperatív játékel-
mélet feltételezi a játékosok teljeskör¶ együttm¶ködését. A feltételezés akkor
indokolt, ha az együttm¶ködés valóban gyümölcsöz®:

2.3.7. De�níció. Az (N, v) játék kohéziós ha minden P ∈Π partícióra,

v(N)≥
∑
S∈P

v(S), (2.10)

azaz, ha minden S ∈ 2N koalícióra

v(N)≥ v(S)+v(N \S). (2.11)

Hasonlóan érdekes, ha az együttm¶ködés mindig gyümölcsöz®.

2.3.8. De�níció. Az (N, v) játék szuperadditív ha bármely S, T ∈ 2N , S∩
∩T = ∅ koalíciókra

v(S∪T )≥ v(S)+v(T ). (2.12)

Ha az egyenl®séget kizárjuk, akkor szigorúan szuperadditív.

A konvexitás (Shapley, 1971) az mondja, hogy nagyobb koalícióval gyü-
mölcsöz®bb az együttm¶ködés.

2.3.9. De�níció. Az (N, v) játék konvex ha teljesíti az alábbi ekvivalens
állítások valamelyikét (Csóka, Herings, Kóczy, és Pintér, 2011):

v(S)+v(T )≤ v(S∪T )+v(S∩T ) ∀S, T ⊆N (2.13)

v(S∪U)−v(S)≤ v(T ∪U)−v(T ) ∀U ⊆N,S ⊂ T ⊆N \U (2.14)

v(S+i)−v(S)≤ v(T+i)−v(T ) ∀i ∈N,S ⊂ T ⊆N−i. (2.15)

A játék szigorúan konvex amennyiben az egyenl®tlenségekben kizárjuk az egyen-
l®séget.

Ha egy játék nem szuperadditív, létezik egy vagy több olyan koalíció,
amelynek a ki�zetése alacsonyabb, mint valamely partíciójának a teljes ko-
alíciós ki�zetése. A szuperadditivitás sérülhet szervezési, vagy jogi okokból.
Egy jó vezet® ugyanakkor felismerné ezt és a koalíció helyett ezt a jobb par-
tíciót hozná létre, s így itt is tekintsük a következ® de�níciót:
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2.3.10. De�níció. Az (N, v) játék szuperadditív fed®játéka az (N, v̂) ka-
rakterisztikus függvény alakú játék, melyre

v̂(S) = max
S∈Π(S)

v(S). (2.16)

2.3.2. Megoldásfogalmak: a mag

A nonkooperatív játékokhoz hasonlóan itt is szeretnénk megérteni a játékok
menetét, de a megoldásfogalmak jelent®sen eltérnek. Korábban egyensúlyo-
kat kerestünk: kooperatív játékokban a megegyezések joger®ssé válnak, így
tulajdonképpen minden megoldás egyensúlyi. Másrészt a megegyezéshez ve-
zet® út rögös és a játékosok nem írnak alá bármilyen megegyezést. Minket
pontosan az érdekel, hogy melyek az elfogadható megegyezések.

A kooperatív megoldásfogalmak igazságosság, vagy stabilitás alapúak.
Az el®bbiek alapvet®en a különféle értékek, a Shapley-érték (Shapley, 1953),
vagy a nukleólusz (Schmeidler, 1969), ahol a nagykoalíció ki�zetése külön-
böz® elvek alapján kerül szétosztásra. A stabilitás alapú fogalmaknál, mint
a mag (Shapley, 1955), vagy az alkuhalmaz (Aumann és Maschler, 1964)
továbbra is feltételezzük a játékosok összefogását, de itt az esetlegesen elé-
gedetlen játékosok akár ki is léphetnek a játékból. Kérdés, hogy az ezzel
való fenyeget®zést komolyan kell-e venni és hogy melyek azok a szerz®dések,
amelyek mentesek az ilyen lépésekt®l és végül aláírhatók. El®ször az ilyen
fogalmakról lesz szó.

Feltételezve a játékosok közötti összefogást, a feladat a nagykoalíció v(N)
ki�zetésének az elosztása. Jelölje x∈RN a játékosok ki�zetés-vektorát! Mivel
a nagykoalíció teljes ki�zetését szét kívánjuk osztani, kizárólag szétosztások-
kal foglalkozunk:

2.3.11. De�níció. Az (N, v) játékban az x ∈ RN vektor egy szétosztás ha
hatékony: x(N) = v(N).

Mely hatékony ki�zetés-vektorok elfogadhatók? Általában feltételezzük,
hogy a játékosokat semmi sem kényszeríti egy megegyezés elfogadására, s így
eldönthetik, hogy szeretnék-e elfogadni a javaslatot, vagy sem. A ki�zetés-
vektor egyénileg elfogadható ha egyik játékos sem kap kevesebbet, mint az
összefogás nélkül.

2.3.12. De�níció. Az (N, v) játékban az x ∈RN vektor egy elosztás ha

I. hatékony, x(N) = v(N), és

II. egyénileg elfogadható, x({i})≥ v({i}) ∀i ∈N .

Az (N, v) játék elosztásait I(N, v) vagy egyszer¶en I jelöli.

TU-játékokban a koalíciók összetett játékosként viselkednek, így felmerül
a kérdés: mi történik azokkal az elosztásokkal, amelyeket egy koalíció nem
fogad el? Melyik elosztásokat fogadja el minden koalíció?
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14 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

A mag

2.3.13. De�níció. (Shapley, 1955) Az (N, v) játékban a mag, jelölése C(N, v)
az olyan ki�zetés-vektorokat gy¶jti össze, melyek mindegyike

I. hatékony, x(N) = v(N),

II. egyénileg elfogadható, x(i)≥ v(i) ∀i ∈N , and

III. csoportosan elfogadható, x(S)≥ v(S) ∀S ∈ 2N .

Bár sokan Gilliesnek (1953; 1959) tulajdonítják a magot, ® valójában
csak stabil halmazokat (von Neumann és Morgenstern, 1944; Lucas, 1992)
vizsgált. Bár minden stabil halmaz tartalmazza a magot, csak Lucas (1967)
óta ismert, hogy metszetüknek a mag valódi részhalmaza is lehet (Zhao,
2017).

A mag a legegyszer¶bb és valószín¶leg a legtöbbet használt koopera-
tív megoldásfogalom. Sajnos a de�níció sehol sem állítja, hogy létezik ilyen
ki�zetés-vektor, s ha a mag üres, semmilyen segítséget nem ad a játék meg-
oldásában. Bondareva (1963); Shapley (1967) a róluk elnevezett tételben az
úgynevezett kiegyensúlyozottsági feltétellel szükséges és elégséges feltételt ad
a nemüres magra.

Az (N, v) játékban az e : 2N −→ {0,1}N függvényt tagsági függvénynek
nevezzük ha

e : S 7−→ e(S) ahol ei(S) =

{
1 ha i ∈ S
0 egyébként.

(2.17)

Egy λ ∈R+
2N egy kiegyensúlyozó súlypro�l ha∑

S∈2N

λSe(S) = e(N). (2.18)

2.3.14. De�níció. A koalíciók B halmaza egy kiegyensúlyozott koalíciórend-
szert alkot, ha létezik olyan λ kiegyensúlyozó súlypro�l hogy

B =
{
S ∈ 2N |λS > 0

}
. (2.19)

Azokat a B kiegyensúlyozott koalíciórendszereket, melyekhez nincsen olyan
B′ kiegyensúlyozott koalíciórendszer, hogy B′⊂B, minimális kiegyensúlyozott
koalíciórendszernek nevezzük.

2.3.15. De�níció. Az (N, v) játék kiegyensúlyozott ha bármely B kiegyen-
súlyozott koalíciórendszerre és a hozzá tartozó λ kiegyensúlyozó súlypro�lra
teljesül ∑

S∈B
λSv(S)≤ v(N). (2.20)

2.3.2. Tétel. (Bondareva, 1963; Shapley, 1967) Az (N, v) játék magja akkor
és csak akkor nemüres, ha a játék kiegyensúlyozott.
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2.3. KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY ALAKÚ JÁTÉKOK 15

A dominancia mag

Tekintve, hogy a játékosok homo oeconomicusként viselkednek, az i ∈N já-
tékos azt a ki�zetés-vektort preferálja, ahol magasabb ki�zetést kap. Vegyük
az x, y ∈ I(N, v) eloszlásokat! Ha az i játékos az y helyett az x elosztást
preferálja, azaz xi > yi, akkor ezt úgy írjuk, hogy x � iy. Mivel mindkét
ki�zetés-vektor elosztás, ezért xi≥ v({i}) és yi≥ v({i}), így mindkét esetben
nyereséget hoz az együttm¶ködés, de a nyereség mértéke eltér®. Ha a C koa-
líció preferálja az y helyett az x elosztást, azaz xC >yC , akkor ezt úgy írjuk,
hogy x� Cy. Vajon hogy tudja C elérni ezen ki�zetések bármelyikét? Míg a
preferenciák a játékosok, vagy koalíciók vágyait fejezik ki, más kérdés, hogy
C el tud-e érni egy x elosztást. Az x elosztás elérhet® a C koalíció számára
ha x(C)≤v(C). Az elérhet®ségi kapcsolat egy burkolt fenyegetésen alapszik:
az adott y elosztás mellett a C koalíció a kilépését fontolgatja. A kilépéssel
még jobban is járna, mint az x elosztással, azonban � a kohézió miatt �
más játékosok rosszabbul, így érdemes megfontolniuk C � tulajdonképpen
gáláns � ajánlatát.

2.3.16. De�níció. Az (N, v) játékban az x elosztás dominálja az y elosztást
az S koalíció révén, azaz x domS y, ha

I. (Preferencia) x� Sy és

II. (Elérhet®ség) x(S)≤ v(S).

Az x elosztás dominálja az y elosztást, azaz x domS y ha létezik olyan
S ⊂N koalíció, hogy x domS y.

2.3.17. De�níció. Az (N, v) játékban a dominálatlan elosztások halmazát
dominancia, vagy D-magnak nevezzük, jelölése DC.

Ha egy elosztást valamely másik elosztás dominál egy S koalíció által,
akkor az S koalíció számára csoportosan nem elfogadható, így a C(N, v)
magnak nem eleme. Másrészt, ha S számára x csoportosan nem elfogadható,
csak akkor létezik egy (S által) domináló y, ha v(S)+

∑
i∈N\S v({i})≤v(N).

Ha ez teljesül minden S ⊂N koalícióra, akkor minden blokkoló koalíció szá-
mára létezik egy domináló elosztás.

2.3.3. Tétel. Az (N, v) játékban az C(N, v) mag és a DC(N, v) dominancia-
mag egybeesnek ha v(S)+

∑
i∈N\S v({i})≤ v(N) ∀S ⊂N .

A koalíció-struktúrás mag

A szuperadditivitás vonzó tulajdonság, de könny¶ olyan helyzeteket elkép-
zelni, ahol zsúfoltság, vagy más, például jogi okokból egy koalíció értéke
kevesebb, mint részeié.
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16 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

�Az együttm¶ködés lehet nehéz, költséges, vagy törvénytelen, vagy
a játékosok különböz® �személyes� okokból is elvethetik� (Au-
mann és Drèze, 1974, p. 233)

Ha a játék nem kohéziós, az elosztások halmaza üres.

2.3.18. De�níció. Az (N, v) játékban egy ki�zetés-kon�guráció egy x ki�ze-
tés vektorból és P partícióból álló (x,P) ∈RN ×Π(N) páros, mely hatékony
a partíció minden elemére és egyénileg elfogadható

x(S) = v(S) ∀S ∈ P (hatékony) (2.21)

xi ≥ v({i}) ∀i ∈N (egyénileg elfogadható). (2.22)

A ki�zetés-kon�gurációk vizsgálata lehet®séget ad arra, hogy a nagyko-
alíció helyett a leghatékonyabb, legnagyobb összki�zetést biztosító koalíció-
struktúrát vizsgáljuk (l. Yeh, 1986; Rahwan et al, 2007, és hivatkozásai-
kat). Másrészt � és mi ezt az utat követjük � feltételezhetjük, hogy ma-
ga a koalíció-struktúra is endogén módon jön létre. Jelölje Ω a ki�zetés-
kon�gurációk halmazát!

A kohéziós játékokhoz hasonlóan itt is megkövetelhetjük a csoportos el-
fogadhatóságot.

2.3.19. De�níció. Az (N, v) játékban a CSC(N, v) koalíció-struktúrás mag,
az olyan (x,P) ∈ Ω ki�zetés-kon�gurációk halmaza, melyek mindegyike

I. hatékony, x(S) = v(S) ∀S ∈ P,

II. egyénileg elfogadható, x(i)≥ v(i) for all i ∈N , and

III. csoportosan elfogadható, x(S)≥ v(S) for all S ∈ 2N .

A dominancia fogalma is könnyen kiterjeszthet® ezekre a játékokra:

2.3.20. De�níció. Az (N, v) játékban a (x,P), (y,Q) ∈ Ω(N, v) ki�zetés-
kon�gurációkra azt mondjuk, hogy az (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominálja
az (y,Q) ki�zetés-kon�gurációt, azaz (x,P) domS (y,Q) ha x > Sy és S ∈
∈P. (x,P) dominálja az (y,Q) ki�zetés-kon�gurációt ha létezik olyan S⊂N
koalíció, hogy (x,P) domS (y,Q).

2.3.21. De�níció. Az (N, v) játékban a CSDC(N, v) koalíció-struktúrás
dominancia mag a dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

2.3.4. Állítás. A koalíció-struktúrás mag és a koalíció-struktúrás dominan-
cia mag egybeesnek.

A bizonyítás egyszer¶, l. Kóczy (2018b).
A koalíció-struktúrás mag akkor és csak akkor nemüres, ha a szuperad-

ditív fed®játék magja nemüres (Greenberg, 1994).
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2.3. KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY ALAKÚ JÁTÉKOK 17

A 2.3.4 állítás szerint a domináció és az elégedettség közötti feszültség
megsz¶nik, ha koalíció struktúrás játékokat vizsgálunk. Ugyanakkor a bizo-
nyítás feltételezi, hogy az elégedetlen koalíció meghatározhatja a koalíció-
struktúrát. A kívülálló-független dominancia gyengíti ezt a befolyást:

2.3.22. De�níció. (Kóczy és Lauwers, 2004) Az (N, v) játékban az a =
=(x,P) ki�zetés-kon�guráció a kívülállóktól függetlenül dominálja a b=(y,Q)
ki�zetés-kon�gurációt a C koalíció révén ha

C1 xC > yC ,

C2 P 3 C,
C3a P 3 S ∀S ∈Q melyre S∩C = ∅, és
C3b xN\P (C,Q) = yN\P (C,Q),

ahol P (C,P) a C partnereinek halmaza a P partícióban.
A változást kieszközl® C koalíciót elhajló koalíciónak nevezzük. Az a kívül-

állóktól függetlenül dominálja b-t ha létezik olyan C ∈P, hogy a kívülállóktól
függetlenül dominálja b-t a C révén.

2.3.23. De�níció. Az (N, v) játékban OIDC(N, v) kívülálló-független do-
minancia mag a kívülállóktól függetlenül dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk
halmaza.

2.3.5. Állítás. (Kóczy, 2018b) A kívülálló-független mag és a kívülálló-
független dominancia mag egybeesnek.

Ezek az eredmények látványosan bemutatják, hogy milyen robosztus a
dominancia reláció, s mindez alátámasztja a mag népszer¶ségét. Felmerülhet
a kérdés, hogy lehet-e, vagy érdemes-e a relációt tovább szigorítani. Espinosa
és Inarra (2000) modelljében még a partnerek partíciójába sem szólhat bele
az elhajló koalíció. Sajnos azonban ezzel kiléphetünk a ki�zetés-kon�gurációk
halmazából, így a 2.3.5 állítás erre a modellre már nem tartja magát.

2.3.3. Megoldásfogalmak: értékek

A mag egy alapvet®en nonkooperatív szellemiség¶ megoldásfogalom, hiszen
a ki�zetések elosztása az együttm¶ködés megszakításával való fenyegetések
hatására alakul ki. Az itt vizsgált megoldások éppen ellenkez®leg, jutalmaz-
zák az együttm¶ködést illetve igazságossági alapon osztják el a ki�zetéseket.

A Shapley-érték

Shapley (1953) a kooperatív játékelmélet teljesen új ágát indította el a (Shap-
ley) érték bevezetésével. A Shapley-értéknek többféle megközelítése létezik.
Egy informális megközelítésben a játékosok véletlenszer¶ sorrendben érkez-
nek és a koalíció értékének növekedését a legutoljára érkez® játékos eredmé-
nyeként ismerjük el. Mivel a játékosok sorrendje tetsz®leges, a Shapley-érték
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18 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

nem más, mint a játékosnak a sorrendekre vett átlagos határhozzájárulá-
sa. Bár ez nem a játékmenet leírása, hasznos a fogalom megértésében (Mc-
Quillin, 2009). Ugyanakkor a modern irodalom több olyan alkufolyamatot is
ismer, melyek eredménye a Shapley érték (Gul, 1989).

Egy érték egy olyan φ :N×R2N→RN , (i, v) 7→φi(v) függvény, mely min-
den játékoshoz egy valós számot kapcsol. A Shapley-értéket három axióma
segítségével vezetjük be: a φ érték akkor rendelkezik a megfelel® tulajdon-
sággal, ha teljesíti az axiómában leírt feltételeket.

2.1. Axióma (Anonimitás (eredetileg Szimmetria)). Bármely π∈Π̃(N) per-
mutációra és i ∈N játékosra

φπi(πv) = φi(v). (2.23)

2.2. Axióma (Hordozó). A v minden N hordozójára∑
i∈N

φi(v) = v(N). (2.24)

A hordozó axióma két elemi axiómát von össze, ezek a Hatékonyság és a
Nullajátékos Tulajdonság.

2.3. Axióma (Hatékonyság).∑
i∈N

φi(v) = v(N). (2.25)

2.4. Axióma (Nullajátékos Tulajdonság). Bármely (N, v) játékra és i ∈N
nullajátékosra

φi(v) = 0. (2.26)

2.5. Axióma (Additivitás). Bármely (N, v) és (N,w) játékokra

φ(v+w) = φ(v)+φ(w). (2.27)

Az additivitásnak egy szigorúbb változata a linearitás:

2.6. Axióma (Linearitás). Bármely (N, v) és (N,w) játékokra és a, b ∈ R
skalárokra

φ(a ·v+b ·w) = aφ(v)+bφ(w). (2.28)

A szimmetrikus vagy ekvivalens játékosok ugyanazt a szerepet játsszák
a játékban: felcserélésük nem jár semmilyen hatással. Természetes elvárás,
hogy értékük megegyezzen.

2.7. Axióma (Szimmetria). Bármely (N, v) játékra és i, j∈N szimmetrikus
játékosokra

φi(v) = φj(v). (2.29)
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2.3. KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY ALAKÚ JÁTÉKOK 19

A szimmetrikus értékeket Egyenl®en Kezel®nek is mondjuk.
A felsorolt tulajdonságok mind természetesek. Az els®, Anonimitás el®-

írja, hogy a játékosok átnevezése ne befolyásolja értéküket. Shapley (1953)
eredeti karakterizációja a hordozó axiómára épül, nevezetesen, hogy a ki�ze-
tést a játékhoz hozzájáruló játékosok között kell elosztani. Amikor ezt ketté-
bontjuk, két még elemibb tulajdonságot vizsgálunk. A Hatékonyság szerint a
nagykoalíció teljes ki�zetését (de csak ezt) osztjuk el. Másrészt a Nullajátékos
Tulajdonság szerint azok, akik nem járulnak hozzá a nagykoalíció ki�zetésé-
hez, azaz a nullajátékosok, nem kapnak semmit. Végül az additivitás (Shap-
ley (1953) az �aggregálás törvényének� nevezi) azt az igényt fejezi ki, hogy
képesek legyünk kis, lokális játékokat elemezni, hogy aztán a ki�zetéseket
ezek összegeként határozzuk meg. Tekintve a tulajdonságok elemi jellegét,
axiómáknak nevezzük ®ket. Fontos megjegyezni, hogy az axiómák egymástól
függetlenek. Shapley (1953) fontos eredménye szerint egyetlen olyan érték lé-
tezik, amelyik mindegyik tulajdonsággal rendelkezik. Ennek belátáshoz még
egy segédtételre van szükségünk.

2.3.6. Segédtétel. Bármely c ∈ R+ pozitív valós számra és uT egyetértési
játékra, ahol T ⊆N ,

Φi(cuT ) =

{ c
|T | , ha i ∈ T
O, egyébként.

(2.30)

2.3.7. Tétel (Shapley, 1953). Pontosan egy olyan Φ érték létezik, amelyik
teljesíti az Anonimitás, Hatékonyság és Additivitás axiómákat: a Shapley-
érték. Értékét az (N, v) játék i ∈ N játékosára az alábbi képlettel számoljuk
ki

Φi(v) =
∑
S⊆N

(|S|−1)! (|N |−|S|)!
|N |!

(
v(S)−v(S−i)

)
. (2.31)

A számítástudományi irodalom általában egy ekvivalens, permutációkban
megfogalmazott kifejezést használ:

Φi(v) =
1

|N |!
∑

ρ∈P(N)

(
v (P (ρ, i))−v

(
P−i(ρ, i)

))
. (2.32)

A Shapley-érték bevezetése óta az egyik legfontosabb kooperatív meg-
oldásfogalommá vált; rengeteg cikk foglalkozik tulajdonságaival, számtalan
teljes karakterizációja ismert. Ezek közül a monotonitáson alapuló (Young,
1985) az egyik legérdekesebb.

2.8. Axióma (Marginalitás, Young, 1985). Minden i∈N játékosra és min-
den olyan (N, v) és (N,w) játékra melyre teljesül, hogy

v(S)−v(S−i)≥ w(S)−w(S−i) ∀S ⊆N, (2.33)

φi(v)≥ φi(w). (2.34)
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20 2. FEJEZET. ALAPFOGALMAK ÉS JELÖLÉSEK

2.3.8. Tétel (Young, 1985; Pintér, 2015). Pontosan egy olyan érték létezik
mely teljesíti a Hatékonyság, Szimmetria és Marginalitás1 axiómákat, és ez
az érték a Shapley-érték.

Érdekes, hogy az axiomatizáció nem használja a Nullajátékos Tulajdon-
ságot. A Shapley-érték különböz® teljes karakterizációit Pintér (2009) ismer-
teti.

A Shapley-érték számtalan alkalmazása ismert, Csóka (2003), Pintér (2007),
Kovács és Radványi (2011) és Balog et al (2011) ad magyar nyelven is elér-
het® példákat.

1Young (1985) eredetileg Szimmetriát helyett Anonimitás, a Marginalitást pedig Er®s
Monotonitás néven használja.
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3. fejezet

Partíciós függvény alakú

játékok

3.1. Fogalmak

Ha egy normális alakú játékban a játékosok egy halmaza koalíciót alkot, a
koalíció értéke a komplementer ellen játszott játék ki�zetése. Valójában sem-
mi sem írja el® a komplementer koalíció létrejöttét, így érdemes egy olyan,
általánosabb esetet is megvizsgálni, ahol a többi játékos tetsz®leges koalíció-
kat alkothat. Feltételezve az átruházható hasznosságot, egy-egy ilyen koalí-
ció kompozit játékosként viselkedik: a koalíció tagjai a stratégiáikat közösen
választják, a cél a minél magasabb összki�zetés. Másrészr®l a koalíciók egy-
mással szemben nem együttm¶köd®ek, így a koalíciók közötti egyensúlyt egy
(vagy több) Nash egyensúly jellemzi.

Zhao (1992) pontosan ezt a modellt vizsgálja és bevezeti a hibrid játék
és hibrid megoldás fogalmát, melyben egy adott koalíció-struktúra mellett
vizsgálja az egyensúlyokat. A partíciós függvény alakú játékok (Thrall, 1962;
Thrall és Lucas, 1963) vizsgálata során egyszerre szeretnénk két kérdésre
is választ kapni: (1) mely koalíciók alakulnak, és (2) hogyan osztják el az
egyes koalíciók a ki�zetésüket. A partíciós függvény alak általánosítja a ka-
rakterisztikus függvény alakot, de ha Zhao (1992) játékával vetjük össze, a
megfeleltetés nem tökéletes. A hibirid játékokban több Nash egyensúly is
kialakulhat, ennek megfelel®en többféle ki�zetést is kaphatnak a koalíciók
az egyensúlytól függ®en. Másrészt egy hibrid játék szükségszer¶en kohéziós,
míg a partíciós függvény alakú játék nem, így az utóbbi érdekesebb modellje
a partíciók vizsgálatának.

3.1.1. De�níció. (Thrall és Lucas, 1963)] Egy partíciós függvény alakú
játék egy (N,V ) páros, mely áll egyrészt egy N játékoshalmazból, másrészt
egy V : Π−→ (2N −→R) partíciós függvényb®l, ami minden partícióhoz egy
karakterisztikus függvényt rendel.

21
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Ha C 6∈ P a P partícióra, feltételezzük, hogy a partíciós függvény nem
de�niált, így a de�níció elegáns, de egy kicsit tökéletlen. A kortárs meghatá-
rozás beágyazott koalíciókra épül: Azt mondjuk, hogy a C egy a P partícióba
beágyazott koalíció, ha C ∈P ; beágyazott koalíció alatt a koalícióból és a be-
ágyazó partícióból álló (C,P) párt értjük. A beágyazott koalíciók halmazát
E = {(C,P) |C ∈ P,P ∈Π} jelöli.

3.1.2. De�níció. Egy partíciós függvény alakú játék egy (N,V ) páros, mely
áll egyrészt egy N játékoshalmazból, másrészt egy V : E −→R partíciós függ-
vényb®l, ami minden beágyazott koalícióhoz egy valós számot rendel.

A partíciós függvény alakú játékok halmazát Γ̃ jelöli.
A partíciós függvény alakú játékokban egyszerre kívánunk a koalíció-

alakítás és a ki�zetés-elosztás kérdéseire választ kapni, így a megoldásnak is
meg kell adnia a játékosok partícióját és ki�zetéseit is. Így természetes, ha
ki�zetés-kon�gurációkat vizsgálunk, de némileg módosítanunk kell a de�ní-
ción. Ennek az oka egyszer¶: partíciós függvény alakú játékokban az egyéni
(és csoportos) elfogadhatóság nem egyértelm¶en de�niált � a koalíciók ér-
tékének meghatározása általában is a legnagyobb probléma ezekben a játé-
kokban. Bár minden megoldás ad egy endogén alsó korlátot a ki�zetésekre,
szükséges egy kezdeti korlát is, de az egyéni elfogadhatóság helyett részvételi
elfogadhatóságra hagyatkozunk: ha a ki�zetések negatívak, akkor a játékos
nem venne részt a játékban.

3.1.3. De�níció. Az (N,V ) játékban egy (x,P) ∈ RN ×Π(N), egyrészt
egy ki�zetés vektorból, másrészt egy P partícióból álló párt egy ki�zetés-
kon�gurációnak nevezünk ha a ki�zetés-vektor részvételi elfogadható és ha-
tékony minden beágyazott koalícióra nézve:

x(S) = V (S,P) ∀S ∈ P (hatékonyság) és (3.1)

xi ≥ 0 ∀i ∈N (részvételi elfogadhatóság). (3.2)

Az (N,V ) játék ki�zetés-kon�gurációit jelölje Ω(N,V ).

3.1.1. Externáliák

Partíciós függvény alakú játékokban egy koalíció ki�zetés függ a beágyazó
partíciótól. Más szóval, a ki�zetés függ a többi játékos partíciójától. Így, ha
a többi játékos partíciója megváltozik, például mert két koalíció összeolvad,
vagy egy koalíció kettéválik, akkor a koalíció értéke is változik. A dönté-
sek, gazdasági tevékenységek harmadik feleket érint® külhatásait összefogla-
ló néven externáliáknak nevezzük. Ebben a kontextusban externáliák alatt a
koalíció-alakítás mellékhatásait értjük. Ha ezek a hatások mindig kedvez®ek,
pozitív, ha pedig kedvez®tlenek, akkor negatív externáliákról beszélünk. Ma-
tematikailag azt mondjuk, hogy egy partíciós függvény alakú játék pozitív
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3.1. FOGALMAK 23

externáliás, ha a kölcsönösen diszjunkt C, S, T ⊆N koalíciókra és P ∈Π(N \
\C \S \T ) partícióra

V (C, {C, S∪T}∪P)> V (C, {C, S, T}∪P). (3.3)

Hasonlóan, negatív externáliás, ha a kölcsönösen diszjunkt C, S, T ⊆N koa-
líciókra és a P ∈Π(N \C \S \T ) partícióra

V (C, {C, S∪T}∪P)< V (C, {C, S, T}∪P). (3.4)

Egy koalíicó ki�zetése tartalmazza a harmadik félként kapott externáli-
ákat is, így ha a koalíció valódi értékére vagyunk kiváncsiak, külön kell azt
választani az externáliáktól.

3.1.4. De�níció. (de Clippel és Serrano, 2008) Az (N,V ) játékban az ex-
ternáliamentes v∗ : 2N −→R karakterisztikus függvény minden S koalícióhoz
annak externáliamentes értékét rendeli

v∗ : S 7−→ v∗(S) = V
(
S, {S}∪

[
S
])
. (3.5)

Minden V partíciós függvény felbontható egy v∗ externáliamentes karak-
terisztikus függvényre és egy T összesített externália függvényre:

V (S,P) = v∗(S)+T (S,P). (3.6)

Érdekes, hogy ebb®l a de�nícióból adódóan az összesített externáliák értéke
nem függ attól, hogy a P partíció az összeolvadások milyen sorozataként jött
létre.

3.1.2. Dominancia

A partíciós függvény alakú játékokban a koalíció értéke függ a beágyazó
partíciótól, így ha a karakterisztikus függvény eredeti de�níciójához vissza-
nyúlunk, jól látható a különbség: A koalíció a komplementere elleni játékban
a koalíció megalakulásával kimeríti eszköztárát, míg komplementer játékos-
halmaz tetsz®leges koalíció-struktúrát alakíthat. Az irodalomban gyakran
visszatér® gondolatként ilyenkor a koalíció borúlátó a kialakuló partícióval
szemben, és a lehetséges legalacsonyabb koalíciós ki�zetést várja. Ezt az érté-
ket nevezzük α-karakterisztikus értéknek, s a különböz® koalíciókra számított
értékek természetesen adják a vα α-karakterisztikus függvényt (Aumann és
Peleg, 1960; Aumann, 1961):

vα(C) = min
P∈Π(N\C)

V (C, {C}∪P). (3.7)

3.1.5. De�níció. (Lucas, 1965) Egy x∈RN ki�zetésvektor egy elosztás, ha

I. P-elérhet®: létezik olyan P ∈Π, hogy x(N) =
∑

C∈P V (C,P) és
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II. egyénileg elfogadható: xi ≥ vα({i}).

Jelölje A(P) a P partícióhoz tartozó elosztásokat!

Érdekesség, hogy a P-elérhet®ség csak a koalíciók összesített ki�zetésére
vonatkozik, míg a ki�zetések koalíciók közötti szétosztását �gyelmen kívül
hagyja. Egyes elosztások csak koalíciók közötti transzferekkel valósíthatók
meg. Az elosztások halmaza pontosan akkor üres, ha

∑
i v
α({i}) > V (P)

bármely P ∈Π partícióra.

3.1.6. De�níció. Az x elosztás dominálja az y elosztást a C koalíció révén,
azaz x domC y ha

� x� Cy,

� x(C)≤ vα(C), és

� x P-elérhet® valamely P 3 C partícióra.

Az x elosztás dominálja az y elosztást, azaz x dom y, ha létezik olyan koalíció
C ∈ 2N , hogy x domC y.

A három feltétel közül valójában csak a harmadik új: kimondja, hogy a
változást elér®, elhajló koalíció része marad a kialakuló partíciónak, amire a
ki�zetésvektor elérhet®.

Jelölje domS X = {y|∃x ∈X : x domS y} az S által dominált elosztáso-
kat, dom X={y|∃x ∈X : x dom y} pedig a dominált elosztásokat. Ez a do-
minanciafogalom meglehet®sen megenged® az elhajló koalíciókkal szemben,
ezért Espinosa és Inarra (2000) bevezet egy szigorúbb relációt, amiben az el-
hajló koalíció nem változtathatja meg a többi játékos partícióját. Ez a meg-
közelítés hasonlít Hart és Kurz (1983) δ-elméletéhez, ezért δ-hatásosságról
és δ-dominanciáról beszélünk:

3.1.7. De�níció. (Espinosa és Inarra, 2000) Az (N,V ) játékban egy adott
(x,P), (y,Q) ki�zetés-kon�guráció párra azt mondjuk, hogy az M koalíció
δ-hatásos a Q partícióból P-be, ha

I. létezik olyanM⊆Q hogy M̂=M és

II. Q\M = P \M .

Az els® feltétel szerint M tagjai Q részpartícióját alkotják, a második
szerint viszont a P M -en kívüli része nem változik.

3.1.8. De�níció. (Espinosa és Inarra, 2000) Az (N,V ) játékban az (x,P)
ki�zetés-kon�guráció δ-dominálja az (y,Q) ki�zetés-kon�gurációt az M ré-
vén, azaz (x,P) domδ

M (y,Q) ha

I. az M koalíció δ-hatásos a Q-ból P-be és
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II. x�My.

Az (y,Q) ki�zetés-kon�gurációt δ-dominálja (x,P), azaz (x,P) domδ (y,Q),
ha létezik olyan M játékoshalmaz, melyre (x,P) domδ

M (y,Q).

Más szóval az (y,Q) ki�zetés-kon�gurációt δ-dominálja (x,P) az M ál-
tal, ha M δ-hatásos, azaz ki tudja eszközölni a változást, ugyanakkor tagjai
preferálják az eredményként kapott ki�zetésvektort.

3.2. Megoldásfogalmak: a mag általánosításai

Rátérünk a partíciós függvény alakú játékok megoldására, méghozzá a mag
különféle általánosításait vizsgáljuk. A mag de�níciójának lényege, hogy cso-
portosan elfogadható ki�zetés-kon�gurációkat keresünk. Azonban az, hogy
mi elfogadható, függ a koalíció várakozásaitól, hiszen a végül megalakuló
teljes partíció határozza meg a koalíció elhajlás utáni ki�zetését. Az a kér-
dés, hogy a maradék játékosok milyen koalíciókat alakítanak.

Amikor egy koalíció elhajlik, tagjai feladják a korábbi koalíciójuk tagjai-
val való együttm¶ködésüket. Nem teljesen világos, hogy mi történik ezekkel a
koalíció-maradványokkal. Még karakterisztikus függvény alakú játékokban is
el®fordul, hogy megmaradásuk sérti az egyéni elfogadhatóságot, így az ered-
ményül kapott partícióra nem léteznek ki�zetés-kon�gurációk. Nem melléke-
sen, az ilyen koalíciók tagjai jobban járnának, ha a koalíció felbomlana. Ha
megengedjük, hogy a koalíció felbomoljon, akkor vajon teljesen fel kell-e bo-
molnia? Tagjai átléphetnek-e más koalícióba? A többi koalíció átalakulhat-
e? Bármi is történik � általában � hatással lesz az elhajló koalíció ki�ze-
tésére. A hatás függ a maradék partíciótól, annak még el®jele is változhat.
A kialakuló partíciót megjósolni általában nem könny¶ feladat. Ebben a fe-
jezetben röviden áttekintjük a f®bb megközelítéseket. Kóczy (2018b) jóval
részletesebben tárgyalja ezeket a modelleket.

3.2.1. Az α- és ω-mag

A már említett α-karakterisztikus függvény a partíciós függvény alakú já-
tékot egy karakterisztikus függvény alakú játékká konvertálja, amit a már
ismert módokon meg tudunk oldani.

3.2.1. De�níció. Az (N,V ) partíciós függvény alakú játékban egy x ∈ RN
ki�zetésvektor a Cα(N,V ) α-mag eleme, ha

x(S)≥ V (S, {S}∪S)∀S ⊆N,S ∈Π(N \S). (3.8)

Az α-mag ismert úgy is, mint c-mag, vagy mag óvatos várakozásokkal
(Hafalir, 2007).

Sajnos az α-elmélet éppen óvatosságával vezethet téves eredményre. A
feltételezésünk, hogy a játékosok széls®ségesen óvatosak, a modellünkben
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nagyon megnehezíti az elhajlást és ezzel a mag nagy, esetleg túlságosan nagy
lesz � Mäler (1989) savas es® játékában például egybeesik az elosztások
halmazával. Olyan ki�zetés kon�gurációk, amelyeket stabilként, elhajlások-
tól mentesként értékelünk, a valóságban instabillá válhatnak, ha a játéko-
sok értékelése nem ennyire pesszimista. Ha az elhajlások helyett a ki�zetés-
kon�gurációknak a (magi értelemben vett) stabilitása a fontos, ebben nem
szeretnénk tévedni, akkor egy éppen ellenkez® megközelítést kell alkalmaz-
nunk:

3.2.2. De�níció. (Shenoy, 1979) Az (N,V ) játékban az (y,Q) ki�zetés-
kon�guráció pontosan akkor ω-dominálja (x,P)-t ha

∃S ∈Q melyre yS > xS . (3.9)

3.2.3. De�níció. (Shenoy, 1979) Az (N,V ) játékban a megoldás-kon�gurációk
magja, vagy más néven az ω-mag, azaz Cω(N,V ) a más ki�zetés-kon�gurációk
által ω-dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

Itt egy (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominált, ha létezik olyan S koalíció,
y ki�zetés-vektor és S ∈ Π(S) partíció, melyre (y, {S} ∪ S) egy ki�zetés-
kon�guráció és yS>xS . Az (x,P) ki�zetés kon�guráció dominált, ha mindez
teljesül tetsz®leges S ∈Π(S). Így Cω(N,V ) = C(N, vω) ahol

vω = max
P∈Π(N\S)

V (S, {S}∪P) (3.10)

az optimista, vagy ω-karakterisztikus függvény.
Az ω-elmélet, illetve ω-várakozások mellett a koalíciók könnyen elhajla-

nak, de éppen ezért, azok a ki�zetés-kon�gurációk, melyek ennek ellenére
dominálatlanok, rendkívül stabilak. Így mondhatjuk, hogy az ω-mag nagyon
konzervatív � legalábbis ami a ki�zetés-kon�gurációk befogadását illeti. Saj-
nos ez a szigorúság nem segít az α-mag kapcsán is felmerült probléma, a po-
tenciális üresség kérdésében, hanem éppenséggel gyakoribbá teszi. Nyilvánva-
ló, hogy minden karakterisztikus függvény alakú játék lefordítható partíciós
függvény alakba, s ekkor az α- és az ω-mag is egybeesik a koalíció-struktúrás
maggal. Ha pedig a játék kiegyensúlyozatlan, akkor a koalíció-struktúrás
magja üres, ekkor ez a két mag is üres lesz. Ugyanakkor az α- és az ω-mag
kapcsolata jól de�niált :

3.2.1. Állítás. Az (N,V ) játékban Cω(N,V )⊆ Cα(N,V ).

A két magfogalom de�níciója lényegében csak egy kvantorban különbö-
zik: míg egy elhajlásnak a α-mag esetében minden (∀), az ω-mag esetében
egy létez® (∃) maradékpartícióra kell nyereségesnek lennie. Ezt a meg�gyelést
minden koalíciós elhajlásra megvizsgálva kapjuk a fenti relációt.
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3.2.2. Dezintegrációs várakozások

Nehéz az α- és az ω-magok között a választás, de a valódi probléma nem
ez a vizsgált elméletekkel. A már említett savas es® játékban (Mäler, 1989)
egy elhajló koalíció akkor járna a legrosszabbul, ha a többi játékos korlátlan
mértékben kezdene el környezetet károsítani. Bár a környezetvédelem kismér-
ték¶ elhanyagolása rövid távon hasznos is lehet, a korlátlan szennyezés már
a szennyez®t is károsítja, miközben a környezetvédelmi er®feszítések kis er®-
feszítés és költség mellett is jelent®sen csökkenthetik a környezet terhelését
és a károkat. Ebb®l adódik, hogy a környezetszennyezés optimális mértéke
még egy ilyen rövidtávú és önz® gondolkodás mellett is korlátos. Rosenthal
(1971) szerint csak � józan� válaszokra kell számítani, ugyanakkor Richter
(1974, p 132) szerint már a stratégiák kismérték¶ korlátozása is jelent®sen
befolyásolja a magot. Partíciós függvény alakú játékokban nincsenek explicit
stratégiák, azonban itt is érvényes az, hogy a maradékjátékban a játékosok
érdeke tipikusan nem az elhajló koalíció büntetése, hanem a saját érdekeik
érvényesítése.

Az α és ω magok alapgondolata, hogy az elhajló játékosok saját szem-
pontjaik szerint választják ki, hogy melyik koalíció struktúra létrejöttére
számítanak. Valójában a maradékjátékosok ugyanolyan racionális, ki�zetés-
maximalizáló játékosok, mint a többi, így ha azt szeretnénk megtudni, hogy
mi történik a maradékjátékban, azt kellene megismernünk, hogy ®k milyen
viselkedést választanak. Mondhatjuk, hogy azok a megközelítések, melyek
azt vizsgálják, hogy az elhajló koalíció számára mi jó, vagy rossz, alapvet®en
hibásak: a maradékjátékosok reakciója egy legjobb válasz lesz a kilépésre
(Rajan, 1989; Chander és Tulkens, 1997).

3.2.4. De�níció. (Chander és Tulkens, 1997) Az (N,X, u) normális alakú
játékra a részmegállapodásos egyensúly a C koalícióra egy σ∗ Nash-egyensúlyi
stratégia-vektor a (

{C}∪C,

(∏
i∈C

Xi, {Xj}j∈C

)
, U

)
(3.11)

játékban, ahol UC(σ) =
∑

i∈C u(σ) és Ui(σ) = ui(σ) ∀i ∈ C és σ ∈X.

A részmegállapodásos egyensúly egyszer¶en egy Nash-egyensúly a C ko-
alíció, mint kompozit játékos és a többi játékos, mint szingli között. A C-n
kívüli játékosok is a saját érdekük szerint választanak stratégiát: a többiek
stratégiáira való legjobb választ. A részmegállapodásos egyensúly � bizo-
nyos, természetes feltételek mellett � jól de�niált (Chander és Tulkens, 1997,
Proposition 4.), így ad egy jól-de�niált értéket a C koalícióra. A vγ : 2N→R
függvényt, ahol a

vγ(S) = max
(σi)i∈S

∑
i∈S

ui(σS , σ
∗
S), (3.12)
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függvényt γ-karakterisztikus függvénynek, az így de�niált (N, vγ) játék mag-
ját pedig γ-magnak nevezzük, azaz Cγ(N,V ) = C(N, vγ). Bár ez az eredeti
de�níció egy normális alakú játékból indul ki, az egyensúlyi partíciók és ki�-
zetések természetesen adják egy partíciós függvény de�nícióját, ahol minden
koalíciós elhajlás esetén a komplementer koalíció szétesik. Mint már az imént
is megtettük, szokás ezt is γ-magnak nevezni, de ismert a szingli-várakozású-,
vagy s-mag (Hafalir, 2007), illetve nonkooperatív mag elnevezés is (Ambec
és Ehlers, 2008b).

3.2.5. De�níció. (Hafalir, 2007) Az (N,V ) játékban az x ∈ RN ki�zetés-
vektor eleme a szingli-várakozású magnak, ha bármely S ⊆N koalícióra

x(S)≥ V
(
S, {S}∪

[
S
])
, (3.13)

ahol [S] az S komplementerének szinglikbe való partícióját jelöli..

Bloch és van den Nouweland (2014) ezt nevezik dezintegrációs szabály-
nak, s a várakozási szabályok között ezt az egzogének közé sorolják, hiszen
a maradékpartíció �kívülr®l� kerül meghatározásra.

Érdekes megjegyezni, hogy bár a γ-elmélet a játékosok egyéni legjobb
válaszai alapján került meghatározásra, a kapott partíció meglehet®sen szél-
s®séges. Az olyan játékokban, ahol a koalíció alakítás mindig negatív, vagy
éppen mindig pozitív externáliákkal jár, a γ-karakterisztikus függvény meg-
felel az ω- illetve az α-karakterisztikus függvénynek.

3.2.3. A fúziós vagy m-mag

Míg a γ-elméletben feltételezzük, hogy a maradékjátékosok egyedül opti-
malizálnak, Maskin (2003), Hafalir (2007), Ambec és Ehlers (2008b), and
McQuillin (2009) visszatérnek a von Neumann és Morgenstern (1944) -féle
modellhez és feltételezik, hogy együtt, összeolvadva reagálnak.

3.2.6. De�níció. (Hafalir, 2007) Az (N,V ) játékban a (x,P) ki�zetés-
kon�guráció eleme az m-magnak, azaz (x,P)∈Cm(N,V ) ha minden S⊆N
koalícióra

x(S)≥ vm(S) = V (S,
{
S, S

}
). (3.14)

Az m-mag úgy is ismert mint a kooperatív mag (Ambec és Ehlers, 2008b).
A következ® állítást bizonyítás nélkül közöljük:

3.2.2. Állítás. Az (N,V ) játékra Cω(N,V )⊆ Cm(N,V )⊆ Cα(N,V ).

3.2.4. A δ-mag

Míg a γ-modellben feltételeztük, hogy minden kapcsolat megszakad, a δ-
modell (Hart és Kurz, 1983) éppen ellenkez®leg arra a feltételezésre épül,
hogy semmilyen kapcsolat nem szakad meg, a megmaradt koalíció-töredékek
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változatlan formában élnek tovább. Mivel ezt felfoghatjuk úgy is, hogy a
partíciót a maradékhalmazra vetítjük, Bloch és van den Nouweland (2014)
a várakozási szabályok között vetületszabályként tartja számon.

3.2.7. De�níció. Az (N,V ) játékban az (x,P) ki�zetés-kon�guráció eleme
a Cδ(N,V ) δ-magnak ha minden S ⊆N koalícióra

x(S)≥ V (S, {S}∪(P \S)). (3.15)

A következ® állítás nem igényel bizonyítást.

3.2.3. Állítás. Az (N,V ) játékban Cω(N,V )⊆ Cδ(N,V )⊆ Cα(N,V ).

3.2.5. Rekurzív modellek

A γ-elmélet tekinthet® az els® modellnek, ahol az elhajló koalíció abból indul
ki, hogy a maradékjátékosok a saját érdekeik mentén reagálnak. A feltétele-
zés, hogy mindezt szinglikként teszik, az eredeti alkalmazásoknak köszönhe-
t®: egy nemzetközi környezetvédelmi egyezményt alá nem író országok rit-
kán írnak alá egy alternatív egyezményt. Elméletileg ennek nincs akadálya
és más alkalmazásokban ez egy tökéletesen reális lehet®ség. A következ® két
részben pontosan ezt feltételezzük, nevezetesen, hogy a maradékjátékosok
tetsz®leges partíciót alkothatnak. No de milyen alapon választanák ezt, vagy
azt a partíciót? Feltételezzük, hogy racionális, haszon-maximalizáló játékos-
ként céljuk a minél magasabb ki�zetés elérése. Valójában erre a feltételezésre
nincs is szükség, hiszen a játék elejét®l fogva ilyen játékosokkal dolgozunk.
Ekkor viszont feltételezhetjük azt is, hogy a maradékjáték játékosait ugyan-
azok az elvek vezérlik valamely ki�zetés-kon�guráció kiválasztásában, mint
az eredeti játékban. A maradékjáték megoldása is a mag lesz tehát. Ez a
rekurzív gondolkodás aztán több egymástól függetlenül kidolgozott modell-
ben is megjelent. El®ször Li (1993) vizsgált externáliás kétoldalú párosítási
problémákat, ahol az elhajlások várakozásai következetesen racionálisak , így
a kialakult egyensúlyt Sasaki és Toda (1996) racionális várakozási egyensúly-
nak nevezi. Huang és Sjöström (2003, 2006, 2010) az r-elméletet vezették be
teljesen kiegyensúlyozott játékokra, végül Kóczy (2000, 2007, 2009c) a rekur-
zív magot de�niálta partíciós függvény alakú játékokra. A fogalmi hasonlóság
ellenére az utolsó két megoldás jelölése markánsan különböz®. Els®ként az
r-magot vizsgáljuk.

Az r-elmélet

Vegyünk egy véges X stratégia-halmazzal rendelkez® (N,X, u) normális ala-
kú játékot, melyben játékosok koalíciókat alakíthatnak, s ezek aztán kom-
pozit játékosokként vesznek részt a játékban. Egy ilyen S koalíció stratégia
halmaza XS =

∏
i∈S Xi, azaz a tagok stratégiáinak tetsz®leges kombinációja.
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Feltételezzük, hogy a hasznosság átruházható és így egy koalíció ki�zetése a
tagok ki�zetésének összege.

uS(xS1 , . . . , xSk) =
∑
i∈S

ui(xS1 , . . . , xSk) =
∑
i∈S

ui(x1, . . . , xn).

Akár a 2.3, ezt kiterjeszthetjük kevert stratégiákra:

uS(σS1 , . . . , σSk) =
∑
x∈X

∏
Sj∈P

σj(xSj )uS(x).

Tehát a kompozit játékosokra értelmezett játékban, a P játékoshalmazzal a
játék Γ(P) = (P, X, u).

A normális alakú játékban a ki�zetések egyéniek ezért a koalíciókon va-
ló hasznosság-átruházásokat külön kell tárgyalnunk. Egy t ∈ RN átruházá-
si terv a játékosok közötti ki�zetéstranszfereket írja le; megvalósítható, ha∑

i∈S ti = 0 ∀S ∈P. Egy i játékos ki�zetése ekkor xi = ui(σ)+ti, a koalíciók
összki�zetése az el®bbi feltétel szerint nem változik. Jelölje T (P) a P mellett
lehetséges átruházási tervek halmazát.

Egy adott P partíció esetén, a (P, X, u) játék E(P, X, u) = E(P) Nash-
egyensúlya egy olyan kevert σ∗= (σ∗S1

, . . . , σ∗Sk) stratégia-pro�l, hogy tetsz®-
leges Sj ∈ P kompozit játékosra és annak minden σSj ∈ SSj stratégiájára

uSj (σ
∗)≥ uSj (σSj , σ∗−Sj ),

ahol σ∗−Sj = (σ∗S1
, . . . , σ∗Sj−1

, σ∗Sj+1
, . . . , σ∗Sk).

A játék megoldása egy (σ∗, t,P)-hármas lesz, amely megadja a P partí-
ciót, az egyensúlyi σ∗ stratégiát és a t átruházásokat. Az eredmény persze
kifejezhet® ki�zetés-kon�gurációként is : (u(σ)+ t,P).

Ha a magot vizsgáljuk, tudnunk kell, hogy mennyit érhet egy tetsz®leges
S1 koalíció. Hogy erre válaszolni tudjunk, meg kell értenünk, mi történik a
maradékjátékban, így azt is, hogy mennyit ér az S2⊆N\S1 koalíció, magyarul
mi történik aN\S1\S2 játékban, s így tovább. Általánosságban feltételezzük,
hogy az R={S1, S2, . . . , Sk}∈Π(R) koalíció-struktúra tagjai már kiléptek, s
csak az R halmazhoz tartozó játékosok maradtak. Szeretnénk meghatározni
a lehetséges egyensúlyi stratégiák Σ(R| {R}∪R)⊆∆(X) halmazát az {R}∪R
partícióra.

Ha R egyszemélyes, a probléma triviális.

Σ({i} | {{i}}∪PN\{i}) = E({{i}}∪PN\{i}).

Tegyük fel, hogy Σ(R| {R}∪R) már ismert minden legfeljebb r−1 sze-
mélyes játékra.

Ekkor a redukált játék teljes R játékoshalmazának értéke v(R| {R}∪R)
könnyen meghatározható, hiszen ezzel a koalícióval teljessé válik a partíció,
már csak a játékosok közötti játék marad nyitott:

v(R| {R}∪R) = min
σ∈E({R}∪R)

{uR(σ)} . (3.16)
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Ha viszont T ⊂R és T 6= ∅, akkor

v(T | {R}∪R) = min
σ∈Σ(R\T |{R\T}∪{T}∪R)

{uT (σ)} . (3.17)

Tehát a T egyszer¶en hozzáadódik a már kilépettek partíciójához. Mivel
a megmaradt R \T halmaz legfeljebb r− 1-személyes, a feltevés alapján a
Σ
(
R\T

∣∣ {R\T}∪{T}∪R) stratégiát már ismerjük. A 3.16 és a 3.17 össze-
gezve kiadják az (R, v) játék

v(T ) = v(T | {R}∪R) (3.18)

karakterisztikus függvényét. Jelölje Σ
(
R
∣∣ {R}∪R) a C(R, v) maghoz tarto-

zó ki�zetéspro�lokat eredményez® stratégiákat, feltéve, hogy R tetsz®legesen
partícionálható!

Σ
(
R
∣∣ {R}∪R)=

σ
∣∣∣∣∣∣∣∣

σ ∈ E(R∪R),
R ∈ Π(R),

t ∈ T (R∪R),

uR(σ)+ tR ∈ C
(
R, v

(
·
∣∣ {R}∪R))

 . (3.19)

A feltételek az alábbiakat mondják ki:

I. Minden stratégia egyensúlyt alkot a kompozit játékosok között kiala-
kuló játékban.

II. R az R partíciója.

III. A t egy lehetséges átruházási terv a PR∪PN\R partícióra.

IV. A stratégia által generált ki�zetés az átruházásokkal együtt az (R, v)
redukált koalíció-struktúrás magjához tartozik.

Ha még nincs kilép®, a képlet némileg egyszer¶södik:

3.2.8. De�níció. (Huang és Sjöström, 2003) Az (N,X, u) játék Cr(x,P) r-
magja azokat az (x, {N}) ki�zetés-kon�gurációkat gy¶jti, melyekre x=u(σ)+
+ t, ahol σ ∈ Σ(N | {N}∪N ) = Σ(N |N).

Partíciós függvény alakú játékokra is természetesen kiterjeszthet® a de-
�níció, ekkor jele Cr(N, v) (Huang és Sjöström, 2006)..

Érdekes, hogy az r-mag csak akkor jól de�niált, ha a C(R, v(·| {R}∪R))
mag minden egyes (R, v) redukált játékra nemüres.
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A rekurzív mag

A rekurzív mag alapgondolata hasonló, de a redukált játékok kezelése némi-
leg eltér. Célunk ismét az, hogy megértsük, miért akar, vagy akarna egy S1

koalíció kilépni a játékból. Hogy megértsük mi történik a megmaradt játéko-
sokkal, ismét azt feltételezzük, hogy a S1, S2, . . . , Sk koalíciók már megala-
kultak és már csak R = N \ (S1∪ . . .∪Sk) játékosunk maradt. Ekkor legyen
R=N \(S1∪ . . .∪Sk) és R= {S1, S2, . . . , Sk} ∈Π(R) !

Tegyük fel, hogy a maradékjátékban egy R ∈ Π(R) partíció keletkezik!
Mik itt a koalíciós ki�zetések?

3.2.9. De�níció. Az (N,V ) játékban legyen R⊂N és R∈Π(R) az R=N\R
tetsz®leges partíciója! A (R, V R) maradékjáték egy olyan partíciós függvény
alakú játék, melynek játékoshalmaza R és V R(S,R) = V (S,R∪R) bármely
S ⊆R koalícióra és R∈Π(R).

Amaradékjáték egy teljes jogú partíciós függvény alakú játék, ami ugyan-
akkor tükrözi a R kiválását. Ezt a játékot játsszák a maradékjátékosok. Az
eredeti játékhoz való hasonlóság nyilvánvaló, így aligha tehetünk mást, mint-
hogy itt is ugyanazt a megoldásfogalmat alkalmazzuk.

A rekurzív magnak két de�nícióját is megadjuk. Az els® egy egyszer¶-
sített forma (Csercsik és Kóczy, 2017), ami könnyebb kezelhet®sége miatt
alkalmazásokban népszer¶, a második az eredeti de�níció.

3.2.10. De�níció. Egyszemélyes játékokban a de�níció triviális.
Feltételezzük, hogy minden olyan játékra de�niáltuk már az RCα1 (N,V )

rekurzív magot, ahol |N | < k. Az alábbiakban kiterjesztjük k-személyes játé-
kokra is.

Az (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominált, ha létezik olyan S koalíció, hogy
yS >xS minden olyan (y, {S}∪S)∈Ω(N,V ) ki�zetés kon�gurációra, melyre(
yS ,S

)
∈ RCα1

(
S, V {S}

)
ha RCα1

(
S, V {S}

)
6= ∅. Az RCα1 (N,V ) egyszer¶

rekurzív mag a dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

3.2.4. Tétel. Az egyszer¶ rekurzív mag a koalíció-struktúrás mag általánosí-
tása. Így ha az (N,V ) játékhoz létezik egy olyan v karakterisztikus függvény,
hogy V (S,P)=v(S) minden (S,P) beágyazott koalícióra, akkor RCα1 (N,V )=
= C(N, v).

Bizonyítás. Mivel dominálatlan ki�zetés-kon�gurációkról van szó, a koalíció-
struktúrás dominancia maggal igazoljuk a kapcsolatot, majd a 2.3.4 állítás
teszi teljessé a bizonyítást.

RCα1 (N,V ) ⊇ C(N, v) � Tegyük fel, hogy az (x,P) ki�zetés-kon�gurációt
dominálja (y,Q) az S révén. Ekkor yS >xS és V (S,Q)>x(S). Mivel v(S) =
= V (S,Q), v(S)> x(S), ezért (x,P) 6∈ C(N, v).
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RCα1 (N,V ) ⊆ C(N, v) � Tegyük fel, hogy az (x,P) ki�zetés-kon�gurációra
v(S)> x(S). Legyen y ∈RN egy ki�zetés-kon�guráció, melyre

yi =

{
xi+

v(S)−x(S)
|S| ha i ∈ S

v({i}) egyébként!

Az
(
y, {S}∪{{i}}i∈S

)
ki�zetés-kon�guráció dominálja (x,P)-t.

3.2.5. Állítás. Az (N,V ) játékra RCα1 (N,V )⊂ Cα(N,V ).

Bizonyítás. Az állítás következik az α-elméletben alkalmazott nagyobb fokú
pesszimizmusból.

Vajon hogyan viszonyul a rekurzív mag az ω-maghoz? Ennek vizsgála-
tához a rekurzív mag optimista változatát is bevezetjük.

3.2.11. De�níció. Egy egyszemélyes (N,V ) játékban, azaz, ha |N | = 1, a
de�níció triviális.

Feltételezzük, hogy minden olyan játékra de�niáltuk már az RCω1 (N,V )
rekurzív magot, ahol |N | < k. Az alábbiakban kiterjesztjük k-személyes játé-
kokra is.

Az (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominált, ha létezik olyan S koalíció és
olyan (y, {S}∪S)∈Ω(N,V ) ki�zetés kon�guráció, melyre yS>xS és

(
yS ,S

)
∈

∈RCω1
(
S, V {S}

)
ha RCω1

(
S, V {S}

)
6= ∅. Az RCω1 (N,V ) optimista egyszer¶

rekurzív mag a dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

3.2.6. Tétel. Az optimista egyszer¶ rekurzív mag a koalíció struktúrás mag
általánosítása.

Bizonyítás. A 3.2.4 tétel bizonyítása szerint.

3.2.7. Állítás. (Kóczy, 2018b) Az (N,V ) játékra RCω1 (N,V )⊆RCα1 (N,V ).

Bizonyítás. A bizonyítás induktív. Az egyszemélyes játékok esete triviális.
Feltesszük az állítást a legfeljebb n−1-személyes játékokra és igazoljuk n-
személyesekre.

Egy S koalíció elhajlása után a maradékjáték RC ·1(S, V {S}) rekurzív
magjainak üressége szerint négy esetet vizsgálunk.

RCα1 (S, V {S}) =RCω1 (S, V {S}) = ∅ � Az optimista és a pesszimista elhajlás
ugyanazokat a lehetséges válaszokat elemzi, de míg utóbbinál minden válasz-
ra nyereségesnek kell lennie az elhajlásnak, utóbbinál csak egy válaszra, így
minden pesszimista elhajlás optimista elhajlás is.

RCα1 (S, V {S}) 6= RCω1 (S, V {S}) = ∅ � Ha a pesszimista elhajlás a nemüres
maradékmag minden elemére nyereséges, akkor létezik legalább egy mara-
dékpartíció, amire az optimista elhajlás nyereséges, tehát minden pesszimista
elhajlás optimista elhajlás is.
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RCω1 (S, V {S}) 6=RCα1 (S, V {S}) = ∅ � Ez az eset nem lehetséges az induktív
feltevés szerint.

RCω1 (S, V {S}) 6= ∅, RCα1 (S, V {S}) 6= ∅ � . A feltevés szerint RCω1 (S, V {S})⊆
⊆RCα1 (S, V {S}). Mivel a pesszimista elhajlás RCα1 (S, V {S}) minden elemére
nyereséges, ez igaz a nemüres RCω1 (S, V {S}) részhalmazra is, tehát minden
pesszimista elhajlás optimista elhajlás is. Ezzel minden esetet diszkutáltunk.

3.2.8. Állítás. Az egyszer¶ rekurzív mag nem hatékony.

Bizonyítás. Az alábbi, részletesen megoldott játék nem hatékony.

3.2.1. Példa (Kóczy, 2007, 8. példa). Az alábbi (N,V ) négyszemélyes játékot
vizsgáljuk:

V (N, {N}) = 8,

V ({i} , {{1} , {2} , {3} , {4}}) = 1,

V ({i, j} , {{i, j} , {k} , {l}}) = 0,

V ({k} , {{i, j} , {k} , {l}}) = 4,

V ({i, j, k} , {{i, j, k} , {l}}) = 6,

V ({l} , {{i, j, k} , {l}}) = 1, és

V ({i, j} , {{i, j} , {k, l}}) = 6,

ahol {i, j, k, l}=N .
Az alábbiakban kiszámoljuk a játék egyszer¶ rekurzív magját. Ha az elhaj-

ló koalíció a nagykoalíció, vagy egy hármas, akkor a maradékjáték triviális.
Mivel a nagykoalíció értéke 8, minden ennél kisebb összki�zetés¶ partíciót
dominál. Most vizsgáljuk meg a párok elhajlásait. A játék szimmetrikus, így
vegyük a {3,4} párost. Ekkor a maradékjáték

(
{1,2} , V {{3,4}}

)
V {{3,4}}({i} , {{1} , {2}}) = V ({i} , {{1} , {2} , {3,4}} = 4 és

V {{3,4}}({1,2} , {{1,2}}) = V ({1,2} , {{1,2} , {3,4}} = 6,

ahol i∈{1,2}. A játék RCα1
(
{1,2} , V {{3,4}}

)
rekurzív magja egyetlen ki�zetés-

kon�gurációból áll : ((4,4), {{1} , {2}}), így a {3,4} ki�zetése 0 az elhajlás
után.

Végül vizsgáljunk egy egyszemélyes elhajlást, például a 4-ét. A maradék-
játék

(
{1,2,3} , V {{4}}

)
melyre

V {{4}}({i} , {{1} , {2} , {3}}) = V ({i} , {{1} , {2} , {3} , {4}} = 1,

V {{4}}({i, j} , {{i, j} , {k}}) = V ({i, j} , {{i, j} , {k} , {4}} = 0,

V {{4}}({k} , {{i, j} , {k}}) = V ({k} , {{i, j} , {k} , {4}} = 4, és

V {{4}}({1,2,3} , {{1,2,3}}) = V ({1,2,3} , {{1,2,3} , {4}} = 6.
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A mag meghatározásához meg kell vizsgálnunk a lehetséges elhajlások értékét.
Ezek közül csak a szingli elhajlások nem nyilvánvalóak. Vegyük 3 elhajlását.

A kapott maradékjáték
(
{1,2} , V {{3},{4}}

)
hiszen

(
V {{4}}

){{3}}
= V {{3},{4}}.

A
(
{1,2} , V {{3},{4}}

)
partíciós függvényre

V {{3},{4}}({i} , {{1} , {2}}) = V ({i} , {{1} , {2} , {3} , {4}} = 1 és

V {{3},{4}}({1,2} , {{1,2}}) = V ({1,2} , {{1,2} , {3} , {4}} = 0,

ahol i ∈ {1,2}. A mag egyetlen ki�zetés-kon�gurációt tartalmaz, melyben a
partíció csupa szingli. Ekkor 3 ki�zetése 1. Így a

(
{1,2,3} , V {{4}}

)
játék mag-

jához tartozó ki�zetés-kon�gurációk partíciója a nagykoalíció. Így az elhajló
szingli ki�zetése 1. Ezzel befejeztük az (N,V ) játék kiértékelését.

RCα1 (N,V ) = {(x, {N}) |xN = 8, xi ≥ 1∀i ∈N}
∪
⋃

{i,j,k,l}=N

{(x, {{i, j} , {k, l}}) |xi+xj = xk+xl = 6, xi ≥ 1} .

A ((2,2,2,2), {N}) ki�zetés-kon�guráció nem Pareto-hatékony, hiszen a
((3,3,3,3), {{1,2} , {3,4}}) ki�zetés kon�guráció Pareto-dominálja, de ennek
ellenére eleme az RC1

α(N,V ) egyszer¶ rekurzív magnak. Ez úgy lehetséges,
hogy egy pár kilépése esetén a másik két játékos külön-külön alkot koalíciót,
így az elhajlás nem nyereséges. A hatékonyabb partíció létrejöttéhez a két
párnak egyszerre kellene megalakulnia.

A hatékonyságot többféle módon próbálták elérni. Bloch és van den No-
uweland (2014) megengedi az elhajló koalíciónak, hogy tetsz®leges partíciót
hozzon létre és a koalíció elhajlás utáni értékeként a partíció összki�zeté-
sét veszi. Gyakorlatilag megengedi a létrejött koalíciók között a ki�zetés-
átruházást, ami normális esetben csak koalíciókon belül lehetséges. A rekur-
zív magban (Kóczy, 2007) megengedjük, hogy az elhajló koalíció egy partí-
ciót hozzon létre, azonban minden egyes koalíció számára nyereségesnek kell
lennie az elhajlásnak.

3.2.12. De�níció. (Kóczy, 2007) Az egyszemélyes játékokra triviális a de-
�níció.

Feltételezzük, hogy minden olyan játékra de�niáltuk már az RCα(N,V )
rekurzív magot, ahol |N | < k. Az alábbiakban kiterjesztjük k-személyes játé-
kokra is.

Az (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominált ha létezik olyan S koalíció és
S ∈ Π(S) partíció, hogy yS > xS minden olyan (y,S ∪S) ∈ Ω(N,V ) ki�ze-
tés kon�gurációra, melyre

(
yS ,S

)
∈ RCα

(
S, V S

)
ha RCα

(
S, V S

)
6= ∅. Az

RCα(N,V ) rekurzív mag a dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

Az S elhajló koalíció bármely S ∈Π(S) partíciót alakíthatja, de az elhaj-
lásnak nyereségesnek kell lennie a partíció minden elemére. Itt is bevezetünk
egy optimista változatot is.
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3.2.13. De�níció. (Kóczy, 2007) Egy egyszemélyes (N,V ) játékban, azaz,
ha |N |= 1,a de�níció triviális.

Feltételezzük, hogy minden olyan játékra de�niáltuk már az RCω(N,V )
optimista rekurzív magot, ahol |N |<k. Az alábbiakban kiterjesztjük k-személyes
játékokra is.

Az (x,P) ki�zetés-kon�guráció dominált, ha létezik olyan S koalíció, S ∈
∈Π(S) partíció és (y,S∪S)∈Ω(N,V ) ki�zetés kon�guráció, melyre yS >xS
és ha RCω(S, V S) 6=∅, akkor (yS ,S)∈RCω(S, V S). Az RCω(N,V ) optimista
rekurzív mag a dominálatlan ki�zetés-kon�gurációk halmaza.

3.2.9. Állítás. (Kóczy, 2018b) A rekurzív magok nem tartalmaznak Pareto-
dominált ki�zetés-kon�gurációkat.

Bizonyítás. Indirekt bizonyítás: ha (x,P)-t dominálja (y,Q), a Q elhajlás
az y ki�zetésvektorral nyereséges, így (x,P) nem magbeli.

3.2.10. Tétel. Ha az (N,V ) játékhoz létezik olyan v karakterisztikus függ-
vény, melyre teljesül, hogy minden (S,P) beágyazott koalícióra V (S,P) =
= v(S), akkor RCα(N,V ) =RCω(N,V ) = C(N, v).

Bizonyítás. A 3.2.4 tétel bizonyítása nyomán.

RCα(N,V ) ⊇ C(N, v) � Ha a (x,P) ki�zetés-kon�gurációt dominálja az
(y,Q)-t az S = {S1, S2, . . . , Sk} partíciót alkotó S révén. Ekkor y > Sx, így
létezik olyan Sj ∈ S, hogy y > Sjx, tehát V (S1,Q) > x(S1). Mivel v(S1) =
= V (S1,Q), v(S1)> x(S1), (x,P) 6∈ C(N, v).

RCα(N,V ) ⊆ C(N, v) � Mint a 3.2.4 tétel bizonyítása. Vegyük az (x,P)
ki�zetés-kon�gurációt és feltételezzük, hogy v(S) > x(S) ! Legyen y ∈ RN a
következ® ki�zetés-vektor

yi =

{
xi+

v(S)−x(S)
|S| ha i ∈ S

v({i}) egyébként.

Az
(
y, {S}∪{{i}}i∈S

)
egy ki�zetés kon�guráció, ami dominálja (x,P)-t.

A 3.2.7 állításhoz hasonlóan bizonyítjuk a következ®t.

3.2.11. Állítás. RCω(N,V )⊆RCα(N,V ).

A partíciókkal való bizonyítás általánosabb, azaz könnyebb, s ebb®l kö-
vetkeznek az alábbi állítások.

3.2.12. Állítás. RCα(N,V )⊆RCα1 (N,V ).

3.2.13. Állítás. RCω(N,V )⊆RCω1 (N,V ).
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Másrészt az RCω1 (N,V ) és RCα(N,V ) közötti kapcsolat ambivalens. Ál-
talában az optimista magot kisebbnek várjuk, de a 3.2.1 példa egy olyan
játék, ahol éppen az ellenkez®je igaz, azaz a pesszimista mag kisebb, mint
az egyszer¶ optimista. Itt egyébként az optimista és pesszimista magok egy-
beesnek, de az egyszer¶ változatok tartalmaznak Pareto-dominált ki�zetés-
kon�gurációkat is.

3.3. Módosított partíciós függvény alakú játékok

3.3.1. Diszkrét partíciós függvény alakú játékok

A koalíciós játékokban a koalíció-alakítás és a ki�zetés-szétosztás kérdését
egyszerre szoktuk vizsgálni. Míg az irodalom jelent®s része egyszer¶sítés-
képpen eltekint a koalíció-alakítástól és a nagykoalíción-belüli osztozkodásra
�gyel, a Lucas és Macelli (1978) által bevezetett diszkrét partíciós függvé-
nyekkel a helyzet éppen fordított: feltételezzük, hogy a ki�zetések elosztása
adott minden partícióra, így minden �gyelmünket a koalíció-struktúra kiala-
kulásának szentelhetjük.

3.3.1. De�níció. (Lucas és Macelli, 1978) Egy diszkrét partíciós függvény
alakú játék egy (N,V ∗) páros, mely áll egyrészt egy N játékoshalmazból, más-
részt egy V ∗ :N×Π−→R diszkrét partíciós függvényb®l, ami minden partí-
cióhoz egy valós vektort rendel.

Diszkrét partíciós függvény alakú játékokban a játékosok ki�zetése rög-
zített, a koalíciókon belül sem engedünk meg ki�zetéseket, így felfoghatók az
NTU partíciós függvény alakú játékok speciális esetének is (Lucas, 1974).

3.3.2. Hálózati játékok

Ha a koalíció-struktúrán túl a koalíciók bels® szerkezete is fontos, hálóza-
ti modelleket használunk. Egy hálózat nem más, mint egy játékosok, mint
csúcspontok és a köztük való kapcsolatok, mint élek alkotta gráf. Karak-
terisztikus függvény alakú játékokra Myerson (1977) vezette be ezt a mo-
dellt, vizsgálta tulajdonságait és karakterizált egy értéket. Érdekes módon
már ebben a cikkben megjelennek a partíciók, hiszen a hálózatot alkotó gráf
összefügg® komponensei a játékosok halmazának, vagy bármely koalíciónak
természetes partícióját adják. Így a Myerson (1977) által használt v/g függ-
vény tulajdonképpen egy partíciós függvény, de az egyes koalíciók ki�zetése
nem függ a többi koalíciótól. Ezzel szemben Navarro (2007) értékfüggvénye
függ a hálózattól, egyebek mellett az összefügg® komponensek alkotta partí-
ciótól is.

3.3.2. De�níció. (Navarro, 2007) Egy w : E∗ → R értékfüggvény minden
hálózatba ágyazott koalícióhoz egy valós számot rendel, ahol E∗ a hálózatba
ágyazott koalíciók halmaza.
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Navarro (2007) általánosítja Myerson (1977) karakterizációs tételét ex-
ternáliás játékokra. Navarro (2007) modellje ugyanakkor nem ígér többet,
minthogy a partíciót alkotó koalíciók bels® struktúráját is �gyelembe veszi.
A hálózat és a koalíciók közötti kapcsolat ennél sokkal összetettebb is lehet.
Például egy nagyfeszültség¶ elektromos hálózatban termel®k és fogyasztók
alkotnak koalíciókat � úgynevezett mérlegköröket � de a különböz® koalíci-
ók közötti kapcsolat megmarad, általában a hálózat egyetlen összefügg® kom-
ponenst alkot. Kóczy (2013) bevezeti a hálózati függvény alakú játékokat,
ahol egy tetsz®leges koalíció értéke meghatározható a hálózat függvényében.

Jelölje gN a játékospárok és G=
{
g
∣∣ g ⊆ gN} a lehetséges hálózatok hal-

mazát! Legyen továbbá N0 = {0}∪N a játékosoknak egy nem taktikus, a
külvilágot képvisel® 0 játékossal való b®vítése, illetve hasonlóan G0 a G b®-
vítése! Végül legyen L a lehetséges élek halmaza! Ekkor az e :L−→N2

0 where
e(l), az élek végpontjait kételem¶ halmazként való leképezése jól de�niált.
Megengedjük a párhuzamos éleket, azaz, hogy k 6= l esetén is e(k) = e(l).
Mondhatjuk, hogy a játékosokhoz hasonlóan az éleknek is vannak neveik,
melyekkel be tudjuk azonosítani a párhuzamos éleket. Az (N,L) páros egy
multigráf ; jelölje L multigráfok halmaza. Ekkor i és j kapcsolatban állnak,
ha az élek ` adott halmazára létezik olyan l ∈ `, melyre e(l) = {i, j}. Az
egyszer¶ség kedvéért ilyenkor azt mondjuk, hogy ij ∈ `.

3.3.3. De�níció. (Kóczy, 2013) Egy V : L−→ (Π−→ (2N −→R)) hálózati
függvény minden hálózathoz egy partíciós függvényt rendel.

Mivel a partíciós függvény egy valós értéket rendel minden beágyazott
koalícióhoz, összességében a hálózati függvény egy V (C,P, `) valós számot
rendel minden ` hálózat felett értelmezett P partícióba ágyazott C koalíció-
hoz.

Az (N,L, V ) hármas egy hálózati függvény alakú játékot jelöl. Az ω =
= (x,P, `) ki�zetés-vektorból, partícióból és hálózatból álló hármast (háló-
zati) ki�zetés-kon�gurációnak nevezzük. A hálózati ki�zetés-kon�gurációk
halmazát jelölje Ω(N,L, V ) !

A hálózati függvény alakú játékok speciális eseteként modellezhetünk
partíciós függvény alakú játékokat (ha a partíciós függvény nem függ a há-
lózattól), illetve karakterisztikus függvény alakú játékokat is (amennyiben a
koalíció értéke a partíciótól sem függ).
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4. fejezet

A mag implementációja

4.1. A váltakozó ajánlattételi alkumodell

A kooperatív játékelméleti modellekben a játékosok stratégiái implicitek, a
kooperatív de�níció nem határozza meg egyértelm¶en a játék menetét. Ez
pedig fontos lehet ahhoz, hogy megértsük, hogyan és miért alakulnak ki bi-
zonyos egyensúlyok, megoldások, de az egyre népszer¶bb kísérleti megköze-
lítéshez is, ahol a játékosok közötti kommunikáció gyakorlatilag de�niál egy
nonkooperatív játékot (Selten, 1988). Egy ilyen nonkooperatív értelmezésnek
természetesen csak akkor van értelme, ha a kialakuló egyensúly megfeleltet-
het® a kooperatív játék megoldásának. Az implementáció gondolatát Nash
(1953) vezette be a Nash alkumegoldás vizsgálata során, s mára az úgy-
nevezett Nash-programnak kiterjedt irodalma van (Chatterjee et al, 1993;
Laguno�, 1994; Perry és Reny, 1994).

Sajnos már a Nash-alkumegoldás modellezésekor sem nyilvánvalóak a já-
tékosok közötti stratégiai kölcsönhatások, s így a megoldás implementációja
sem. Mindez különösen igaz ahogy a játékosok számát növeljük és megenged-
jük, hogy koalíciókat alakítsanak. Rubinstein (1982) váltakozó ajánlattételi
alkumodellje ugyanakkor elegend®en rugalmasnak bizonyult ahhoz, hogy a
legtöbb implementációs eredmény ennek valamely módosított változatán ala-
puljon. Ebben a fejezetben Huang és Sjöström (2006); Kóczy (2009c, 2015)
az r-magra és a rekurzív magra vonatkozó eredményeit tekintjük át bizonyos
játékosztályokon.

Ebben a szakaszban Rubinstein (1982) váltakozó ajánlattételi alkumo-
delljét mutatjuk be, de az eredeti két-, vagy Selten (1988) háromszerepl®s
modellje helyett Chatterjee et al (1993) n játékosra általánosított modelljét
vizsgáljuk.

Egy tetsz®leges (N, v) karakterisztikus függvény alakú játékra egy pro-
tokoll meghatározza a játékosok rangsorát minden egyes koalícióban. Egy
(S, y) javaslat megad egy S ∈ 2N koalíciót és a koalíciós javak y ∈ R+

N ,
y(S) = v(S) elosztását.

39
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A játék menete a következ®:

I. Az N koalícióban els®ként rangsorolt játékos tesz egy (S, y) javaslatot.

II. Az S halmaz tagjai a protokoll szerint válaszolnak.

III. Ha az S halmaz minden tagja elfogadja a javaslatot, akkor koalíciót
alkotnak és yi∀i ∈ S ki�zetéssel elhagyják a játékot. Ha ezzel nem lép
ki mindenki, a maradék N \S játékos folytatja a játékot, a halmazon
belül els®ként rangsorolt játékos tesz javaslatot, s a játék a II. lépést®l
folytatódik.

IV. Ha S valamely eleme elutasítja a javaslatot, ez a játékos lesz az új
javaslattev®. Javaslatot tesz, s a játék a II. lépést®l folytatódik. Fontos,
hogy az elutasítás egységnyi id®vel késlelteti a megállapodást.

A késlekedés csak a ki�zetések szempontjából érdekes. Feltételezzük, hogy
a játékosok közös 0< δ < 1 diszkontfaktorral rendelkeznek, így a késlekedés
csökkenti az összki�zetést. A vizsgált esetben δ tart az egyhez.

Lépésnek nevezünk minden döntést: egy javaslat megtételét, elfogadá-
sát, vagy elutasítását. Egy hk történelem összegy¶jti a játék els® k lépé-
sét. Egy stratégia meghatároz (1) egy javaslatot minden egyes lépéshez,
ahol i a javaslattev®, illetve (2) egy döntést, mely szerint a játékos elfo-
gadja, vagy elutasítja az éppen aktuális javaslatot, minden olyan lépéshez,
ahol a protokoll szerint i döntéshelyzetben van. Egy ilyen játékban kézen-
fekv® lenne a részjáték-tökéletes egyensúly meghatározása. Mivel egy szi-
gorúan szuperadditív játékban minden egyénileg elfogadható elosztás el®ál-
lítható részjáték-tökéletes egyensúlyi ki�zetésként (Chatterjee et al, 1993),
stacionárius-tökéletes egyensúlyi stratégiákat vizsgálunk. Egy stratégia ak-
kor stacionárius, ha függ az aktuális, él® ajánlattól (ha van ilyen), illetve
a már megalakult és kilépett koalícióktól, viszont a korábbi ajánlatoktól és
egyéb döntésekt®l nem. A stacionárius-tökéletes egyensúlyi ki�zetésvektorok
és a mag közötti kapcsolatot az alábbi állítás fogalmazza meg.

4.1.1. Állítás (Chatterjee et al, 1993). Vegyünk egy (N, v) szigorúan szuper-
additív játékot. Ha valamely protokollra a z(δ) hatékony stacionárius egyen-
súlyi ki�zetés vektorok a z∗ vektorhoz tartanak, akkor z∗ eleme az (N, v) játék
magjának.

4.1.2. Állítás (Chatterjee et al, 1993). Vegyünk egy (N, v) szigorúan konvex
játékot. Ha valamely protokollra létezik egy 1-hez tartó δk sor, akkor a sor
elemeihez tartozó késedelemmentes egyensúly a játék magjának azon eleméhez
tart, amely Lorenz-dominál minden egyéb magbeli elemet.

Dutta és Ray (1989) igazolta, hogy konvex játékokban a Lorenz-domináns
magbeli elosztás egyértelm¶.
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4.2. Rögzített ki�zetések

A mag implementációjával foglalkozó irodalom jelent®s része feltételezi, hogy
egy koalíció értéke önmagában meghatározható tekintet nélkül a többi koalí-
cióra. Externáliák jelenlétében egy kilép® koalíció értéke függ a játék további
alakulásától, így az alakítást támogató játékosok értékelése feltételezéseken
alapszik. Bloch (1996) modelljében ezek a feltételezések explicitek továbbá a
ki�zetések rögzítésével elkerüljük a koalíción belüli osztozkodás problémáját.

A Bloch (1996) által bevezetett játék a váltakozó ajánlattételi modell
megszokott sémáját követi. Az eljárás a játékosoknak egy adott ρ rangsorán
alapul. Egy rangsor protokoll speciális esete, ahol a játékosok sorrendje min-
den koalíción belül ugyanazt a sorrendet követi. A játékosok a már ismert
módon ajánlatokat tesznek és elfogadnak. Fontos különbség, hogy a diszkon-
tálást �gyelmen kívül hagyjuk, de azok a játékosok, akik nem tudtak véges
id® alatt megállapodni, 0 ki�zetést kapnak. Gondolnunk kell azokra a játé-
kosokra is, akik már létrehoztak egy koalíciót, de � hiába � várják, hogy
az utolsó játékosok is befejezzék a játékot. Ilyenkor a már kilépett játékosok
a lehet® legmagasabb ki�zetést kapják:

V ∗i(P(σ)) =

{
0 if i 6∈Q
maxP⊃Q V

∗
i(Q) if i ∈Q,

(4.1)

ahol V ∗ egy diszkrét partíciós függvény, σ egy stratégia-pro�l és P(σ) pedig
nem más, mint a stratégia-pro�l által egyensúlyban létrehozott partíció. Ez
akkor is jól de�niált, ha nem jön létre a teljes partíció, csak valamely Q(N
lép ki és hozza létre a Q partíciót. A kifejezés érdekessége, hogy minden egyes
játékos az elérhet® legmagasabb ki�zetést kapja, holott általában nincs is
olyan partíció, amikor ezek egyszerre teljesülhetnek.

Bloch (1996) stacionárius egyensúlyi koalíció strukturákat (SECS-eket)
vizsgál. Diszkrét partíciós függvény alakú játékban a koalíció struktúra egy-
ben a ki�zetéseket is meghatározza. Ilyen egyensúlyi koalíció struktúrák nem
mindig léteznek.

Különféle elvárási szabályokat vizsgálva, Bloch (1996) az alábbi állítást
fogalmazza meg:

4.2.1. Állítás. Amennyiben létezik egy olyan ρ rangsor, melyre SECS(V ∗

∗, ρ) 6= ∅, akkor Cω(N,V ∗)⊆ SECS(V ∗, ρ) 6= ∅.

Az eredmény aligha meglep®, az viszont sajnálatos, hogy az α-magra
vonatkozó megfelel® tétel nem igaz; Bloch (1996) megad egy 5-személyes
játékot, ahol egyik megoldás sem üres, de diszjunktak.

Ray és Vohra (1999) ennek a modellnek egy speciális, szimmetrikus esetét
vizsgálja. Ilyenkor a koalícióknak tulajdonképpen csak a mérete számít, a
partíciók pedig felírhatók n numerikus partíciójaként.
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4.3. Teljesen kiegyensúlyozott játékok

A részjáték-tökéletes egyensúly, de�níciójából adódóan, részjáték-tökéletes
egyensúly minden részjátékban. Ha tehát az implementáció lényege, hogy a
részjáték-tökéletes egyensúlyi ki�zetés-kon�gurációk egybeesnek a maggal,
az azt is jelenti, hogy egyik részjátékban sem lehet üres. Az ilyen játékokat
teljesen kiegyensúlyozottnak nevezzük.

4.3.1. De�níció (Huang és Sjöström, 2006, 1. De�níció). Az (N,V ) par-
tíciós függvény alakú játék teljesen r-kiegyensúlyozott, ha a maradék-r-mag
ki�zetés-kon�gurációk a nagykoalíciónak és csak a nagykoalíciónak elosztásai.

4.3.1. Állítás (Huang és Sjöström, 2006, 1. Állítás). Ha egy (N,V ) partíci-
ós függvény alakú játék szigorúan szuperadditív és r-kiegyensúlyozott, akkor
teljesen r-kiegyensúlyozott.

Els®ként a folytonos idej¶ alkujátékot (Perry és Reny, 1993) tekintjük
át.

4.3.1. Egy folytonos idej¶ alkumodell

Huang és Sjöström (2006) modellje Perry és Reny (1993) karakterisztikus
függvény alakú játékokra de�niált folytonos idej¶ alkumodelljére épít. Az
alkujátékban a játékosok a megszokott módon javaslatokat tesznek, ezeket
vagy elfogadják, vagy nem, azonban pozitív ki�zetést csak az kap, aki része
egy elfogadott (esetleg triviális : egyszemélyes) javaslatnak és ki is lép a já-
tékból. Kezdetben nincs él® javaslat, a játékosok vagy tesznek egy javaslatot,
vagy csendben maradnak. Egy javaslat megnevezi az érintett játékoshalmazt
és egy arányos elosztási szabályt, mely meghatározza, hogy a végs® (a ki-
alakuló partíciótól függ®) koalíciós ki�zetés esetén hogyan, milyen arányban
részesülnek ebb®l az összegb®l.

Ha már van egy él® javaslat, az érintettek dönthetnek a javaslatról. Ha a
javaslat elfogadásra kerül, kötelez® érvény¶vé válik és a továbbiakban csak
egyetértésben változtatható meg. Ha a javaslatot bármely tag elutasítja, le-
kerül az asztalról. Ugyanígy, új javaslat esetén a régi érvényét veszti. Egy
javaslat szólhat új játékoshalmaznak, vagy tartalmazhatja elfogadott javas-
latok játékoshalmazát, de csak teljes egészében, meglev® tagok kihagyására
nincs lehet®ség.

Az alábbiakban részletesen bemutatjuk a modellt.
Egy i játékos összes tevékenységét magába foglalja a múltja. Legyen

az id® T = {t | t ∈R+}. Az i játékos hi : T −→ Ai múltja minden id®pil-
lanathoz egy hi(t) ∈ A = P ∪{a, l, q} lépést rendel, ami lehet egy p ∈ P =
={(S,w) |S 3 i, w > 0, w(S) = 1} javaslat, vagy egyike a különleges lépések-
nek: elfogad (a), kilép (l), vagy hallgat (q). Egy játékos hallgat, ha nem
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csinál semmit; az elfogadás mindig az él® javaslatra vonatkozik; végül a ki-
lépés véglegesíti a koalíciót, a kilépés után semmilyen formában nem vesz
részt az alkujátékban.

A játék állását meghatározza a pt él® javaslat, a javaslatot már elfogadó
játékosok At, a joger®s koalíciók Bt, a játékot elhagyó játékosok Lt halmaza
és az általuk alkotott Lt partíciója. Az aktív játékosok halmazát N t=N \Lt
jelöli.

Kezdetben a pt él® javaslat üres, a játékosok hallgatnak, vagy javaslatot
tesznek. Ha már van él® javaslat és az elfogadásra kerül, így joger®s lesz,
az él® javaslat ismét üres. Egy nemüres él® javaslatot felülír minden kés®bbi
javaslat: így egyszerre legfeljebb egy javaslat él. A joger®s megállapodáso-
kat csak egyhangúlag lehet megváltoztatni, így egy ilyen megállapodás csak
b®vülhet. A játékból csak joger®s koalíciók léphetnek ki, ezzel a további al-
kuban nem vesznek részt.

Feltesszük, hogy az egyes lépések körül van egy nyílt, üres id®interval-
lum, így bármely lépés megel®zhet®, tehát az egyensúlyi stratégiák nem a
játékosok gyorsaságán múlnak.

A túl sok egyensúlyt elkerülend® stacionárius-tökéletes egyensúlyokat ke-
resünk. Huang és Sjöström (2006) igazolta az egyensúlyi ki�zetés-kon�gurációk
és a mag egybeesését.

4.3.2. Tétel (Huang és Sjöström, 2006, 1. Tétel). Vegyünk egy (N,V ) partí-
ciós függvény alakú játékot. Tegyük fel, hogy az (x,P) ki�zetés-kon�gurációt
egy stacionárius-tökéletes egyensúly generálja. Ekkor (x,P) ∈ Cr(N,V ).

4.3.3. Tétel (Huang és Sjöström, 2006, Theorem 2). Vegyünk egy (N,V ) tel-
jesen kiegyensúlyozott partíciós függvény alakú játékot. Az r-mag minden ele-
me valamely stacionárius-tökéletes egyensúlyi stratégiához tartozó ki�zetés-
kon�guráció.

A két tételb®l következik az egybeesés minden teljesen kiegyensúlyozott
játékra. Most tekintsük a bizonyításokat. Mindenek el®tt a stacionárius-
tökéletes egyensúly létezéséb®l és de�níciójából következik, hogy minden
részjátékra létezik ilyen egyensúly, beleértve azokat a részjátékokat is, ahol a
játékosok egy része már elhagyta a játékot. Ezek a játékok hasonlók az erede-
tihez, csak kevesebb játékossal, így egy indukció segítségével már nem nehéz
belátni, hogy a két játék hasonlóan viselkedik. A másik irányhoz feltételez-
zük, hogy valamely egyensúlyi ki�zetés-kon�guráció nem eleme a magnak.
Ekkor létezik egy S koalíció, ahol a tagok összki�zetése kevesebb, mint a
koalíció értéke. Mi történne, ha ezt a koalíciót javasolná valamelyik tagja?
De�nícióból adódóan létezik olyan elosztás, ami többet adna minden egyes
játékosnak, mint az egyensúlyi viselkedés. Az utolsó játékos biztosan elfo-
gadná és innen könny¶ belátni, hogy minden korábbi válaszadó is (Huang
és Sjöström, 2006, 1. & 2. Állítások), hiszen magasabb ki�zetést eredményez
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mindannyiuk számára. Létezik tehát egy haszonnövel® elhajlás, azaz a játék
nem részjáték-tökéletes, ami ellentmondás.

A másik irány kicsit összetettebb; a bizonyítás során megalkotjuk az
egyensúlyi stratégiát, mely az r-magot adja minden egyes részjátékra, kü-
lönös tekintettel azokra, melyekben más-más a már kilépett játékosok par-
tíciója, hiszen az externáliák miatt fontos megértenünk a kilép® játékosok
preferenciáit. A két megközelítés egybeesésének induktív feltételezéséb®l kö-
vetkezik, hogy az egyes játékosokat, így az esetleges elhajló koalíciókat is
pontosan ugyanazok az ösztönz®k vezérlik majd a kooperatív és a nonkoope-
ratív játékokban. Induktív módon bevezetjük a folytatólagos ki�zetés fogal-
mát, ami nem más, mint a játékosok ki�zetése a játék egyensúlyi folytatása
esetén. Amikor egy játékos dönt egy deviáns javaslat elfogadásáról, vagy
elutasításáról, a két döntéshez tartozó folytatólagos ki�zetéseket hasonlítja
össze. Az indukció révén ezek a ki�zetések pontosan megegyeznek a koopera-
tív játékban adott status quo és elhajlási ki�zetéssel. A konstruált stratégia
végül is nem túl izgalmas, hiszen egy játékos javasolja az egyensúlyt, a többi
késedelem nélkül elfogadja és a játékosok kilépnek a játékból.

4.3.2. Sorrend-független egyensúlyi koalíció struktúrák

Míg Bloch (1996) szekvenciális koalíció-alkotási játéka nagyon természetes,
a kooperatív megoldáskoncepciókhoz alig kapcsolható, így nem igazán al-
kalmas a két terület összekapcsolására. Az alábbiakban Kóczy (2009c) át-
dolgozott, továbbra is diszkrét partíciós függvényt (Lucas és Macelli, 1978)
használó modelljét mutatjuk be. Ezekben a játékokban a koalíciók alkotá-
sán van a hangsúly, míg a koalíciókon belüli osztozkodást nem vizsgáljuk,
adottnak vesszük.

A játékokat itt egy (N,V ∗, ρ) hármassal írhatjuk le, ahol N a játékosok
halmaza V ∗ : Π −→ RN a diszkrét partíciós függvény, ρ pedig a játékosok
exogén rangsora, mely meghatározza, hogy milyen rend szerint tesznek és
fogadnak el javaslatokat. Így a játék menete a következ®:

I. Az els® javaslattev® a legmagasabb rangú játékos.

II. Az i javaslattev® valamely S játékoshalmaz részére tesz javaslatot. Ál-
talában feltételezzük, hogy i ∈ S.

III. Az S elemei közül eddig még nem nyilatkozott, legmagasabb rangú
elfogadja, vagy elutasítja a javaslatot.

1. Ha elutasítja, ® lesz a következ® javaslattev® és a játék a II. lé-
péssel folytatódik.

2. Ha elfogadja, és nem ® a legalacsonyabb rangú a koalícióban, ak-
kor a koalíciónak a rangsorban következ® tagjával ismételjük ezt
a lépést.
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3. Ha elfogadja és ezzel az S minden tagja elfogadta a javaslatot, S
joger®ssé válik és kilép a játékból.

IV. Ha minden játékos kilépett, a játék véget ér. Egyébként a legmagasabb
rangú aktív játékos lesz az új javaslattev®.

Bloch (1996) de�níciójában az ajánlat egy koalíció, Kóczy (2009c) meg-
engedi, hogy a játékosok a koalíció tetsz®leges partícióját javasolják. Fontos
hangsúlyozni, hogy nem a játékoshalmaz, hanem a javaslattal megszólított
koalíció partíciójáról van szó. Bár a partíció lényege, hogy az alkotott koa-
líciók a kés®bbiekben önálló életre kelnek, a javaslat elfogadásához minden
koalíciót el kell fogadni, részpartícióra akkor sem lesz joger®s a javaslat, ha
az ebbe beágyazott koalíciók minden tagja elfogadta a javaslatot.

Ha össze szeretnénk foglalni, hogy mi történt a játékban, a játék egész tör-
ténelmét le kell írnunk kitérve a megtett javaslatokra, hogy ezeket ki fogadta,
illetve utasította el, mely javaslatok kerültek elfogadásra és melyik koalíciók
léptek ki a játékból. Minket különösen a stacionárius stratégiák érdekelnek,
hiszen ezek függetlenek a korábbi eseményekt®l és csak a játék jelenlegi álla-
potán múlnak: mely koalíciók léptek ki a játékból, ki az aktuális javaslattev®,
mi a javaslata (ha van ilyen) és kik fogadták már el. A stacionárius-tökéletes
egyensúlyok által generált partíciókat stacionárius egyensúlyi koalíció struk-
túráknak (SECS) nevezzük, halmazukat jelölje SECS(N,V ∗, ρ). Az alábbi-
akat állapíthatjuk meg:

4.3.4. Segédtétel. (Kóczy, 2009c, 1. Segédtétel)

SECS(N,V ∗, ρ)⊆ Cα(N,V ∗)

és

4.3.5. Segédtétel. (Kóczy, 2009c, 2. Segédtétel) Ha a (N,V ∗) játék minden
részjátékának ω-magja nemüres, akkor Cω(N,V ∗)⊆ SECS(N,V ∗, ρ),

ahol az α és ω-magok a megoldásoknak a diszkrét partíciós függvény
alakú játékokra való természetes alkalmazásai.

A legfontosabb eredmény ugyanakkor a stacionárius egyensúlyi koalíció
struktúrák és a rekurzív mag közötti kapcsolat.

4.3.6. Segédtétel. (Kóczy, 2009c, 5. Állítás) Ha (N,V ∗) egy diszkrét par-
tíciós függvény alakú játék és minden (N \S, V ∗S), S ∈ Π(S) maradékjáték
RCα(N\S, V ∗S) rekurzív magja nemüres, akkor RCα(N,V ∗)⊆SECS(N,V ∗

∗, ρ) minden ρ rangsorra.

A bizonyítás Bloch gondolatmenetét követi. Egy stacionárius-tökéletes
egyensúlyi stratégiapro�lt építünk. Az egyensúlyi javaslat egy magbeli partí-
ció mely azonnal elfogadásra kerül. Elhajlás esetén a többi játékos a kemény
választ játssza: ez � a feltételezés szerint nemüres � maradékmagnak egy
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olyan eleme, amely sérti a deviáns játékosok érdekeit. Mivel feltételeztük,
hogy a rekurzív mag nemüres, ilyen válasz minden elhajláshoz létezik.

Ezzel az eredménnyel a különböz® megoldások viszonyát pontosabban
felírhatjuk.

Cω(N,V ∗)⊆RCα(N,V ∗)⊆ SECS(N,V ∗, ρ)⊆ Cα(N,V ∗). (4.2)

Ez az eredmény némileg szokatlan a korábbiakhoz képest. Korábban azzal
érveltünk, hogy a �valódi� rekurzív mag valahol az optimista és a pesszimis-
ta változatok között lehet. Így például RCω(N,V ∗)⊆RCα(N,V ∗). A 4.3.6.
Segédtétel szerint a stacionárius-tökéletes egyensúlyi koalíció struktúrák hal-
maza ezen intervallumon kívül esik. A következ®kben javítunk ezen a furcsa
eredményen, de ehhez sorrend-független egyensúlyokat kell megnéznünk.

4.3.2. De�níció. (Moldovanu és Winter, 1995, p. 27) A σ stratégia-pro�l
egy sorrend-független egyensúly, ha

I. σ egy stacionárius-tökéletes egyensúly a (N,V ∗, ρ) játékban bármely ρ
rangsorra és

II. a σ által generált egyensúlyi V ∗(P(σ)) ki�zetésvektor független a ρ
rangsortól.

Jelölje a sorrend-független egyensúlyi koalíció struktúrákat OIECS.

Kóczy (2009c) f® tétele a következ®:

4.3.7. Tétel. (Kóczy, 2009c, 8. Tétel)Ha (N,V ∗) egy diszkrét partíciós függ-
vény alakú játék és minden (N \S, V ∗S), S ∈ Π(S) maradékjáték RCα(N \
\S, V ∗S) rekurzív magja nemüres, akkor RCα(N,V ∗) =OIECS(N,V ∗, ρ).

A bizonyítás négy f® lépésb®l áll :

I. Az egyszemélyes játék triviális.

II. Feltéve, hogy a tétel igaz a k−1-személyes játékokra, igazoljuk, hogy az
n-személyes játékokban minden sorrend-független egyensúlyi koalíció
struktúra eleme a rekurzív magnak:

RCα(N,V ∗)⊇OIECS(N,V ∗).

III. Feltéve, hogy a tétel igaz a k−1-személyes játékokra, igazoljuk, hogy
az n-személyes játékokban minden rekurzív magbeli koalíció-struktúra
egyben sorrend független egyensúlyi is :

RCα(N,V ∗)⊆OIECS(N,V ∗).
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IV. Feltéve, hogy a tétel igaz a k−1-személyes játékokra, igazoljuk, hogy az
n-személyes játékokban a rekurzív mag és a sorrend-független egyen-
súlyi koalíció-struktúrák halmaza egybeesik:

RCα(N,V ∗) =OIECS(N,V ∗).

Az els® lépés nyilvánvaló.
A második lépés Moldovanu és Winter (1995) indirekt bizonyítását köve-

ti. Tegyük fel, hogy létezik olyan σ sorrend független stacionárius-tökéletes
egyensúly, hogy az általa generált P partíció nem eleme a magnak. Ekkor
� a kooperatív játékban � létezik egy jövedelmez® elhajlás, melyben az S
játékoshalmaz egy S partíciót hoz létre. Ekkor az elhajlás jövedelmez® füg-
getlenül attól, hogy a maradékjátékban milyen válasz születik. A σ stratégia
sorrend-független és így stacionárius-tökéletes. Tehát az erre a maradékjá-
tékra, mint részjátékra megadott stratégia is stacionárius-tökéletes, mi több,
egyben sorrend-független is, hiszen ez a tulajdonság is �örökl®dik.� Az in-
duktív feltevés szerint a részjátékban generált sorrend-független egyensúlyi
koalíció-struktúrák halmaza és a rekurzív mag egybeesnek. Ebb®l követke-
zik, hogy a σ által generált koalíció struktúra is eleme a rekurzív magnak.
Az indirekt feltevésb®l adódóan emellett a struktúra mellett az elhajlás jö-
vedelmez®, ami ellentmond annak, hogy σ sorrend-független egyensúly.

A másik irány bizonyítása követi a 4.3.6. Segédtétel bizonyítását, hi-
szen az ott de�niált stratégia nem függ a rangsortól és így egyben sorrend-
független egyensúly is.

Az utolsó lépés a második és harmadik lépést egyesíti és ezzel teljes a
bizonyítás.

4.4. Általános partíciós függvény alakú játékok

Egy általános koalíció-alakítási modellben (Ray és Vohra, 1999) egy javas-
latnak ki kell térnie a koalíciós ki�zetések elosztására is. Partíciós függvény
alakú játékokban az ajánlatnak elég rugalmasnak kell lennie ahhoz, hogy a
végs® partíció függvényében változó koalíciós ki�zetés különböz® értékeire is
alkalmazható legyen. Egyébként az alkufolyamat hasonlít az eddig megismer-
tekhez: a játékosok valamilyen szabály szerint felváltva tesznek ajánlatokat;
az ajánlatokat elfogadó koalíciók joger®ssé válnak és kilépnek a játékból. Vé-
gül a kialakuló partíció függvényében a játékosok megkapják az elfogadott
javaslatok szerinti ki�zetéseket. Az implementáció során részjáték-tökéletes
egyensúlyokat keresünk és az így generált ki�zetés-kon�gurációk halmazát
viszonyítjuk a maghoz.

Az r-mag (Huang és Sjöström, 2003) eredeti de�níciója normális alakú já-
tékokra vonatkozik, ahol a koalíciók tagjai közösen, a koalíció összki�zetését
maximalizálva választanak stratégiát. Mivel a ki�zetés csak a stratégiáktól
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függ, a nagykoalíció képes minden partíció stratégiaválasztását és ezzel össz-
ki�zetését reprodukálni. A kohézió, hasonlóan a szuperadditivitáshoz igen
er®s tulajdonság, mely jogi, vagy koordinációs okok miatt sérülhet (Aumann
és Drèze, 1974). Kohézió nélkül a szekvenciális játékot alapvet®en három
tulajdonság kell, hogy jellemezze (Huang és Sjöström, 2010): 1) a részjáté-
kok az eredetivel hasonlóak, 2) a megalakult koalíciók nem vesznek részt a
további játékban és 3) egyensúlyban a koalíciók egyszerre alakulnak meg.

4.4.1. Egy kétszakaszos koalíció-alakítási játék

A szekvenciális koalíció-alakítási játékokban felmerül® pozitív externáliák
növelik a koalícióalakítás tehetetlenségét: ha a játékosok hasznot húznak
abból, hogy mások alakítanak koalíciót, akkor senki sem akar els® lenni, még
akkor sem ha a végén mindenki jobban jár a kialakuló struktúrával. Ennek
feloldása egy módosított Serrano és Vohra (1997) féle játék lehet (ami viszont
Thomson (2005) modelljére épít), ahol markánsan elkülönülnek az A aktív és
I inaktív játékosok (N =A∪I). Az inaktív játékosok már megalakították a
maguk koalícióit és ezek a továbbiakban nem módosíthatók. Így mi az aktív
játékosokkal foglalkozunk. A játék maga két részb®l áll.

1. szakasz: koalíció-alakítás � A játékosok egyidej¶leg megadnak (P, w, π)-
hármasokat, melyek a következ®ket tartalmazzák: 1) Az aktív játékosok par-
tícióját, egy, az elosztást meghatározó súlyvektort és egy permutációt. Eb-
b®l az els® kett® érthet®: a partíció a súlyvektorral együtt meghatározza a
ki�zetés-kon�gurációt. A permutációkat egy el®re meghatározott rend szerint
a π∗ permutációvá kombináljuk.

Ha a javaslat mindenkinek elnyeri tetszését, a koalíciók megalakulnak
és ez lesz a kiindulási alap a második szakaszhoz. Utóbbiban kap szerepet
a permutáció is. Ha az egyezség nem jön létre, a játékosok nem kapnak
ki�zetést és a permutáció szerinti utolsó játékos egy ε veszteséget szenved.
A második szakaszban azt vizsgáljuk, hogy a megegyezés jó-e.

2. szakasz: blokkolás � A szóviv®t a π∗ permutáció alapján választjuk
ki: a π∗ szerinti els® játékos passzolhat, vagy javaslatot tehet. Ha passzol, a
játék véget ér az els® szakaszban kialakult ki�zetés-kon�gurációval. Ha ja-
vaslatot tesz, a javaslat egy (S,w) páros, ahol S a megszólított koalíció, a w
pedig egy súlyvektor. A megszólított koalíció tagjai a permutációs sorrend
szerint válaszolnak. Ha bármelyikük elutasítaná a javaslatot, akkor az olyan,
mint a passz: marad a status quo. Ha viszont S minden tagja elfogadja a
javaslatot, akkor S kiválik és elhagyja a játékot; tagjai inaktívvá válnak, a
játék a maradék A\S játékossal folytatódik. Stacionárius-tökéletes egyensú-
lyokat vizsgálunk, ahol a stratégiák csak az inaktív partíciótól és az utolsó,
L blokkoló koalíciótól függhetnek.
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4.4.1. Tétel. (Huang és Sjöström, 2010) A leírt alkujáték stacionárius-
tökéletes egyensúlyi ki�zetés-kon�gurációi egybeesnek a megfelel® partíciós
függvény alakú játék r-magjával.

A bizonyítás során belátjuk, hogy a tételben szerepl® halmazok kölcsö-
nösen egymás részhalmazai. El®ször megmutatjuk, hogy minden (x,P) r-
magbeli ki�zetés-kon�gurációhoz tartozik egy azt implementáló stacionárius-
tökéletes egyensúlyi stratégiapro�l. A stratégiapro�l elkészítése tulajdonkép-
pen igen egyszer¶. Az (x,P) ismeretében a javaslat (P, w) lesz, ahol a súlyo-
kat egyszer¶en származtatjuk: wi = x

V (Si,P) . Egyensúlyban a javaslat elfoga-
dásra kerül, a P partíció alakul meg és a ki�zetések pontosan wiV (Si,P)=xi
szerint történnek. Most tegyük fel, hogy a második körben S blokkolja a
javaslatot. A játék folytatásában ez az információ, nevezetesen, hogy S blok-
kolt, megmarad. Egy implicit induktív megközelítéssel feltételezzük, hogy a
maradékjátékra igaz a tétel, így az r-mag elemei közül kiválaszthatjuk az
S blokkjára büntet® választ. Az ezt implementáló stratégiapro�lt választva
S blokkja nem lehet nyereséges, így megakadályozható. Az els® szakaszban
aligha várhatunk elhajlást, tekintve, hogy a javaslat magbeli.

Most pedig megmutatjuk, hogy minden stacionárius-tökéletes egyensú-
lyi ki�zetés-kon�guráció eleme az r-magnak. A bizonyítás egy, a játékosok
számára vonatkozó indukción alapuló indirekt bizonyítás: az els® szakasz-
ban javasolt ki�zetés kon�guráció nem lehet a magon kívül. Ha kívül lenne,
létezne egy nyereséggel járó elhajlás is. Az induktív feltételezésünk ugyanis
az, hogy a maradékjátékban az implementáció teljesül, így a két játékban
elhajló játékosok várakozásai megegyeznek. Következésképpen a kooperatív
játékban nyereséges elhajlás nyereséges a nonkooperatív játékban is. Ellent-
mondás, így a tétel igaz.

Végül megnézünk egy szekvenciális koalíció-alakító modellt.

4.4.2. Szekvenciális koalíció-alakítás

Az r-mag és a rekurzív mag eddig bemutatott implementációi (stacionárius)
részjáték-tökéletes egyensúlyokon alapulnak, s így feltételezik, hogy egyik
részjátékban sem üres a mag. Ez egy igen er®s feltétel, mely még a legtöbb
kiegyensúlyozott TU-játékra sem igaz. Vegyük a következ® példát!

4.4.1. Példa. Tekintsük az ({1,2,3,4} , U) négyszemélyes játékot, ahol

U([1234]) = (8)

U([i, jkl]) = (1,5)

U([ij, kl]) = (4,4)

U([i, j, kl]) = (1,1,4)

U([1,2,3,4]) = (1,1,1,1)

ha {i, j, k, l}= {1,2,3,4}.
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Vizsgáljuk meg az S = [4] partíció elhajlását. A TU-játékban az elhajlás
értéke meghatározható a teljes partíció ismerete nélkül is, így nincs igazán
szükség az alábbi maradékjáték elemzésére:

U([123]) = (5)

U([i, jk]) = (1,4)

U([1,2,3]) = (1,1,1),

ahol {i, j, k, l} = {1,2,3}. Ebben a játékban megint nincsenek externáliák,
azonban a magja üres. Ennek megfelel®en ebben a játékban nincsenek stacionárius-
tökéletes egyensúlyok, így nincs az eredeti játékban sem olyan stratégia, ami
minden részjátékban, azaz itt is, stacionárius-tökéletes.

Másrészt a játék különösebb vizsgálata nélkül is megállapítható, hogy nincs
olyan elhajlás, ami nyereséget adhatna a ((2,2,2,2), [1234]) ki�zetés-kon�gurációhoz
képest. Így a mag nemüres, egyetlen eleme ((2,2,2,2), [1234]) (bármelyik pár
el tud érni négy összki�zetést). Így a mag nemüres, de nem implementálható
stacionárius-tökéletes egyensúlyokkal.

Egyes, a 4.4.1 példához hasonló játékokban a mag úgy is lehet nemüres,
hogy valamelyik részjáték magja üres. Ennek az az oka, hogy az a részjáték,
melyben üres a mag, valamiért nem érdekes, úgy t¶nik nem nagyon befolyá-
solja a játék folytatását. Ennek feloldására egy olyan stacionárius egyensúlyt
keresünk, ami ugyanakkor képes arra, hogy minden nemüres magot �megfog-
jon�. A Kóczy (2015) által bevezetett egyensúly, a részjáték-következetesség,
a részjáték-tökéletességnél gyengébb, hiszen a feltételt egyes, irreleváns rész-
játékokban nem vizsgálja, ugyanakkor az id®beli következetességgel szemben
(Kydland és Prescott, 1977) nem csak az egyensúlyi játékban követeli meg
a következetességet. Így minden id®ben következetes egyensúly részjáték-
következetes, és minden részjáték-következetes egyensúly pedig részjáték-
tökéletes. Fershtman (1989) és Asilis (1995) részletesen taglalja a részjáték-
tökéletes és id®ben következetes stratégiák kapcsolatát.

Az alkujáték menete

Az implementáció követi a már ismert alkujáték-sémát, de három fontos el-
téréssel. Mivel itt a koalíción belüli alkut is modellezzük, a javaslat nem csak
az alakítandó koalíciókat nevezi meg, hanem a koalíciós ki�zetések elosztá-
sát is. Ha minden érintett elfogadja a javaslatot, ez az elosztás lép érvénybe,
míg elutasítás esetén új javaslatot kell tenni. Vegyünk egy (N,V ) partíciós
függvény alakú játékot a szokásos jelöléssel ! Tegyük fel, hogy a t id® folyto-
nos, de bármely két lépés körül van egy nyílt intervallum, melyben nincsen
más nemtriviális lépés! Így a játékosoknak mindig van ideje válaszolni. Je-
lölje Qt⊆N a játékot a t id®pontig elhagyó játékosokat, Qt pedig az általuk
létrehozott partíciót.
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Az i játékos által tehet® javaslatok halmaza

P ti =

(St, wt)

∣∣∣∣∣∣St ∈Π(St), St ⊆Qt, St 3 i, wt ∈RSt ,∀Stk ∈ St
∑
j∈Stk

wtj = 1

 ,

ahol az aktuális it javaslattev® a pt = (Pt, wt) javaslatot teszi a P t játé-
koshalmaznak. A javaslatot a At ⊆ P t játékoshalmaz már elfogadta (ahol
feltételezésünk szerint it ∈At). A t id®pillanatban az i játékos

I. elfogadhatja a pt javaslatot, ha i ∈ P t,

II. tehet új javaslatot, vagy

III. nem csinál semmit.

Az i játékos σi stratégiája meghatározza a lépését a játék minden lehetsé-
ges állására, ezen belül σti a lépése a t id®pillanatban. Jelölje σ a játékosok
stratégiáinak összességét!

A játék st=(Qt, it, pt, At) állapota leírja, hogy mely játékosok, milyen Qt
partíciót alkotva hagyták el a játékot, mely it játékos az aktuális javaslattev®,
mi az él® pt javaslat és végül mely At játékoshalmaz fogadta már el a javas-
latot. Fontos különbség, hogy a játék állapotának leírása nem tartalmazza
az utolsó kilép® koalíciót, mint Huang és Sjöström (2010) modelljében.

A játék minden egyes eseményét rögzíti a játék h történelme. Bár a játék
folytonos id®ben játszódik, csak azok a t1, t2, ... id®pillanatok az érdekesek,
melyekre stk =st 6=stk+1 ha tk<t<tk+1. Ekkor h=

{
stk
}
k
, azaz a történelem

felírható az érdekes id®pillanatok sorozataként is. Legyen ht a h történelem
t id®pillanatban való csonkolása. Egyértelm¶ a megfeleltetés a döntési pon-
tok és ezekhez kapcsolódó részjátékok, illetve a csonkolt történelmek között.
Jelölje σ|ht a σ stratégiának a ht után kezd®d® részjátékra való korlátozását.
A lehetséges történelmek halmazát H jelöli.

Ebben az alkujátékban el®fordulhat, hogy a játékosok egy része nem lép
ki és így a játék végén sem ismert a teljes partíció, ami viszont szükséges
lenne a kilépett koalíciók értékének meghatározásához. Egy részleges Q par-
tícióba beágyazott Qk koalíció ki�zetése az a garantált minimum, amit a
játék tetsz®leges kimenete esetén elérhetne:

V (Qk,Q) =

{
minP⊃Q V (Qk,P) Qk ∈Q
0 egyébként.

(4.3)

Egy kilépett koalíció értéke folyamatosan n® minden kilépéssel, hiszen ezzel
pontosabban megismerjük a végs® partíciót.

Egy adott σ stratéga-pro�l esetén az i játékos ki�zetése xi(σ).
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Az egyensúlyfogalom

Miután tisztáztuk a játékosok számára elérhet® lépéseket, illetve a ki�ze-
téseket, rátérünk az alkalmazott egyensúlyfogalomra. Két kérdésre keressük
egyszerre a választ: mely koalíciók alakulnak és hogyan osztják szét a ki-
�zetésüket tagjaik között? El®ször a már ismert fogalmakat alkalmazzuk a
bevezetett környezetre.

4.4.1. De�níció. A σ∗ stratégia-pro�l részjáték-tökéletes, ha

xi(σ
∗|ht)≥ xi(σi|ht , σ∗−i|ht). (4.4)

minden h ∈H történelemre, t id®re, i ∈N játékosra, és σi stratégiájára.

4.4.2. De�níció. A σ stratégia stacionárius, ha csak a játékállapottól függ:
ha a h történelemre és t1, t2 id®pillanatokra ht1 = ht2, akkor σ|ht1 = σ|ht2 .

4.4.3. De�níció. A σ∗ stratégia-pro�l stacionárius-tökéletes egyensúly ha
részjáték-tökéletes és stacionárius.

Sajnos ilyen egyensúly nem mindig létezik. Könny¶ olyan, akár karakte-
risztikus függvény alakban megadott játékot mutatni, melyben a mag nem-
üres, de valamelyik részjáték magja nem üres, így a játéknak nincsenek
részjáték-tökéletes, s ennél fogva stacionárius-tökéletes egyensúlyai sem. Bár
az intuíciónk diszkrét partíciós függvény alakú játékokra igazolt eredménye-
ken nyugszik, kiterjeszthet® általános partíciós függvény alakú játékokra is.
Megjegyzend® az is, hogy az r-elméletben ugyanez a probléma fel sem merül,
hiszen teljesen kiegyensúlyozott játékokra korlátozódik.

Gyengíthet®-e tehát a stacionárius-tökéletes egyensúlyfogalom? A már
említett id®ben következetesség (Kydland és Prescott, 1977) csak annyit kö-
vetel meg, hogy az egyensúlyi stratégia végrehajtása során ne gondoljuk meg
magunkat, így a fogalom szempontjából érdektelen, hogy mi történik a játék
egyensúlyon-kívüli részében. Ha �gyelembe is vesszük az esetleges elhajlá-
sokat, a legtöbb részjátékot sosem érjük el. Az alább bevezetett részjáték-
következetesség csak a releváns részjátékokban kell, hogy egyensúlyi legyen.
Mely részjátékok relevánsak?

4.4.4. De�níció. Egy adott σ stratégia-pro�lra, a t id®pillanatban egy rész-
játék releváns, ha

I. az eredeti játék (t= 0),

II. elérhet® egy egyoldalú, jövedelmez® elhajlással a σ stratégiától, vagy

III. egy releváns részjáték � mint játék � releváns részjátéka.

Jelölje σ|h a szigma σ stratégiának a h részjátékra vonatkozó csonkolását!
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4.4.5. De�níció. A σ∗ stratégia-pro�l részjáték-konzisztens egyensúly, ha

xi(σ
∗|ht)≥ xi(σi|ht , σ∗−i|ht), (4.5)

minden releváns ht részjátékra, i ∈ N játékosra és σi stratégiára, illetve a
vonatkozó σ∗|ht és σi|ht to ht korlátozásokra.

Egy egyensúlyi stratégiapro�lra ez csak az egyensúlyi út ellen®rzését kí-
vánja. Ha lennének hasznot hozó elhajlások, ezeket a részjáték-konzisztens
stratégiáknak kellene alátámasztania. Természetesen minden lehetséges el-
hajlást meg kell vizsgálnunk, de ha egy elhajlás a következ® részjáték ered-
ményét®l függetlenül sohasem hozhat hasznot, akkor nem szükséges ennek a
részjátéknak az elemzése.

Alternatív történelmek

Huang és Sjöström (2010) modelljében a játékállapot része a legutóbbi el-
hajlás emlékezete, ami lehet®séget ad a megmaradt játékosoknak arra, hogy
reagáljanak, akár büntessék az elhajlást. A jelenlegi modellben ezt nem fel-
tételezzük, így el®állhat egy olyan eset, amikor több elhajlás esetén nem
tudjuk beazonosítani a legutóbbi, �büntetend®t.� Kóczy (2015) bemutat egy
hatszemélyes játékot, ahol egy ilyen helyzet többféleképpen is kialakulhat és
a stacionárius stratégiákat alkalmazó játékosok nem tudnak a különböz® tör-
ténelmek között különbséget tenni. Valójában a játékosok nem reagálnak a
kilépésekre, de a célunk az, hogy olyan stratégiát keressünk, ahol a maradék
játékosok stratégiája lényegében válaszol az elhajlásokra.

Bár a játékosok nem ismerik a játék történelmét, elképzelhetik, hogy
hogyan alakult ki a jelenlegi s állás. Egy ilyen h(s) elképzelt történelemre
teljesül, hogy sh

t(s) =s valamilyen t id®pillanatra.. Ez egy lehetséges, de nem

feltétlenül valós történelem. Jelölje H(s) =
{
h
∣∣∣∃t : sh

t
= s
}
az s álláshoz

lehetséges történelmek halmazát!
Sajnálatos módon a stacionárius stratégiák alkalmazásakor ezek a vé-

lelmezett történelmek is feledésbe merülnek a valós történelemmel együtt.
Feltételezzük, hogy a h történelem minden alkalommal újraíródik, ha a ki-
lépett játékosok Qt partíciója megváltozik. Feltételezzük továbbá, hogy h
köztudott és az aktív játékosok döntéseiket a h, mint valós történelem is-
meretében hozzák. Ugyanakkor tudják azt is, hogy egy újabb kilépés után
a történelem újraíródik és a jöv®ben a döntések olyan történelem alapján is
történhetnek, melynek nem eleme a jelen állás.

Legyen H(σ) a σ stratégia esetén lehetséges történelmek halmaza! Vé-
gül jelölje H(σ, s) ⊆ H(σ)∩H(s) azokat a történelmeket, melyek σ esetén
lehetségesek és valamikor a történelem során a játék állása s.

A játék történelme nem befolyásolja a koalíciós ki�zetéseket, de vajon
ez igaz-e a játékosokra is? Az egyéni ki�zetések általában meghatározhatók
a stratégiákból, de a feltételezett stacionaritás mellett �gyelembe kell venni
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54 4. FEJEZET. A MAG IMPLEMENTÁCIÓJA

a történelem jöv®beni változásait is. Így a játék alakulása függ a jelenlegi s
állástól � különösen a kilépett játékosok Q partíciójától � és a stratégiának
a vonatkozó részjátékra való σ|s korlátozásától. Jelölje x(σ, h) ∈ RN azt a
ki�zetésvektort, amit a σ stratégiát követve, a h történelem alapján elérünk!
Ekkor egy játékos várható ki�zetése

x(σ, s) = min
h∈H(σ,s)

x(σ, h). (4.6)

Megjegyzend® a játékosok pesszimizmusa: bizonytalan várakozások ese-
tén attól félnek, hogy a maradék játékosok számukra a legkevésbé kedvez®
történelmet fogják feltételezni.

4.4.6. De�níció. Egy adott σ stratégiapro�lhoz a ht részjáték releváns, ha

I. az eredeti játék (Qht = ∅),

II. létezik egy olyan elemi, a kilépett játékosok partícióját Q′ -re b®vít® σ′

elhajlás, hogy
xi(σ, s

ht)< xi(σ
′,Q′, ∅), vagy (4.7)

III. egy releváns részjáték, mint játék releváns részjátéka.

Módosítanunk kell a részjáték-következetes egyensúly fogalmát is : a valós
h történelem helyére egy h(s) kompatibilis, feltételezett történelem kerül
a 4.5 egyenl®tlenségben. A ki�zetések a történelem jöv®beni átírásai révén is
függenek a jelenlegi s állástól, értéküket most a 4.6 kifejezés adja.

xi(σ
∗|ht(s), s)≥ xi(σi|ht(s), σ∗−i|ht(s), s). (4.8)

Legyen σ egy stacionárius stratégia és σ|s annak az s állapotra, illetve
tulajdonképpen az azt létrehozó kilépést követ® részjátékra vonatkozó kor-
látozásra.

A σ∗ stratégia stacionárius-következetes, ha részjáték-következetes és sta-
cionárius, azaz, ha minden az s álláshoz tartozó releváns részjátékra

xi(σ
∗|s, s)≥ xi(σi|s, σ∗−i|s, s). (4.9)

Jelölje a stacionárius-következetes egyensúlyok halmazát SCE(N,V ), az ezek
eredményeképpen el®álló ki�zetés-kon�gurációkat pedig Ω∗(N,V ).

Az SCE ki�zetés-kon�gurációk halmaza és a mag egybeesik

4.4.2. Tétel. (Kóczy, 2015, 1. tétel) Vegyünk egy tetsz®leges (N,V ) partí-
ciós alakú játékot! A játék C(N,V ) rekurzív magja egybeesik a stacionárius-
következetes egyensúlyi ki�zetés-kon�gurációk Ω∗(N,V ) halmazával.

A tétel bizonyítása két párhuzamos indukció, melyben igazoljuk, hogy
minden stacionárius-következetes egyensúlyi ki�zetés-kon�guráció eleme a
magnak és fordítva. A bizonyítás részletei a 4.A függelékben találhatók.
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4.5. Összegzés

Egy kooperatív megoldásfogalom elfogadása szempontjából fontos, hogy ért-
sük az alkufolyamatot, ami ezekhez az egyensúlyokhoz vezet. Az r-, illetve a
rekurzív mag implementációját Huang és Sjöström (2006) és Kóczy (2009c)
alapján teljesen kiegyensúlyozott játékokra mutattuk be, azaz olyan játékok-
ra, ahol minden maradékjáték magja nemüres. Sajnos ez az osztály nem tar-
talmazza még a kiegyensúlyozott karakterisztikus függvény alakú játékokat
sem. Miközben ezek a megoldásfogalmak a magot általánosítják externáli-
ás kooperatív játékokra, az alkalmazott implementációk nem m¶ködnek a
kiindulási játékosztályon.

A 4.4.2 tétel már tetsz®leges partíciós függvény alakú játékra igaz, de iga-
zán azokra a játékokra fontos kontribúció, ahol egy vagy több maradékjáték
magja üres. Ez az implementáció már egyszerre vizsgálja a koalíció-alakítás
folyamatát és a koalíciós ki�zetések elosztását. Hasonló Huang és Sjöström
(2010) megközelítése is, akik elegánsan, egy praktikus egyszer¶sítéssel lehet®-
vé teszik, hogy a játékosok emlékezzenek az utolsó, a játék jelenlegi állására
is hatással bíró elhajlásra. A Kóczy (2009c) által bevezetett alkujátékban
a játékosok semmire sem emlékeznek a játék korábbi menetéb®l, a törté-
nelmet kitalálják és arra �reagálnak.� Az implementáció kulcsa a játékosok
pesszimizmusa: már az elegend® visszatartó er®, hogy a maradék játékosok
esetleg eltalálják a játék valódi történelmét és az ebben az esetben választott
stratégia bünteti az utolsó elhajlást.

Érdekes megnézni, hogy mi történik a teljesen kiegyensúlyozott játékok-
ban. Bár ez egy speciális játékosztály, Perry és Reny (1994) belátja, hogy a
piaci játékok (Shapley és Shubik, 1969) teljesen kiegyensúlyozottak. Ezek-
ben a játékokban minden maradékjáték magja nemüres, így a játék során
minden játékos kilép, és mivel a részjáték-tökéletesség egybeesik a részjáték-
következetességgel a két alkujáték nagyon hasonló lesz.

4.A. Az implementációs tétel bizonyítása

A továbbiakban a 4.4.2 tétel bizonyítása következik, melyet a jobb olvasha-
tóság érdekében több részeredményre bontunk.

4.A.1. Állítás. Ha (N,V ) a triviális partíciós függvény, melyre |N | = 1,
akkor C(N,V ) = Ω∗(N,V ).

Mostantól feltételezzük, hogy a 4.4.2 tételt minden olyan játékra igazol-
tuk, melyben a játékosok száma kevesebb, mint k. Ezután a tételt belátjuk
k-személyes játékokra is.

4.A.2. Segédtétel. Ha a 4.4.2 tétel teljesül minden legfeljebb k−1-személyes
játékra, akkor

Ω∗(N,V )⊆ C(N,V ) (4.10)
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minden k-személyes játékra is.

Bizonyítás. Az állítás nyilvánvaló, ha Ω∗(N,V ) = ∅. Más esetben létezik egy
σ SCE, melynek eredménye ω(σ, h) = (x(σ, h),P(σ, h))∈Ω∗(N,V ) valamely
h ∈ H(σ, ∅) történelem sorozatra. Indirekt bizonyításunkban feltételezzük,
hogy ω(σ, h) 6∈ C(N,V ) és ellentmondásra jutunk.

A feltételezés szerint létezik egy D haszonnal járó elhajlás. Valójában a D
partíció valamely i∈D játékos egyéni és egyoldalú elhajlása miatt jön létre.
Az így kialakult állás s′ és Qs′ = D. Az egyszer¶ség kedvéért feltételezhet-
jük, hogy mindez a játék korai szakaszában történik, amikor még egy másik
játékos sem hagyta el a játékot. Mivel D kilépése után kevesebb játékos ma-
rad, ezért a maradékjátékra alkalmazható az indukciós feltevés. A módosított
stratégia nem más, mint σ′=(σi|−ht , σ′i|ht , σ−i) mely csak a ht id®pillanatban
i lépésében tér el az eredetit®l. Három eshet®séget kell megvizsgálnunk.

1. eset � A D létrejötte után következ® részjáték nem releváns a σ′ stra-
tégiára nézve. Ekkor minden egyes σ−i stratégiára létezik olyan i ∈ D és
h′ ∈ H(σ′, s′), melyre xi(σ′, h′) < xi(σ, h) � tehát az elhajlás a kooperatív
játékban sem hozhat hasznot.

2. eset � Az említett részjáték releváns, de a megfelel® maradékjáték magja
üres. Ekkor V (D,D∪D)>

∑
i∈S xi(σ, h) for all D ∈Π(D). Mivel

V (D,D∪D) = min
h′∈H(σ′,D)

∑
i∈S

xi(σ
′, h′),

valamelyik játékos késedelem nélkül javasolja aD partíciót , amelyet a részjáték-
következetesség miatt minden további érintett játékos elfogad. Így nem lesz
stacionárius-következetes egyensúly, továbbá ω(σ, h) nem állítható el® más
egyensúlyokkal sem. Ellentmondás.

3. eset � A részjáték releváns, és a megfelel® mag nemüres. Mivel σ egy
stacionárius-következetes egyensúly, az erre a részjátékra való σ|s korlátozása
is az. Továbbá a σ stratégiától való elhajlás nem hoz pro�tot, így

xD(σ|s, s)≥ xD(σ′|s′ , s′). (4.11)

Másrészt az indukciós feltevésb®l következik, hogy

ω(σ′|s′ , s′) ∈ C(D,V D). (4.12)

Ebb®l viszont adódik, hogy a D elhajlás nem hoz hasznot a kooperatív já-
tékban: ellentmondás.

Minden esetet megvizsgáltunk és minden esetben ellentmondásra jutot-
tunk. Így ω(σ,H) ∈ C(N,V ).
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Büntet® stratégia

Az egyensúlyfogalmaink fontos eleme, hogy mindenféle elhajlás �megtorolás-
ra kerül.� Valójában a maradék játékosok nem az elhajlásra reagálnak, hiszen
céljuk nem mások ki�zetésének csökkentése, hanem a sajátjuk növelése. Egy
egyensúlyi stratégia esetén ugyanakkor a játék folytatása kedvez®tlen az el-
hajló játékosok számára. Az ilyen folytatások büntetik az elhajló játékosokat,
s így fontosak az egyensúlyi ki�zetés-kon�guráció elérése érdekében. Mivel
ezek a �büntet®� stratégiák egyensúlyi stratégiák részei, teljesítik az alkalma-
zott egyensúlyfogalom vonatkozó feltételeit, így épít®kockaként segíthetnek
további egyensúlyok létrehozásában.

Ha a kooperatív játékot tekintjük, egy elhajlás csak akkor hoz hasznot, ha
a maradékjáték minden feltételezhet® kimenetelére növekszik az elhajló já-
tékosok ki�zetése. Az (N,V ) játék magja akkor nemüres, ha minden (x,P)∈
∈C(N,V ) magbeli ki�zetés-kon�gurációhoz és minden D elhajláshoz létezik
egy (yD,D) ∈ Ω(D,V D) ki�zetés-kon�guráció a maradékjátékban, melyre

I. létezik egy D1 ∈ D, melyre x(D1)≥ V (D1,D∪D) és

II. (yD,D) ∈ C(D,V D) ha C(D,V D) 6= ∅.

Általában jelölje (xS(D),S(D)) a D elhajlásra a (S, V S) maradékjáték-
ban adott választ.

Visszatérve az alkujátékhoz meghatározzuk a büntet® stratégiát egy tet-
sz®leges adott elhajláshoz. Egy olyan általános esetet nézünk, ahol megen-
gedünk korábbi kilépéseket is. Feltételezzük, hogy Q a kilépett partíció és
Q̃ ⊆ Q a legutóbbi elhajlás partíciója � legalábbis a Q vélekedése szerint.

A (Q\Q̃, V Q\Q̃) partíciós függvény alakú játékban a Q̃ partíció, mint
elhajlás a (Q,V Q) maradékjátékot de�niálja, melyben a Q̃ vélt legutóbbi
partícióra adott büntet® válasz (xQ(Q̃),Q(Q̃)).

4.A.3. Segédtétel. Ha a 4.4.2 tétel teljesül minden legfeljebb k−1-személyes
játékra, akkor

Ω∗(N,V )⊇ C(N,V )

minden k-személyes játékra is.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy minden (x∗,P∗)∈C(N,V ) ki�zetés-kon�gu-
rációhoz létezik egy σ∗ stacionárius-következetes stratégiapro�l, hogy minden
lehetséges h∈H(σ∗, ∅) történelem egy magbeli ω(σ∗, h)∈C(N,V ) ki�zetés-
kon�gurációt eredményez.

Az alábbiakban az i játékos σ∗i stratégiáját de�niáljuk. Mivel stacio-
nárius stratégiákat keresünk, ezért elegend® a stratégiát minden (Q, Q̃, p =
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= (T , w)) hármasra meghatározni. Ekkor

σ∗i(Q, Q̃, T , w) =



elfogad ha xi(σ∗,Q∪T , ∅)> xi(σ
∗,Q, ∅)(

P∗, x∗|x∗|
)

ha T =Q= ∅(
Q(Q̃),

xQ(Q̃)

|xQ(Q̃)|

)
ha T = ∅, de Q 6= ∅

hallgat egyébként.

(4.13)

A stratégia nyilvánvalóan stacionárius, így csak azt vizsgáljuk, hogy részjáték-
következetes-e. A bizonyítás induktív. Egy triviális, egyszemélyes játékra a
részjáték -következetesség nyilvánvalóan igaz, így feltételezzük, hogy minden
kevesebb, mint |N |-személyes játékra is igazoltuk.

Vegyük a (N,V ) játékot! Amikor aQ játékoshalmaz aQ partíciót alkotva
elhajlik, akkor a maradékjáték egy hasonló koalíció-alkotási játék, csupán
kevesebb játékossal. A maradékjáték magja lehet üres, vagy nem, s ennek
megfelel®en kétféle esetet vizsgálunk.

1. Nemüres mag � Egy nemüres mag esetén a stratégia ugyanezt a ha-
sonlóságot mutatja: egyensúlyban a P(σ∗) =P∗ partíciót alakítják, míg egy
elhajlás esetén a maradékmag egyik eleme alakul meg. Az induktív feltevés
szerint ez az egyensúlyon kívüli játékmenet részjáték-konzisztens, így csak
az a kérdés, hogy a � legutolsó � Q̃ elhajlás elfogadásra kerül-e. Az elhaj-
lás elfogadása megfeleltethet® a kooperatív játék hasonló elhajlásának. Mivel

(x∗,P∗) ∈C(N,V ), létezik olyan h(Q) történelem, hogy a
(
Q(Q̃),

xQ(Q̃)

|xQ(Q̃)|

)
javaslat valamely j ∈ Q̃ játékos számára Q̃ nem el®nyös. Mivel a játékosok
pesszimisták, ez elegend® ahhoz, hogy a j játékos ne fogadja el a javaslatot.

2. Üres mag � Az induktív feltevés szerint a maradékjáték üres magja azt
jelenti, hogy itt nincsenek stacionárius-következetes egyensúlyi stratégiapro-
�lok. Ebben a részjátékban elhagyjuk a σ∗ stratégiát és a Q̃ játékoshalmaz
tagjai nem tudják megmondani a Q partíciót és így elhajlásuk értékét sem.
A 4.3 kifejezés szerint a legrosszabbat várják, így a Q̃ partíció csak akkor
jön létre, ha xi(σ∗, h) minden h ∈ H(σ∗,Q, ∅) történelemre el®nyös a Q̃ já-
tékosok szempontjából. Mivel (x∗,P∗) ∈ C(N,V ), ez nem lehetséges, s így
az elhajlást követ® részjáték nem lehet releváns, azaz a P∗ egyensúlyi par-
tíció létrejöttét nem érintik az ebben a játékban felmerül® elhajlások, ami
megfelel a részjáték-következetesség els® feltételének.

A 4.4.2 tétel bizonyítása. A bizonyítás induktív. Az egyszemélyes eset nyil-
vánvaló. Feltételezve, hogy a tétel igaz minden, legfeljebb |N |−1-személyes
játékra, a tétel következik a 4.A.2 & 4.A.3 segédtételekb®l.
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5. fejezet

Környezetvédelmi alkalmazások

A környezetvédelmi kon�iktusok elválaszthatatlan részét képezik az externá-
liák, így jól modellezhet®k partíciós függvény alakú játékokkal. Az érdekes
esetek azok, ahol a gazdasági tevékenység környezetterhel®, s a kon�iktus
ezek miatt a negatív externáliák miatt alakul ki. Ha ezeket az externáliákat
egy vállalat okozza, az állam jogilag kötelezné a károk megtérítésére. Ezzel
szemben nemzetközi kon�iktusokban, ahol a kárt szuverén országok (ponto-
sabban a bennük zajló gazdasági tevékenység) okozzák a negatív externáliát,
nincsen olyan hatalom, amelyik rákényszeríthetné ugyanerre. Ezt a szerepet
a nemzetközi környezetvédelmi egyezmények vehetik át egy olyan szabály-
rendszer kialakításával, mely egyrészt növeli a jólétet, másrészt minden egyes
tag érdekelt marad a részvételben és a szabályok betartásában.

5.1. Nemzetközi környezetvédelmi egyezmények

A nemzetközi környezetvédelmi problémák a közjószág problémák speciális
eseteinek is tekinthet®k, ahol a tiszta környezet a közjó. A környezetszennye-
zés nem csak egy bizonyos ország számára kedvez®tlen, hanem a környez®,
s®t, esetleg minden ország számára. Például az üvegházhatású gázok kibo-
csátását tartjuk az egész bolygót érint® klímaváltozásért felel®snek. Az ilyen
szennyezési problémák a negatív externáliák tankönyvi példái : A szennyez®
költség-haszon elemzésében a gazdasági tevékenységb®l származó hasznot ve-
ti össze a szennyezés okozta károkkal, de �gyelmen kívül hagyja a harmadik
feleket érint® károkat. Amikor a szennyezés optimális szintjét egy országcso-
port választja, a negatív externáliák egy részét internalizálja, s ez növeli az
optimális környezetvédelmi er®feszítést. Minél nagyobb az összefogás, annál
hatékonyabb a megoldás. Mivel nincs olyan világhatalom, amely kikénysze-
ríthetné az egyezmény betartását, a szennyezés szintjének csökkentése csak
önkéntességi alapon történhet.

Vegyük a játékosok N halmazát és egy E ∈ R+
N kibocsátás vektort!

Legyen Q ∈ RN+ a környezeti szennyez®dés aktuális szintje az egyes orszá-
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gokban! A kibocsátás egy Fi átviteli függvény szerint válik szennyez®déssé.
A Ci(Ei) csökkentési költségfüggvénye megadja a kibocsátás Ei szinten va-
ló tartásának költségét. A kibocsátás csökkentése költséges, így Ci csökken®
függvény. A Di(Qi) kárfüggvény a szennyez®dés jelenlegi Qi szintje által oko-
zott kár. A teljes költség Ji(E) = Ci(Ei) +Di(Qi) = Ci(Ei) +Di(Fi(E)), s
ez függ minden résztvev® kibocsátásától. Az optimális E∗ kibocsátási szint
E∗ = arg maxE∈R+

N J(E).

A kibocsátás egyensúlyi szintjét egy nonkooperatív játék határozza meg,
ugyanakkor megengedjük egyezmények létrejöttét, s a koalíción belül átru-
házható a hasznosság. A valóságh¶ modellhez Chander és Tulkens (1995) az
alábbi feltételezéseket teszi :

1. feltétel. Létezik egy E0
i melyre

C ′i(Ei)


=−∞ ha Ei = 0

< 0 ha Ei <E0
i

= 0 ha Ei ≥ E0
i

, (5.1)

azaz a csökkentési függvény a küszöbig csökken, majd konstans.

2. feltétel. A Ci(Ei) függvény szigorúan konvex a (0, E0
i ) intervallumban.

3. feltétel. Az átviteli függvény lineárisan additív Fi(E) =
∑

j∈N Fi(Ej).

4. feltétel. A Di(Qi) kárfüggvény konvex és szigorúan monoton növekv®
legalább egy i-re.

Ekkor minden i-re létezik egy egyértelm¶ optimum a (0, E0
i ) intervallum-

ban, amelyet a
∑

j∈N D
′
j(E

∗)+C ′i(E
∗
i )=0 egyenlet határoz meg (Chander és

Tulkens, 1995, 1997). A játék Ē Nash-egyensúlya természetesen más, hiszen
utóbbi csak az egyén költségeit veszi �gyelembe: D′i(Ē)+C ′i(Ēi) = 0. Ez a
Nash-egyensúly egyértelm¶ (Chander és Tulkens, 1997).

A Nash-egyensúly védett az egyszemélyes elhajlásokkal szemben, de mi a
helyzet a koordinált, koalíciós elhajlásokkal? Er®s Nash-egyensúly nem min-
dig létezik és a koalíció-biztos Nash-egyensúly, ha létezik is, nem feltétlenül
hatékony (Mäler, 1989). Így Chander és Tulkens (1997) a részmegállapodásos
egyensúlyt vezette be. Egy Ẽ egy részmegállapodásos egyensúly, ha

ẼS = arg min
ES

JS(ES , ẼS) (5.2)

∀j 6∈ S : Ẽj = arg min
Ej

Jj(Ej , ẼN\{j}). (5.3)

Egy részmegállapodásos egyensúlyban az S koalíció tagjai közösen, a többiek
külön-külön optimalizálnak.
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5.1.1. Állítás (Chander és Tulkens, 1997, 4. állítás). Az (N, J) játékban
minden valódi S ⊂N részhalmazra,

I. létezik egy részmegállapodásos egyensúly,

II. az egyéni kibocsátások vektora egyértelm¶,

III. a koalíción kívül a kibocsátások a Nash-egyensúlyinál magasabbak, és

IV. az összkibocsátás nem magasabb, mint a Nash-egyensúlyban.

Egy ilyen részmegállapodást feltételezve a következ® γ-karakterisztikus
függvény írja le az együttm¶köd®k összki�zetését:

vγ(S) = min
(Ei)i∈S

∑
i∈S

Ji(ES , ẼS), (5.4)

ahol az S koalíción kívüli játékosok az egyéni legjobb válaszaikat játsszák.
A γ-mag a vonatkozó karakterisztikus függvény alakú játék magja. Lineáris
kár-, vagy ki�zetésfüggvényre a γ-mag mindig nemüres (Chander és Tulkens,
1995, 1997).

5.1.2. Tétel. Ha E∗ az egyértelm¶ közös optimális kibocsátási stratégia,
akkor az 1. és a 3. feltétel szerint a x∗i = Ji(E

∗)+T ∗i ∀i ∈N elosztás, ahol

T ∗i =−
(
Ci(E

∗
i )−Ci(Ẽi)

)
+

D′i∑
j∈N D

′
j

(
CN (E∗i )−CN (Ẽi)

)
, (5.5)

eleme a C(N, vγ) magnak.

Az egyensúlyi átruházás (5.5 egyenlet) két részb®l áll. Az els®t a játékos
a nonkooperatív egyensúlyi szint feletti er®feszítéséért kapja, míg a második
részb®l mások hasonló er®feszítéseit kompenzálja. Utóbbi mértéke kárérzé-
kenységét®l függ: ha a további károk er®sen érintik, sokat, ha alig, akkor
keveset, vagy akár semmit (ha D′i = 0) sem �zet. Ez tulajdonképpen egy
�a károsult �zet� típusú modell. Szuverén államok esetében ez könnyebben
megvalósítható, mintha a kár okozójának kellene kompenzálnia (Chander és
Tulkens, 1995, p. 291).

5.2. Közlegel®k problémája egy halastóban

A közös er®források túlzó használata a környezetgazdaságtan egyik közpon-
ti problémája. Nehéz ugyanis az egyéni és társadalmi érdekeket összhangba
hozni. Az egyén a saját önz® érdekeit szem el®tt tartva használatának mér-
tékét a társadalmilag optimális szint felett tartja. A használat kedvez®tlenül
érinti a többi használót, s az össztársadalmi hatás is negatív. A túlzott hasz-
nálat drámai következményekkel is járhat, ezt az esetet a közlegel®k tragédiá-
jaként ismerjük. Ilyen közös er®forrásként gondolhatunk a talajvízre (Sarker
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et al, 2009), ivóvízre (Krause et al, 2003), folyókra (Gerlak, 2004; van den
Brink et al, 2012), a halállományra (Berck és Perlo�, 1984; Funaki és Yama-
to, 1999; Pintassilgo és Lindroos, 2008; Hey et al, 2009), legel®kre (Crépin és
Lindahl, 2009), vagy szélenergiára (Ka�ne és Worley, 2010), de a közlege-
l®k tragédiája felbukkan környezetvédelmi egyezményekben (Chander et al,
2006; Endres és Ohl, 2005) vagy a zsúfolt piacokon (Mason és Phillips, 1997)
is. Itt a Funaki és Yamato (1999) által vizsgált halastóval, mint példával
fogunk el®ször foglalkozni.

5.2.1. A halastó elméleti modellje

A Funaki és Yamato (1999) által vizsgált modellben a közös er®forrás egy
tó halállománya, használói pedig a halászok. Ahogy a halállomány ritkul, a
halászati er®feszítés határhaszna gyorsan csökken, csökkentve a halászok ki-
�zetését. Azt a kérdést vizsgáljuk, hogy elkerülhet®-e a közlegel®k tragédiája
a játékosok, azaz halászok összefogásával. A problémát partíciós játékként
modellezve a kérdés a mag üressége.

Vegyük a halászok N = {1, . . . , n} halmazát. Jelölje l ∈R+
N a halászok

er®feszítését a munkában. Eredményességüket egy f termelési függvény írja
le, mely megmutatja az l(N) összer®feszítéssel fogott halak számát. Feltéte-
lezzük, hogy f(0) = 0, f ′(l(N))> 0, f ′′(l(N))< 0, és liml(N)→∞ f

′(l(N)) = 0
és hogy a halászok er®feszítésének sikere egyforma, azaz a fogás az er®feszí-
téssel arányos. A hal ára 1, és az egységnyi munka személyes költsége q, ahol
0< q < f ′(0). Ekkor a j halász jövedelme

mj(l1, l2, . . . , ln) =
lj

l(N)
f(l(N))−qlj ,

ahol mj(0,0, . . . ,0) = 0.
Ha megengedjük, hogy a halászok koalíciókat alkossanak, a koalíció érté-

ke m(S). Mivel nem zárjuk ki egyszerre több koalíciónak a lehet®ségét sem,
általánosságban egy P = {S1, S2, . . . , Sk} koalíció-struktúra alakul. A halá-
szok (l∗(S1), l∗(S2), . . . , l∗(Sk)) er®feszítés-vektora egyensúlyi a P partícióra
nézve, ha Nash-egyensúlyi a koalíciók, mint kompozit játékosok között.

5.2.1. Tétel (Funaki és Yamato, 1999, 1. tétel). Adott P = {S1, S2, . . . , Sk}
partícióra nézve egyértelm¶ az egyensúlyi er®feszítések

(l∗(S1), l∗(S2), . . . , l∗(Sk)) , (5.6)

vektora, ahol

f ′(l∗(N))+(k−1)
f(l∗(N))

l∗(N)
= kq, (5.7)

l∗(Si) =
l(N)

k
∀i= 1, . . . , k, és (5.8)

l∗(Si) > 0 ∀i= 1, . . . , k. (5.9)
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Jelölje l∗P a P partícióhoz tartozó egyensúlyt és a szokásos jelölésünkt®l
eltérve l∗P(N) =

∑
Si∈P l

∗P
Si
. A partíció egyes koalícióinak ki�zetése egy V

partíciós függvényt ad, s erre legyen V (P) =
∑

Si
V (Si,P).

5.2.2. Tétel (Funaki és Yamato, 1999, 2. tétel). Legyen P = {S1, . . . , Sk}
és Q= {T1, . . . , Tm} két partíció, melyekre k <m. Ekkor

l∗P(N) < l∗Q(N), (5.10)

V (P)/n > V (Q)/n, és (5.11)

ha S ∈ P, T ∈Q, akkor V (S,P) > V (T,Q) (5.12)

Magyarul, ahogy a koalíciók száma n®, ki�zetésük csökken. S®t, még
az összki�zetés is csökken a magasabb halászati er®feszítés ellenére. Így ha
két koalíció összeolvad, a többiek jól járnak, tehát a koalíció-alakítás itt
pozitív externáliákkal jár. Mivel az egyensúly egyértelm¶, a játékot az (N,V )
partíciós függvénnyel modellezzük, s a kérdés az, hogy a mag üres-e, vannak-
e benne a nagykoalíció által támogatott ki�zetés-kon�gurációk. Ha nemleges
a válasz, akkor pedig jó lenne tudni, hogy mennyire súlyos a probléma, hány
koalíció alkotja az egyensúlyi partíciókat.

5.2.3. Tétel. A halastavi játék α-magja nemüres.

Bizonyítás. Ebben a játékban a pozitív externáliák miatt az α- és a γ-
karakterisztikus függvények egybeesnek. Az S koalíciónak az elhajlása esetén
feltételezzük, hogy |N |−|S| egyszemélyes koalíció alakul. Az ilyen partíciók-

ban a koalíció tagjainak egy f®re es® ki�zetése vmin(S)
|S| akkor a legmagasabb,

ha S=N (Funaki és Yamato, 1999, 4. tétel bizonyítása), így nem lesz egyetlen
elhajlás sem nyereséges.

Sajnos egy hasonló érveléssel azt is beláthatjuk, hogy optimista halászok
esetén a mag üres (Funaki és Yamato, 1999, 6. tétel), azaz, Cω(N,V ) = ∅.
A konklúzió széls®ségesen reagál a feltételezésekre; Funaki és Yamato (1999)
például vegyes, optimista, vagy pesszimista koalíciók együttes megfontolását
javasolta. Egy másik lehet®ség a rekurzív mag segítségével kielemezni eze-
ket a játékokat. Analitikus eredmények hiányában néhány egyszer¶ függvény
szimulációját vizsgáltuk.

5.2.2. Szimulációk

Háromféle termelési függvényt vizsgálunk

f1(l(N)) = l(N)γ , (5.13)

f2(l(N)) = 1−e−l(N), és (5.14)

f3(l(N)) =
1

γ
(l(N)+1)γ− 1

γ
. (5.15)
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Az f(l(N)) = l(N)γ függvény � Funaki és Yamato (1999) is ezt a függ-
vényt használta az ambivalens eredmények bemutatásához. Három-, négy- és
ötszemélyes játékokban az optimista és pesszimista rekurzív magok egybees-
nek, de sajnos mind üresek. Ebben az esetben tehát az α-elmélet túlságosan
pesszimista, egy elméleti alapon is kizárható partíció megalakulására számít.
Az üres mag azt jelenti, hogy a közlegel®k tragédiája elkerülhetetlen, némi
jó hír, hogy csak mintegy 30%-kal magasabb a várható er®feszítés.

Az f(l(N)) = 1− e−l(N) függvény � A három- és négyszemélyes játékok
vizsgálata során megállapítható, hogy egy bizonyos q küszöbérték felett a
nagy koalíció a mag eleme: mivel a kilép® koalíciónak a nagyobb ki�zetésért
többet kell dolgoznia, a munka pedig drága, ez elegend®nek bizonyul a já-
tékosok visszatartásához. Sajnos öt játékos esetén már nincs ilyen korlát, a
mag sosem tartalmaz nagykoalíciós ki�zetés-kon�gurációt.

Az f(l(N)) = 1
γ (l(N)+1)γ− 1

γ függvény � A három-, négy és ötszemélyes
játékok vizsgálata meglehet®sen vegyes képet nyújt. Ugyanarra a játékméret-
re is teljesen változó eredményt kapunk más-más γ értékekre, illetve ahogy
az er®feszítés q költségét változtatjuk. Kóczy (2018b) ad egy részletes elem-
zést, de számunkra itt csak annyi a tanulság, hogy bár ez a függvény csak
egy mesterkélt példa, nincsenek általános érvény¶ megállapítások, analitikus
tételeket legfeljebb speciális játékosztályra adhatunk.

5.3. A túlnyúló halállományok halászata

Túlnyúló halállományokról a kizárólagos gazdasági övezetek határain túlnyú-
ló vándorló halállományok esetén beszélünk. Ezen halállományok túlhalászá-
sát elkerülend® szükség van a partmenti és mélytengeri halászatot folytató
országok közötti együttm¶ködésre (Pintassilgo, 2003; Pintassilgo és Lindroos,
2008). 1995-ben született meg az ENSZ halállományokról szóló megállapodá-
sa (United Nations, 1995), amely a helyi halászatszervez® szervezetek kezébe
adta az állományok kezelését, ám a különböz® megoldatlan problémák saj-
nos aláássák a halászattal foglalkozó országok közötti együttm¶ködést. Ezek
egyike az új tagok potyautas-viselkedése. A régi tagok számára elfogadhatat-
lan, hogy az újak nem vettek részt az állomány felépítésében, de ugyanakkor
részt kérnek a halászatából. Problémát jelent a kisszámú nem együttm¶köd®
ország jelenléte is (Hannesson, 1997).

5.3.1. A bioökonómiai modell

Az alábbiakban a Pintassilgo (2003) és Pintassilgo és Lindroos (2008) által
is használt Gordon-Schaefer bioökonómiai modellt (Gordon, 1954; Schaefer,
1954, 1991) ismertetjük röviden. Legyen X a halállomány, t az id®, G(X) a

dc_1521_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



5.3. A TÚLNYÚLÓ HALÁLLOMÁNYOK HALÁSZATA 65

logisztikai növekedési függvény, r a bels® növekedési ráta, k az ökoszisztéma
terhelhet®sége, hi az i játékos fogása, γ a halászhatósági együttható, végül
li az i halászati er®feszítése. Ekkor

dX

dt
=G(X)−h(N), (5.16)

G(X) = rX

(
1−X

k

)
, és (5.17)

hi = γliX. (5.18)

Az állomány változása a természetes szaporulat és a halászat különbsége, ha
pedig kicsi az állomány, akkor a szaporulat sem lesz nagy. Nagy halállomány-
nál az ökoszisztéma terhelhet®sége korlátozza a növekedést. Végül az 5.18 a
termelési függvény. Ekkor a halállomány egyensúlyi szintje

X =
k

r
(r−γl(N)) . (5.19)

5.3.2. A partíciós függvény

A játék maga két lépésb®l áll. A játékosok el®ször koalíciókat alakítanak egy
egyidej¶-döntési nyitott tagságú játékban (d'Aspremont et al, 1983; Yi és
Shin, 1995), a második lépés egy nonkooperatív játék a koalíciók között.

A probléma felírható játékosonkénti partíciós függvénnyel. A nagykoalíció
ki�zetése (Pintassilgo, 2003; Pintassilgo és Lindroos, 2008)

v(n, {n}) = (γk−q) r
4γ

(
1− q

γk

)
. (5.20)

Ha nem a nagykoalíció alakul meg, akkor is feltételezzük, hogy csak egy
nemtriviális koalíció van, azaz a partíció tipikus alakjam={n−m,1,1 . . . ,1}.
A lineáris termelési függvénynek köszönhet®en egy koalíciónak mindegy, hogy
elosztják a munkát a tagok között, vagy egy tagja végzi az összes halászatot.
Ebb®l látszik, hogy a koalíció csak annyiban különbözik a szinglikt®l, hogy
a fogást el kell osztania a tagok között. Pintassilgo (2003); Pintassilgo és
Lindroos (2008) nyomán a ki�zetések

v(1,m) =
(γk−q)r

(
1− q

γk

)
(m+2)2γ

és (5.21)

v(n−m,m) =
(γk−q)r

(
1− q

γk

)
(n−m)(m+2)2γ

. (5.22)

Látható, hogy a koalíciós ki�zetések nem függenek a koalíció méretét®l. Le-
gyen m egy tetsz®leges (szimmetrikus) partíció, |m|=m és s ∈m. Ekkor

v(s,m) =
(γk−q)r

(
1− q

γk

)
s(m+1)2γ

. (5.23)
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Beágyazott koalíció Ki�zetés
(3, {3}) 4,69
(2, {2,1}) 3,13
(1, {2,1}) 6,25
(1, {1,1,1}) 3,52

5.1. táblázat. Az egyénenkénti partíciós függvény ki�zetései a túlnyúló hal-
állományok problémájában

Ha két koalíció összeolvad, m csökken az 5.23 egyenletben, a kívülállók jól
járnak, tehát a koalícióalakítás externáliái pozitívak, s a Yi (1997) által vám-
uniókra felírt tulajdonságok többsége igaz erre a játékra is.

Az ENSZ halállományokról szóló megállapodása (United Nations, 1995)
a halállományok közös kezelését írja el®, így a kérdés az, hogy a nagykoalíció
védett-e az elhajlások ellen. Yi (1997) szerint elegend® az egyszemélyes el-
hajlásokat, azaz a koalíciós kon�gurációk egyéni elfogadhatóságát vizsgálni
(Pintassilgo és Lindroos, 2008). Sajnos az eredmények nem túl pozitívak.

5.3.1. Állítás. (Pintassilgo és Lindroos, 2008) A nagykoalíció akkor és csak
akkor elfogadható egyénileg, ha |N |= 2.

5.3.2. Állítás. (Pintassilgo és Lindroos, 2008) Egy nemtriviális partíció ak-
kor és csak akkor elfogadható egyénileg, ha szinglikb®l áll.

A Pintassilgo és Lindroos (2008) az eredményt egy példával illusztrálja,
ahol r = 1, k = 100, γ = 0.004, és q = 0.1. A háromszemélyes játék ki�ze-
téseit az 5.1 táblázat mutatja. A játékot elemezve Pintassilgo és Lindroos
(2008) megállapítja, hogy csak a nonkooperatív partíció elfogadható egyé-
nileg, azonban érvelése, mely a δ-elméletet követi, nem teljesen racionális a
maradékjátékosok szempontjából. Egy játékos elhajlása után ugyanis a ma-
radék két játékos ki�zetése alacsonyabb együtt (3,13), mint külön (3,52),
s ekkor az elhajló játékos ki�zetése sem 6,25, hanem 3,52 és így már nem
nyereséges. Így egy rekurzív érvelést alkalmazva belátható, hogy a nagykoa-
líció stabil, de sajnos ez az érvelés már öt játékos esetén sem m¶ködik, ekkor
ugyanis a kilépés után már nem esik szét a maradékjátékosok halmaza. Ennél
nagyobb játékokra már nem ismert az eredmény.

5.4. Folyómegosztás

Az édesvíz az emberiség alapvet® szükségleteinek kielégítése szempontjából
az egyik legfontosabb természeti er®forrás. A vízhez és higiéniához f¶z®d®
emberi jog, a szükséges mennyiség¶, biztonságos, mindenki számára elérhet®
és meg�zethet® vízellátáshoz való jogot az az ENSZ Gazdasági, Szociális
és Kulturális Jogok Bizottsága (UN Committee on Economic Social and
Cultural Rights, 2003) is elismerte.
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Ez a jog azóta több nemzetközi kon�iktusnak is tárgya lett, s ezek kö-
zül is kiemelkednek gyakorlati jelent®ségükkel a folyómegosztási problémák.
Ahogy egy folyó eljut a forrástól a torkolatig, több országon keresztülhalad-
hat. Mivel a forrásközeli országok vízfogyasztása meghatározza a torkolatvi-
déki országok vízhozamát és ezáltal vízfogyasztását, míg fordítva semmilyen
hatás nincs, a problémát az externáliáknak egy érdekes, aszimmetrikus min-
tázata jellemzi. A folyómegosztási problémában (Ambec és Sprumont, 2002)
a vízhozam országok közötti megosztását vizsgáljuk. A számtalan elméleti
eredmény részletes bemutatása helyett � ezt Béal, Ghintran, Rémila, és So-
lal (2013) megteszi helyettünk � azokra a modellekre szorítkozunk ahol a
szerepet kap a partíciós függvény alak: ahol a játékosok telíthet®k.

5.4.1. Folyómegosztási doktrínák

Érdekes áttekinteni a folyómegosztási kérdésekben alkalmazott gyakorlati
elveket. Két, illetve három f® elvet ismertetünk. Az abszolút területi szu-
verenitás (absolute territorial sovereignty, ATS), mely kimondja egy ország
abszolút jogát mindenhez, ami a területén található. Eszerint, a Harmon
doktrínaként is ismert elv (McCa�rey, 2007, Chapter 4) szerint a forráskö-
zeli ország tetsz®leges mennyiség¶ vizet fogyaszthat beleértve a folyóvizeit
is. Az ATS egyértelm¶en a forrásközeli országokhoz rendeli a jogokat, így
minden országnak csak a területér®l induló folyóvizekhez van joga.

Ezzel szemben áll a korlátlan területi integritás (unlimited territorial in-
tegrity, UTI) elve, mely egy ország területének teljes védelmet biztosít más
országokkal szemben. Így például egy ország nem változtathatja meg ter-
mészeti környezetét, ha ez kedvez®tlenül érinti egy szomszédját. Mit jelent
ez a folyómegosztás szempontjából? Egy ország területének részét jelentik
a vízbeáramlások is és a területi integritás ezen beáramlások védelmét is
jelenti, megtiltva a forrásközeli országok számára a vízfogyasztást. Így az
UTI minden jogot a torkolatvidéki országokhoz rendel, ráadásul ugyanazt
a forrásközeli vízhozamot minden egyes torkolatvidéki országhoz, s ezzel az
országok között is kon�iktust teremt, nem beszélve az ATS elvvel való el-
lentmondásról. Ha a folyóvizeket valahogy el szeretnénk osztani a partmen-
ti országok között, ez a két elv széls®értékként, referenciaként használható.
Fontos könnyítés, hogy megoldásunkban megengedjük a jogok pénzbeli meg-
váltását.

Végül egy harmadik elv, a vízgy¶jt®-területek országainak területi integ-
rációja (Territorial Integration of all Basin States, TIBS) a kompromisszumot
keresi : �Egy nemzetközi vízfolyás vize a vízgy¶jt®terület országainak közös
kincse, függetlenül attól, hogy hol csatlakozik a vízfolyáshoz. Minden ország
jogosult a rendelkezésre álló vízmennyiség ésszer¶ és igazságos részének fel-
használására.� (van den Brink et al, 2012). Így a TIBS elv sem a forrásközeli,
sem a torkolatvidéki országoknak nem ad kizárólagos jogot.
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5.4.2. Az elméleti modell

Az N={1,2, ..., n} játékoshalmazban a játékosokat a forrásközeliekt®l kezdve
a torkolatvidéki játékosok felé haladva számozzuk. Ez a reláció tranzitív de
nem teljes. Kiterjesztjük részhalmazokra is : S forrásközelibb T -nél, azaz S<
<T ha i< j ∀i∈S és j ∈T . Legyen Ui =P ∗ιi az i-nél gyengén forrásközelibb
játékosok halmaza és Di = S∗ιi , ahol ι a triviális sorrend.

A folyó egy forrásban, e1 kezdeti vízhozammal fakad. A vízfolyás men-
tén további beáramlások lehetségesek, az i területén érkez® beáramlásokat ei
jelöli. A játékosok vízfogyasztása xi, az ebb®l származó hasznukat a bi di�e-
renciálható, szigorúan növekv® és szigorúan konkáv haszonfüggvény írja le.
Feltesszük, hogy b′(x)→∞ ha x→ 0. Mivel a játékosok heterogének, Pareto
javulás érhet® el azzal, ha egy forrásközeli ország a rendelkezésére álló víz egy
részét � megfelel® pénzügyi ellentételezésért cserébe � átadja egy torkolat-
közelibb országnak. Az átadást korlátozhatjuk szomszédokra (Wang, 2011),
de itt ett®l eltekintünk. Ekkor egy játékos hasznossága a következ®képpen
írható fel :

ui(xi, ti) = bi(xi)+ ti, (5.24)

ahol ti az i nettó pénzmozgását jelöli. Az (N, e, b) hármast nevezzük fo-
lyómegosztási problémának. A probléma megoldása egy (x, t), az x ∈ R+

N

fogyasztási tervet és a t átruházásokat megadó páros, melyekre∑
i∈N

ti ≤ 0 (5.25)∑
i∈Uj

(xi−ei)≤ 0 for all j ∈N. (5.26)

A második feltétel szerint a játékosok forrásközeli részhalmaza csak a ren-
delkezésére álló vízmennyiséget fogyaszthatja el.

Ambec és Sprumont (2002) egyértelm¶ (x∗, t∗) megoldása maximalizálja
az összhasznosságot. Vegyük a P = {S1, S2, ..., Sm} partíciót és a β ∈ R+

m

vektort, melyekre

Sk < S` ha k < `, (5.27)

βk ≥ β` ha k < `, (5.28)

b′i(x
∗
i ) = βk ∀i ∈ Sk, k = 1, ...,m, (5.29)∑

i∈Sk

(x∗i −ei) = 0 ∀k = 1, ...,m. (5.30)

Az els® feltétel csak a koalíciók elnevezésér®l szól, a második és harmadik
feltétel szerint az egyes koalíciókon belül állandó, a folyó mentén csökken®
a határhaszon � ezért nem éri meg vizet továbbküldeni. Végül a negyedik
feltétel szerint a koalíciók az összes rendelkezésükre álló vizet elhasználják.

Marad tehát a
∑

i∈N bi (x∗) jólét elosztásának kérdése.
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5.4.3. Folyásirányban növekv® elosztás

Mit mondanak az elosztásról a különböz® gyakorlati elvek? Az ATS szerint a
koalíciók egybefügg®k, azaz konvexek lesznek: ha i, j∈S, i<k<j akkor k∈S.
Ezt nevezi Greenberg és Weber (1986) egybefügg® játéknak. Mi azt az (egy-
értelm¶) xS fogyasztási tervet keressük, amely maximalizálja

∑
i∈S bi(xi)-t

feltéve, hogy
∑

i∈Uj (xi−ei)≤ 0 ∀j ∈ S. Ekkor S ki�zetése

v(S) =
∑
i∈S

bi(x
S
i ). (5.31)

Ez S minimális jogosultsága az ATS doktrína szerint. Ha z(S)≥ v(S), akkor
z(S) teljesíti a mag alsó korlátot (Ambec és Sprumont, 2002).

A modellnek fontos eleme, hogy a játékosoknak mindegy, hogy a hasz-
nukat vízfogyasztással, vagy pénzbeli juttatásokból kapják. Moulin (1990)
egységes csoportos externáliákra vonatkozó elve kimondja, hogy ütköz® kö-
vetelések esetén a csoport minden tagja felel®s a kon�iktusért és köteles
engedni a követeléseib®l. Így ezek az eredeti követelések, azaz a vágyott jólét
(Ambec és Sprumont, 2002) az elosztás fels® korlátjának tekinthet®.

A fogyasztási terv xS fels® korlátja maximalizálja
∑

i∈S bi(xi)-t, ahol∑
i∈Uj∩S xi ≤

∑
i∈Uj ei ∀j ∈ S. Ekkor S vágyott jóléte

w(S) =
∑
i∈S

bi(x
S
i ). (5.32)

Ha z(S) ≤ w(S), akkor z(S) teljesíti a vágyott fels® korlátot (Ambec és
Sprumont, 2002).

Kevés olyan koalíció van, melyre a két korlát egyszerre teljesülhet. Ilyenek
az Ui koalíciók minden i játékosra. Ezekre v(Ui)=w(Ui). A z∗ folyásirányban
növekv® megoldás az i játékosok határhozzájárulásai az Ui koalíciókhoz:

z∗i = v (Ui)−v
(
U−ii

)
. (5.33)

5.4.1. Tétel. (Ambec és Sprumont, 2002) Létezik egy elosztás, amely egy-
szerre teljesíti a mag alsó és a vágyott fels® korlátot és ez a z∗ folyásirányban
növekv® megoldás.

5.4.4. A súlyozott hierarchikus elosztás

A vízgy¶jt® területek területi integrációja minden vízforrás igazságos elosztá-
sát írja el®. Az igazságos nem feltétlenül jelent egyenl®t, de a folyásirányban
növekv® megoldás meglehet®sen széls®séges. Eszerint az új i torkolatvidéki
játékos kapja az együttm¶ködés hasznát az U−ii koalícióba való belépésekor
� amellett, hogy belépésével teljesen átszervezi a forrásközelibb játékosok
fogyasztását. Ez az UTI-ból származó jelenség látszólag teljesen �gyelmen
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kívül hagyja a víz természetes folyását, nevezetesen, hogy a forrásközeli já-
tékosok ellen®rzése alatt van az országukon átfolyó víz, s így tetsz®legesen
választják meg fogyasztásukat. Ezzel szemben van den Brink et al (2012)
modellezi a nyereség elosztást. Feltételezik, hogy minden játékosnak van egy
αi ∈R+ súlya,

∑
i∈N αi = 1 és hogy a v(N)−v(Ui)−v(Ui) nyereség a súlyok

arányában kerül felosztásra. Ekkor az f elosztásra∑
j∈Ui fj(v)−v (Ui)∑
j∈Ui fj(v)−v

(
Ui
) =

α (Ui)

α
(
Ui
) . (5.34)

5.1. Axióma. Az f hatékony elosztás α-TIBS igazságos ha teljesíti 5.34-t .

Az alábbiakban egy hierarchikus megoldást (Demange, 2004) adunk meg.
Bár eddig a folyót lineáris gráfként modelleztük, Khmelnitskaya (2010); Béal
et al (2015) megenged elágazásokat, itt pedig a mellékfolyókat, azaz a több
forrást engedjük meg. Az átlagos fa megoldás (Herings et al, 2008) bármilyen
körmentes gráfra alkalmazható, de a megoldás során tetsz®legesen kiválasz-
tott gyökeres fákat vizsgál. Ez esetünkben nem túl természetes. Béal et al
(2010) kétféle módon is enyhíti ezt a feltételt.

Egy játékos eltávolítása több részfára bont egy fát. A modellek általában
a játékos határhozzájárulását vizsgálják, azaz, hogy mennyi haszonnöveke-
dést hoz, ha a játékos összekapcsolja ezeket a részeket. Legyen i, k∈N , tegyük
fel, hogy k torkolatközelibb i-nél és vegyünk egy utat i-b®l k-ba. Legyen ki

a k el®tti játékos ezen az úton (ki = i ha i és k szomszédok). Ekkor legyen

tik(v) =


v(U(k))−v(U−k(k)) ha k ∈Di

v
(
U(ki)

)
−v
(
U(ki)\k

)
ha k ∈D−ii

v(N)−v
(
U−k(k)

)
−v
(
U(k)

)
ha k = i

. (5.35)

Az utolsó eset a forrásközelibb játékosok összekapcsolásának a haszna, a
második az i-nél torkolatközelibb játékosokkal foglalkozik, végül az els® min-
denki mással : ebbe beletartoznak a forrásközelibb játékosok, de azok is, akik
mellékfolyókon helyezkednek el. A ti(v) ki�zetésvektor megfelel a hierarchi-
kus kimenetelnek (Demange, 2004), míg a súlyozott hierarchikus megoldás
a játékosok súlyozott hierarchikus kimenetele:

hα(v) =
∑
i∈N

αit
i(v) (5.36)

5.4.2. Tétel (van den Brink et al, 2012, Theorem 3.6). Legyen α valószí-
n¶ségi eloszlás az N halmazon. Ekkor a folyómegosztási problémának létezik
egy egyértelm¶ f megoldása, mely hatékony és α-TIBS igazságos. Ez pedig a
súlyozott hierarchikus megoldás.

Ha αi=1 ha i=n és 0 egyébként, akkor a hα(v) α-súlyozott hierarchikus
megoldás nem más, mint a folyásirányban növekv® elosztás (van den Brink
et al, 2012).
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5.4.5. Telíthet® játékosok

Az eredeti folyómegosztási modellnek több korlátja van, melyek többségét
id®vel sikerült feloldani (Béal et al, 2013). Ezek egyike a feltételezés, hogy a
több: jobb. A valóságban a túl sok víz árvizekhez vezethet, ezért a játékosok
preferenciái egycsúcsúak. A modell eddigi feltételezésein túl feltesszük, hogy
minden i játékoshoz létezik egy x̂i > 0 telítettségi pont, ahol b′i(x̂i) = 0 és
ami a játékos ideális fogyasztási szintjét jelenti. A változás csak a preferenci-
ákat érinti, a modell többi része változatlan. A feltétleket kielégíti például a

bi(xi)=aixi−bi
x2i
2 (Ambec és Ehlers, 2008a) haszonfüggvény, amely megfelel

az öntözéses növénytermesztés termelési függvényének (Gri�n, 2006, p. 19).
Vegyünk egy P = {S1, S2, ..., Sm} partíciót és egy kapcsolódó β ∈ R+

m

vektort, melyre

Sk < S` ha k < `, (5.37)

βk ≥ β` ha k < `, (5.38)

b′i(x
∗
i ) = βk ∀i ∈ Sk, k = 1, ...,m, (5.39)

x∗i ≤ x̂i ∀i ∈N, (5.40)∑
i∈Sk

(x∗i −ei) = 0 ∀k = 1, ...,m. (5.41)

A kulcs az 5.40 telítettségi feltétel : a felesleges vizet a játékos továbbereszti.
Ambec és Ehlers (2008b) feltételezi, hogy a víz egy sz¶kös jószág, azaz

ei ≤ x̂i for all i ∈N (5.42)

Az alapmodellben a koalíciók az összes vizet elhasználták, így a nem egy-
befügg® koalíciók értéke nem haladta meg a komponenseik összértékét. Ez
itt megváltozik. Ha a két komponens között (közel) telített játékosok van-
nak, akkor a forrásközeli komponens vizet tud juttatni a torkolatvidékinek.
Még ha a közbüls® játékosok fogyasztanak is a vízb®l, a felesleget tovább
fogják engedni, ez a veszteség pedig bizonyos esetekben elfogadható, külö-
nösen, ha egy er®sen vízsz¶kében lev® részkoalíció jut több vízhez. Érdekes
megjegyezni, hogy nem csak ez a torkolatvidéki komponens jár jól az új
modellben, hanem a közbüls® játékosok is, akik két részkoalíció együttm¶kö-
désének köszönhet®en, a rajtuk átfolyó vízb®l növelhetik vízfogyasztásukat, s
ezzel hasznukat. A nem egybefügg® koalíció létrejötte pozitív externáliákkal
jár, s egy koalíció értéke függ a játékosok teljes partíciójától.

Megoldások

Az alapmodellben két feltétel határozta meg a megoldást: a mag alsó kor-
lát és a vágyott fels® korlát. A vágyott fels® korlát a forrással összefügg®
koalíciókkal foglalkozik, melyeket nem érintenek az externáliák, s így ez a
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feltétel is változatlan marad. A mag alsó korlát már nehezebb eset. A folyó-
megosztási probléma telíthet® játékosokkal egy partíciós függvény alakban
felírható játék, amihez Ambec és Ehlers (2008b) a feltétel kétféle kiterjesz-
tését is vizsgálja: a fúziós maghoz hasonló kooperatív és a γ- vagy s-maghoz
hasonló nonkooperatív megközelítést. A két megközelítés drasztikusan kü-
lönböz® eredményt kínál.

A nonkooperatív esetben nem alakul más koalíció, így nem húzhat hasz-
not más koalíciók externáliáiból. A koalíció maga ugyanakkor nem feltétlenül
egybefügg®. Itt csak azt az esetet nézzük, amikor két összefügg® részkoalíció
között víz folyik. Ekkor a közbüls® játékosok telítettségi pontjukig fogyasz-
tanak a vízb®l, majd a felesleget továbbengedik. A forrásközeli részkoalíci-
óból elindított vízmennyiség csak akkor éri el a torkolatvidéki részkoalíciót,
ha az áteresztett mennyiség elegend® az összes közbüls® játékos telítéséhez.
Minden esetben külön kell vizsgálni, hogy a célba ért vízmennyiség általi
haszonnövekedés kompenzál-e az elnyelt víz veszteségéért.

A kooperatív esetben �gyelembe kell vennünk a létrejöv® komplementer
koalíció részei közötti vízátadásból származó esetleges externáliákat is, így a
fúziós vm(S) karakterisztikus függvényértékek meghatározása összetettebb,
de általánosan megállapítható (Ambec és Ehlers, 2008b, Proposition 1), hogy
vm(S)≥ vγ(S).

Hogyan egyeztethet® össze a kooperatív vagy nonkooperatív mag alsó
korlát a vágyott fels® korláttal?

5.4.3. Tétel. (Ambec és Ehlers, 2008b, 4. megjegyzés), Remark 4] Ha adott
egy folyómegosztási probléma telíthet® játékosokkal, akkor létezik egy elosztás,
ami egyszerre teljesíti a nonkooperatív mag alsó és a vágyott fels® korlátot
az Ui koalíciókra és ez a z∗ folyásirányban növekv® megoldás.

Sajnos a kooperatív magra hasonló eredményt nem tudunk mutatni.

5.4.4. Tétel. (Ambec és Ehlers, 2008b, 2. tétel) A háromszemélyesnél na-
gyobb játékokban a folyómegosztási probléma fúziós magja lehet üres.

Ennek ellenére bizonyos játékokban m¶ködik a folyásirányban növekv®
megoldás.

5.4.5. Tétel. (Ambec és Ehlers, 2008b, 3. tétel) Az alábbi állítások ekviva-
lensek:

I. Bármelyik viselkedési feltételezés mellett létezik olyan elosztás, ami tel-
jesíti a vágyott fels® és a � megfelel® � mag alsó korlátot az összes
egybefügg® koalícióra

II. A folyásirányban növekv® megoldás teljesíti a mag alsó korlátot minden
egybefügg® koalícióra és bármelyik viselkedési feltételezés mellett.

III. Egy játékos v({i}) szingli értéke független a beágyazó partíciótól, a vi-
selkedési feltételezésekt®l.
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Az utolsó feltétel a tétel kulcsa. Eszerint egy szingli (sem) nyerhet más
koalíciók alakulásán. Eszerint a koalíciók nem küldenek vizet a részkoalíciók
között, elvész az általánosabb modell különlegessége, s így a megoldás is
marad a régi.

Egy folyót és mellékfolyóit egyértelm¶en leírhatunk egy U torkolatvidéki
szomszéd függvénnyel. Bár a koalíciós ki�zetéseket egy partíciós függvény
adja, az ilyen általános folyómegosztási problémát egy speciális (N,U , V )
partíciós függvény alakú folyómegosztási játékként írjuk fel. Sajnos már a
partíciós függvény meghatározása sem egyszer¶.

5.4.6. Tétel. (van den Brink et al, 2012, 4.3 tétel) Az (N,U , V ) játékra és az
(S,P)∈E beágyazott koalícióra V (S,P)=vγ(S) ha ∃i∈N , hogy S∈

{
Ui, Ui

}
.

Általános koalícióra nemhogy nem tudunk hasonló képletet adni, de még
az sem világos, hogy az érték egyértelm¶-e (van den Brink et al, 2012, 18.
lábjegyzet). Ha azonban maradunk a γ- és a fúziós mag meglehet®sen szél-
s®séges megközelítésénél, a f®bb eredmények általánosíthatók.

5.4.7. Tétel. (van den Brink et al, 2012, 4.6 tétel) A partíciós függvény
alakú folyómegosztási játékokra pontosan egy olyan eloszlás létezik, ami egy-
szerre f -hatékony és α-TIBS igazságos. Ez a súlyozott hierarchikus megoldás.

A súlyozott hierarchikus megoldásnak el®nye, hogy a problémás beágya-
zott koalíciók nélkül is kiszámítható.

Egy koalíció externália mentes ha értéke független a partíciótól. Egy meg-
oldás externáliamentes, ha kiszámolható kizárólag externáliamentes koalíciók
segítségével is.

5.4.8. Segédtétel. (van den Brink et al, 2012, 4.8 következmény) A hα

súlyozott hierarchikus megoldás externáliamentes

5.4.9. Következmény. (van den Brink et al, 2012, 4.9 következmény) A
hatékonyságból és az α-TIBS igazságosságból következik az externáliamentes-
ség a partíciós függvény alakú folyómegosztási játékok osztályán.

Kiterjesztések

A folyómegosztási probléma a folyómenti országok természetes kon�iktusát
modellezi. A víz egy kritikus természeti er®forrás, melynek számtalan szemé-
lyes és ipari felhasználása ismert. A folyóknak van egy természetes folyása a
forrás, a forrásközeli országok fel®l a torkolat, illetve a torkolatközeli orszá-
gok felé. A legtöbb kon�iktus abból ered, hogy a forrásközeli országok nem
engednek tovább elegend® vizet és ezzel vízhiányt okoznak a torkolatvidéken.
Az eredeti folyómegosztási probléma a víz megosztásával foglalkozik. Van a
víznek ugyanakkor egy sötét oldala is : a túl sok víz áradásokhoz vezet, így
egy bizonyos fogyasztás felett a felesleget az országok szívesen továbberesz-
tik. A telített, vagy telíthet® játékosok miatt a továbbengedett víz távoli
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játékosokhoz is elérhet, miközben telíti a közbüls® játékosokat. A nem egy-
befügg® koalíciók részei közötti együttm¶ködés pozitív externáliaként telíti
a közbüls® játékosokat. Az externáliák jelenlétében a játékot partíciós függ-
vény alakban modellezzük.

A folyómegosztásnak bizonyos kérdései egyel®re nyitottak. Az árvizek sze-
zonálisak, ezért Kilgour és Dinar (2001) évszakonként változó megosztást ja-
vasolnak. Ezek játékelméleti modellezése egy összetettebb modellt igényelne.
Ilyen például egy kétlépéses gazdaságot modellez® gyenge-soros mag (Kra-
nich et al, 2005; Herings et al, 2006; Habis és Herings, 2010, 2011), akár
externáliákkal b®vítve (Habis és Csercsik, 2015a).

A folyók a víz mellett szennyez®dést is szállítanak. Bár a folyómenti orszá-
gok közös feladata a víz tisztántartása, a már tárgyalt egyirányú externáliák
tükrében érdekes kérdés ennek a feladatnak a megosztása is (Alcalde-Unzu
et al, 2015; Dong et al, 2012; Dehez és Ferey, 2013)Dehez és Ferey (2013).
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6. fejezet

Hálózati alkalmazások

Ebben a részben a különböz® infrastrukturális hálózatokon játszódó koalíciós
játékokat tekintjük át. A forgalomirányításnak viszonylag kiterjedt irodalma
van, ez azonban els®sorban az anarchia árával foglalkozik, azaz, hogy mi a
közleked®k által önz® módon választott útvonalak társadalmi költsége. Ezzel
szemben a kooperatív megközelítés viszonylag új. Az elektromos hálózatok
ma már kontinenseket ölelnek át és az Európai Unióban fontos törekvés a
nemzeti hálózatok egyre szorosabb összekapcsolása, miközben a szabályozás
dönt®en nemzeti hatáskör marad. A nemzeti, nemzetközi stratégiák harma-
dik országokra gyakorolt hatása egyre növekv® probléma.

A felsorolás nem teljes, nem terjed ki egyéb hálózatokra, így például a
bankközi kapcsolatokon alapuló pénzügyi hálózatokra (Csóka és Kiss, 2015;
Csóka, 2017), vagy a párosítások irodalmára (Roth és Sotomayor, 1990, vagy
magyar nyelven Biró, 2006; Kóczy, 2009a, 2010a).

6.1. Forgalomirányítás

Az els® alkalmazásban egy (g, l) úthálózatot vizsgálunk, ahol g egy gráf,
le :R+→R+ az e∈E élhez tartozó késlekedési függvény, ami megmutatja az
e útszakasz megtételéhez szükséges id®t a forgalom függvényében, E pedig
az élek halmaza. A játékosok kamionsof®rök, vagy szállítmányozó vállalatok,
amelyek a feladata két pont között a legrövidebb, legkisebb késedelemmel
járó utat kiválasztani. Mivel mind ugyanazt az úthálózatot használják, a
kialakuló zsúfoltság révén egymást akadályozzák. Csercsik és Sziklai (2013)
különböz® módon informált és szo�sztikált játékosokat is vizsgálnak. Szá-
munkra a legérdekesebb, ha a játékosok koalíciókat alakítanak: a koalíciók
tagjai megosztják szállítási feladataikat és közösen, a teljes szállítási id®t mi-
nimalizálva választják ki a szállítási útvonalakat. A koalíciók egymás között
nonkooperatív módon játszanak, s így adódik a játék partíciós függvény ala-
kú játékokkal való modellezése. Csercsik és Sziklai (2013) megmutatja, hogy
az egyszer¶ rekurzív mag mindig hatékony ki�zetés-kon�gurációkat választ,
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de lehet üres is. Az ürességet bemutató példában nem monoton késedel-
mi függvények is szerepelnek, így a kérdés, hogy monoton függvényekkel is
el®állhat-e a mag üressége, továbbra is nyitott.

6.2. Villamosenergia-hálózatok

A villamosenergia-hálózatok kezelése sok szempontból hasonlít a forgalom-
irányításhoz, egy fontos különbséggel : az elektromos áram magát irányítja.
Csercsik és Kóczy (2012, 2017) egy idealizált elektromos hálózatot vizsgál-
nak, ahol gráf csúcsai a termel®k és fogyasztók egy adott termelési kapaci-
tással, illetve ideális (maximum) fogyasztással. A csúcsokat vezetékek kötik
össze, melyeknek két f® �zikai jellemz®je az admittancia, ami a vezeték veze-
t®képességét mutatja meg, és a szállítási kapacitás, ami a legnagyobb meg-
engedett áram, ami a vezetéket még nem károsítja. A hálózat szabályozója
az összfogyasztást maximalizálja a �zikai jellemz®k �gyelembevételével.

A hálózat kezelése ugyanakkor egy összetett feladat. Mivel az elektro-
mosság hatékony tárolása nagy mennyiségben nem megoldott, a fogyasztás
és termelés folyamatosan egyensúlyban kell, hogy legyen. A szabályozó fel-
adatának megkönnyítése végett a fogyasztók/termel®k � a játékosok �,
úgynevezett mérlegköröket alakítanak. A mérlegkörökben a termelés mindig
igazodik a fogyasztáshoz, de a szállítás során a különböz® mérlegkörök ugyan-
azon a hálózaton osztozkodnak miközben a megtermelt elektromos áramot
a fogyasztókhoz juttatják. Bár érdekes lenne a mérlegkörök nonkooperatív
versengését is vizsgálni, a hálózat szabályozójának a feladata és felel®ssége a
hálózat biztonságos és hatékony üzemeltetése, így a szabályozó optimalizálja
a hálózatot, de már a mérlegkörök �gyelembevételével.

A mérlegkörök, mint koalíciók, természetesen de�niálnak egy kooperatív
játékot, és bár Gately (1974); Hobbs (1992); Contreras (1997); Contreras
és Wu (1999); Contreras et al (2009) már vizsgáltak kooperatív modelleket
ebben a kontextusban, Csercsik és Kóczy (2012, 2017) vizsgálta el®ször a
felmerül® externáliákat egy partíciós függvény alakú játék modelljével.

6.2.1. Az elektromos hálózatok �zikája

Miel®tt rátérünk a stratégiai szempontokra, fontos tisztázni, milyen �zi-
kai törvényszer¶ségeknek felel meg egy elektromos hálózat m¶ködése. Ilyen
Kirchho� törvénye (Lange és Grabisch, 2009, értelmezte játékelméleti szem-
pontból), amely az elektromos áram megmaradását mondja ki. Ennek ér-
telmében egy csomópont bemen® és kimen® áramainak összege azonos. A
váltóáram szokásos komplex modelljét egy valós, egyenáramú modellel kö-
zelítjük (Van Cutsem és Vournas, 1998), ahol az áram folyása hasonló az
egyenáramú Kirchho� hálózatokhoz. Wu et al (1996) és Contreras (1997) je-
lölését követjük. A hálózat csomópontjainak halmaza N , éleinek halmazaM .
A hálózat (irányított) gráfját az A ∈ {−1,0,1}N×M csomópont-él incidencia
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mátrix írja le. A csomópontokban lev® fogyasztókat illetve generátorokat a
p ∈ RN aktuális és p̄ ∈ R+

N maximális teljesítmény-betáplálási vektor jel-
lemzi.

Az elektromos áramot nem lehet a szó szoros értelmében irányítani, ehe-
lyett a hálózat �zikai paraméterei határozzák meg, hogy merre folyik. Az
idealizált vezetékeken folyó áram er®ssége arányos a vezeték szuszceptan-
ciájával, ami az elektromos áram preferenciáit fejezi ki, ezen kívül minden
vezetéknek van egy maximális szállítási kapacitása. A hálózat (szimmetri-
kus) szuszceptancia mátrixát jelölje B ∈ R+

N×N , az egyes vezetékek szusz-
ceptancia értékeit a BD ∈ R+

M×M diagonális szuszceptancia mátrix átlója
tartalmazza, az energiaátviteli kapacitásvektort pedig jelölje q̄ ∈ R+

M . A
hálózat �zikai modelljét Csercsik és Kóczy (2017) részletesen ismerteti.

Bár a hálózatot veszteségmentesnek feltételezzük a gyakorlatban mindig
megjelenik egy kis veszteség, ami h®vé alakul. Ez egy bizonyos határon túl
kárt okoz a vezetékben. Mit jelent ez a gyakorlatban? Ha van párhuzamos
vezeték, melyeknek admittanciája hasonló, a két vezetéken folyó áram er®s-
sége is hasonló lesz. Így ha az egyik vezetéken folyó áram er®ssége eléri a
kapacitását, akkor a másik vezetéken sem tudjuk az áramer®sséget növelni.
A forgalomirányítási problémában el®fordulhat, hogy a városon keresztülha-
ladó rövid, de kis kapacitású útvonalon forgalmi dugó kezd kialakulni. Ha
van egy elkerül® út is, ami hosszabb, de nagy kapacitású, a forgalom növek-
v® mértékben veszi igénybe ezt az alternatív lehet®séget. A villamosenergia
hálózatokban az összes párhuzamos vezetéken csökkenteni kell a �forgalmat�,
hogy a meghibásodást elkerüljük. A hálózat biztonságos m¶ködtetése a sza-
bályozó feladata, akinek célja az összes termelés/fogyasztás maximalizálása.
Feladata egy adott P mérlegkör-struktúra esetén leírható az alábbi lineáris
programozási feladattal

min
p
sTp p ahol (6.1)

∣∣BDATB+p
∣∣ ≤ q̄ (6.2)

|p| ≤ p̄ (6.3)

Cp = 0, (6.4)

ahol sP a csomópontokhoz tartozó el®jelvektor, ami −1 a fogyasztók, +1
a termel®k esetén, B+ a B mátrix Moore-Penrose pszeudoinverze, a C ∈
∈ {0,1}N×P a koalíciós tagsági mátrix, melynek értéke cSi = 1, ha i∈ S ∈P,
egyébként 0. Az els® feltétel kifejezi, hogy a vezetékekben folyó teljesítmény-
áram nem haladhatja meg a vezetékek kapacitását, a második a termelési
és fogyasztási korlátokat írja le, végül az utolsó a mérlegkörökre vonatkozó
egyensúlyi feltétel.

Az LP megoldása meghatározza az egyes vezetékekben folyó teljesítmény-
áramokat, de egyúttal az egyes generátorok és fogyasztók termelését, illetve
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fogyasztását, azaz ki�zetését is. Megengedve a mérlegkörökön, azaz koalí-
ciókon belül a ki�zetés átruházását, a probléma természetesen de�niál egy
partíciós függvény alakú játékot, ahol egy (C,P) beágyazott koalíció ki�ze-
tése

V (C,P) =
∑
i∈C
|(p(i))| (6.5)

Hasonló megközelítést alkalmaz Habis és Csercsik (2015b).

6.2.2. Tulajdonságok

Egy adott mérlegkör-struktúra mellett a szabályozó határozza meg a terme-
lési és fogyasztási értékeket. Ha a struktúra megváltozik, új optimum kerül
meghatározásra. A partíció lehet exogén, de egy liberalizált piacon termé-
szetes feltételezés, hogy a játékosok megválaszthatják együttm¶köd® part-
nereiket. Fontos rögzíteni, hogy közben a �zikai hálózat nem változik. Az
alábbiakban el®ször a partíciós függvénynek különböz® tulajdonságait vizs-
gáljuk.

Hatékonyság

6.2.1. Állítás. (Csercsik és Kóczy, 2017) Az (N,A, p̄, Y, q̄) hálózatra és a
megfelel® (N,V ) partíciós függvény alakú játékra∑

C∈P
V (C,P)≥

∑
C∈P ′

V (C,P ′) (6.6)

ha P,P ′ ∈Π(N) és P ′ a P �nomítása.

Bizonyítás. Az LP probléma feltételeinek lazításából következik.

6.2.2. Következmény. Az (N,A, p̄, Y, q̄) hálózatra a megfelel® (N,V ) par-
tíciós függvény alakú játék kohéziós:

V (N, {N})≥
∑
C∈P

V (C,P) for all P ∈Π(N). (6.7)

Szuperadditivitás

Természetesnek t¶nik, hogy a gondolatmenetet tetsz®leges koalícióra kiter-
jesszük. Igaz-e, hogy egy koalíció értéke meghaladja egy tetsz®leges partíci-
ójáét? Szuperadditív-e a vizsgált partíciós függvény?

6.2.3. Segédtétel. (Csercsik és Kóczy, 2017) Ha az (N,A, p̄, Y, q̄) hálózat-
ban a P partícióra számolt optimális folyamokra |q|<< q̄ a C1, C2, ...Ck ∈P
koalíciók összeolvadása szuperadditív.
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A b®séges szállítási kapacitásnak köszönhet®en az összeolvadt koalíció
tagjai megtarthatják, vagy b®víthetik korábbi termelésüket, illetve fogyasz-
tásukat. Ilyen eset állhat el®, ha egy mérlegkör generátorai nem tudják el-
látni a fogyasztók igényeit és egy olyan mérlegkörrel olvadnak össze, ahol
pedig éppen szabad termelési kapacitások vannak. Az összeolvadás akkor is
el®nyös, ha a szállítási kapacitások nem b®ségesek, azonban ilyenkor nem
biztos, hogy az el®nyök az összeolvadt koalíción belül maradnak, tagjai akár
rosszul is járhatnak.

6.1. ábra. A hatszemélyes példa hálózata és paraméterei

6.2.1. Példa. Vegyük a Γ6 hatszemélyes partíciós függvény alakú játékot,
melyet a 6.1 ábrában leírt hálózatból származtatunk.

1

2

3

45 6

3 (3)

3 (3)

4 (4)

4 (4)7 (10)
7 (10)

3 (6) 3 (3)

4 (6)
5 (6)

2 (6)

3 (6)

3 (6)

(a) A {{1,2}, {3,4}, {5,6}} partíció. (b) A {{1,2,3,4}, {5,6}} partíció.

6.2. ábra. Optimális folyamok az összeolvadás el®tti és utáni ki�zetés-
kon�gurációban.
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A P0 = {{1,2}, {3,4}, {5,6}} partíció � Optimális folyamait a 6.2(a) ábra
mutatja. V ({1,2},P0) = 6, V ({3,4},P0) = 8 és V ({5,6},P0) = 15.5.

Érdekes, hogy a különböz® koalíciók más-más módon használják ezt a há-
lózatot. Az {1,2} és {3,4} �függ®leges� koalíciók lényegében csak függ®leges
irányban terhelik, míg a vízszintes irányú áramok az {5,6} koalíciónak kö-
szönhet®k.

A P1 = {1,2,3,4}, {5,6} partíció � Optimális folyamait a 6.2(b) ábra mu-
tatja. V ({1,2,3,4},P1) = 13 és V ({5,6},P1) = 17.5.

A két koalíció összeolvadása lazítja az LP probléma feltételeit, s ezáltal
gyengén javítja az optimumot. Ebben a példában ugyanakkor ezt a javulást
csak a {5,6} koalíció élvezi, miközben az összeolvadó {1,2} és {3,4} koalíció
veszít összki�zetéséb®l, s ezzel példaként szolgál a szubadditivitásra.

A példában meg�gyelhet® szubadditivitás a 2-4 vezeték, mint sz¶k ke-
resztmetszet használatának köszönhet®. Eredetileg ezt a vezetéket az {5,6}
koalíció használta. �k azonban egy másik vezetéken is szállítanak, ahol a
szállítási kapacitás megengedné a nagyobb teljesítményáramot, azonban a 2-
4 vezeték korlátai miatt ez nem lehetséges. Ha a többi játékos egy koalíciót
alkot, akkor ugyanezt a vezetéket fordított irányban használva csökkenthe-
tik annak terhelését. Noha ez számukra veszteség az {5,6} számára jóval
nagyobb nyereség, ezért az összes haszon növelése érdekében egy, az össze-
olvadó koalíció számára kedvez®tlen optimumot határoz meg. Csercsik és
Kóczy (2017) részletesebben is elmagyarázza a példában meg�gyelt szubad-
ditivitás hátterét.

Externáliák

Két mérlegkör összeolvadása számukra új szállítási kapcsolatokat jelent, ami
általában növeli a hálózat terheltségét. Ez kedvez®tlenül érintheti a többi
játékost, hiszen korlátozza a rendelkezésükre álló szállítási kapacitásokat, s
ezért a szabályozó a termelés, illetve fogyasztás korlátozására kérheti ®ket.
Mivel ez csökkenti koalíciós ki�zetéseiket, az ilyen összeolvadások negatív
externáliákkal járnak. A negatív externáliák elég elterjedtek például a vám-
unió irodalomban (Yi, 1997; Kóczy, 2010b), és ha tudnánk, hogy a játékot a
negatív externáliák jellemzik, ez nagyban megkönnyítené például a rekurzív
mag kiszámítását.

Az alábbiakban bemutatunk egy olyan, általános ellenpéldát, melyben
bizonyos koalíciók összeolvadása kedvez® az összes többi játékos számára.

6.2.2. Példa. (Csercsik és Kóczy, 2017) Vegyük a Γ5 ötszemélyes játékot
a 6.3(a) ábrán látható paraméterekkel. A 6.3(b)�(d) ábrákon látható folya-
mok különböz® koalíció struktúrákra mutatják az optimális folyamokat. Az
alábbiakban három koalíció-struktúrát vizsgálunk.
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(a) A Γ5 hálózat paraméterei (b) A Γ5 egy összeolvadással

(c) A Γ5 két összeolvadással

1

2

3

4

5

5 (5)

6.67 (10)

6.67 (7)

1.67 (5)

11.67 (20)

3.33 (5)

8.33 (10)

3.33 (5)

1.67 (5)

5 (5)

5 (5)

(d) A Γ5 három összeolvadással

6.3. ábra. A Γ5 játékhoz tartozó hálózat egy-, két-, illetve három összeolva-
dással. Az éleken, illetve csomópontokon szerepl® (zárójelben szerepl®) szá-
mok az aktuális áramlási értékeket (áramlási kapacitást), illetve az aktuális
(maximális) termelt, illetve fogyasztott energiamennyiséget jelentik.

A P0 = {{1,2}, {3} , {4} , {5}} partíció � A p1 +p2 = 0, p3 = 0, p4 = 0, p5 =
= 0 feltételekkel számolt folyamok a 6.3(b) ábrán láthatók. A továbbiakban
ezt tekintjük a referenciapontnak, ahol a 3, 4 és 5 játékosok még szinglik. Így
V ({1,2},P0) = 13,75, míg V ({3} ,P0) = V ({4} ,P0) = V ({5} ,P0) = 0, ahol
a {1,2} koalíció értéke a termelt és fogyasztott energia összege, azaz 6,875+
+6,875 = 13,75.

A P1 = {{1,2}, {3,4}, {5}} partíció � A p1 + p2 = 0, p3 + p4 + p5 = 0 fel-
tételekkel számolt folyamok a 6.3(d) ábrán láthatók. Így V ({1,2},P2) = 10,
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V ({3,4},P1) = 10 és ({5} ,P1) = 0. Meg�gyelhet®k a koalíció alakítás negatív
externáliái : a {1,2} koalíció ki�zetése csökkent. Mint látható, itt a hálózat
�vízszintesen� kiegyensúlyozott : csak függ®leges irányú folyamokat látunk.

A P2 = {{1,2}, {3,4,5}} partíció � A p1 +p2 = 0, p3 +p4 = 0, p5 = 0 felté-
telekkel számolt folyamok a 6.3(c) ábrán láthatók. Így V ({1,2},P2) = 13,33
és V ({3,4,5},P2) = 23,33, azaz az {1,2} koalíció ki�zetése n®tt! Ez tehát egy
példa arra, hogy a koalíció-alakítás externáliái lehetnek pozitívak is.

A teljes partíciós függvény megtekinthet® a 6.A függelékben.

Stabil mérlegkörök

Különösen érdekesek azok az esetek, amikor a hálózat szerepl®i olyan mérleg-
körökre kerülnek felosztásra, hogy semelyik játékos sem szeretné a mérlegkö-
röket átrendezni. A kooperatív modellben az ilyen ki�zetés-kon�gurációkat
a játék magja gy¶jti.

6.4. ábra. A Γ5 játék magjának vetülete az x3 = x4 = x5 = 0 síkra. A re-
kurzív magok egybeesnek, tartalmazzák az ω-magot, az α-mag pedig mindet
tartalmazza.

A mag meghatározásához kiszámítjuk az elhajló koalíciók ki�zetését. A
ki�zetés függ a koalíciók várakozásaitól : míg az α-mag négydimenziós, az ω-
mag csak kett® és kicsi az α-magnak erre a síkra való vetületéhez képest is.
Az optimizmus és pesszimizmus közti különbség elvész, ha az egyszer¶ rekur-
zív magot alkalmazzuk, ugyanis az optimista és pesszimista mag egybeesik.
Kétdimenziós vetületük a 6.4 ábrán látható. A mag kiszámítását a 6.2.2
függelékben részletezzük.

Szembeötl® a magon belüli ki�zetések változékonysága. Ennek magyará-
zata az lehet, hogy a ki�zetéseket a generátorok és fogyasztók összefogása
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eredményezi és a szállítási korlátok miatt az egyes termel®k, illetve fogyasztók
nehezen, vagy egyáltalán nem helyettesíthet®k egymással. Ez azt is jelenti,
hogy a mérlegkörök rendszere várhatóan akkor is stabil marad, ha esetleg a
szabályozó beleszólna a többletnek a termel®k és a fogyasztók közötti elosz-
tásába.

Mivel a játék kohéziós, azt várnánk, hogy a mag mindig nemüres. Sajnos
ez nem teljesül, a Γ6 játék magja üres.

6.2.3. A modell korlátai és ezek feloldása

A felírt �zikai-játékelméleti modell rávilágít az elektromos hálózatok néhány
érdekes, meglep® tulajdonságára, melyek gyakorlati jelent®ség¶ek a villa-
mos hálózatok m¶ködtetése, fejlesztése szempontjából. Természetesen tar-
talmaz bizonyos egyszer¶sítéseket, amelyeket összetettebb modellek segít-
ségével részben kezelhetünk. Az els® ilyen feltételezés, hogy a fogyasztók
és generátorok optimális fogyasztása, illetve termelése adott. A valóságban
ez nagymértékben változik napszaktól, évszaktól függ®en, de a mérlegkörök
hosszú távra alakulnak. Létrejöttüket ugyanakkor olyan szerz®désekkel kell
szabályozni, melyek kitérnek a hálózat különböz® állapotaira és rögzítik az
ezekre az állapotokra érvényes elosztási szabályokat. A második egy hasonló
probléma, de míg a kereslet változékonysága bizonyos mértékig tervezhet®,
egy esetleges üzemzavar értelemszer¶en nem. Lehet®ség van a hálózat biz-
tonságos tervezésére, vagy megfelel® tartalékokkal való üzemeltetésére, de
minden esetre gondolni kell a mérlegkörök alakításakor. Az ilyen széls®séges
helyzeteket kezelhetjük kockázati mértékekkel (Csóka, Herings, és Kóczy,
2007), vagy a bizonytalanságnak a játékon belüli kezelésével (Habis és He-
rings, 2011).

Az egyszer¶ rekurzív mag számítása egy komplex, id®igényes feladat, így
a hat-hétszemélyesnél nagyobb játékok elemzése ebben a formában nehézsé-
gekbe ütközik. Ilyenkor megoldást jelenthet bizonyos csomópontok összevo-
nása egyetlen játékossá. Gyakori, hogy egy-egy nagyobb energiaforgalmazó
több generátorral is rendelkezik, nyilvánvaló, hogy ezek közösen optimali-
zálnak. Mivel a számítási szempontból az LP probléma megoldása sokkal
könnyebb, a nagy hálózaton, de kevés játékossal modellezett helyzet már
kezelhet®nek t¶nik.

Végül maga a hálózat is változhat stratégiai megfontolásból. A piaci sze-
repl®k építhetnek új vezetéket, és esetleg megengedhetjük azt is, hogy egyes
vezetékeket használaton kívül helyezzenek. A 3.3.2 szakaszban ismertetett
hálózati függvény alakú játékok segítségével ez a probléma is modellezhet®.

6.3. Párosítás externáliákkal

A házassági problémára, melyben a fér�ak a n®ket, a n®k a fér�akat rang-
sorolják, és mindenki a lehet® legjobb partnert szeretné, Gale és Shapley
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(1962) igazolta a stabil párosítások létezését: egy párosítás stabil, ha min-
den fér� és n® az elérhet® legjobb partnerrel alkot párt, s így nincs olyan
fér� és n®, akik inkább egymást választanák. A leírt késleltetett elfogadá-
si algoritmust széles körben használják a gyakorlatban is (Roth, 2008) és a
párosításelmélet a játékelmélet alkalmazásából önálló területté n®tte ki ma-
gát (Roth és Sotomayor, 1990, 1992; Manlove, 2013). Az alkalmazásokban
fér�ak és n®k helyett például hallgatókat és egyetemeket, vagy munkaadó-
kat és munkavállalókat párosítunk, s az ilyen alkalmazásokban el®fordulhat,
hogy valamelyik fél preferenciái függenek a többi kialakult pártól. Például
egy közepes Forma 1-es csapat számára fontos a jó versenyz® megszerzése,
de a leigazolás költsége is. Hogy a kett® közötti átváltásból mi lesz a végs®
preferenciasorrend, az függ a többi, hasonlóan er®s csapat versenyz®it®l is.
Valójában szinte ugyanez igaz a versenyszférára is, ahol egy vállalat pro�ta-
bilitása a saját alkalmazottain túl a versenytársak által összehozott csapaton
is múlik (Sasaki és Toda, 1996).

Ha externáliákkal is számolni kell, sokkal nehezebb megállapítani, hogy
mely párok blokkolhatják az adott párosítást. A hagyományos kooperatív
játékokhoz hasonlóan egy elhajlás értéke a maradékjátéktól, jelen esetben a
maradékjátékban kialakuló párosítástól függ. Ha a blokkoló pár várakozásai
pesszimisták, létezik stabil � tulajdonképpen α-stabil � párosítás (Sasa-
ki és Toda, 1996), míg optimista várakozások esetén ez nem garantált. Li
(1993) a rekurzív maghoz hasonló racionális várakozásokat vizsgál, melye-
ket endogén módon a maradékjáték megoldása révén határozunk meg, de
sajnos a konklúziója hasonló. Bár a párosításelméletben általában ordinális
preferenciákkal dolgozunk, Li (1993) jégtáncosai kardinális preferenciákkal
rendelkeznek, s ezzel lényegében egy diszkrét partíciós függvény alakú játé-
kot vizsgál. A játék rekurzív magja történetesen egybeesik a Li (1993) által
talált egyensúllyal.

Fontos megjegyezni, hogy míg a (koalíció-struktúrás) mag egybeesik a
stabil párosítások halmazával, externáliás játékokban az egybeesés már nem
teljesül. Ennek oka, hogy a magban tetsz®leges koalíciók elhajlását vizsgál-
juk, míg a stabil párosítások vizsgálatakor csak párok blokkolhatnak.

6.4. Szabadkereskedelmi zónák és vámuniók

Szabadkereskedelmi zónákat, és vámuniókat azért hoznak létre, hogy az or-
szágcsoport tagjai között csökkentsék, vagy megszüntessék a kereskedelmi
korlátokat, legyen szó vámokról, vagy akár szabványokról. A tagországok
gyakran összehangolják a harmadik országokkal szembeni kereskedelmi poli-
tikájukat. Az országok akár több ilyen (nem átfed®) zónát is létrehozhatnak.
Yi (1996) a partíció változásainak az egyes országok ki�zetéseire gyakorolt
hatását vizsgálva az alábbiakat állapította meg:

I. A koalíció-alakítás negatív externáliákkal jár (Yi, 1996, 6. állítás).
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II. Ugyanazon partícióban a nagyobb beágyazott koalíció tagjainak ki�-
zetése nagyobb (Yi, 1996, 7. állítás).

III. Egy összeolvadás a kisebb zóna tagjai számára nyereséges (Yi, 1996, 8.
állítás).

IV. Egy ország számára nyereséges átlépni egy nagyobb méret¶ zónába
(Yi, 1996, 8. állítás).

Ezek az eredmények meger®sítik a dominó e�ektust (Baldwin, 1993), mely
szerint az integráció egy önmeger®sít® folyamat: minél nagyobbra n® egy
domináns vámunió, annál vonzóbb is lesz. Morelli és Penelle (1997) szerint
ennek köszönhet® az Európai Unió fokozatos b®vülése.

Természetesen az externáliák mindkét irányban m¶ködnek, ezért Morelli
és Penelle (1997) egy olyan távollátó modellel (Kóczy, 2010b) elemzi az euró-
pai integrációs folyamatot, melyben a nem-tagok azért alakítanak koalíciót
(ez az EFTA - az Európai Szabadkereskedelmi Egyezmény), hogy ezzel csök-
kentsék az Unió ki�zetését, vonzóbbá tegyék belépésüket. Mindenesetre tény,
hogy az EFTA tagok 1995-ös belépése sikernek nevezhet®, míg a külön-külön
belép® volt KGST tagok csatlakozása ellentmondásos.

6.A. Az ötszemélyes hálózat megoldása

Míg a rekurzív mag kiszámítása általában nehéz probléma, 6 játékos esetén
pedig a komplexitása egy asztali számítógép számára is kihívás, ebben az
esetben kivételesen egyszer¶.

Mindenek el®tt vegyük észre, hogy a játék szuperadditív: két koalíció
összeolvadása esetén n® az érintett játékosok összki�zetése. A szuperadditi-
vitás megkönnyíti a rekurzív mag kiszámítását. Például elegend® koalíciók
elhajlását vizsgálni, mivel partícióik sem érhetnek el többet � tehát tulaj-
donképpen az egyszer¶ rekurzív magot számoljuk. Más okból, de csak azok a
koalíciók érdekesek, melyek tartalmaznak legalább egy generátort és legalább
egy fogyasztót � így a szinglikkel nem kell foglalkozni. A négyszemélyes ko-
alíciók esete azért egyszer¶, mert a maradék játékos partíciója triviális. A
háromszemélyes koalíciók várakozásait is egyszer¶, bár nem triviális tisztáz-
ni : a megmaradt játékosok a szuperadditivitás miatt koalíciót alkotnak, ha
egyikük generátor, a másik fogyasztó. Ellenkez® esetben teljesen mindegy,
hogy melyik partíciót alkotják, ki�zetésük mindenképpen nulla, és a hálóza-
tot egyik esetben sem terhelik.

Az az eset a legérdekesebb, amikor az elhajló koalíció egy pár. A maradék
három játékos összesen ötféle partíciót alkothat. A már említett szuperaddi-
tivitás miatt az esetlegesen nemüres mag mindig a nagykoalíciót támogatja.
A mag nemürességét a kiegyensúlyozottság ellen®rzésével igazolhatjuk.
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P V P V
1,2,3,4,5 40 1,4 + 2,3,5 10 , 23.33

1,2,3,4 + 5 20 , 0 1,4 + 2,3 + 5 10 , 10 , 0

1,2,3,5 + 4 34 , 0 1,5 + 2,3,4 20 , 20

1,2,3 + 4,5 14 , 0 1 + 2,3,4,5 0 , 28.8

1,2,3 + 4 + 5 14 , 0 , 0 1 + 2,3,4 + 5 0 , 19 , 0

1,2,4,5 + 3 20 , 0 1,5 + 2,3 + 4 19.71 , 14 , 0

1,2,4 + 3,5 20 , 20 1 + 2,3,5 + 4 0 , 25.71 , 0

1,2,4 + 3 + 5 17.5 , 0 , 0 1 + 2,3 + 4,5 0 , 14 , 0

1,2,5 + 3,4 20 , 10 1 + 2,3 + 4 + 5 0 , 14 , 0 , 0

1,2 + 3,4,5 13.33 , 23.33 1,4,5 + 2 + 3 20 , 0 , 0

1,2 + 3,4 + 5 10 , 10 , 0 1,4 + 2,5 + 3 10 , 0 , 0

1,2,5 + 3 + 4 20 , 0 , 0 1,4 + 2 + 3,5 10 , 0 , 18.57

1,2 + 3,5 + 4 14 , 17.71 , 0 1,4 + 2 + 3 + 5 10 , 0 , 0 , 0

1,2 + 3 + 4,5 13.75 , 0 , 0 1,5 + 2,4 + 3 15.7143 , 0 , 0

1,2 + 3 + 4 + 5 13.75 , 0 , 0 , 0 1 + 2,4,5 + 3 0 , 0 , 0

1,3,4,5 + 2 30 , 0 1 + 2,4 + 3,5 0 , 0 , 15.71

1,3,4 + 2,5 10 , 0 1 + 2,4 + 3 + 5 0 , 0 , 0 , 0

1,3,4 + 2 + 5 10 , 0 , 0 1,5 + 2 + 3,4 17.14 , 0 , 10

1,3,5 + 2,4 20 , 0 1 + 2,5 + 3,4 0 , 0 , 10

1,3 + 2,4,5 0 , 0 1 + 2 + 3,4,5 0 , 0 , 24.29

1,3 + 2,4 + 5 0 , 0 , 0 1 + 2 + 3,4 + 5 0 , 0 , 10 , 0

1,3,5 + 2 + 4 20 , 0 , 0 1,5 + 2 + 3 + 4 15.71 , 0 , 0 , 0

1,3 + 2,5 + 4 0 , 0 , 0 1 + 2,5 + 3 + 4 0 , 0 , 0 , 0

1,3 + 2 + 4,5 0 , 0 , 0 1 + 2 + 3,5 + 4 0 , 0 , 15.71 , 0

1,3 + 2 + 4 + 5 0 , 0 , 0 , 0 1 + 2 + 3 + 4,5 0 , 0 , 0 , 0

1,4,5 + 2,3 20 , 14 1 + 2 + 3 + 4 + 5 0 , 0 , 0 , 0 , 0

6.1. táblázat. A 6.3 példa partíciós függvénye

Ezzel tulajdonképpen minden esetet megvizsgáltunk: a koalíciós elhajlá-
sok egy karakterisztikus függvényt alkotnak, melyet a 6.2 tábla foglal össze.
Ennek segítségével a mag könnyen kiszámítható.

Az egyenl®tlenség-rendszer egyszer¶sítése után azt kapjuk, hogy a mag
az alábbi pontok halmaza: Az x3=x4=x5=0 síkra való vetülete egy sokszög,
melynek csúcsai (4; 10), (6,67; 10), (10,67; 3,33), (11,2; 3,33), (11,2; 5,47),
miközben x3 = x1, x4 = 20−x1−x2 és x5 = 40−x1−x2−x3−x4.
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S v(S) S v(S)

∅ 0 {1,2,3,4,5} 40
{1} 0 {2,3,4,5} 28,8
{2} 0 {1,3,4,5} 30
{3} 0 {1,2,4,5} 20
{4} 0 {1,2,3,5} 34
{5} 0 {1,2,3,4} 20
{1,2} 13,33 {3,4,5} 23,33
{1,3} 0 {2,4,5} 0
{1,4} 10 {2,3,5} 23,33
{1,5} 20 {2,3,4} 20
{2,3} 14 {1,4,5} 20
{2,4} 0 {1,3,5} 20
{2,5} 0 {1,3,4} 10
{3,4} 10 {1,2,5} 20
{3,5} 20 {1,2,4} 20
{4,5} 0 {1,2,3} 14

6.2. táblázat. A Γ5 játék elhajlásainak értéke, mint karakterisztikus függvény
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7. fejezet

Hatalmi indexek

7.1. Szavazási játékok

Ebben a fejezetben rátérünk a szavazási helyzetek vizsgálatára. Egy szavazási
helyzet áll egyrészt magukból a szavazókból, azaz a játékosokból és a sza-
vazás szabályaiból, amik meghatározzák, hogy melyik koalíció döntésképes.
A legegyszer¶bb példa az egyszer¶ többségi szavazás ahol a szabály szerint
akkor kerül elfogadásra egy javaslat, ha a szavazók többsége támogatja. Egy
részvénytársaság közgy¶lésén a szavazatok már nem érnek ugyanannyit, hi-
szen egy nagyobb részvényes szavazata a részvényei számával arányos súllyal
szerepel. Az Európai Unió Tanácsában használt súlyozott többségi szavazás
eredményességéhez több többségi feltétel együttes fennállása szükséges. Elvi-
leg akár azt is megengedjük, hogy a játékszabály tételesen felsorolja a nyer®
koalíciókat.

Ez tehát egy szavazási helyzet. Ha egy egypártrendszerhez hasonlóan,
egyetlen parlamenti párt birtokolja az összes szavazatot, akkor minden ha-
talom az övé. Ha a párt a szavazatok 70%-ával rendelkezik, egyszer¶ több-
ség mellett ez is teljes hatalmat biztosít. Egy részvénytársaság közgy¶lésén
egy 40%-os részvénycsomagot birtokló tulajdonos már képes a döntéseket
irányítani, gyakorlatilag a hatalom nagy része a kezében összpontosul. Mit
mondhatunk általában?

A hatalom a priori mértékei az egyes játékosok hatalomhoz való hozzájá-
rulását vizsgálják. Bár az ilyen mértékek irodalmának vannak statisztikai és
jogi gyökerei is, a modern irodalom els®sorban a játékelmélethez kapcsolódik,
hiszen a szavazási helyzetek kit¶n®en modellezhet®k kooperatív játékokkal.
Az alábbiakban bevezetjük a szavazási játékokat, majd ismertetjük a fonto-
sabb hatalmi mértékeket, illetve hatalmi indexeket.

Egy szavazási helyzet felírható egy (N,W) párként, ahol N a szavazók,
W ⊂ 2N pedig a nyer® koalíciók halmaza. A szavazási helyzetekkel kapcso-
latban általában feltételezzük, hogy

I. ∅ /∈W,

89
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II. N ∈W,

III. ha C ⊂D és C ∈W, akkor D ∈W, végül

IV. ha C ∈W és D ∈W, akkor C∩D 6= ∅.

Az els® két feltétel két természetes, általánosan elfogadható feltételt rögzít :
ne kerüljön elfogadásra egy olyan javaslat, amire senki sem szavaz, illetve az
a javaslat biztosan elfogadásra kerül, amit játékosok egyhangúlag elfogad-
hatónak ítélnek. A harmadik egy monotonitási feltétel : egy nyer® koalíció
nyer® marad, ha újabb szavazók támogatják a javaslatot. Végül azt mond-
juk hogy a szavazási helyzet rendes, ha az utolsó feltétel is teljesül. Ebben
az esetben kizárjuk a párhuzamos, elvben akár egymásnak homlokegyenest
ellentmondó döntéseket. Rendes szavazási helyzetekben csak akkor születhet
egy korábbival ellentétes határozat, ha legalább egy játékosnak megváltozik
a véleménye.

Egy szavazási helyzet természetesen de�niál egy (N, v) egyszer¶ játékot:

v(S) =

{
1, ha S ∈W
0 egyébként.

(7.1)

Megfordítva:
W(v) = {S | v(S) = 1} . (7.2)

Egy súlyozott szavazási játék leírható egy [q;w1, . . . , wn] vektorral, ahol
wi ∈ N az i játékos súlya és q > 1

2

∑n
i=1wi a szavazási kvóta. A kvóta tes-

tesíti meg a szavazás szabályait : ha egy koalíció C összsúlya meghaladja a
kvótát, azaz ha

∑
i∈C wi≥ q, akkor C ∈W nyer®. Nem minden szavazási já-

ték írható fel súlyozott szavazási játékként (Taylor és Zwicker, 1992; Elkind
et al, 2008), csak ha a játék kereskedés-robosztus, vagy invariáns-kereskedés-
robosztus (Freixas és Molinero, 2009). Jelölje Γ̂ a súlyozott szavazási játékok
halmazát, Γ̂0 a súlyozott szavazási játékok halmaza kiterjesztését a triviális
nullajátékkal, melybenW=∅. A nullajáték szigorú értelemben nem szavazási
játék.

A szavazási hatalom kétféleképpen is értelmezhet® (Felsenthal és Macho-
ver, 1998, 2004). Ha a szavazás célja a politika befolyásolása, azaz maga a
döntés, befolyási hatalomról (in�uence power), azaz I-hatalomról beszélünk.
Az I-hatalmat akkor vizsgáljuk, ha egyazon szavazó befolyását különböz®
szavazási helyzetekben kívánjuk összehasonlítani, mindezt anélkül, hogy a
többi szavazóval foglalkoznánk. Ha maga a hatalom a cél, amin a többi sza-
vazóval lehet, vagy kell osztozkodni, akkor a P-hatalmat (power as prize)
vizsgáljuk. Az I-hatalom szerencsésebb megközelítés, ha például szigorítani
szeretnénk az uniós tagországok gazdálkodására való szabályokat, hiszen itt
egy elv megvalósítása a cél. Ugyanakkor a P-hatalom találóbb, ha a cél az
uniós büdzséb®l egy minél nagyobb szelet megszerzése.
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Amikor az egyes játékosok hatalmát vizsgáljuk, valójában arra vagyunk
kiváncsiak, hogy képesek-e megváltoztatni bizonyos döntéseket. Ha ugyanis
egy játékos a �mérleg nyelve,� szavazatáért cserébe beleszólhat az elfogadott
határozatba. Minél gyakrabban kerül egy játékos ilyen helyzetbe, annál ked-
vez®bb számára a szavazási helyzet. Azt mondjuk, hogy az i játékos kritikus
a C ∈ W nyer® koalíció számára, ha C \{i} /∈ W. Jelölje kC(W) a C koa-
líció nyer® játékosainak számát. Általában nem zavaró, ha elhagyjuk a W
halmazra való hivatkozást és csak kC-t használunk.

Különösen érdekesek azok a C nyer® koalíciók melyeknek egyik részhal-
maza sem nyer®, azaz ha D(C, akkor D 6∈W. Ezeket legkisebb nyer® koalí-
ciónak hívjuk; halmazukat jelöljeM. Ha C ∈M, akkor kC = |C|. Az olyan
nyer® koalíciót, ami nem legkisebb, többletkoalíciónak nevezzük. Ha több kü-
lönböz® játékot vizsgálunk,M(v) jelöli az (N, v) játékhoz tartozó legkisebb
nyer® koalíciók halmazát.

Egy hatalmi mérték egy φ : Γ→R+
N leképezés, ahol φi(v) az i játékos

hatalmi mértéke. Ha φ(N)=1, akkor φ egy hatalmi index. A hatalmi indexek
nagyon hasonlóak az értékekhez, hiszen az értékek is a nagykoalíció ki�zetését
osztják szét a játékosok között. A hasonlóság nem teljesen véletlen, az egyik
els® hatalmi index éppen a Shapley-érték alkalmazása egyszer¶ játékokra,
mely Shapley-Shubik-index néven ismert (Shapley és Shubik, 1954), jelölése
Φ.

Legyen ηi(v) azon koalíciók halmaza, amire az i játékos kritikus az (N, v)
játékban. Banzhaf (1965) de�niálta a Bz Banzhaf-mértéket (bár informálisan
már ezt használta Penrose (1946) is.) :

Bzi(v) =
ηi(v)

2n−1
(7.3)

Ennek normalizált változata a Banzhaf-index (vagy Banzhaf-Coleman index,
Coleman, 1971), melynek jelölése β.

βi(v) =
ηi(v)∑n
j=1 ηj(v)

. (7.4)

Ha egy problémára több megoldásunk van, az majdnem akkora probléma,
mintha egy sem lenne. Melyik az �igazi� ? A dilemma feloldásában a külön-
böz® mértékek karakterizációja segít. A Shapley-Shubik-index és a Banzhaf-
mérték karakterizációja nagyon hasonló. Az axiómák közül a Nullajátékos
Tulajdonságot, az Anonimitást és a Hatékonyságot már a 2.3.3 szakaszban
bevezettük � ezeket változatlan formában használjuk itt is. Az ugyanott le-
írt Linearitás már problémásabb, hiszen két szavazási játék összege nem egy
szavazási játék. Helyette Dubey (1975) a Transzfer Axiómát javasolja, melyet
a Laruelle és Valenciano (2001) által használt intuitív formában közlünk.
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7.1. Axióma (Transzfer). Bármely (N, v) és (N,w) játékokra, S ∈M(v)∩
∩M(w) nyer® koalícióra és i játékosra

φi(v)−φi(v\S) = φi(w)−φi(w\S). (7.5)

ahol v\S az a karakterisztikus függvény melyre W(v\S) =W(v)\{S}.

Az axióma szerint egy S koalíció törlése a nyer® koalíciók közül ugyanúgy
befolyásolja a játékosok értékét minden olyan játékban, ahol S egy legkisebb
nyer® koalíció.

7.2. Axióma (Banzhaf-Hatékonyság).

∑
i∈N

φi(v) =
1

2|N |

n∑
1

∑
S3i,S⊆N

(v(S)−v(S \{i})). (7.6)

7.1.1. Tétel. Pontosan egy olyan mérték létezik, ami teljesíti a Nullajátékos
Tulajdonságot, az Anonimitás, Transzfer és Hatékonyság Axiómákat és ez a
Shapley-Shubik-index Φ.

7.1.2. Tétel. (Laruelle és Valenciano, 2001) Pontosan egy olyan mérték
létezik, ami teljesíti a Nullajátékos Tulajdonságot, az Anonimitás, Transzfer
és Banzhaf-Hatékonyság Axiómákat és ez a Banzhaf-mérték Bz.

A Banzhaf-mértéknek további axiomatizációi is ismertek, ahol a nem túl
elegáns Banzhaf-Hatékonyság helyett valamilyen más axióma szerepel (Leh-
rer, 1988).

Félértéknek nevezzük azokat a hatalmi mértékeket, melyek teljesítik a
Transzfer, Anonimitás és Nullajáték Axiómákat (Dubey et al, 1981). Mivel a
Shapley-Shubik-index és a Banzhaf-érték teljesítik ezeket, ezért részértékek.

Fontos megemlítenünk a Banzhaf indexnek azokat az alternatíváit, me-
lyek csak a legkisebb nyer® koalíciók kritikus játékosait veszik �gyelembe.
Sajnos a Deegan-Packel (Deegan és Packel, 1978) és a közjó index (Holler
és Packel, 1983) nem teljesítik a Transzfer Axiómát még normalizálatlan
formában sem, ezért ezek nem részértékek.

A fogalmak bevezetése után rátérünk a hatalmi indexekkel kapcsolatos
elméleti eredményekre.

7.2. Legkisebb nyer® koalíciók

Az el®z® szakaszban ismertettük a fontosabb hatalmi indexeket, el®ször ezek
kiszámítására térünk ki. Mind a Shapley-Shubik és a Banzhaf-Penrose mér-
tékek kifejezhet®k a játékosok határhozzájárulásainak súlyozott átlagaként,
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ahol a súlyok a mértékekre jellemz® értékek, a játéktól nem függenek:

Φi(v) =
∑

S⊆N :i∈S

(s−1)! (n−s)!
n!

(v(S)−v(S \ i)), (7.7)

Bzi(v) =
∑

S⊆N :i∈S

1

2n−1
(v(S)−v(S \ i)). (7.8)

Ez általában is igaz az úgynevezett félértékekre, a Deegan-Packel (Deegan
és Packel, 1978) és a közjó indexek (Holler és Packel, 1983) viszont fontos
kivételek.

A karakterisztikus függvény alakú játékokban Harsanyi (1963) a játéko-
sok bármely részhalmaza által játszott alkurészjátékok halmazát vizsgálta.
Az úgynevezett Harsányi-osztalék a játék egyfajta diszkrét di�erenciáltja
ami az együttm¶ködés tiszta hozzájárulását fejezi ki (Billot és Thisse, 2005)
és lehet®séget ad a játéknak egy teljesen másfajta megadására, amit Möbius-
transzformációnak nevezünk (Grabisch et al, 2000).

Egy szavazási helyzet megadhatunk a nyer® koalíciók halmazával. Ennél
gyakoribb, hogy nem adjuk meg az összes koalíciót, hanem csak a szavazás
szabályait, illetve, hogy melyek azok a minimumkövetelmények, amit egy
nyer® koalíciónak teljesítenie kell. A hatalmi indexek szokásos számítása-
kor el®ször a minimumkövetelmények alapján legeneráljuk a teljes egyszer¶
játékot, majd ebb®l számoljuk ki a megfelel® értékeket. Tekintve, hogy a
minimumkövetelmények már önmagukban tartalmazzák a szavazási játékkal
kapcsolatos összes információt, vajon nem hagyható-e el a közbüls® lépés. Az
egyszer¶sítés akár jelent®s számítási id®-megtakarítást is jelenthet.

7.2.1. A Möbius transzformáció és az osztalékok

Harsanyi (1963) a karakterisztikus függvény alakú játékok egy új, ekvive-
lens reprezentációját vezette be. Ennek a megközelítésnek az az alapja, hogy
a v(S) koalíciós ki�zetés valójában három alkotórészb®l áll : ez els® a koa-
líció tagjainak saját, szingli értéke, a második a játékosok részkoalícióinak
megalakítása során, az együttm¶ködéssel létrehozott érték, végül maga az S
koalíció alakítása során létrehozott érték. A legutóbbit nevezzük az S koalí-
ció (Harsányi) osztalékának. A formula megfordításával az alábbi de�níciót
kapjuk.

7.2.1. De�níció. Az (N, v) karakterisztikus függvény alakú játélban a C
koalíció ∆v(C) osztalékát az alábbi rekurzív de�nícióval adjuk meg:

∆v(∅) = 0,

∆v(C) = v(C)−
∑
S(C

∆v(S) ha t≥ 1. (7.9)
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Ebb®l ∆v(C) megadható zárt alakban is:

∆v(C) =
∑
S⊆C

(−1)|C|−|S|v(S), ∀C ∈ 2N . (7.10)

Egy szingli osztaléka a játékos, mint koalíció v({i}) ki�zetése; egy {i, j}
páros osztaléka v({i, j})− [v(i) +v(j)]. Könnyen azt hiheti az ember, hogy
a T = {i, j, k} koalíció osztaléka is a koalíció ki�zetése ez egyéni értékek
nélkül, azonban itt �gyelembe kell már venni a párok által elért többletet.
Billot és Thisse (2005) megfogalmazása szerint ∆v(C) a tiszta hozzájárulás
C koalícióban való együttm¶ködéshez, hiszen ez a C-n belüli együttm¶kö-
déshez való hozzájárulás tekintet nélkül a C el®tt alakuló koalíciók értéke-
ire. Ezt az értelmezést, illetve magát a T 7→ ∆v(T ) leképezést a v Möbius-
transzformációjaként ismerjük (Rota, 1964). Ez a leképezés bijektív és így a
∆v függvényb®l kinyerhet® a v karakterisztikus függvény:

v(C) =
∑
S⊆C

∆v(S)

=
∑
S∈2N

∆v(S)uS(C), (7.11)

ahol uS az S halmazra vonatkozó egyetértési játék. A kifejezés folyománya,
hogy bármely (szavazási) játék felírható egyetértési játékok lineáris kombi-
nációjaként. Az egyetértési játékok családja a kooperatív játékok terének
bázisát adja, s a koordináták a játékok osztalékai.

Legyen tehát
∑

S∈2N ∆v(S)uS a v játék (egyértelm¶) kifejezése egyet-
értési játékok lineáris kombinációjaként. Ezt felhasználva a Shapley-Shubik-
index és a Banzhaf-mérték kiszámítása tulajdonképpen igen egyszer¶. Az
egyetértési játékok esete egyszer¶:

Φi(uS) = βi(uS) =

{
1
|S| , ha i ∈ S,
0, egyébként,

(7.12)

Bzi(uS) =

{
21−|S|, ha i ∈ S,
0, egyébként.

(7.13)

Mivel mind a Shapley-Shubik index, mind a Banzhaf-mérték félérték, a
Tranzitivitás Axióma szerint felírhatók az osztalékok függvényében.

7.2.1. Állítás. (Owen, 1986) Az (N, v) szavazási játékra és bármely i ∈N
játékosra

Φi(v) =
∑

S⊆N :i∈S

∆v(S)

|S|
, (7.14)

Bzi(v) =
∑

S⊆N :i∈S
21−|S|∆v(S). (7.15)
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7.2.2. Alternatív kifejezések

Egy szavazási játék v karakterisztikus függvénye csak a 0 és 1 értékeket veheti
fel attól függ®en, hogy a koalíció nyer®, vagy vesztes. A kapcsolódó osztalékok
ugyanakkor már más egész értékeket is felvehetnek. Hogyan értelmezzük a
szavazási játék osztalékait? Kezdetnek nézzük egy egyetértési játék Möbius-
transzformációját! Bármely nemüres C koalícióra

∆uC (S) =

{
1 ha S = C,

0 egyébként.
(7.16)

Most nézzünk egy v = uC +uC′−uC∪C′ szavazási játékot, ahol C és C ′ leg-
kisebb nyer® koalíciók!

∆v(S) =


1 ha S = C vagy C ′,

−1 ha S = C∪C ′,
0 egyébként.

Érdekes, hogy a C∪C ′ koalíció osztaléka a C és C ′ koalíciók osztalékának
ellentettje, amit a két (legkisebb) nyer® koalíciónak az uniójukra való kett®s
hatás magyaráz. Ezt a kett®s hatást kell a C∪C ′ koalíciónak ellensúlyoznia,
hiszen ennek a koalíciónak pontosan ugyanakkora a játékra gyakorolt hatása
mint a C, vagy C ′ koalícióknak: nyer®, de nem �nyer®bb� náluk.

Ahogy elmondhatjuk, hogy a v osztalékai betekintést adnak az egyes koa-
lícióknak az együttm¶ködéshez való hozzájárulásába, mindez különösen igaz
a legkisebb nyer® koalíciókra. Ennek megfelel®en, ahogy a Shapley-Shubik-
index és a Banzhaf-mérték kiszámítását a nyer® koalíciók alapján végezzük,
ez a legkisebb nyer® koalíciók alapján is lehetséges. Az alábbiakban ilyen
kifejezéseket javasolunk.

7.2.2. Állítás. (Lange és Kóczy, 2012) A v szavazási játékra

v =
∑

S⊆M(v):S6=∅

(−1)|S|−1uŜ . (7.17)

Bizonyítás. Legyen C egy tetsz®leges koalíció és C = {M ∈M(v) : M ⊆ C}
azok a legkisebb nyer® koalíciók, melyek C részhalmazai. Természetesen C 6=∅
csak akkor teljesülhet, ha C ∈W(v). Ezen kívül, bármely a legkisebb nyer®
koalíciók bármely N ⊆M(v) részhalmazára uN̂ (C) = 1 akkor és csak akkor,
ha N̂ ⊆ C, azaz, ha C tartalmazza N minden koalícióját. Mivel C elemei
mind legkisebb nyer®k, C tartalmazza N minden elemét, azaz N ⊆C. Így, ha
C nyer®
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96 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

∑
N⊆M(v):N 6=∅

(−1)|N |−1uN̂ (C) =
∑

N⊆C:N 6=∅

(−1)|N |−1uN̂ (C) (7.18)

=
∑

N⊆C:N 6=∅

(−1)|N |−1

= −
∑

N⊆C:N 6=∅

(−1)|N |

= −
∑
N⊆C

(−1)|N |+1

= −
|C|∑
k=0

∑
N⊆C:|N |=k

(−1)k+1

= −
|C|∑
k=0

(
|C|
k

)
(−1)k+1

= −(1−1)|C|+1 = 1 = v(C),

ahol az els® sor utolsó egyenl®tlensége azért igaz, mert |C| 6= 0. Másrészt, ha
C nem nyer®, akkor C üres és az a 7.18 egyenl®ség megfelel® tagja továbbra is
igaz marad, de az összegnek nincsenek tagjai, elt¶nik, ezáltal a 7.17 továbbra
is igaz marad.

A kifejezés újdonságértéke abban rejlik, hogy a v kifejezéséhez kizáró-
lag a legkisebb nyer® koalíciókat használja. Bár a szavazási játékok lineáris
kombinációja nem minden esetben szavazási játék, a fenti állítás szerint bi-
zonyos esetekbne mégis jól alkalmazható. A linearitás segítségével az alábbi
eredményt is beláthatjuk.

7.2.3. Segédtétel. φ : Γ→ Rn akkor és csak akkor félérték, ha az alábbi
ekvivalens feltételek teljesülnek:

I. ∃α1, . . . , αn ∈R, hogy ∀i ∈N φi(v) =
∑

S⊆N :i∈S α|S| (v(S)−v(S \ i)).

II. ∃β1, . . . , βn ∈R, hogy ∀i ∈N φi(v) =
∑

S⊆N :i∈S β|S|∆
v(S).

III. ∃γ1, . . . , γn ∈R, hogy ∀i ∈N φi(v) =
∑
S⊆M(v):i∈Ŝ γ|Ŝ| (−1)|S|−1.

Továbbá

βj = γj =

n−j∑
k=0

(
n−j
k

)
αj+k, ∀j = 1, . . . , n (7.19)

αj =

n−j∑
k=0

(−1)k
(
n−j
k

)
βj+k, ∀j = 1, . . . , n. (7.20)
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7.2. LEGKISEBB NYER� KOALÍCIÓK 97

A 7.12 és a 7.13 tételekb®l, illetve az Φ és Bz mértékek linearitásából
következik az alábbi tétel.

7.2.4. Tétel. Egy (N, v) szavazási játékra és bármely i ∈N játékosra,

Φi(v) =
∑

S⊆M(v):S6=∅

(−1)|S|−1 ·ei(Ŝ)

|Ŝ|
, (7.21)

Bzi(v) =
∑

S⊆M(v):S6=∅

(−1)|S|−1 ·21−|Ŝ| ·ei(Ŝ), (7.22)

ahol e a 2.17 formulával bevezetett tagsági függvény.

A fenti formulában ugyanaz az Ŝ többször is felbukkanhat különböz® S
halmazok esetén. Mindez elkerülhet® a Möbius transzformáció segítségével.
A 7.17 és a 7.11 kifejezésekben az uS játék együtthatójából :

∆v(T ) =
∑

S⊆M(v):Ŝ=T

(−1)|S|−1. (7.23)

JelöljeM= {Ŝ : S ⊆M(v),S 6= ∅} azM(v) halmaznak a lezárását az unió
operátorra nézve. EkkorM(v)⊆M(v)⊆W(v).

Egy (N, v) szavazási játékra:

v =
∑

T∈M(v)

∆v(T )uT . (7.24)

Ez a játéknak egy újabb alakja, mely a mértékek még egyszer¶bb kiszá-
mítását ígéri. Hasonló formulákat adhatunk meg más félértékekre.

7.2.5. Következmény. Egy (N, v) szavazási játékra bármely i∈N játékosra,

Φi(v) =
∑

T∈M(v):i∈T

∆v(T )

|T |
, (7.25)

Bzi(v) =
∑

T∈M(v):i∈T

∆v(T ) ·21−|T |. (7.26)

7.2.3. Példák

Mivel M(v) (W(v) is lehetséges, megközelítésünk egyes esetekben jelet®-
sen egyszer¶sítheti a számításokat. Az alábbiakban példákat mutatunk ilyen
játékokra.

Azokban a játékokban, ahol a játékosok száma nagy, deM(v) kicsi, nyil-
vánvalóan hatékonyabb a legkisebb nyer® koalíciókon alapuló számítás.

7.2.1. Példa. Legyen N egy sokszemélyes szavazási helyzet szavazóinak hal-
maza. Legyen N = {1,2,3,4}∪N ′ Az (N, v) játékban a szavazás szabályai a
következ®k:
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98 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

I. Az 1 vétójátékos, tagsága szükséges feltétele annak, hogy egy koalíció
nyer® legyen.

II. A 2 és 3 tagsága (1 tagsága mellett) elégséges is.

III. A 2 hiányában az összes többi játékos jelenléte szükséges.

A legkisebb nyer® koalíciók könnyen meghatározhatók: S = {1,2,3}, T =N ′∪
∪{1,3} és U = {1,4}∪N ′. A 7.2.4 tétel 7.21 feltételét alkalmazva bármely
i ∈N játékosra

Φi(v) =(−1)0

(
ei(S)

|S|
+
ei(T )

|T |
+
ei(U)

|U |

)
+(−1)1

(
ei(S∪T )

|S∪T |
+
ei(S∪U)

|S∪U |
+
ei(T ∪U)

|T ∪U |

)
+(−1)2 ei(S∪T ∪U)

|S∪T ∪U |

Ebb®l

Φ(v) =

(
1

3
+

2

n−2
− 2

n−1
,
1

3
− 1

n−1
,
1

3
+

1

n−2
− 2

n−1
,

1

n−2
− 1

n−1
,

2

n−2
− 2

n−1
, . . . ,

2

n−2
− 2

n−1

)
,

ami nagy n esetén közel

Φ(v) =

(
1

3
+

2

n2
,
1

3
− 1

n
,
1

3
− 1

n
,

1

n2
,

2

n2
, . . . ,

2

n2

)
. (7.27)

Hasonló módon kapjuk, hogy

Bz(v) =

(
1

4
+23−n,

1

4
−22−n,

1

4
,22−n,23−n, . . . ,23−n

)
. (7.28)

A hagyományos utat járva el®ször meg kellene határoznunk az összes
nyer® koalíció halmazát, ami nagy N esetén már önmagában is egy komoly
feladat.

Ahhoz, hogy a M(v) legkisebb nyer® koalíciók halmaza eltörpüljön a
W(v) összes nyer® koalíció halmazától, nem is kell feltétlenül sokszemélyes
játékokban gondolkodnunk. Másrészt a viszonylag kis |M(v)| ellenére sem
feltétlenül könny¶ az összes részhalmaz uniójának vizsgálata. Ezen nagyban
könnyíthet, ha bizonyos játékosok szimmetrikusak. Például ha egy súlyozott
szavazási játékot tekintünk egy viszonylag magas kvótával, a legkisebb nyer®
koalíciók halmaza kicsi, ugyanakkor ha a különböz® súlyok száma kicsi, a
számítások jelent®sen leegyszer¶södnek, mint ezt a következ® példa is mu-
tatja.
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7.2. LEGKISEBB NYER� KOALÍCIÓK 99

7.2.2. Példa. Vegyünk egy nyolcszemélyes bizottságot, ahol a képviselt szer-
vezetek súlyának megfelel®en a szavazási helyzet a következ® súlyozott szava-
záso játékkal írható fel :

v = [10; 4,4,2,1,1,1,1,1].

Ez a játék 21 legkisebb nyer® koalícióval írható fel, ami több, mint 221 (több,
mint kétmillió) tagot jelent a 7.21 és a 7.22 összegekben. Ugyanakkor, ha
egynek vesszük azokat a koalíciókat, ahol a súlyok (4, 2 és 1) ugyanannyi-
szor fordulnak el®, már csak 11 féle különböz® nyer® koalíció marad: {4,4,2},
{4,4,1,1}, {4,2,1,1,1,1}, {4,4,2,1,1}, {4,4,2,1,1,1,1}, {4,4,1,1,1} , {4,4,1,1,1,1} ,
{4,4,2,1,1,1} , {4,4,2,1,1,1,1,1} , {4,2,1,1,1,1,1} és {4,4,1,1,1,1,1}. A 7.25 és
a 7.26 kifejezésekb®l elemi kombinatorikai átalakításokkal :

Φ(v) =
(2

7
,
2

7
,

5

42
,

13

210
,

13

210
,

13

210
,

13

210
,

13

210

)
,

Bz(v) =
(29

64
,
29

64
,

9

64
,

3

32
,

3

32
,

3

32
,

3

32
,

3

32

)
.

Hasonló szimmetrikus súlyozott játékok gyakran el®fordulnak részvény-
társaságok közgy¶lésén, vagy akár társasházakban.

7.2.4. Diszkusszió

Amióta csak bevezetésre kerültek a hatalmi mértékek, a kutatók folyama-
tosan keresték a hatékony számítási, vagy kifejezési módszereket. Például
Felsenthal és Machover (1996) a Shapley-Shubik-index alternatív megköze-
lítését javasolja. Modelljükben a szavazók véletlen sorrendben, név szerint
szavaznak és az a kulcsjátékos, akinek a szavazata végülis eldönti a szava-
zás eredményét. A 2N különböz® lehetséges névsor szerinti szavazás átlagos
eredménye adja a hatalmi indexeket. Ebben az esetben azonban a formula
változatlan, hanem egy alternatív megfogalmazása a Shapley-Shubik index-
nek. Lange és Kóczy (2012) nem javasol új értelmezést, hanem a félértékek
számára ad új kifejezéseket.

Ez ugyanakkor nem az els® ilyen próbálkozás. Kirsch és Langner (2009)
szintén a legkisebb nyer® koalíciók fontosságát hangsúlyozták és keresték a
lehet®séget, hogy a hatalmi indexeket ezekb®l, ezek segítségével fejezzük ki.
Ugyanakkor megközelítésük a fentinél jóval bonyolultabb, komplikált kom-
binatorikai érveléseken alapszik. Úgy t¶nik, hogy a Möbius-transzformáció
nem csak a legkisebb nyer® koalíciókkal való kapcsolat hangsúlyozásában
segít, de egyúttal lényegesen leegyszer¶síti a matematikai formalizmust is.
Az eredmény pedig nem csak egy matematikai értelemben érdekes tétel, de
ténylegesen egy alternatív számítási módot kínál. Bár nem minden játék-
ban könnyíti meg a számításokat, a viszonylag kevés (féle) legkisebb nyer®
koalíciót tartalmazó játékokban jelent®s egyszer¶sítést jelenthet.
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100 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

7.3. Általánosított súlyozott szavazási játékok

A demokrácia egyik érdekessége, hogy a többség mindent visz, döntéseivel
elvileg korlátlan hatalommal rendelkezik a kisebbség felett. Az ilyen hatalom
korlátozására a legmagasabb szint¶ döntések meghozatalához egy ennél jó-
val magasabb, kétharmados támogatás szükséges. 2010-ben a Fidesz-KDNP
pártszövetség a választásokon olyan eredményt ért el, mellyel ez a korlát is
kényelmesen átléphet®. Mondhatjuk-e ekkor, hogy az említett pártok által
alkotott kormány kezében van az összes hatalom, s hogy a parlament többi
tagja csak egy színjáték része?

7.3.1. Hiányzó képvisel®k egy parlamentben

A kérdés megválaszolásához a hatalmi mértékeket használjuk; azt vizsgáljuk,
hogy egy-egy párt eldöntheti-e a parlamenti szavazások kimenetelét.

7.3.1. Példa. A fenti helyzetet hagyományosan egy súlyozott szavazási hely-
zetként értékeljük, ahol a súlyokat a pártok parlamenti mandátumainak száma
adja. Egy ilyen számítás megadja, hogy, igen, a fenti helyzetben, a Fidesz-
KDNP pártszövetség mandátumszámához hasonló felhatalmazással rendelke-
z® kormány korlátlan hatalommal bír.

7.3.2. Példa. A 2006-os választások utáni helyzet a következ® súlyozott sza-
vazási játékként írható fel (feles törvény esetén): [193; 141, 23, 11, 190, 20, 1],
ahol � a kvóta után � a pártok abc sorrendben szerepelnek: Fidesz, KDNP,
MDF, MSZP, SZDSZ, továbbá a Független képvisel®, akit az egyszer¶ség ked-
véért szintén pártként kezelünk. Ekkor a megfelel® szavazási játékban ponto-
san azoknak a koalícióknak az értéke 1, amikben benne van az MSZP és leg-
alább egy másik, a Független képvisel®t®l különböz® párt, vagy ha a Fidesz,
KDNP, MDF és az SZDSZ benne van a koalícióban. Az összes többi koalíció
túl gyenge ahhoz, hogy keresztülvigyen egy (feles) jogszabályt, így értéke 0.

7.3.3. Példa. A 2002-es választások négypárti parlamentet eredményzetek:
Az MSZP 178 helyet szerzett, az SZDSZ, Fidesz, MDF rendre 20, 164, 24
mandátumot. Könny¶ belátni, hogy az MSZP egy tetsz®leges másik párttal,
vagy a többi párt együttesen rendelkezik többséggel, így: v({MSZP,SZDSZ})=
= v({MSZP,Fidesz}) = v({MSZP,MDF}) = v({SZDSZ,Fidesz,MDF}) = 1,
míg minden más koalíció értéke 0. Ebb®l látható, hogy a másik három párt
szerepe teljesen szimmetrikus méretbeli különbségük ellenére is; a játékosok
Shapley-Shubik-indexe Φ =

(
1
2 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
6

)
.

Ez a szokásos recept azonban nem alkalmazható változtatás nélkül. Ne
felejtsük el, hogy a hatalmi mértékek mögött álló elmélet feltételezi, hogy a
súlyozott szavazatok egy kézben vannak, tulajdonképpen az illet® egyetlen
szavazatot ad le, viszont a szavazatok értékelésénél az így leadott szava-
zatokat súlyozottan vesszük �gyelembe. A parlamenti demokrácia nem így

dc_1521_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
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m¶ködik. A pártok képvisel®i külön-külön szavaznak és a leadott szavaza-
tok összessége adja a párt súlyát. A párt akkor szerepel a szavazásban a
�nominális� súlyával, ha az összes képvisel® leadja szavazatát. Ha nem, egy
fegyelmezett ellenzék mellett a sovány többség hamar elfogyhat.

Itt nem egy pusztán elméleti problémáról van szó. Bizonyos országokban,
így például Franciaországban, az országgy¶lés m¶ködésének helyi sajátossá-
gai miatt gyakran, akár évente többször is felülkerekedhet az ellenzék, s®t
akár �ellenzéki� törvények is elfogadásra kerülnek. A mai magyar parlament-
ben ez aligha fordulhat el®, ugyanakkor a szóban forgó többség nem biztos,
hogy mindig elegend® lesz kétharmados törvények elfogadtatásához is.

A döntéshozó testületek hatalmi viszonyainak vizsgálatára használt ha-
talmi indexek (Bilbao et al, 1998; van Deemen és Rusinowska, 2003; Lane és
Maeland, 1995) bináris döntést feltételeznek, azaz egy szavazó csak támoga-
tó, vagy ellenz® szavazatot adhat le. A kicsit általánosabb modellekben meg-
jelenik a (stratégiai) tartózkodás lehet®sége (Felsenthal és Machover, 1997a;
Braham és Ste�en, 2002; Lindner, 2008), ami viszont a legtöbb szavazási
rendszerben vagy a támogató, vagy az ellenz® szavazatokkal egyez® érték¶
� a Magyar Országgy¶lésben például csak a támogató szavazatokat számol-
ják, így hatását tekintve a tartózkodás és az ellenzés között nincs különbség.
Freixas és Zwicker (2003, 2009) tovább általánosították a kérdést, megenged-
ve több jóváhagyási, illetve ellenzési szintet, illetve azt is, hogy a szavazás
eredménye is árnyaltabb legyen, nem fekete vagy fehér. Végül Côrte-Real és
Pereira (2004) és Laruelle és Valenciano (2012) megenged mind tartózkodást,
mind távolmaradást. Látszólag nagyon hasonló tehát az általuk vizsgált mo-
dell, van azonban egy lényeges különbség. Míg ®k a hiányzást a tartózkodás
esetenként hatékonyabb alternatívájaként vizsgálják és céljuk a különböz®
szavazási rendszerek összehasonlítása, Kóczy és Pintér (2011b,a) ebben a
szakaszban bemutatott eredményei az adott szavazási szituációknak a hi-
ányzásokat is �gyelembe vev®, pontosabb, reálisabb értékeléséhez keresünk
alkalmas hatalmi mértékeket.

Ha az Országgy¶lés munkáját követjük, láthatjuk, hogy egy képvisel®
legalább négyféleképpen vehet részt egy szavazásban. Az igen/nem szavazat
mellett a képvisel®knek lehet®ségük van tartózkodni, illetve nem minden kép-
visel® szavaz. A �tartózkodás� kevésbé izgalmas, hiszen az ekvivalens a �nem�
szavazattal ; minket a legutóbbi lehet®ség foglalkoztat.

A súlyozott szavazási játékokat, a lehetséges hiányozásokat �gyelembe
véve, a következ® módon általánosítjuk. Feltesszük, hogy az egyes pártok,
frakciók jelenlév® képvisel®inek száma valószín¶ségi változó, tetsz®leges is-
mert eloszlással. Ekkor az adott valószín¶ségi változó minden értéke egy
lehetséges parlamenti szituációt, egy súlyozott szavazási játékot ad. Az álta-
lánosított súlyozott szavazási játék a kimenetelekhez köthet® súlyozott sza-
vazási játékok adott eloszlás szerint vett várható értéke, keverése. Kóczy és
Pintér (2011b,a) részletesen vizsgálja az általánosított súlyozott szavazási
játékok matematikai tulajdonságait.
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7.3.1. De�níció. (Kóczy és Pintér, 2011b,a) Az (N, ṽ) páros egy általáno-
sított szavazási játék ha

ṽ =
∑
v∈Γ̂0

v p(v), (7.29)

ahol p egy eloszlásfüggvény a Γ̂0 halmazon. Jelölje Γ̃ az általánosított szava-
zási játékok halmazát!

Minden szavazási játék egyben általánosított szavazási játék is a megfe-
lel® p eloszlásfüggvény mellett. Kóczy és Pintér (2011b,a) két speciális esetet
mutat be.

Abszolút többség

Tegyük fel, hogy a szavazási helyzetben a pártok w1, . . . , w(N) képvisel®vel
rendelkeznek, a kvóta pedig q. Tegyük fel, hogy az egyes pártok bizonyos
képvisel®i fegyelmezetlenség, akadályoztatás miatt, egészségügyi vagy bármi
más okból egymástól függetlenül hiányoznak, nincsenek jelen az adott sza-
vazáskor csak valamilyen p valószín¶séggel ! A hiányzások miatt módosulnak
a parlamenti er®viszonyok. Annak a valószín¶sége, hogy w′ ∈ R+

N , w′ ≤ w
képvisel® van jelen

p(w′) =
n∏
i=1

(
wi
w′i

)
pw
′
i(1−p)wi−w′i (7.30)

és egy C koalíció értéke

ṽ(C) =

w(C)∑
i=q

(
w(C)

i

)
pi(1−p)w(C)−i, (7.31)

ahol w(C) a megszokott módon összegzést jelent: w(C) =
∑
i∈C

wi.

7.3.4. Példa. A Magyar Országgy¶lésben hat párt és 386 képvisel® volt
2006-ban. Bár Magyarországon az ilyen típusú szavazás igen ritka, de fel-
tételezve az egyszer¶, abszolút többségi szavazást, a játék felírható a [q, w] =
= [194; 190,141,23,20,11,1] súlyozott szavazási játékként. Legyen 1−p = 0.1
annak a valószín¶sége, hogy egy képvisel® nem vesz részt a szavazáson. Há-
rom koalíciót vizsgálunk: w({1})=190, w({1,3})=213 és w({1,2})=331. Az
utóbbi kett® nyer® koalíció, de ṽ({1}) = 0, ṽ({1,3}) = 0.35, és ṽ({1,2}) = 1,
így a két nyer® koalíció nem egyformán nyer®.

Relatív többség

Ugyanezt a parlamentet vizsgáljuk tovább, de más szavazási szabállyal, más
nyer® koalíciókkal. Feltételezzük, hogy a szükséges többség relatív: elegend®
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a megjelent képvisel®k többsége, vagy általánosabban: a nyer® koalíciónak
az összes megjelenthez viszonyított aránya haladja meg a ρ = q

w(N) arányt.
Például a Magyar Országgy¶lés akkor határozatképes ha a képvisel®k több-
sége jelen van, de még a kétharmados törvényekhez is elegend® a jelenlev®
képvisel®k kétharmadának a támogatása. Tegyük fel tehát, hogy S-nek i,
S-nek j tagja jelent meg. Ekkor S pontosan akkor nyer®, ha i≥ρ(i+j), azaz

ha j ≤ 1−ρ
ρ i. S®t, ha j ≤

⌊
1−ρ
ρ i
⌋
. Ekkor S értéke az alábbi

ṽ(S) =

w(S)∑
i=1

⌊
1−ρ
ρ
i
⌋∑

j=0

(
w(S)

i

)
pi(1−p)w(S)−i

(
w(N)−w(S)

j

)
pj(1−p)w(N)−w(S)−j

=

w(S)∑
i=1

⌊
1−ρ
ρ
i
⌋∑

j=0

(
w(S)

i

)(
w(N)−w(S)

j

)
pi+j(1−p)w(N)−(i+j) .

(7.32)

A fenti formula interpretációja a következ®: két csoportosulást veszünk, az
S koalíciót és a többi párt képvisel®it (S ellenzékét). Mivel a hiányzások
az egyes képvisel®k tekintetében egymástól függetlenek ezért az egyes cso-
portosulások jelenlév® képvisel®inek száma rendre B(w(S), p) és B(w(N)−
−w(S), p), azaz w(S), illetve w(N) paraméter¶ binomiális eloszlást követ. A
függetlenség miatt a két csoportosulás eloszlásai összeszorozhatóak, amib®l
megkapjuk a parlamentben jelen lév® képvisel®k eloszlását.

A szummák azokat az eseteket számolják össze, amikor elég képvisel® van
jelen ahhoz, hogy érvényes legyen a szavazás és az S koalíció sikerrel járjon. A
küls® szumma a (w(N)+1)/3 felfelé kerekített értékr®l indul, mivel a képvi-
sel®k többségének jelenlétére és a megjelentek kétharmadának támogatására
van szükség, egyébként nem lesz az S koalíció sikeres az adott szavazáson.
A képletben a +1 tag garantálja a szigorú többséget. A bels® szumma 0-ról,
vagy az összes képvisel® száma (felfelé kerekített) felének az S koalíció jelen-
lév® képvisel®inek számával csökkentett értékr®l indul, mert ennél kevesebb
�ellenzéki� képvisel®vel nincs meg a határozatképes létszám; és azért fut az
S koalícióból jelenlév® képvisel®k számának fele és az �ellenzéki� képvise-
l®k száma közül a kisebbik értékig, mert több jelenlév® �ellenzéki� képvisel®
esetén vagy nem lenne meg az S koalíciónak a kétharmados többsége, vagy
egyszer¶en olyan sok �ellenzéki� képvisel®vel számolnánk, amennyi nincs is.

7.3.5. Példa. Folytatjuk a Magyar Országgy¶lés példáját. Tekintsük a 2006-
os választások utáni helyzetet, és tegyük fel, hogy minden képvisel®, egymástól
függetlenül, 1−p = 0,1 valószín¶séggel hiányzik a vizsgált ülésr®l ! Nem ad-
juk meg minden koalíció értékét, csak néhány érdekesebbet emelünk ki. Ter-
mészetesen v({Fidesz,MSZP}) = 1, hiszen ilyen többséget nehéz megingatni.
Már a kevésbé markáns többségek veszítenek erejükb®l : v({MSZP,MDF}) =
=0,9907 ; másrészr®l v({MSZP,Független képvisel®})=0,2427, v({MSZP})=
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104 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

= 0,158, v({Fidesz,KDNP,SZDSZ}) = 0,0024 annak ellenére, hogy ezek már
kisebbségi koalíciók, tehát a hagyományos játékokban értékük 0.

Tehát azzal, hogy a frakciók száma valószín¶ségi változó az egyes koalí-
ciók értéke jelent®sen megváltozhat. Er®snek t¶n® koalíciók meggyengülhet-
nek, míg gyengének t¶n®k meger®södhetnek.

7.3.2. Általánosított hatalmi mértékek

Az általánosított szavazási játékok általában nem egyszer¶ játékok, így a ha-
gyományos hatalmi mértékek nem alkalmazhatók. Ugyanakkor a játékokhoz
hasonlóan általánosíthatjuk ezeket is.

7.3.2. De�níció. Bármely κ:Γ→R+
N mértékre a κ̃:Γ̃→R+

N általánosított
hatalmi mérték

κ̃(ṽ) =
∑
v∈Γ̂0

p(v)κ(v). (7.33)

Például a Shapley-Shubik-index általánosítása:

Φ̃(ṽ) =
∑
v∈Γ̂0

∑
S⊆N\{i}

|S|! (|N |−|S|−1)!

|N |!
p(v)v′i(S). (7.34)

A véges szummák átrendezésével

Φ̃(ṽ) =
∑

S⊆N\{i}

|S|! (|N |−|S|−1)!

|N |!
∑
v∈Γ̂0

p(v)v′i(S)

=
∑

S⊆N\{i}

|S|! (|N |−|S|−1)!

|N |!

∑
v∈Γ̂0

p(v)v

′
i

(S)

=
∑

S⊆N\{i}

|S|! (|N |−|S|−1)!

|N |!
ṽ′i(S).

Így az általánosított Shapley-Shubik-index nem más, mint az általánosított
szavazási játék Shapley-értéke. Az alábbiakban bemutatjuk, hogy az általá-
nosított szavazási játékok osztályán m¶ködik Young (1985) karakterizációja.

Az axiomatizációs eredményt az alábbi tétel mondja ki.

7.3.1. Tétel. (Kóczy és Pintér, 2011b) Az általánosított súlyozott szavazási
játékok Γ̃ osztályán a φ pontosan akkor teljesíti a Hatékonyság, Szimmetria
és Marginalitás axiómákat, ha φ= Φ, azaz a Shapley-érték.

Bizonyítását a 7.A függelékben közöljük.
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7.3.3. A Magyar Országgy¶lés

A magyar választási rendszer két választási rendszert egyesít : az arányos
képviseleten alapuló, holland típusú listás, és az angolszász típusú, egyéni
választókörzetekre épül® többségi rendszert. A rendszer érdekessége, hogy
sok párt esetén nehéz megteremteni a kormánytöbbséget, míg egy markáns
párt akkor is szerezhet többséget, ha a szavazóknak kevesebb, mint 50%-a tá-
mogatja. Szemben például az orosz rendszerrel Magyarországon rendszerint
koalíciós kormány irányítja az országot, ami a tagjai révén � rendszerint �
többséggel rendelkezik. A többség garantálja a kormányprogram megvalósí-
tását � legalábbis erre lehet®séget ad, � ami látszólag az ellenzéknek csak
a tiltakozás lehet®ségét hagyja meg. A 2010-es országgy¶lési választásokon
a Fidesz-KDNP pártszövetség kétharmados többséget szerzett, így kéthar-
mados többséget igényl® ügyekben is egyedül dönthet. Az így megalakult
kormánynak elvileg lehet®sége van az egész állami berendezkedés átalakítá-
sára, míg az ellenzék a statiszta szerepébe kényszerül.

Ez az érvelés azonban feltételezi, hogy minden képvisel® jelen van az
összes szavazáson és a pártok álláspontja szerint szavaz. Mi a jelenlét kérdését
vizsgáljuk az általánosított szavazási játékok segítségével. A cikk f® üzenetét
a következ® két példában mutatjuk be.

7.3.6. Példa. Tekintsük a 2010-es választások utáni parlamenti er®viszonyo-
kat, és tekintsük az alkotmány módosításának lehet®ségét. Ekkor a szituáció
a �hagyományos� súlyozott szavazási játékkal felírva a következ®: [q;w] =
= [258; 227, 47, 36, 16, 59, 1], ahol a pártok sorrendje Fidesz, Jobbik, KDNP,
LMP, MSZP és Független képvisel®.

Látható, hogy egy koalíció pontosan akkor tud keresztülvinni egy alkot-
mánymódosítást, ha tagja a Fidesz és az LMP-n és a Független képvisel®n
kívül bármelyik másik párt. Egészen konkrétan, a kormánykoalíció értéke 1,
azaz v({Fidesz,KDNP}) = 1, tehát a Fidesz-KDNP koalíció �mindent visz�
még az alkotmánymódosítás tekintetében is.

A fenti képet egy picit árnyalja a következ® példa.

7.3.7. Példa. Tegyük fel a továbbiakban, hogy minden képvisel® egymástól
függetlenül p = 0,9 valószín¶séggel van jelen. Ekkor v({Fidesz,KDNP}) =
= 0,975.

Annak a matematikai valószín¶sége, hogy egy kormány kétharmados re-
latív többséggel rendelkezzen, mindig kevesebb, mint 1. A 2010-es Orbán-
kormány az esetek 2,5%-ában nem rendelkezett ezzel a többséggel. Ugyanez a
szám az 1994-98. közötti MSZP-SZDSZ koalíció esetén 1,2×10−15. A 2010-
es kétharmad tehát sokkal sebezhet®bb, mint a Horn-kormányé, ami de facto
teljhatalommal rendelkezett.

Egy párt, vagy párt-csoport nem csak önmagában hozhat döntéseket, ha-
nem például ellenzéki kezdeményezéseket is felkarolhat. Az általánosságban
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vett döntési képességet hatalmi indexekkel mérhetjük. A hatalmi indexek a
döntési valószín¶ség normalizált a priori mértékei, azaz feltételezik, hogy az
egyes szavazók, vagy szavazó-csoportok egy-egy javaslat mellett tetsz®leges
csoportban felsorakozhatnak. Kormány-ellenzék viszonylatban ez a feltétele-
zés nem igazán állja meg a helyét; egy kormány hatalmi indexének megha-
tározásához alapvet®en három utat járhatunk.

I. A pártokat függetlenként kezelve felírjuk az (általánosított) súlyozott
szavazási játék hatalmi, például Shapley-Shubik indexét. A kormány
befolyását ekkor a kormánytagok hatalmi indexének összege adja. Ez
az összeg a második Orbán-kormány esetén 83,1%, szemben a Horn-
kormány 79,9%-ával.

II. A szóban forgó kormányokat két-két olyan párt alkotja, melyek együtt
vettek részt a választásokon, tehát, bár de jure két frakciót alkotnak,
de facto egy programot képviselnek. Ez indokolhat újabb számításokat
263, illetve 279 képvisel®vel rendelkez® pártokkal számolva. Mivel egy
ilyen párt önmagában rendelkezik a min®sített többséggel, más pártok
csak akkor kerülhetnek döntési helyzetbe, ha túl sok kormánypárti kép-
visel® hiányzik. Mivel ez a párt rendszerint önmagában is rendelkezik a
kívánt többséggel, más pártok indítványai esetén is rendszerint döntés-
helyzetben van, ezért a koalíció Shapley-Shubik értéke mindig nagyobb,
mint a többségének valószín¶sége, azaz v értéke. A Fidesz-KDNP ko-
alíció Shapley-Shubik értéke 99,45% ; természetesen az MSZP-SZDSZ
koalíció esetében ez az érték is elhanyagolható távolságra van a 100%-
tól.

III. Elvileg hasonló módon feltételezhetünk együttm¶ködést az ellenzéki
pártok között. Ezzel a megközelítéssel is a fentihez hasonló eredményt
kaphatunk.

Végül néhány olyan szempontot vizsgálunk meg, melyek tovább árnyalják
a kapott eredményeket.

Fogyó koalíció � A kormánykoalíciók rendszerint szenvednek kismérték¶
veszteségeket a kormányzati ciklus folyamán: rendre néhány képvisel® el-
hagyja a képvisel®csoportot és függetlenként dolgozik tovább. Az ilyen el-
vándorlásnak különösen ki vannak téve a nagy pártok, egyrészt mert nehéz
egy ilyen széles bázisban minden érdeket �gyelembe venni, másrészt, kü-
lönösen egy ilyen jelent®s többséget biztosító gy®zelem esetén óhatatlanul
képvisel®i helyet kapnak a párt vezetését®l, magjától távolabb es® személyek
is. A hatást tovább er®síti, hogy a gy®ztes pártok képvisel®inek jelent®s része
nem pártlistáról, hanem egyéni választókerületben került megválasztásra.

Kóczy és Pintér (2011a) megvizsgálta, hogy hogyan befolyásolja a kor-
mány többségét és kétharmados döntési képességét a képvisel®k várható
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elvándorlása. Ahogy fogy a kétharmad feletti többség, a koalíció gyorsuló
ütemben veszít az értékéb®l (Kóczy és Pintér, 2011a, 1. ábra). Míg a min®-
sített értelemben vett �kisebbséggel� is el®fordulhat, hogy relatív min®sített
többséggel rendelkezik, ennek a valószín¶sége gyorsan közelít a nullához.

Kétszáz f®s parlament � A 2014-ben felállt új Országgy¶lés a korábbinál
lényegesen kisebb létszámmal m¶ködik. Vajon a korábbi er®viszonyok mit
jelentenének az új rendszerben? A változások között szerepel a kisebbségek
parlamenti képviselete is, ett®l most eltekintünk, pusztán a jelenlegi er®vi-
szonyokat igazítottuk arányosan egy 200 f®s létszámhoz. A kisebb létszám
mellett a 2010-es Fidesz-KDNP koalíció csak 96.5%-os értékkel bír, ennek
magyarázata az, hogy az arányosan megfelel® többség kevesebb képvisel®
hiányzása esetén is elvész.

Hiányzások � Abból a feltételezésb®l indultunk ki, hogy a képvisel®k 10%
valószín¶séggel hiányoznak. Ez nagyjából megfelel az elmúlt években tapasz-
taltaknak. Kétharmados törvények esetében várhatóan magasabb a részvétel.

Feltételezésünk egy más szempontból is egyszer¶sítés: nem vizsgáltuk az
egyes pártok fegyelmét külön-külön. Várható, hogy itt is a nagyobb, kor-
mányzó pártok kerülnek hátrányba, hiszen sok képvisel®jük kormányzati,
önkormányzati tisztséget is betölt, így gyakrabban maradnak távol a szava-
zásoktól hivatalos elfoglaltság miatt. A kormányzó és ellenzéki pártok közötti
különbségek �gyelembevétele egy mélyebb elemzést kíván.

Kulturális különbségek � Egy koalíciós el®terjesztés leszavazása, vagy
egy kisebbségi kezdeményezés elfogadása legfeljebb id®leges siker lehet és
így felfogható az obstrukció egy formájának is. Ennek megfelel®en országon-
ként más-más mértékben él az ellenzék � csekély, és átmeneti � hatalmával.
Franciaországban rendszeresen el®fordulnak ellenzéki törvények. A magyar-
országi tapasztalat az, hogy az ellenzék ritkán akadályoz meg törvényeket.
Még akkor sem él hatalmával, amikor relatív többségbe kerülve akár a tör-
vényalkotásba is beleszólhatna. Az Amerikai Egyesült Államok szenátusában
pedig egy nem hivatalos, de intézményesült szokás alakult ki, ahol egy sze-
nátor távolmaradása esetén a komplementer frakcióból egy f® nem szavaz,
ez azonban nem tartózkodásként, hanem mint �live pair� kerül bele a szená-
tusi jegyz®könyvekbe. Ezáltal biztosítják, hogy egy-egy in�uenza ne gy®zze
le a demokráciát, már amennyiben a megválasztott szenátorok valóban a
népakaratot képviselik.

7.3.4. Összegzés

A szavazási helyzetek kiértékelésénél az egyes szavazók, vagy csoportok sza-
vazatainak száma és a szavazás szabályai együttesen meghatározzák, hogy
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mely szavazói csoportok, koalíciók képesek a döntéshozásra. Befolyásukat ha-
talmi mértékekkel mérjük és ez általában nem arányos a szavazati arányokkal.
A klasszikus hatalmi mértékek és indexek meghatározásához a szavazók által
alkotott koalíciókat nyer® és vesztes koalíciókra osztjuk döntési képességük
szerint. Ez a felosztás nem tesz különbséget az 1 és a 10 f®s többség között,
holott a gyakorlatban ennek óriási jelent®sége lehet. Az általunk bevezetett
általánosított súlyozott szavazási játékokban a képvisel®k hiányzása révén
egy nyer® koalíció könnyen válhat vesztessé, így egy döntéshez szükség lehet
a koalíción kívüli szavazók megnyerésére is. Példaként a 2010-es választások
után kialakult parlamenti er®viszonyokat vizsgáltuk. Számításaink szerint a
Fidesz-KDNP koalíció kényelmes kétharmados többsége ellenére sem elha-
nyagolható az ellenzék szerepe a kétharmados törvények meghozatalában.

7.4. Konvex szavazási játékok

Amióta Shapley és Shubik (1954) alkalmazta a Shapley-értéket az a priori
hatalmi befolyás mérésére, a szavazási helyzeteket egyszer¶ játékokkal mo-
dellezzük. Mint ezt már tárgyaltuk, egy ilyen játékban nincs igazi ki�zetés,
maga a hatalom a ki�zetés. A modell kulcsgondolata, hogy a véletlenszer¶-
en létrejött koalíciókban vizsgáljuk a koalíció sikere szempontjából kritikus
játékosokat. Ugyanakkor az a feltételezés, hogy egy koalíció megalakulásá-
nak valószín¶sége független a tagjaitól egy meglehet®sen naív feltételezés.
Ez a feltételezés elfogadható közelítés olyan szavazási helyzetekben, ahol a
hatalmi mértékek számításakor még nincs fogalmunk arról, hogy milyen kér-
désekr®l dönt a testület, hiszen ilyenkor nem tudhatjuk azt sem, hogy kik a
természetes szövetségesek.

Vannak ugyanakkor olyan esetek is, amikor a szavazók egy konkrét kér-
désr®l döntenek, vagy egy jól körülhatárolható kérdéskörrel foglalkoznak.
Ilyen esetekben a szavazóknak gyakran el®re ismert a (például bal-, vagy
jobboldali) álláspontja, vagy olyan tulajdonsága (születési hely, vagyoni hely-
zet, stb.), mely proxiként szolgálhat a szavazási viselkedése modellezésében.
Ha ismertek ilyen tulajdonságok, akkor a korábbinál sokkal pontosabban
meghatározhatjuk az egyes szavazók hatalmi befolyását. Külön érdekes, ha
alapvet®en szimmetrikus szavazási helyzeteket vizsgálunk, ahol a szavazók
tulajdonságai vagy preferenciái révén alakul ki aszimmetria a hatalmi inde-
xekben.

A konvex geometria felett játszott, vagy egyszer¶en konvex szavazási játé-
kokban (Edelman, 1997) csak konvex koalíciókat engedünk meg. A Shapley-
Shubik-indexet (Bilbao és Edelman, 2000), a Banzhaf-indexet pedig Bilbao
et al (1998) általánosította konvex szavazási játékokra.

7.4.1. Konvex játékok

7.4.1. De�níció. (Edelman és Jamison, 1985) A koalíciók L⊆ 2N halmaza
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(a) Konvex koalíció kiemelve a széls®
játékosokat

(b) Konkáv koalíció egy nem széls® já-
tékos eltávolítása után

7.1. ábra. Példák konvex és konkáv (nem konvex) koalíciókra

konvex geometriát alkot, ha az alábbiak teljesülnek

I. ∅ ∈ L és L zárt a halmazmetszetre nézve.

II. ha S ∈ L és S 6=N akkor létezik i ∈N \S hogy S∪ i ∈ L.

Egy S ∈ L koalíció i ∈ S játékosát széls®nek nevezünk, ha S \ {i} ∈ L.
Jelölje S széls® pontjainak halmazát δ(S). A konvex geometriákon játékokra
természetesen kiterjeszthet® a nyer® koalíciók fogalma.

7.4.2. De�níció. Egy (N, v,L) hármast egy konvex geometrián játszott,
vagy röviden konvex szavazási játék, ha (N, v) egy szavazási játék, L pedig
egy konvex geometria.

Az i ∈ S játékos konvex kritikus, ha S ∈ L, i ∈ δ(S), v(S) = 1, de v(S \
\{i}) = 0. Vegyük észre, hogy ha i∈ δ(S), S\{i}∈L, akkor ez a tulajdonság
csak a megengedett koalíciók közötti átmenetet írja le. Ha a széls® játékosok
továbbra is elfogadhatónak tartják a koalíciót, egy olyan helyzet, melyben a
bels® játékosok lépnének ki, egészen egyszer¶n nem elképzelhet®. Mivel az
ilyen kilépés nem lehetséges, egy játékos nem számít kritikusnak ha kilépé-
sével egy nyer® koalícióból lehetetlen koalíció lesz.

A konvex geometria de�níciója nem egyértelm¶, még egy síkban is több-
féle konvex geometriát de�niálhatunk. Ilyen geometria lehet az euklideszi,
ahol a koalíciókat alkotó játékosoknak megfelel® pontok konvex sokszögeket
feszítenek, de például Peters és Zarzuelo (2017) megközelítésében a koalíciók
köröket alkotnak. Kóczy és Sziklai (2015) modelljében a tengelyekkel párhu-
zamos téglalapokat használ, így a téglalap kerületén állandó a középpontól
való � valamelyik ismérv szerint értelmezett � távolság. Négyzet helyett
téglalap, hiszen a két tengelyen lev® tulajdonságok aligha összemérhet®k.
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Másképp megfogalmazva a téglalap minden pontjára igaz, hogy egyik ismérv
szerint sem széls®ségesebb az álláspontja, mint a koalíció többi tagjának.

Vegyünk egy szimmetrikus játékot, melyben a játékosok halmaza N és
minden legalább q szavazót tartalmazó konvex koalíció nyer®. Az alábbiak-
ban meghatározzuk az egyes szavazók befolyását. El®ször meghatározzuk a
legkisebb nyer® koalícióknak megfelel® téglalapokat, majd összeszámoljuk,
hogy milyen gyakran széls® játékosok az egyes szavazók ezekben a téglala-
pokban. El®ször megmutatjuk a módszer lényegét, majd adunk egy hatékony
algoritmust.

I. Válasszuk ki a téglalap bal, jobb, alsó és fels® oldalát: Válasszunk ki
egy négy, nem feltétlenül különböz® szavazóból álló S = {l, r, b, t} ⊂N
halmazt, melyre

lx = min
k∈S

kx

rx = max
k∈S

kx

by = min
k∈S

ky

ty = max
k∈S

ky

II. Ellen®rizzük az S által feszített zárt téglalap területére es® szavazók
számát. Ha ez pontosan q, S egy legkisebb nyer® koalíciót feszít.

III. Ellen®rizzük, hogy a téglalapot korábban nem számoltuk.

IV. Pontokat adunk a széls® szavazóknak.

V. Miután minden téglalapot megvizsgáltunk, a kapott pontok alapján
ragsorolunk.

Mivel a pontoknak nem is kell különböz®knek lenniük, több, mint
(|N |

4

)
téglalapot kell átnéznünk. Ennél azonban létezik hatékonyabb algoritmus,
amit � az alábbi alkalmazásra igazítva � a 7.C függelékben mutatunk be
részletesen.

7.4.2. A pápai konklávé

Ferenc pápa megválasztását nagy �gyelemmel kísérték katolikusok és nem
katolikusok egyaránt. A pápa, aki világszerte 1,2 milliárd katolikus vallási
vezet®je, hatalmas befolyással rendelkezik a világpolitikára � sokkal na-
gyobbal, mint a világ legkisebb miniállama fejeként ez indokolt lenne. A
médiaérdekl®dés egyik oka a régi hagyományokkal és titkos elemekkel át-
sz®tt komplex szavazási eljárás. Mi viszont egy más okból vizsgáljuk a pápai
konklávét, azaz a választó ülést.
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A pápai konklávé egy nagyon izgalmas szavazási játék. Egyrészt nincse-
nek � hivatalos � pártok, de mindenesetre a tagok szavazataikat a legna-
gyobb titokban adják le, így nem beszélhetünk szavazó tömbökr®l. Feltéte-
lezzük tehát, hogy a bíborosok szavazataikat egymástól függetlenül adják le.
Másrészt a szavazók, mind 80 év alatti bíborosok, ismert közéleti személyi-
ségek, jól ismert preferenciákkal. Ennek nyomán kirajzolódik egy szavazási
játék, melyben megpróbáljuk beazonosítani a bíborosok által várhatóan ala-
kított koalíciókat.

A konklávéban a 80 év alatti bíborosok szavazhatnak és a döntéshez két-
harmados támogatás szükséges. Ferenc pápa választásában a 117 jogosult
bíboros közül 115 vett részt. A választás szabályai elég összetettek, és amig
a szükséges többséget nem sikerült elérni több szavazásra is sor kerülhet.
A folyamat során természetesen változhat a szavazó bíborosok álláspont-
ja. Egyszer¶ modellünkben �gyelmen kívül hagyjuk a véleményváltozásokat,
s ugyanígy a különböz® véleménycsoportok közötti taktikai játszmákat is.
Célunk, hogy megkeressük a preferenciáik alapján legbefolyásosabb bíboro-
sokat. Kiindulva abból a feltételezésb®l, hogy a megválasztott pápa hasonló
lesz ezekhez a bíborosokhoz, ®k maguk valószín¶ jelöltek � bár az sem ki-
zárható hogy valaki befolyását éppen arra használná, hogy mást válasszanak
meg.

Történelmi áttekintés

Róma püspökének a Katolikus Egyházon belül elfoglalt szerepének fontos-
sága ellenére viszonylag keveset tudunk az els® pápákól. A Biblia nem ad
útmutatást �hogy hogyan kell püspököt választani, de a hét diakónus vá-
lasztásának részletezése (ApCsel 6:1�6) befolyásolta a szabályokat� (Baum-
gartner, 2003). Szent Péter valószín¶leg kijelölte Linuszt utódának, s az els®
beszámoló egy választásról 236-ból Fábián választásáról maradt fenn, de a
400 el®tti feljegyzéseket nem tartják megbízhatónak. Az évszázadok alatt
a választás módja sokat változott. A kés®i reneszánsz id®kig a választások
gyakran keser¶, s®t er®szakos összecsapások voltak a befolyásos római csa-
ládok között vagy a Rómát és a császárt támogató vagy éppen a francia
királyhoz és Itáliához h¶séges pártok között. Eleinte a választás nem is volt
rendes : egyszerre több pápát is meg lehetett választani átmeneti egyház-
szakadást okozva. Ezt a rémes helyzetet elkerülend® 1179-ben a harmadik
lateráni zsinat el®írta, az összes szavazó bíboros kétharmadának támogatá-
sát (Baumgartner, 2003). A cél az volt, hogy egyik frakció se választhassa
meg a �saját� pápáját, akit viszont a másik oldal elutasít. A gyakorlatban
nem volt túl egyszer¶ eljutni a választásokra és így gyakran csak a bíbo-
rosok kis része jelent meg. Például 1191-ben a 31 él® bíboros közül csak 8
szavazott. Az ilyen választások aláásták a pápa legitimitását és a bíborosok
egyre többen költöztek Rómába, hogy szükség szerint elérhet®k legyenek a
szavazáshoz.
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1241-ben a bíborosokat egy épületbe zárták és a cum clave (�kulccsal�)
kifejezésb®l megszületett a konkláve szó, amit azóta is használunk a választó
testület elnevezésére. Bár a bíborosok számát alacsonyan tartották, hosszú
ideig legfeljebb 24 bíboros lehetett, a kompromisszum elérése mégsem volt
nyilvánvaló. A feljegyzések szerint az 1268-72-es interregnum alatt a döntés
34 hónap után született meg (Colomer és McLean, 1998). Az ilyen helyze-
tek elkerülésére adta ki X. Gergely pápa a szavazás szabályait részletesen
kifejt®, Ubi Pecularum cím¶ bulláját. 1294-ben egy remetét, Pietro de Mur-
ronet választották meg, aki V. Celesztin néven lett pápa. Bár pápának lenni
sokak álma volt, számára teher volt és le akart mondani. A tényleges le-
mondás el®tt bejelentette a konklávé alkalmazandó szabályait �bárhogyan is
ürül meg a pápaság� (Baumgartner, 2003). A lemondása utáni szavazás az
els® eset, amib®l a szavazási feljegyzések is fennmaradtak. A szavazás nem
volt egyhangú és kétharmad plusz egy szavazat volt a feltétel �biztosítandó,
hogy egy bíboros [önmagára adott] szavazata nem adja a szükséges több-
séget a gy®zelemhez� (Baumgartner, 2003). Hosszú ideig a bíborosok több
nevet is megadhattak a szavazólapjaikon, azaz a szavazás tulajdonképpen
egy elfogadási szavazás volt egy min®sített többséggel.

A szabályok azóta keveset változtak. János Pál, II. (1996) bevezetett egy
záradékot, melyhez 33 sikertelen kör után már az egyszer¶ többség elegen-
d® a pápa megválasztásához. Sokan kritizálták a változtatást, hiszen ezzel
megsz¶nik a kompromisszum kényszere, az egyszer¶ többség is elegend®, ha
a szavazók elég hosszú ideig kitartanak (BBC News, 2007). Benedek, XVI.
(2007) visszatért az eredeti, kétharmados követelményhez.

A bíborosok

Bár a választás a Katolikus Egyház szerint a Szentlélek közbenjárására törté-
nik, végs® soron a bíborosok teszik meg szavazataikat és bizonyos jellemz®ik
jó indikátorai voltak a szavazás kimenetelének. Magister (2013) a bíborosok-
nak négy fontos jellemz®jét sorolja fel : nemzetiségüket, korukat, ki tette meg
®ket bíborossá és tagjai, vagy tagjai voltak-e a Kúriának. Túlmutat érdekl®-
désünkön az összes szempont elemzése, de fontos néhány észrevételt tennünk.
Róma püspöke többnyire itáliai, majd olasz volt. Fontos kérdés, hogy a pápa
olasz, vagy sem. Jelenleg a kontinensek közül Latin-Amerikában él a leg-
több katolikus és bár csak 19 bíborossal rendelkeznek, az észak-amerikai és
néhány támogató európai bíborossal együtt komoly szavazó tömböt alkot-
hatnak. Végülis a kérdés els®sorban az, hogy a pápa európai, vagy sem. A
kor: II. János Pál hosszú uralkodása után sokan egy id®sebb pápát favori-
záltak, mára a hangulat kevésbé egyértelm¶. A kúriával kapcsolatban lev®
bíborosok jól ismertek és szorosoan köt®dnek az Egyház fels® köreihez, de ke-
vés a pasztorizációs gyakorlatuk és valószín¶bb, hogy érintettek a Vatileaks
botrányban. Így két jellemz®t veszünk �gyelembe: a Rómától való távolsá-
got, és a konzervativizmust. Az els® a Kúriához való köt®dés és a nemzetiség
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kérdését fedi le, míg az utóbbit az indokolja, hogy a gyorsan változó társa-
dalomban az Egyháznak számtalan, komoly kihívással kell szembenéznie és
nem mindegy, hogy hogyan viszonyul ezekhez a problémákhoz.

A távolságot a bíborosok születési helyének Rómától vett távolsága alap-
ján számoltuk . A születési helyeket a bíborosok Wikipedia oldalairól gy¶j-
töttük ki. A konzervativizmus mérésére egy egyszer¶ � talán naív � Google-
mértéket használtunk: a �X� konzervatív? és a �X� liberális? � angol nyel-
ven � feltett kérésekre kapott találatok közü az els® arányát vettük; a pont-
szám a kapott arány tízezerszerese kerekítve. A két érték határozza meg a
bíborosok elhelyezkedését. Kétségkívül léteznek pontosabb mértékek. Létez-
nek például olyan bíborosok, akik Rómától messze születtek, de életük nagy
részét mégis a Kúriánál töltötték. A Google-mérték elfogult is lehet, pél-
dául egy bíboros nemzetisége, vagy népszer¶sége miatt. Mindezek ellenére
meglep®en hasonlít az értékelésünk Vatikáni elemz®k értékeléseire (például
Magister, 2013): a szerintük kozervatív bíborosok pontszáma náluk is magas,
míg a liberálisnak tartottaké alacsony. Azért azt hozzá kell tennünk, hogy
egy �liberális� bíborost a társadalom meglehet®sen konzervatívnak tartana.

A többség

Miután rögzítettük a bíborosok síkbeli eloszlását, olyan koalíciókat keresünk,
melyek (i) konvexek és (ii) rendelkeznek a szükséges többséggel. Vegyük ész-
re, hogy a többletkoalíciók nem érdekesek számunkra, hiszen � a szimmetria
miatt � ezekben egyik bíboros sem kritikus. Másrészt a legkisebb nyer® koa-
líciókban, ahol a bíborosok száma éppen eléri a szükséges többséget, minden
széls® játékos kritikus. Melyek itt a konvex koalíciók? A c= (cx, cy) bíboros
az S koalíció eleme, ha létezik négy nem feltétlenül különböz® e, f, g, h ∈ S
bíboros, melyekre ex ≤ cx ≤ gx and fy ≤ cy ≤ hy.

A bíborosok befolyásának kiszámításához meg kell határoznunk minden
ilyen koalíciót. Minden egyes koalíció egy téglalap, melyet két vagy több
bíboros pozíciója feszít. Minden téglalaphoz meghatározzuk a körvonalán el-
helyezked® bíborosokat � ezek mindegyike kritikus. Egy bíboros ηi értéke
nem más mind azon koalíciók száma, ahol a bíboros kritikus. A Banzhaf
indexhez ezeket a pontokat normalizáljuk. Mivel a bíborosok csak pozíció-
jukban különböznek, a játék szimmetrikus. Így minden legkisebb nyer® ko-
alíciónak egyforma a valószínúsége. Egy ilyen játékban a Shapley-Shubik és
Banzhaf-indexek egybeesnek.

7.1. táblázat. A 2013. évi Konklávé bíborosai pontszám szerint rendezve.

rang bíboros cx (km) cy (bp) pont
1 George Pell 15902 4477 599
2 Francisco Javier Errázuriz Ossa 11921 4617 572
3 Jorge Bergoglio 11162 4507 546
4 Leonardo Sandri 11162 4967 536
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7.1. táblázat. A 2013. évi Konklávé bíborosai pontszám szerint rendezve.

rang bíboros cx (km) cy (bp) pont
5 Théodore-Adrien Sarr 4181 185 517
6 Juan Luis Cipriani Thorne 10873 4247 497
7 Telesphore Placidus Toppo 6039 7264 481
8 Agostino Vallini 34 4992 461
8 Jean-Pierre Ricard 603 6396 461
10 James Michael Harvey 7686 734 459
11 Francisco Robles Ortega 10563 3134 455
12 Dominik Duka 961 6394 444
13 Antonio María Rouco Varela 1653 817 440
14 Baselios Cleemis 7183 6391 426
15 Odilo Scherer 10408 4399 424
16 Luis Antonio Tagle 10403 2568 420
17 Béchara Boutros Raï 2214 877 419
17 Norberto Rivera Carrera 10384 2973 419
19 Rubén Salazar Gómez 9392 113 410
20 André Vingt-Trois 1107 925 397
21 Juan Sandoval Íñiguez 10376 1560 391
22 John Tong Hon 9279 6064 387
23 Antonio Maria Vegliò 213 4649 385
23 Jorge Urosa 8365 1491 385
25 Lluís Martínez Sistach 859 1190 383
26 Velasio de Paolis 83 5183 379
26 Crescenzio Sepe 176 3364 379
28 Roger Mahony 10201 5863 377
29 Francesco Monterisi 323 5013 375
30 Ra�aele Farina 220 4609 366
31 Giuseppe Betori 119 2871 365
32 John Onaiyekan 3843 5956 362
33 Angelo Amato 351 2524 355
34 Raúl Eduardo Vela Chiriboga 10234 5526 352
35 Josip Bozani¢ 414 2616 347
36 Jean-Louis Tauran 1105 5643 341
37 Justin Francis Rigali 10201 5295 337
38 Carlo Ca�arra 390 3734 332
38 João Braz de Aviz 9911 3119 332
40 George Alencherry 6857 5589 325
41 Seán Patrick O'Malley 8984 5300 311
42 Julio Terrazas Sandoval 10325 216 308
43 Raymundo Damasceno Assis 9062 2676 298
44 Carlos Amigo Vallejo 1449 2273 297
45 Mauro Piacenza 401 4179 292
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7.1. táblázat. A 2013. évi Konklávé bíborosai pontszám szerint rendezve.

rang bíboros cx (km) cy (bp) pont
46 Manuel Monteiro de Castro 1755 2327 279
47 William Levada 10224 4244 276
48 Rainer Woelki 1092 5499 271
49 Domenico Calcagno 432 3643 267
50 Nicolás de Jesús López Rodríguez 10836 6034 266
51 Ennio Antonelli 99 5542 262
52 José Policarpo 1834 2447 261
53 Angelo Bagnasco 423 4488 258
54 Stanisªaw Dziwisz 1029 5378 253
55 Cláudio Hummes 10317 7841 245
56 Severino Poletto 424 3931 243
57 Angelo Comastri 108 1206 239
58 Ivan Dias 6183 3299 237
59 Paolo Sardi 453 4891 235
60 Timothy M. Dolan 8148 5217 230
61 Giovanni Lajolo 503 5010 228
62 Óscar Andrés Rodríguez Maradiaga 9758 4327 205
63 Fernando Filoni 463 4759 200
63 John Njue 9509 4911 200
65 Dionigi Tettamanzi 498 4979 195
66 Edwin Frederick O'Brien 6879 5247 191
67 Pham Minh Man 9557 4600 188
68 Francesco Coccopalmerio 466 3855 184
69 Giovanni Battista Re 487 4631 168
70 Vinko Pulji¢ 516 3387 163
71 Gianfranco Ravasi 490 3961 153
72 Antonios Naguib 2258 5087 143
73 Seán Brady 1978 5054 129
74 Franc Rodé 503 4388 126
74 Giuseppe Versaldi 503 4657 126
76 Geraldo Majella Agnelo 9119 3995 124
77 Antonio Cañizares Llovera 1182 3195 116
78 Attilio Nicora 527 3602 113
79 Oswald Gracias 6183 5309 104
80 Angelo Scola 506 4424 91
81 Philippe Barbarin 1093 5004 90
82 Jaime Lucas Ortega y Alamino 8653 4770 88
83 Polycarp Pengo 5937 5000 78
84 Santos Abril y Castelló 1144 3401 73
85 Paolo Romeo 526 4277 69
86 Reinhard Marx 1126 3447 64
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7.1. táblázat. A 2013. évi Konklávé bíborosai pontszám szerint rendezve.

rang bíboros cx (km) cy (bp) pont
86 Wilfrid Napier 8215 4204 64
88 Daniel DiNardo 7382 4941 55
89 Giuseppe Bertello 532 3851 51
90 Kazimierz Nycz 1140 3629 46
91 Marc Ouellet 7911 4605 45
92 Kurt Koch 665 3779 42
92 Donald Wuerl 7334 4927 42
92 Raymond Leo Burke 7822 4813 42
95 Tarcisio Bertone 538 4696 39
96 Stanisªaw Ryªko 1033 3675 31
97 Francis George 7749 4579 28
98 Karl Lehmann 736 3836 24
99 Paul Josef Cordes 1077 4852 15
99 Malcolm Ranjith 7643 4509 15
101 Thomas Christopher Collins 7153 3790 14
102 Walter Kasper 778 4599 13
103 Wim Eijk 1293 4842 10
104 Péter Erd® 811 4008 9
104 Audrys Ba£kis 1671 3826 9
106 Christoph Schönborn 971 4139 1
107 Joachim Meisner 1083 4698 0
107 Godfried Danneels 1231 4043 0
107 Zenon Grocholewski 1335 3877 0
107 Anthony Olubunmi Okogie 4047 4727 0
107 Gabriel Zubeir Wako 4098 4474 0
107 Robert Sarah 4165 4077 0
107 Peter Turkson 4319 3887 0
107 Laurent Monsengwo Pasinya 5004 3936 0
107 Jean-Claude Turcotte 6588 4632 0

Total 28192

A papabili sorrendje

A 7.1 táblázatban bemutatjuk a bíborosokat a kritikus el®fordulások számá-
nak sorrendje szerint, a koordinátákkal együtt. A távolság kilométerben, a
konzervativizmust bázispontokban adjuk meg.

A kapott sorrend tartalmaz pár érdekességet. Mindenek el®tt érdekes
Jorge Bergoglio, a kés®bbi Ferenc pápa harmadik helye. Ezzel a módszerünk
sikeresebb volt a következ® pápa el®rejelzésében, mint több tájékozottnak
mondott elemz®. Wakin (2013) megemlíti, hogy a szóbeszéd szerint Bergog-
lio már 2005-ben is majdnem �befutott�, nem említik a 2013-as papabili, azaz
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a pápaságra esélyes bíborosok között (Matthews, 2013). Másrészt a papabi-
linek kikiáltott bíborosok közül sokan a középmez®nyben foglalnak helyet a
mi rangsorunk szerint. Az esélyesek között számontartott, er®s afrikai jelölt,
Peter Turkson pedig egyenesen nullajátékos.

Az rangsorunk szerint Ferenc pápa a lényegre tapintott, amikor megem-
lítette, hogy a konklávénak egészen a világ tulsó végéig kellett mennie, hogy
megtalálja a megfelel® jelöltet: a leger®sebb jelöltjeink mind Rómától távoli
helyeken születtek. Ez csak els®re meglep®. A Medián Szavazó tétel (Black,
1948) kimondja, hogy a társadalom a medián szavazó preferenciáit követ-
ve dönt, azonban feltételezi a szavazó egydimenziós rendezését és, hogy a
döntések egyszer¶ többséggel születnek. A min®sített többség követelménye
mellett a medián szavazó nullajátékos lesz, miközben az egyre széls®ségesebb
nézeteket valló szavazók válnak kritikussá. Bár az eredmények nem általáno-
síthatók közvetlenül többdimenziós preferencia-terekre (Caplin és Nalebu�,
1991), de az intuíció hasonló: A mind távolság, mind politika szempontjából
közepes bíborosok ritkán lesznek széls®k és így kritikusok (ha valaha egyál-
talán), miközben a viszonylag széls®séges születési hellyel, vagy nézetekkel
rendelkez® jelöltek várhatóan sokkal jobban szerepelnek. Bár a rangsort a na-
gyon távol született bíborosok vezetik, ®ket a liberális/konzervatív dimenzió
mentén széls®ségesek követik. Az els® (olaszországi) olasz Augostino Vallini
egyben a Rómához legközelebbi születés¶ bíboros.

A pápaválasztásnak ezúttal is volt magyar vonatkozása, hiszen Erd® Pé-
tert nagy tudású, köztiszteletben álló bíborosként ismerik. Sajnos földrajzilag
(36/115) és politikailag is a (46/115) középmez®nyhöz tartozik, ami model-
lünk szerint nem igazán kedvez a megválasztásának.

Érdekes volna a számításokat a korábbi választásokkal kapcsolatban is
elvégezni. Sajnos az akkori Google-mértékek nem reprodukálhatók, azonban
érdekes, hogy Joseph Ratzinger, a kés®bbi XVI. Benedek születési távolsága
közel van a mediánhoz, miközben meglehet®sen konzervatív a megítélése, így
valószín¶leg magas pontszámot ért volna el a rangsorunkban.

7.5. Stratégiai hatalmi indexek

A Shapley-Shubik-index bevezetése (Shapley és Shubik, 1954) óta a terület
elválaszthatatlanul a játékelmélethez, azon belül is a kooperatív játékelmélet-
hez köt®dik � annak ellenére, hogy az indexek nem igazán � játékelméletiek�.
Mit értünk ezalatt? A kooperatív játékelméletnek jellemz®je, hogy a straté-
giák rejtettek, s csak bizonyos koalíciók alakításában jelennek meg, de ett®l
még a játékosok maximalizálják pro�tjukat. Ez jól tettenérhet® olyan meg-
oldásfogalmak vizsgálatakor, mint mondjuk a mag, de az értékek vizsgálata
során átalában feltételezzük a teljeskör¶ együttm¶ködést. Ez a megközelítés
helyénvaló, amikor � igazságos � költségmegosztást, vagy kockázatelosztás
vizsgálunk, de szavazási helyzetekben kevésbé t¶nik megfelel®nek. Az álta-
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118 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

lánosan elterjedt szavazási indexek szavazási befolyás, vagy hatalom helyett
szavazási szerencsét mérnek.

Tehát mi is a hatalom? A Wikipedia szerint �A hatalom azt a képességet
vagy er®t jelenti, amely alapján valaki vagy valami akaratát vagy szándé-
kát másra, másokra rá tudja testálni.� Azok a stratégiai döntések, melyek
növelik egy szavazó döntés-, vagy befolyásoló képességét egyértelm¶en ré-
szei ennek képességnek. Pontosan milyen stratégiai döntésekre gondolunk?
Kilgour (1974, 1977) vezette be veszekedés fogalmát, és a Shapley-értéket a
játékosok veszeked® részhalmazai alapján karakterizálta. A veszeked® játé-
kosok nem hajlandóak az együttm¶ködésre, két ilyen játékos nem fér meg
egymással egy koalícióban. Ugyanakkor a játékosok kölcsönösen jól is jár-
hatnak a veszekedéssel (Brams, 2004); ezt a jelenséget a Veszeked® Tagok
Paradoxonjának nevezzük. Mégha olyan mesterkéltnek is t¶nnek (Laruelle
és Valenciano, 2005), a hatalmi indexek paradoxonjai valós szavazási helyze-
tekben is felbukkannak (van Deemen és Rusinowska, 2003).

Az alábbiakban olyan szavazási játékokat vizsgálunk, ahol párok helyett
veszeked® koalíciókat is megengedünk, s a veszekedésnek nem kell kölcsönös-
nek lennie, magyarul egy játékos egyoldalúan is kezdeményezhet veszekedést.
Egyáltalán lehetséges, hogy bizonyos �nyer®� koalíciók nem jönnek létre? A
megközelítés nem ismeretlen, például a játékosok közötti kommunikációs kö-
töttségek (Myerson, 1977, 1980; Faigle és Kern, 1992), a játékosok �zikai,
vagy ideológiai adottsága (Bilbao et al, 1998) miatt nem minden koalíció
lehetséges. Vajon minden nyer® koalíció létrejön, ha nincsenek ilyen kötött-
ségek? Látszólag, ha egy játékosnak lehet®sége nyílik belépni egy nyer® ko-
alícióba, ez aligha árthat, bár a belépésnek nem sok értelme van, ha cserébe
semmilyen, vagy túl kevés elismerést kap. A priori, azaz el®zetesen viszont
esetenként jól járhat azzal ha elzárkózik a belépést®l.

Ezt a lehet®séget egy, a kooperatív játékot megel®z® nonkooperatív el-
utasítási lépéssel vezetjük be, ahol a játékosok kiválasztják, hogy melyik ko-
alíciókba akarnak belépni. Megmutatjuk, hogy az ismert normalizált indexek
mellett bizonyos koalíciók elutasításra kerülnek.

Intervallumjátékok

Szavazási intervallumjátékokat vizsgálunk, melyekben nem feltételezzük, hogy
a nagykoalíció nyer®.

7.5.1. De�níció. (Kóczy, 2016b) Egy szavazási játék szavazási intervallum-
játék1, ha az alábbi feltételek teljesülnek:

I. ∅ /∈W,,

1Kóczy (2016b) ezeket konvex játékoknak nevezi, ami esetleg összekeverhet® a konvex
geometriák felett értelmezett, röviden szintén konvex szavazásin játékként ismert fogalom-
mal, ezért ezt a � talán találóbb � elnevezést használjuk.
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II. ha C ⊂D ⊂ E és C,E ∈W, akkor D ∈W és

III. ha C ∈W és D ∈W, akkor C∩D 6= ∅.

A 2. feltétel a de�níció szempontjából izgalmas intervallumfeltétel a nyer®
koalíciók részben rendezett halmazán. Ha ezt az egyszer¶ játékokban meg-
szokott monotonitási feltétellel vetjük össze, látható, hogy ez általánosabb és
a kett® egybeesik, ha N ∈W, amit intervallumjátékok esetén nem követelünk
meg, s így például a nullajáték is szavazási intervallumjáték.

Egy karakterizáció

Az alábbiakban a φ hatalmi indexek egy speciális osztályát karakterizáljuk
melyek felírhatók a

κi =
∑

C∈2N\∅

aCµCi , ahol
∑

C∈2N\∅

aC = 1, (7.35)

alakban, azaz egy játékos hatalmi indexe felírható a C ∈ 2N \∅ (nyer®) koalí-
ciókhoz való µCi hozzájárulásának a C koalíció aC ≥ 0 relatív hatásával való
súlyozott átlagaként. Fontos, hogy az aC értéke egyszerre ügyel a koalíció
sikeréért (nyer®, vagy nem) és fontosságáért.

Úgy t¶nik, hogy ez az osztály elég nagy ahhoz, hogy tartalmazza az
összes ismert hatalmi indexet. Ezen túlmen®en ez a formula megmutatja a
játékosoknak a koalíció értékéhez való hozzájárulását, ami (1) µCi = 0 ha
i 6∈ C, (2) csak a kritikus játékosok esetében pozitív és (3) minden kritikus
tag számára egyenl®.

µCi =


1
kC

ha i kritikus
1
|C| ha egy i ∈ C sem kritikus,

0 egyébként.

(7.36)

Ez azt is jelenti, hogy az indexek csak az aC súlyokban térnek el.
Jelölje K=

{
C ∈W|kC > 0

}
a legalább egy kritikus játékost tartalmazó

nyer® koalíciók halmazát. Természetesen M ⊆ K ⊆ W. Ekkor a Shapley-
Shubik-indexre (Shapley és Shubik, 1954)

aCΦ =
(|C|−1)! kC(n−|C|)!

n!
, (7.37)

a Banzhaf-indexre (Penrose, 1946; Banzhaf, 1965)

aCβ =
kC∑

C∈W kC
, (7.38)

a γ Johnston-indexre (Johnston, 1978)

aCγ =

{
1
|K| ha C ∈ K
0 egyébként.

(7.39)
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a ρ Deegan-Packel-indexre (Deegan és Packel, 1978)

aCρ =

{
1
|M| ha C ∈M
0 egyébként

(7.40)

végül a h Holler-Packel vagy közjó indexre (Holler és Packel, 1983)

aCh =

{
kC∑

C∈M kC
ha C ∈M

0 egyébként.
(7.41)

7.5.1. Stratégiai veszekedés

A különféle hatalmi indexekben közös, hogy mind a nyer® koalícióknak exo-
gén halmazával dolgoznak és burkoltan feltételezzük, hogy ezek a koalíciók
meg is alakulnak. Ez természetesnek is t¶nik � hiszen miért adnák fel a
játékosok hatalmuk egy részét? Ha két játékos veszekedni kezd és nem haj-
landóak a továbbiakban együttm¶ködni, minden olyan koalíciót, melynek
mindketten tagjai, vesztessé változtatva, a hatalmi befolyásuknak csökken-
nie kellene. Nos, nem feltétlenül. A Veszeked® Tagok Paradoxonja (Kilgour,
1974; Brams, 2004) pontosan azt a paradox helyzetet írja le, amikor a ve-
szeked® játékosok mindketten jól járnak azzal, hogy nem m¶ködnek egyet
egymással.

Hogy ez paradox, vagy sem, értelmezés kérdése, de az biztos, hogy a
játékosok további hatalmi befolyást szerezhetnek az egyes koalíciók ügyes
elfogadásával/elutasításával. Itt egy olyan modellt vizsgálunk, ahol minden
játékos meghatározhatja, hogy a lehetséges koalícióknak melyik részhalma-
zát utasítják el. Igazából nem azt állítjuk, hogy az elutasított koalíciók nem
jönnek létre, hanem azt, hogy ezeket a koalíciókat nem kell �gyelembe ven-
nünk � hasonlóan érvel Braham és Holler (2005) is. A stratégiai hatalmi
indexek de�níciója során a hatalmi indexet a megmaradt nyer® koalíciókra
alkalmazzuk.

Motiváció gyanánt áttkintünk pár egyszer súlyozott szavazási játékot.

7.5.1. Példa. A G1 játék [6; 31, 32, 21, 22], ahol az indexek az azonos sú-
lyú játékosok megkülönböztetését segítik. A nyer® koalíciók halmaza W =
=
{

3132, 313221, 313222, 312122, 322122,31322122

}
, ahol aláhúztuk a kritikus

játékosokat. A játék Banzhaf-indexe β =
{

1
3 ,

1
3 ,

1
6 ,

1
6

}
.

Most vegyük észre, hogy a 21 (súlyú) játékos nem kritikus a 313221 ko-
alícióban, miközben a két nagyobb játékos az. Ha 21 megakadályozhatja a
koalíció megalakulását, akkor az utóbbiak kevesebb alkalmommal kritikusak,
így relatív értelemben 21 hatalmi befolyása n®.

A nyer® koalíciók módosítottW ′=
{

3132, 313222, 312122, 322122,31322122

}
halmazával számolva a Banzhaf-index is módosul: β′ =

{
3
10 ,

3
10 ,

1
5 ,

1
5

}
. A 21
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játékos hatalmi befolyása n®tt a kérdéses koalíció elutasítása révén. Megálla-
píthatjuk tehát, hogy a 21 játékosnak nem áll érdekében minden nyer® koalí-
cióhoz csatlakozni. Ez a megállapítás aligha meglep®. A 313221 koalícióban a
21 játékos hatalmi befolyáshoz juttata a 31 és 32 játékosokat, de ® maga ebb®l
nem részesült.

Hasonló módon a 22 játékosnak sem áll érdekében a 313222 koalíció-
ban való részvétel, így W ′′ =M =

{
3132, 312122, 322122,31322122

}
és β∗ =

=
{

1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
4

}
.

A fenti példában csak a legkisebb nyer® koalíciók maradtak, de mint az
alábbi példa mutatja, ezek sincsenek biztonságban.

7.5.2. Példa. A G2 = [11; 51, 52, 53, 11, 12, 13, 14, 15, 16] egy kilencszemélyes
játék. IttM={515253, 5i5j1k, 5i111213141516} ahol k∈{1,2,3,4,5,6} és i, j∈
∈ {1,2,3}, miközben i 6= j. Tegyük fel, hogy W =M és vizsgáljuk meg, hogy
ezek a koalíciók megmaradnak-e. Ekkor β=

{
7
39 ,

7
39 ,

7
39 ,

1
13 ,

1
13 ,

1
13 ,

1
13 ,

1
13 ,

1
13

}
.

Most legyen W ′= {515253, 5i5j1k,5l111213141516}, ahol k∈{1,2,3,4,5,6},
i, j ∈ {1,2,3} és l ∈ {2,3}. Ekkor β′ =

{
13
71 ,

14
71 ,

14
71 ,

5
71 ,

5
71 ,

5
71 ,

5
71 ,

5
71 ,

5
71

}
. A W ′

halmaz nem tartalmazza a 51111213141516 legkisebb nyer® koalíciót, miközben
az egyik tag, 51 ki�zetése magasabb, hiszen 13

71 >
7
39 .

Hasonló érveléssel azt látjuk, hogy 52 és 53 elutasítják az 52111213141516

és 53111213141516 legkisebb nyer® koalíciókat, s ezzel W ′′′ = {5i5j1k}, ahol
k ∈ {1,2,3,4,5,6} és i, j ∈ {1,2,3}. Ekkor β′′′ =

{
2
9 ,

2
9 ,

2
9 ,

1
18 ,

1
18 ,

1
18 ,

1
18 ,

1
18 ,

1
18

}
.

Mivel nincs olyan játékos, aminek érdekében lenne további koalíciók elve-
tése, β∗ = β′′′.

Ebben a példában az 51 játékos nagy súlyú játékos jelent®s részesedéssel
a hatalomból, s így ez a játékos nem jár jól azzal, ha olyan koalícióban kell
részt vennie, ahol szerepe szerény, megegyezik a sokkal kisebb játékosoké-
val. Az ilyen nagy játékosok csak a kisméret¶ koalíciókban való részvételben
érdekeltek. Meg�gyelhetjük tehát, hogy egyes játékosoknak megéri olyan ko-
alíciókat is elutasítani, melyekben kritikusok. A meg sem alakuló koalíciókat
nem kell �gyelembe venni a szavazási hatalom számításánál.

Stratégiai szavazási játékok

Általánosítjuk a veszekedés fogalmát koalíciókra is : a Q koalíció elutasításra
kerül, ha bármelyik tagja elutasítja. Egy i játékos si⊆{C| i ∈ C} stratégiája
tehát megfelel azon koalíciók halmazának, amelyeknek eleme, stratégiatere
tehát Si ⊂ 2{C3i}.

A hatalom a döntésekbefolyásoló képességb®l fakad: a szavazók különbö-
z® módokon húzhatnak hasznot ebb®l a hatalomból. Ha egy koalíció elutasí-
tásra kerül, nem alakul meg, vagy ha meg is alakul, mivel megakadályozható
lett volna, a döntésben való részvételért sem jár elismerés. Egy nyer® koa-
líciónak egyrészt képesnek kell lennie döntést hozni, másrészt fontos, hogy
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létrejötte el®nyös legyen a tagok számára. Feltételezzük, hogy az elutasítás
minden olyan D koalícióra kiterjed, aminek részhalmaza egy elutasított ko-
alíció C ⊂ D. Így egy adott s = {si}i∈N stratégiapro�l mellett a nyertes
koalíciók halmaza az alábbira módosul:

W(s) = {W ∈W| W +R ∀R ∈ si, ∀i ∈N}=W\
⋃
i∈N

si. (7.42)

Az (N,W(s)) páros egy szavazási intervallumjáték, így minden s straté-
giapro�l meghatároz egy ilyen játékot. Az I és a III feltételek nyilvánvalóan
teljesülnek, hiszen új nyer® koalíciókat nem adtunk W-hez. Másrészt egy el-
utasított koalícióhoz játékosokat adva nem kapunk nyer® koalíciót, így az
intervallumfeltétel is teljesül.

7.5.2. De�níció. (Kóczy, 2016b) Egy N játékoshalmazból, S stratégiatérb®l,
a nyer® koalíciók W halmazából és egy φ hatalmi indexb®l álló (N,S,W, φ)
négyest stratégiai szavazási játéknak nevezünk.

A játék célja a hatalom maximalizálása, a hasznosságfüggvény nem más,
mint φ : S −→ R+

N , s 7−→ φ(N,W(s)). Tekintettel arra, hogy a stratégiák
levezethet®k a játékosok N halmazából, a (N,W, φ) hármas is elegend® a
játék teljeskör¶ megadásához.

A játék két részb®l áll : az els® a koalíciók elutasítása nonkooperatív mó-
don, a második egy implicit kooperatív játék, ahol elosztásra kerül a hatalmi
befolyás. Egyensúlyi elosztásokat vizsgálunk, azaz ahol a nonkooperatív já-
tékban egyensúlyt feltételezünk, aminek az eredménye a nyer® koalícióknak
egy egyenúlyi W∗ halmaza.

Egyensúlyok további elutasítások nélkül

Vegyük észre a koalíciók elutasítása kapcsán felmerül® aszimmetriát. Miköz-
ben bármely tagja elutasíthat egy koalíciót, minden tagnak el kell fogadnia
ahhoz, hogy a koalíció nyer® maradhasson. Mivel minket els®sorban nem a
játékosok stratégiái, hanem a kialakuló egyensúlyi W∗, természetes olyan
egyensúlyokat keresni, ahol csak több elutasítás lehetséges.

7.5.1. Állítás. A nyer® koalíciókW∗ egyenúlyi halmazát nem érinti, ha csak
további elutasításokat engedünk.

Bizonyítás. A korlátozott játékban kevesebb elhajlás lehetséges. Egy adott
elhajlás nyereségessége ugyanaz mindkét esetben. Tehát, ha egy adott W
halmazra és minden olyan s stratégia-pro�lra, hogy W(s) =W további koa-
líciók elutasítása nyereséges, akkor nyereséges lesz mindkét esetben, ezért a
korlátozott játék egyensúlyai tartalmazzák a korlátozás nélküli egyensúlyo-
kat.

Másrészt a nyer® koalíciók bármely W∗ egyensúlyi halmazára az s stra-
tégia, ahol si = {C|C 3 i, C 6∈ W∗} egyensúlyi a korlátozás nélküli játékban
is.
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A továbbiakban a korlátozott esettel dolgozunk tovább, tehát csak továb-
bi elutasítások lehetségesek és ha egy koalíció egyszer már elutasításra került,
nincs lehet®ség az újratárgyalásra. Egy s stratégia-pro�l Nash-egyensúly, ha
φi(s)≥ φi(s′i, s−i) bármely i-re és s′i ∈ Si-re, ahol s′i ⊇ si.

7.5.3. De�níció. Egy adott φ hatalmi indexre a φ∗ egy stratégiai φ hatalmi
index, ha φ∗(N,W) = φ(N,W(s∗)), ahol s∗ egy Nash-egyensúly: minden i∈
∈N -re és si ⊆ s∗i , si ∈ Si stratégiára φi(s∗)≥ φi(si, s∗−i).

Ilyen stratégiai hatalmi index minden esetben létezik (például W(s∗) =
= ∅ mindig egyensúlyi), de általában nem egyértelm¶, ezért a továbbiakban
megadunk egy egyértelm¶ �nomítást.

Csak legkisebb nyer® koalíciók

Egy B koalíció elutasítás kétféleképpen érint egy játékost. Egyrészt minden
C⊇B koalícióra (aC)′=0 lesz, s ezzel játékos elveszít

∑
C⊇B a

CµCi -t, másrészt
a normalizációnak köszönhet®en a többi koalíció súlya megn®, s így a többi
koalícióhoz való hozzájárulása is arányosan n®, a növekedés faktora∑

C∈2N\∅ a
C∑

C∈2N\∅ a
C−

∑
C⊇B a

C
. (7.43)

A nullajátékosokat mindez persze nem érinti és ezért nem is vesszük ®ket
�gyelembe.

7.5.2. Állítás. A kritikus játékosokat is tartalmazó B∈K\M többletkoalíciók
elutasításra kerülnek.

Bizonyítás. Vegyünk egy B koalíciót, s benne egy i többletjátékost. Ha i
nem kritikus B-ben, akkor nem kritikus semmilyen C ⊃ B-ben sem és így
aCµCi = 0 minden C ⊇B-re. Így sem B, sem C ⊃B növeli i ki�zetését.

Másrészt aB > 0 (és esetleg aC > 0 bizonyos C ⊃ B halmazokra), így B
elutasítása esetén a 7.43 képlet szerint n® i ki�zetése.

7.5.3. Következmény. Bármilyen hatalmi indexreM⊇W∗.

Ugyanakkor, mint a 7.5.2 példában láttuk, akár legkisebb nyer® koalíciók
is kerülhetnek elutasításra. Az alábbiakban olyan hatalmi indexeket vizsgá-
lunk, melyekre aC > 0 csak akkor teljesülhet, ha C ∈M. Holler és Packel
(1983, 24. o.) szerint �mivel egy nem kritikus tagnak . . . nincs ösztönz®je arra,
hogy szavazzon. . . csak [a legkisebb nyer® koalíciókat] kell �gyelembe venni az
a priori szavazási befolyás mérésekor.� Hasonló gondolatokat fogalmaz meg
(Bennett, 1983, 15. o.)
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Elemi elutasítások

7.5.4. De�níció. Egy adott s stratégiapro�l mellett s′i egy elemi elhajlás,
ha |s′i|−|s1|= 1, azaz s′i csak eggyel több koalíciót utasít el.

7.5.4. Állítás. (Kóczy, 2016b) Egy adott s stratégiapro�lra legyen s′i i legjobb
válasza a s−i stratégiákra. Ekkor s′i el®állítható elemi elhajajlások sorozata-
ként.

Bizonyítás. A bizonytás konstruktív. Legyen a legjobb válasz s′i és legyen
si \s′i = {C1, . . . , Ck}, ahol µC1

i ≥ . . .≥ µ
Ck
i .

Megmutajuk, hogy φi(s′)≥ µ1. Vegyük az s′′i = s′i \C1 elhajlást! A felté-
telezés szerint

φi(s
′
i, s−i)≥ φi(s′′i , s−i) (7.44)

φi(s
′
i, s−i)≥

(∑
C 6=s′i

aC
)
φi(s

′
i, s−i)+aC1µC1

i∑
C 6=s′i

aC +aC1
(7.45)

Átrendezve megkapjuk, hogy φi(s′i, s−i)≥ µ
C1
i .

A továbbiakban csak elemi elhajlásokat engedünk meg.

7.5.2. Barátságos egyensúly

Az a stratégiapro�l, amireW∗=∅, nyilvánvalóan egyensúlyi, de ez se nem az
egyetlen, se nem az, amit keresünk. A sok lehetséges Nash-egyensúly közül
egy fokális egyensúlt keresünk.

A hatalmi indexek irodalma arra a feltételezésre épül, hogy minden nyer®
koalíció megalakul. Azt mi is el tudjuk fogadni, hogy a játékosok alapvet®en
barátságosak és nem utasítanak el egy koalíciót, hacsak nincs erre kifejezet-
ten okuk. Mi is ezt tekintjük tehát kiindulási pontnak, és alapvet®en s = ∅,
koalíciók pedig csak akkor kerülnek elutasításra, ha ez valamelyik tag érdeke.
Így bármely elfogadható egyensúly elérhet® a status quoból elemi elhajlások
sorozatával. Ugyanakkor minden más egyensúlyról elmondhatjuk, hogy va-
lamelyik koalíció elutasítása nem racionális.

Az alábbi F barátságos halmaz az elfogadható stratégiapro�lok halmaza.

s ∈ F ha

{
si = ∅ ∀i ∈N vagy

∃i ∈N, ∃(s′i, s−i) ∈ F, melyre φi(s)> φi(s
′
i, s−i).

Egy olyan s∗ ∈ F barátságos egyensúlyt választunk, ami egyrészt Nash-
egyensúly, másrészt a lehet® legbarátságosabbak, tehát a legkevesebb koalí-
ciót utasítják el. A nyer® koalíciók egyensúlyi halmaza W∗=W(s∗), végül a
stratégiai φ hatalmi index

φ∗ = φ(s∗) = φ(N,W∗). (7.46)
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W1

W2 W
*

7.2. ábra. A 7.5.1 példa elutasítási játéka: felül egyik koalíciót sem utasítják
el, alul mindet. Nyilak jelölik a nyereséges elhajlásokat, a Nash-egyensúlyokat
karika jelöli.

7.5.1. Példa. (folytatása). A 7.2 ábrán látható a 7.5.1 példa elutasítási já-
téka. A rács minden csúcsa megfelel a nyer® koalíciók halmazának valamely
stratégiapro�l esetén. Fent minden nyer® koalíció megmarad, míg alul min-
den elutasításra kerül. A vékony vonalak azt mutatják, hogy hol folytatódna a
játék valamely koalíció elutasítása esetén, míg a nyilak a nyereséges elutasí-
tásokat mutatják. Körökkel jelöltük azokat a csúcsokat, ahol nincs nyereséges
elhajlás � ezek a játék Nash-egyensúlyai

Például a W1 csúcsban a 312122 koalíció már elutasításra került, ekkor
β(N,W1) =

(
3
9 ,

4
9 ,

1
9 ,

1
9

)
. Az elutasított koalíció egyetlen tagja sem preferálja

ezt a ki�zetés, vagy hatalomvektort az eredeti β=
(

1
3 ,

1
3 ,

1
6 ,

1
6

)
vektorral szem-

ben. Innen ugyanakkor három további elhajlás nyereséges: ha 32 elutasítja
322122-t, az eredmény β(N,W2) =

(
1
2 ,

1
2 ,0,0

)
, illetve ha 21 utasítja el 313221-

t, vagy 22 a 313222 koalíciót; a ki�zetésvektor mindkét esetben
(

2
7 ,

3
7 ,

1
7 ,

1
7

)
A W2 csúcsnál nincsenek további nyereséges elhajlások, ezért ez a nye-

r® koalícióknak egy Nash-egyensúlyhoz tartozó halmaza. Ugyanakkor ez az
egyensúly feltételezi a 312122 koalíció elutasítását, amire nincs senkinek oka.
Ha az ilyen értelmetlen elutasításoktól eltekintünk, ehelyett W∗-ot kapjuk,
ami szintén Nash-egyensúly, de ez egy barátságos Nash-egyensúly. Mint ilyen,
az egyetlen és hamarosan belátjuk, hogy ez egy általános tulajdonság.
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Vegyük észre, hogy ha C 6=D legkisebb nyer® koalíciók, akkor sem C⊂D
sem D⊂C nem lehetséges, így C elutasítása nem utasítja el D-t is és viszont
és egy játékos külön-külön tudja a legkisebb nyer® koalíciókat elutasítani.
Azt mondhatjuk tehát, hogy a játékosok egyszer¶en kiválogathatják, hogy
melyik nyer® koalíciókat kívánják megtartani. Ez különösen kényelmessé teszi
ha a stratégiák helyett koalíciókkal dolgozunk és W∗-t írunk W(s∗) helyett.
Legyen F = {W(s)|s ∈ F} !

Az i játékos akkor és csak akkor utasítja el a B koalíciót nyereségesen ha

φi(N,W\{B}) > φi(N,W) (7.47)∑
C∈W aC∑

C∈W aC−aB

(∑
C∈W

aCµCi −aBµBi

)
>

∑
C∈W

aCµCi (7.48)

Némi átrendezéssel ∑
C∈W aCµCi∑
C∈W aC

= φi(N,W)> µBi , (7.49)

amib®l a következ® eredményt kapjuk.

7.5.5. Segédtétel. Az i játékos elutasítása akkor és csak akkor nyereséges,
ha i hozzájárulása az elutasított koalícióban kisebb, mint általában, ahogy azt
a stratégiai hatalmi index mutatja.

Rátérünk a stratégiai hatalmi indexekkel kapcsolatos f® eredményre.

7.5.6. Tétel. (Kóczy, 2016b) A nyer® koalíciók barátságos egyensúlyi hal-
maza egyértelm¶en de�niált :

W∗ =
⋂
s∈F
W(s). (7.50)

7.5.7. Következmény. A φ∗ stratégiai hatalmi index jól de�niált.

7.5.3. Stratégiai hatalmi indexek a gyakorlatban

A vizsgált stratégiai megfontolások az olyan sokat vizsgált problémákban
is fontosak, mint az Európai Unió Tanácsa (vagy korábbi nevén a Minisz-
terek Tanácsa). Kóczy (2016b) az IOP-Indices of Power 2.05 (Bräuninger
és König, 2005) szoftverrel végzett számításai szerint a legnagyobb EU tag,
Németország közjó indexe 5,56%, azaz valamivel 1

18 feletti ; ezzel szemben
tagja akár 25 f®s legkisebb nyer® koalícióknak is. Bár a stratégiai hatalmi
indexek kiszámítása nagyobb játékokban komoly nehézséget okozhat, az vi-
lágos, hogy Németország növelné a hatalmi befolyását, ha minél kisebb, 18
f®s, vagy ennél kisebb legkisebb nyer® koalíciókban venne csak részt és ha-
sonló megállapításokat tehetünk a többi nagy tagországra is. Ezen országok
befolyásnövekedése a kisebb országok hatalomvesztésével jár együtt, azaz a
nem-stratégiai indexek segítségével számoltnál sokkal koncentráltabb hata-
lomeloszlást kapunk.
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7.A. A Shapley-érték karakterizációja az általánosí-
tott súlyozott szavazási játékok osztályán

A v, w ∈ Γ̂ játékokra legyen v∨w = max{v, w}. Ha i ∼ vj és i ∼ wj, akkor
i∼ v∨wj. Ekkor

v =
∨
T∈M

uT , (7.51)

ahol uT a T egyetértési játéka.
Szükségünk lesz a következ® segédtételre:

7.A.1. Segédtétel. (Kóczy és Pintér, 2011b) Egy v egyszer¶ szavazási já-
tékra és T ∗ ∈M legkisebb nyer® koalícióra legyen

w =
∨

T∈W\{T ∗}

uT . (7.52)

Ekkor ∀i /∈ T ∗ : w′i = v′i.

Bizonyítás. Egy tetsz®leges S ⊆N -re két esetet vizsgálunk:

T ∗*S � Mivel i /∈T ∗ uT ∗(S) =uT ∗(S∪{i}) = 0, így v(S) =w(S)∨uT ∗(S) =
=w(S) és v(S∪{i})=w(S∪{i})∨uT ∗(S∪{i})=w(S∪{i}), azaz v′i(S)=w′i(S).

T ∗⊆S � Ekkor v(S∪{i}) = v(S) = 1, azaz v′i(S) = 0. Most tegyük fel, hogy
w(S∪{i})−w(S) > 0. Ekkor w(S∪{i}) = 1 és w(S) = 0, tehát S∪{i} egy
legkisebb nyer® koalíció az (N,w) játékban. MivelW(w)=W(v)\{T ∗}, ezért
S∪{i} egy legkisebb nyer® koalíció az (N, v) játékban. Ellentmondás.

Továbbá ha W a nyer® koalíciók halmaza, akkor

v =
∨
T⊆N

eT (W)uT . (7.53)

Ugyanez igaz az általánosított súlyozott szavazási játékokra is

7.A.2. Segédtétel. (Kóczy és Pintér, 2011b) Egy ṽ általánosított súlyozott
szavazási játékra

ṽ =
∑
w∈Γ̂0

∨
T⊆N

pṽ(w)eT (W(w))uT =
∨
T⊆N

∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eT (W(w))uT . (7.54)

Bizonyítás. Egy tetsz®leges S ⊆N koalícióra:∑
w∈Γ̂0

∨
T⊆N

pṽ(w)eT (W(w))uT (S) =
∑
w∈Γ̂0

pṽ(w) max
T⊆N

(eT (W(w))uT (S))

=
∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eS(W(w))uS(S), (7.55)
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ez pedig annak a valószín¶sége, hogy S nyer®. Másrészt

∨
T⊆N

∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eT (W(w))uT (S) = max
T⊆N

∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eT (W(w))uT (S)


=
∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eS(W(w))uS(S) , (7.56)

ami ismét annak a valószín¶sége, hogy S nyer®.

Vegyük észre, hogy a
∑

w∈Γ̂0
pṽ(w)eT (W(w))uT tag egy általánosított

súlyozott szavazási játék bármely T koalícióra!
Ahhoz, hogy alkalmazzuk Young (1985) bizonyítását, szükségünk van az

alábbi segédtételre:

7.A.3. Segédtétel. (Kóczy és Pintér, 2011b) A v súlyozott szavazási játékra
és olyan i játékosra, melyre létezik T ∗ ∈ Wv hogy i /∈ T ∗ teljesül, hogy i
nullajátékos, vagy létezik egy olyan w súlyozott szavazási játék, melyben T ∗

∗ /∈Ww ⊆Wv és w′i = v′i.

Bizonyítás. Legyen [q, w] = [q, w1, . . . , wn] egy súlyozott szavazási játék, T ∗

∗ ∈M és i ∈N \T ∗. Két eset lehetséges (ha M̂=
⋃
M∈MM):

i 6∈ M̂ � Ekkor i nullajátékos, így v′i = 0 = 0′i.

i ∈ M̂ � Jelölje e = w(T ∗)−q+1 a T ∗ többletét, és legyen q′ = q+e, w′i =
=wi+e, míg w′j =wj minden j 6= i játékosra. Minden i-t tartalmazó koalíció,
mely legkisebb nyer® [q, w]-ben, legkisebb nyer® [q′, w′]-ben is. Ekkor [q′, w′]
egy olyan súlyozott szavazási játék, melyben T ∗ nem nyer® miközben nincs
olyan koalíció, melyre a helyzet fordított. Ugyanakkor könny¶ belátni, hogy
ha T nyer® [q′, w′]-ben, akkor i nullajátékos az uT egyetértési játékban, így
a 7.A.1 segédtételb®l következ®en w′i = v′i.

A 7.3.1 tétel bizonyítása. Az akkor irány következik a 2.3.8 tételb®l. A csak
akkor irányt a legkisebb nyer® koalíciók számára vonatkozó indukcióval bi-
zonyítjuk.

A 0 egy általánosított súlyozott szavazási játék. A Hatékonyság és Szim-
metria Axiómák miatt φ(0) = 0 = Φ(0).

Legyen (N, ṽ) egy általánosított súlyozott szavazási játék. A 7.A.2 segéd-
tételb®l

ṽ =
∨
T⊆N

∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eT (W(w))uT .

Bármely T ⊆N koalícióra legyen uṽT =
∑

w∈Γ̂0
pṽ(w)eT (W(w))uT . Ekkor ha

i, j∈N -re teljesül, hogy i, j∈T vagy i, j /∈T , akkor i∼uṽT j, és ha i /∈T , akkor
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i nullajátékos. Legyen W (ṽ) =
{
T ⊆N |

∑
w∈Γ̂0

pṽ(w)eT (W(w))> 0
}
, azaz

a pozitív valószín¶ség¶ legkisebb nyer® koalíciók halmaza.

Tegyük fel, hogy minden olyan (N, ṽ) ∈ Γ̃ játékra, melyre |W (ṽ) | ≤ k,
φ(ṽ) = Φ(ṽ) és legyen (N, w̃) ∈ Γ̃ hogy |W (w̃) |= k+1.

A játékosokat osszuk két részre: N1 = {i ∈N | ∃T ∗ ∈W (w̃) , i /∈ T ∗} és
N2 =N \N1 ! Legyen i∗ ∈N1 és T ∗ ∈Ww̃, i∗ /∈ T ∗ ! Ekkor

w̃ =
∑
w∈Γ̂0

∨
T⊆N

pw̃(w)eT (W(w))uT . (7.57)

Ekkor egy tetsz®leges w ∈ Γ̂0 játékra két eset lehetséges:

I. ha pw̃(w)eT ∗(W(w)) = 0, legyen z(w) = w,

II. ha pedig pw̃(w)eT ∗(W(w))> 0 akkor a 7.A.3 segédtétel szerint i∗ nul-
lajátékos w-ben, ezért legyen z(w)=0, vagy létezik egy olyan z(w)∈ Γ̂,
hogy T ∗ /∈W (z(w)) és v′i∗ = z(v)′i∗ .

A 7.A.2 segédtétel szerint

z̃ =
∨
T⊆N

∑
w∈Γ̂0

pw̃(w)eT (W(z(w)))uT =
∑
w∈Γ̂0

∨
T⊆N

pw̃(w)eT (W(z(w)))uT

(7.58)
egy általánosított súlyozott szavazási játék, melyre w′i∗ = z′i∗ .

Ha a w∈ Γ̂0 játékra pw̃(w)> 0, T ∗ /∈W (z(w)), így |W (z̃) | ≤ k. Ekkor az
indukciós hipotézis szerint φ(z̃) = Φ(z̃). Tehát a Marginalitás miatt φi∗(w̃) =
= Φi∗(z̃).

Ha i, j∈T , akkor i∼uw̃T j és ha i, j∈T minden nyer® T ∈W (w̃) koalícióra,
akkor a Szimmetria miatt minden szimmetrikus i, j ∈ N párosra φi(w̃) =
= φj(w̃).

A fentieket összegezve, a Hatékonyság Axióma miatt φ(w̃) jól és egyér-
telm¶en de�niált. Így a 7.53 segédtételb®l következik, hogy φ(w̃)=Φ(w̃).

7.B. A barátságos egyensúlyi halmaz egyértelm¶

A 7.5.6 tétel bizonyításához néhány további eredményre van szükség.

7.B.1. Állítás. Legyenek Ci, Cj∈W koalíciók, melyek tartalmazzák mind az
i, mind a j játékosokat, továbbá, i nyereséggel elutasítja Ci-t, j pedig Cj-t.
Ekkor i nyereségesen elutasítja Cj-t, vagy j Ci-t.

Bizonyítás. Bizonyításunk indirekt. Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz.
Ekkor, bár j elutasítja Cj és így µ

Cj
j < φj(W), Ci-t nem, így µCij ≥ φj(W),

továbbá µCjj <µCij . Hasonló módon i elutasítja Ci, így µ
Ci
i <φi(W), viszont
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130 7. FEJEZET. HATALMI INDEXEK

Cj-t nem, azaz µCji ≥ φi(W), s ezért µCii < µ
Cj
i . Összegezve µCjj < µCij és

µCii < µCij . Mivel Ci és Cj legkisebb nyer® koalíciók, µCii = µCij = 1
|Ci| és

µ
Cj
j = µ

Cj
i = 1

|Cj | . Ekkor
1
|Cj | <

1
|Ci| és

1
|Ci| <

1
|Cj | , ami ellentmondás.

7.B.2. Állítás. Ha Wi,Wj ∈ F , akkor Wi∩Wj ∈ F .

Bizonyítás. A bizonyítás induktív a Wi és Wj közötti különbségre nézve.
Vegyük el®ször az elemi lépést. Tegyük fel, hogyWi={A,C1, C2, . . . Cm},

Wj = {B,C1, C2, . . . Cm}, azaz a két halmaz csak egy-egy nyer® koalícióban
tér el � ekkor már nem triviális a metszetük.
Wi ésWj mindketten aW0 ={A,B,C1, C2, . . . Cm} közös ®st®l származ-

nak miután az A illetve B koalíciókat a j, illetve i játékos elutasítja. Az
állítás azt mondja ki, hogy A nyereségesen elutasítható Wi-ben, vagy B a
Wj-ben.
Wi annak az eredménye, hogy i elutasítja B-t. Ha j /∈B, akkor φj(W0)≤

≤φj(Wi). Azt is tudjuk, hogy j elutasítja A-t aW0-ban és így φj(W0)>µAj .
Ekkor φj(Wi) > µAj , melyb®l következik, hogy j elutasítja A-t Wi-ben. Így
Wij = {C1, C2, . . . Cm} ∈ F .

A szimmetrikus eset ugyanezt i-re és B-re igazolja Wj-ben.
Végül azt az esetet kell megvizsgálnunk, amikor j ∈ B and i ∈ A. Mivel

csak egy tag tud egy koalíciót elutasítani, j ∈A és i∈B. Így a 7.B.1 állítást
alkalmazva látható, hogy vagy i utasít elWj-ben vagy j Wi-ben, ami a kívánt
eredmény.

Minden esetet megvizsgáltunk, ezzel a bizonyítás els® része készen van.
Most rátérünk az általános esetre. Tegyük fel, hogy az állítást igazoltuk
minden olyan halmaz-párra, ahol a különbség kevesebb, mint l.

Most legyen egyrészr®l Wi = {A1, A2, . . . , Ak, C1, C2, . . . Cm}, másrészr®l
Wj = {B1, B2, . . . , Bl, C1, C2, . . . Cm}, ahol A1, . . . , Ak illetve B1, . . . , Bl a
közös ®s óta még el nem utasított koalíciók, és l ≤ k. (Elvileg megengedjük,
hogy Ap=Bq valamilyen p és q indexekre). Az a kérdés, hogy ez a különbség
felszámolható-e.

De�nícióból adódóan, haWi,Wj∈F akkor mindkett®höz létezik az eluta-
sításoknak egyW0-tól kezd®d® sora. LegyenekW0

i ésW0
j ezekben a sorokban

az els® elutasítások, B1 és A1 eredménye. A fent igazolt elemi lépés alkalma-
zásával W1

j =W0
i ∩W0

j ∈ F . (Jelölésünk egy kicsit zavaró, hiszen W1
j nincs

a Wj-hez tartó úton.) Most vegyük a következ® elemet W1
i -t a Wi felé tartó

úton. Ugyanezzel az érveléssel W2
j =W1

i ∩W0
j ∈ F és így tovább. A lépés

ismétlésével a Wi-hez vezet® úttal párhuzamosan haladva eljutunk Wp
j -hez

ésWp
j ∈F . A megszokott módonWi∩Wp

j ={A2, . . . , Ak, C1, C2, . . . Cm}∈F .
Ha l < k az induktív feltevéssel teljes a bizonyatás.

Ha l=k, szükség van még egy lépésre, de a másik oldalon és megmutatjuk,
hogy {B2, . . . , Bl, C1, C2, . . . Cm} ∈ F .
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A 7.5.6 tétel bizonyítása. A 7.B.2 állítás szerint F elemeinek páronkénti met-
szete is barátságos. Mivel a nyer® koalíciók száma véges, a 7.50 egyenlet sze-
rint de�niáltW∗ is barátságos. Nyilvánvaló, hogyW∗⊆WF bármelyWF∈F
halmazra. ÍgyW∗ a nyer® koalíciók legkisebb barátságos halmaza és emellett
nyilvánvalóan egyensúlyi.

7.C. Algoritmus a legkisebb nyer® koalíciók megha-
tározásához

Legyen ξ, illetve η a bíborosokat az x, illetve y koordinátájuk szerint nem
csökken® sorrendbe állító permutáció inverze. Ekkor cξ(1) a legliberálisabb,
cξ(115) a legkonzervatívabb, cη(1) a legközelebbi, cη(115) pedig a legtávolabbi
Rómától.

I. Legyen R a lehetséges téglalapok halmaza, legyen R=∅, jelölje s∈Z115

a pontozófüggvényt, ahol s = 0.

II. A cξ(1)-t®l kezdve válasszuk a �legnyugatibb� bíborost l-nek.

III. A cη(1)-t®l kezdve válasszuk a lehet® �legdélibb� bíborost, azaz b-t a
legalacsonyabb cy értékkel, melyre bx ≥ lx és by ≤ ly.

IV. A cξ(115)-t®l kezdve keressük a �legkeletibb� bíborost, azaz r-t, melyre
rx ≥ bx és ry ≥ by.

V. A cη(115)-t®l kezdve keressük a �legészakibb� bíborost, azaz t-t a leg-
magasabb cy melyre ty ≥ ly, ty ≥ ry, tx ≥ lx and tx ≤ rx.

VI. Ha a négy bíboros koordinátái által feszített téglalap pontosan 77 bí-
borost tartalmaz, ellen®rizzük, hogy R tartalmazza-e. Ha hem,

1. Mentsük le az R listába.

2. Adjunk egy pontot minden széls® bíborosnak.

VII. Vegyük a következ® t-t, amíg ty ≥ cη(77)
y .

VIII. Vegyük a következ® r-t, amíg rx ≥ cη(77)
x .

IX. Vegyük a következ® b-t, amíg by ≤ cη(39)
y .

X. Vegyük a következ® l-t, amíg lx ≤ cη(39)
x .
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8. fejezet

Hatalmi indexek az Európai

Unióban

8.1. A lisszaboni reform

2007. decemberében egy ritka dolog játszódott le a magyar Országgy¶lés-
ben. A Lisszaboni Szerz®dés december 13-i aláírásának másnapján Göncz
Kinga külügyminiszter beterjesztette a T/4678. számú törvényjavaslatot a
Szerz®dés rati�kálásáról1, az Országgy¶lés egy nap alatt megvitatta, közel
egyhangúlag elfogadta és december 22-én már � elnöki aláírással megtámo-
gatva � meg is jelenhetett a Magyar Közlönyben. Ritka az ilyen összefogás
a magyar politikában: mit tud ez a szerz®dés, amivel ezt a támogatottságot
tudta kivívni magának?

A számtalan ambiciózus gazdasági és politikai célja mellett (Gács, 2005)
a Lisszaboni Szerz®dés egyik legf®bb érdeme, hogy az Európai Unió (EU)
döntéshozási mechanizmusait igazságosabbá és könnyebbé teszi. Mi az EU
legf®bb döntéshozó szervében, a Miniszterek Tanácsában (MT) alkalmazott
min®sített többségi szavazás változásait vizsgáljuk így a továbbiakban a Szer-
z®dés alatt a döntéshozásra vonatkozó passzusokat értjük. El®ször körülj-
áruk, mi tette egyáltalán szükségessé a változtatást, milyen változást vártunk
a Szerz®dést®l és, hogy ez Magyarországot milyen módon érintheti.

8.1.1. Az el®zmények

A mai Európai Unió magja a valamikori Európai Szén- és Acélközösség hat
tagjából alakult Európai Gazdasági Közösség (EGK). Bár méretre jelent®-
sen különböz® országok hozták létre, politikai berendezkedésük, gazdaságuk
fejlettségi szintje alapján mégis egy teljesen homogén csoportot alkottak. A
döntéseket rendszerint teljes egyetértésben hozták. Bár a legf®bb döntéshozó

1A javaslat pontos címe: T/4678 Az Európai Unióról szóló szerz®dés és az Európai
Közösséget létrehozó szerz®dés módosításáról szóló lisszaboni szerz®dés kihirdetésér®l
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134 8. FEJEZET. HATALMI INDEXEK AZ EURÓPAI UNIÓBAN

szervben, a Miniszterek Tanácsában már ekkor lefektették a súlyozott sza-
vazás szabályait, így annak sem volt különösebb jelent®sége, hogy a formáli-
san létez® szavazási szabályok alapján Luxemburg nulla-szavazó volt (Kóczy,
2009b), azaz szavazatával soha nem tudta, még elméletben sem befolyásolni
az EGK döntéshozását. Az EGK még csak egy volt a három formálódó gaz-
dasági csoportosulás közül, de a �bels® hat� piacainak egyesítése sikeresebb
lépésnek bizonyult akár a �küls® hét,� azaz az Európai Szabadkereskedelmi
Társulás, vagy pláne a Kölcsönös Gazdasági Segítés Tanácsa (KGST) szer-
vezeténél ; utóbbiak tagjai fokozatosan átléptek az EGK-ba, majd az EK-ba,
illetve az EU-ba.2 A mára 27 tagú Európai Unió rendkívül heterogén. Alig-
ha várhatjuk, hogy a döntések egyhangú támogatással szülessenek. Bár már
egy ideje a gyakorlatban is alkalmazták a súlyozott szavazást ezt inkább az
egyhangú szavazás enyhített formájának kell tekintenünk, hiszen egy javas-
lat jóváhagyásához olyan szigorú feltételeket szabtak, amit csak igen kevés,
nagyjából ötvenb®l egy országcsoport teljesített. Ha ezt összevetjük egy egy-
szer¶ többségi szavazással, ahol a szavazókat tetsz®leges módon kettéosztva
az egyik csoport általában képes a döntéshozásra, azaz a döntési valószín¶-
ség (közel) 1:2 láthatjuk, hogy az EU-ban az elvben lehetségesnél nagyjából
huszonötször volt nehezebb döntést hozni. Vitás kérdésekben ez cselekvés-
képtelenséghez, bénultsághoz vezethet. Els®ként tehát szemléletváltásra volt
szükség. El kellett fogadni, hogy bizonyos esetekben olyan döntés születik,
amivel meghatározó országcsoportok nem értenek egyet. A demokráciának
ez a látszólag természetes eleme nem nyilvánvaló egy önkéntes államszövet-
ségben, ahol id®nként az egyes országok szuverenitását is érint® kérdésekr®l
szólhat a szavazás. A Lisszaboni Szerz®déshez vezet® úton az els® lépés tudo-
másul venni, hogy más országok hozhatnak hazánkra nézve káros döntéseket
és ezeket nekünk el kell fogadnunk.

Ilyen helyzetben felértékel®dik az egyes országoknak a döntéshozásra va-
ló egyéni befolyásolóképessége. Mire gondolunk? A Lisszaboni Szerz®dést
megel®z®leg minden ország rendelkezett egy szavazási súllyal és a Minisz-
terek Tanácsában tartott min®sített többségi szavazás során szükség volt
a súlyozott szavazatok min®sített többségére is. A nagyobb népesség¶ or-
szágok nagyobb súlyokat kaptak, de ezen túlmen®en súlyok meghatározása
nélkülözött minden tudományos alapot, egy politikai alkuk sorozatával ka-
pott, meglehet®sen önkényes rendszerr®l beszélhetünk. Mivel a súlyok és a
befolyás között a kapcsolat korántsem nyilvánvaló, minden egyes b®vítéskor
szükség volt a súlyok újraosztására, hallatlanul megbonyolítva és kiszámít-
hatatlanná téve az EU életét. A b®vítések mellett problémát jelentett, hogy
az országok lakossága más-más demográ�ai trendet követett, így például a
kezdetben 10-10 milliós Belgiumot és Hollandiát hosszú id®n át egyformán
kezelték, holott mára Hollandia népessége Belgiuménak több, mint másfél-
szerese. Mindenképpen olyan rendszerre volt szükség, amely mentes az ilyen

2Az EU25 kialakulását Kóczy (2010b) részletesen tárgyalja.
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8.1. A LISSZABONI REFORM 135

és hasonló folyamatos alkudozástól, egy olyan rendszerre, ami közvetlenül
függ a népességt®l.

Összegezve tehát három elvárás fogalmazódott meg a szavazási reformmal
kapcsolatban: egy igazságosabb, hosszabb távra is alkalmazható és a döntési
képességet javító rendszerre volt szükség. A következ®kben bemutatjuk a régi
és az új szavazási szabályokat, illetve egy sok szempontból érdekes, de aligha
megvalósítható alternatívát.

A Nizzai Szerz®dés

Mint már bevezet®nkben tárgyaltuk, a Miniszterek Tanácsa az Európai Unió
legf®bb döntéshozó szerve. A Tanácsban minden egyes tagállamot egy minisz-
tere képviseli, de a szavazáskor az egyes tagállamok képvisel®inek a szavazata
más-más módon számít tükrözve az egyes országok méretbeli különbségeit.
Ez a helyzet mer®ben más, mint például egy közgy¶lés, ahol az egyes pár-
tok, vagy egyéb érdekcsoportok súlyát teljesen természetes módon a jelen
lev® képvisel®k száma határozza meg. A Nizzai Szerz®dés során minden or-
szág számára rögzít egy súlyt. Ez a súly egy nagyobb népesség¶ ország esetén
sosem kisebb, de a súlyok nem tükrözik az országok népességét. Egy javaslat
akkor kerül elfogadásra, ha a támogató koalíció teljesíti a következ® feltéte-
leket:

� A koalíciónak tagja a tagországok többsége. Általában egyszer¶ több-
ség az elvárás, de bizonyos esetekben, például, amikor a Tanács nem a
Bizottság kezdeményezésér®l szavaz, kétharmados többségre van szük-
ség. Itt minden ország pontosan egy szavazattal rendelkezik.

� A koalíció rendelkezik a (súlyozott) szavazatok 74%-val.

� A koalíció képviseli az Európai Unió lakosságának legalább 62%-át.

A Tanácsban alkalmazott min®sített többségi szavazás során használt sú-
lyok nem természetesek, a Nizzai Szerz®dést hosszú tárgyalások el®zték meg.
Nagyságuk politikai alkuk része, az egész szavazási rendszer önkényes és a
hátrányba kerül® országok joggal nevezhetik igazságtalannak. Ez is a reform
egyik mozgatója. A szavazati arányok mellett az elfogadási küszöbök, azaz
kvóták is önkényesek. Leech (2002) részletesen vizsgálja a szükséges többség
hatását különböz® további b®vítéseket feltételezve. Felsenthal és Machover
(2001) rámutatnak, hogy az elfogadott kvóták egyszer¶en túl magasak meg-
bénítva az uniós döntéshozást.

A Lisszaboni Szerz®dés

A Lisszaboni Szerz®dés eltörölte az önkényes és sokat vitatott súlyokat és
egy, az országok népességén alapuló szavazási rendszert vezetett be. A reform
után egy javaslat akkor kerül elfogadásra, ha
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� támogatja a tagországok min®sített többsége (55%, illetve speciális ese-
tekben 72%-a) képviselve az EU népességének legalább 65%-át, vagy

� legfeljebb 3 ország ellenzi.

A második feltétel nélkül a négy legnagyobb ország közül bármelyik há-
rom megakadályozhatná egy javaslat elfogadását. Bár nem igazán jellemz® az
EU tagok méret szerinti megosztása egy vitás kérdésben, ez egyfajta garancia
a kisebb országok érdekeinek védelmében.

Az új szavazási rendszer mellett a Szerz®dés rendelkezik az átmenet kér-
désér®l is (Európai Unió, 2007, Jegyz®könyv az átmeneti rendelkezésekr®l,
II.). Eszerint 2014. október 31-t®l kell az új szabályokat alkalmazni, de �2014.
november 1. és 2017. március 31. között, amennyiben egy jogi aktust min®-
sített többséggel kell elfogadni, a Tanács bármely tagja kérheti, hogy a jogi
aktust a (3) bekezdésben meghatározott [Nizza szerinti] min®sített többség-
gel fogadják el.� (Európai Unió, 2007, Jegyz®könyv az átmeneti rendelke-
zésekr®l, II.3 (2)), azaz a kérdéses átmeneti id®szakban bármelyik szabály
alkalmazható a javaslatok elfogadására.

darab népesség szavazat
Nizza 50% 14 62% 74%

átmenet
50% 14 62% 74%
55% 15 65%
n−3 24

Lisszabon
55% 15 65%
n−3 24

8.1. táblázat. A szavazási szabályok összefoglalása

A Jagellói Kompromisszum

Penrose (1946) igazolta, hogy közvetett választójog esetén a választók sza-
vazati egyenl®sége akkor teljesül, ha a képvisel®ik a megválasztó körzet lé-
lekszámának négyzetgyökével arányos számú szavazattal rendelkeznek. A re-
form kapcsán a krakkói Jagelló egyetem két kutatója (innen az elnevezés),
Zyczkowski és Sªomczy«ski (2004) javasolták egy, a tagországok népességé-
nek négyzetgyökén, mint szavazatszámon alapuló rendszer bevezetését. Azt
is igazolták, hogy a rendszer akkor a legigazságosabb, ha a kvótát 62%-ban
határozzuk meg. A javaslat széleskör¶ támogatásra lelt tudományos körök-
ben, de hivatalosan csak Lengyelország karolta fel.

Zyczkowski és Sªomczy«ski (2004) azzal érvelt, hogy a javaslat nem rész-
rehajló, a képviselt elvek világosak, matematikailag megalapozottak. A négy-
zetgyök-modell mellett szól az is, hogy igen magas, 16% feletti döntési va-
lószín¶séget tenne lehet®vé, ami, mint látni fogjuk, mind a Nizzai, mind a
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Lisszaboni mechanizmusnál kedvez®bb, miközben az európai állampolgárok-
ra majdnem tökéletesen teljesül az egyenl®ség elve.

8.1.2. Hatalmi indexek

A reform kapcsán két elvárás fogalmazódott meg, ennek megfelel®en az ér-
dekel minket, hogy az új szabályok révén könnyebbé vált-e a döntéshozás az
EU-ban, igazságosabbá vált-e a rendszer, illetve minket els®sorban az érde-
kel, hogy Magyarország helyzetére hogy hatnak a változások.

A számítások alapja

Bár a Nizzai Szerz®désben is megjelenik az országok lakossága a nyertes koa-
líciók meghatározásában, ott ezen adatok szerepe még másodlagos. A reform
után megsz¶nnek a szavazási súlyok, illetve szerepüket a népességadatok ve-
szik át. Míg Felsenthal és Machover (2007) vagy Turnovec (2008) az aktuális
népességadatokkal számoltak, mi az Eurostat, az Európai Unió statisztikai
hivatalának 2010 és 2050 közötti id®szakra vonatkozó, minden ötödik évre
megadott várakozásaiból (Eurostat, 2009) indulunk ki, ami lehet®séget ad a
befolyás jöv®beni alakulásának becslésére is. Mint az Eurostat az adatbázis-
hoz tartozó tájékoztatójában hangsúlyozza ez egy lehetséges szcenárió, ami
bizonyos termékenységre, halálozásra, ki- és bevándorlásra vonatkozó felté-
telezéseken nyugszik. Az úgynevezett kohort-komponens módszert alkalmaz-
zák, ami a népességet nem és kor szerinti csoportokra bontva vizsgálja a
termékenység, halálozás és migráció alakulását. A módszert részletesebben
George et al (2004) ismerteti. Maguk a népességadatok a függelékben, a a 8.4
táblában tekinthet®k meg.

A hatalmi indexek kiszámítása önmagában sem egy nyilvánvaló feladat,
a 27 tagú Európa pedig már egy összetett problémának számít. A számí-
tásokhoz az Indices of Power 2.0 programot használtuk (Bräuninger és Kö-
nig, 2005), ami egyszer¶sége mellett képes összetett szavazási problémákkal,
többszörös súlyokkal és több alternatív feltétellel is dolgozni.

Döntési képesség

Számításaink során a Shapley-Shubik indexet és a Banzhaf indexet is hasz-
náltuk. Hogy a két megközelítés közül melyik a helyes, nehéz kérdés, de a vá-
lasz nagyban függ a körülményekt®l. Mindkét index leírható egy valószín¶ségi
modellel (Stra�n Jr., 1977), ahol a szavazók egy véletlen változó valószín¶ség
alapján döntik el, hogy támogassanak, vagy ellenezzenek egy javaslatot. Bár
a változó eloszlása egyezik a két esetben, a Shapley-Shubik index esetében az
egyes játékosok közösen választják ki a változó értékét, míg a Banzhaf eseté-
ben a kiválasztás egymástól független. Így általában azt mondhatjuk, hogy a
Shapley-Shubik index alkalmasabb olyan esetekben, ahol a szavazók nagyfo-
kú hasonlósága feltételezhet®. Mivel mi egy önkéntes tagságon alapuló uniót
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Shapley-Shubik index Banzhaf index
2010 2015 2020 2060 2010 2015 2020 2060

Bulgária 2,81 1,81 1,79 1,57 3,09 2,40 2,34 2,21
Egyesült Kir. 8,71 11,09 11,11 13,40 7,78 8,93 9,26 10,48

Franciao. 8,71 11,17 11,20 12,47 7,78 8,98 9,17 9,91
Lengyelo. 7,99 6,52 6,53 5,53 7,42 5,35 5,05 4,28
Litvánia 1,95 1,19 1,18 1,10 2,18 1,92 1,90 1,89
Németo. 8,76 15,04 15,12 12,72 7,78 11,31 10,98 9,79
Magyaro. 3,40 2,21 2,20 2,05 3,68 2,71 2,67 2,55

Málta 0,81 0,75 0,75 0,78 0,94 1,57 1,57 1,67
döntési 2,03 12,80 12,70 12,71

képesség

8.2. táblázat. Hatalmi indexek válogatott országokra

vizsgálunk, jogos lehet a használata. Sajnos ugyanakkor az Unió sem mentes
a vitáktól és néha úgy t¶nik bizonyos kérdésekben soha nem lesz egyezség
olyan markáns különbségek is jelentkeznek a tagországok között. Egy álta-
lánosabb model hiányában, az irodalomban bevett szokás szerint mindkét
hatalmi indexet közöljük a számításaink során.Az eredményeket, kivonatos
formában a a 8.2 táblázat foglalja össze a részleteket a 8.5 és a 8.6 táblák
tartalmazzák.

Mindenek el®tt meg kell említenünk a döntési valószín¶ség látványos ja-
vulását. Míg a Nizzai szabályok mellett 50 koalícióból csak egy képes döntést
hozni, a reform után minden nyolcadik koalíció döntésképes azaz gyakorla-
tilag hatszor lesz könnyebb, vagy gyorsabb az uniós döntéshozás. Természe-
tesen ebb®l a szempontból a 2014. és 2017. közötti id®szak a legkedvez®bb,
hiszen ekkor a régi, és az új szabályok is érvényesek, de ez a több mint 134
millió nyer® koalíció közül mindössze 2500 pluszt jelent.

Igazságosság

A Nizzai rendszerben hatalmas különbségek vannak az egyes uniós polgá-
rok érdekérvényesít® ereje között. Egy luxemburgi, vagy máltai állampolgár
nagyjából hússzor akkora befolyással rendelkezik, mint német társai. Érdekes
módon éppen az el®bbi országok kapják az EU-tól a legnagyobb egy f®re es®
(nettó) támogatást (European Parliament, 2010). A reform hatásait vizsgál-
va gyökeresen különböz® eredményt kapunk a Shapley-Shubik (8.5 tábla),
illetve a Banzhaf index (8.6 tábla) használata esetén. Mindkét esetben ja-
vul Németország befolyása, s®t el®bbinél Spanyolország, utóbbinál Francia-
és Lengyelország, illetve az Egyesült Királyság is rosszabb helyzetbe kerül
2060-ra, de míg a Shapley-Shubik index esetén a két széls®ség közötti kü-
lönbség körülbelül a felére csökken, utóbbi sokkal kedvez®bben kezeli a kis
országokat, amiknek az eddig is aránytalanul nagy befolyása nem hogy csök-
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8.1. ábra. Banzhaf indexek változása 2010 és 2015 között a népességek függ-
vényében

kenne, de tovább n®, és ezzel a különbség is, közel másfélszeresére.

Magyarország befolyása

Egy reformnak szükségszer¶en vannak nyertesei és vesztesei. Ahogy az el®-
z® szakaszban említettük a reform egyik eredménye, hogy a nagy országok
befolyása n®, közelebb kerül az általuk képviselt népességarányhoz, illetve
némileg meglep® módon a kis országok Banzhaf indexe is n®, mindez ter-
mészetesen a közepes országok, így Magyarország kárára. A változások két
elemre bonthatók: egyrészt bevezetésre kerül egy új szavazási rendszer, más-
részt ez a szavazási rendszer a továbbiakban er®sen a népességi adatokon
alapszik (a nizzai szabályok mellett ezek csak a nagy országok esetében bír-
tak jelent®séggel), ami különösen kedvez®tlenül érinti a csökken® népesség¶
országokat, köztük � ismét � Magyarországot. Bár a népesség változása füg-
getlen a Szerz®dést®l és egy ország kezében rengeteg olyan ösztönz® van,
ami akár a bels® szaporulatot, akár a bevándorlást növelheti a döntés még-
is a népességváltozás, tehát ezen hosszútávú trendek ismeretében született
így a Szerz®dés értékelésekor ezeket is �gyelembe kell venni. Ráadásul a né-
pességváltozás csak részben magyarázza a hatalmi indexek változását. Bár
Észtország lakossága gyorsabban fogy, mint Magyarországé, Magyarország
befolyása csökken, ugyanakkor Észtországé folyamatosan n®.

Az EU központi költségvetésének legnagyobb haszonélvez®i érdekes mó-
don egyt®l-egyig a reform vesztesei, összesített Shapley-Shubik indexük 40-
r®l 28%-ra csökken, miközben a legnagyobb be�zet®ké 29%-ról 35%-ra n®.
Számunkra külön érdekes, hogy a kelet-közép európai országok (a visegrádi
országok, Románia és Bulgária) jelenleg a döntések közel negyedét, míg a
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Shapley-Shubik Banzhaf
reform nép. össz. reform nép. össz.

Egy. Kir. 27% 21% 54% Málta 67% 6% 77%
Németo. 72% -15% 45% Szlovénia 42% 3% 45%
Franciao. 28% 12% 43% Litvánia 43% 1% 45%
Olaszo. 21% -3% 17% Ciprus 30% 8% 41%

. . . . . . . . . . . . Észto. 34% 4% 39%
Luxemburg -30% 7% -25% Luxemburg 26% 8% 36%

Ausztria -29% 4% -26% Egy. Kir. 15% 17% 35%
Portugália -23% -6% -27% Franciao. 15% 10% 27%
Szlovákia -31% 4% -28% Németo. 45% -13% 26%
Görögo. -28% -1% -29% . . . . . . . . . . . .

Lengyelo. -18% -15% -31% Görögo. -22% -3% -24%
Cseho. -33% -5% -36% Bulgária -22% -8% -29%

Magyaro. -35% -7% -40% Cseho. -25% -5% -29%
Litvánia -39% -8% -44% Magyar. -26% -6% -31%
Bulgária -36% -13% -44% Lengyelo. -28% -20% -42%

8.3. táblázat. A hatalmi indexek legnagyobb változásai, külön a reformnak,
illetve a népességváltozásnak köszönhet®en..

vizsgált periódus végére már csak hatodát határozzák meg.

8.1.3. Összefoglalás

A Lisszaboni Szerz®dés egyik célja az egyre döntésképtelenebb Európai Unió
tehetetlenségét csökkenteni. A reformnak ez a része egyértelm¶en siker, hi-
szen közel hatszor könnyebb lett a döntéshozás. Ugyanakkor az is cél volt,
hogy igazságosabb is legyen, azaz, hogy a különböz® tagállamok polgárai
ugyanolyan befolyással rendelkezzenek az uniós törvénykezésben. Itt a siker
már mérsékeltebb, bár a pontos hatás nagyban függ a használt hatalmi mér-
ték és az alkalmazott egyenl®ség fogalomtól. Általában elmondhatjuk, hogy
a változás els®sorban a nagy országok befolyását növelte, legrosszabbul pedig
a közepes, Magyarország méret¶ országok jártak (Kóczy, 2011, 2012).

8.2. A Brexit

Nagy Britannia és az Európai Unió kapcsolata soha sem volt egyszer¶: Ki-
maradtak jogel®dje, az Európai Gazdasági Közösség (EGK) alapításából ;
az EGK ellensúlyozására 1960-ban létrehozott Európai Szabadkereskedelmi
Társulás pedig nem lett igazán sikeres, tagjai a következ® évben már jelezték
csatlakozási szándékukat az EGK-hoz. Erre végül csak 1973-ban kerülhetett
sor, miután Franciaország két alkalommal is élt vétójogával. A megszerzett
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tagságot az Egyesült Királyság nem becsülte meg, kilépése szinte az els®
naptól napirenden volt. Végül 2013-ban a Konzervatív Párt miniszterelnök-
jelöltje, David Cameron ígéretet tett, hogy megválasztása esetén népsza-
vazást tartanak a tagság kérdésér®l. A többi, ahogy mondani szokás, már
történelem: a 2016. június 23-án tartott népszavazásban a többség a kilé-
pés mellett tette le a voksát. Maga a jogi aktus nem egyszer¶ lépés, évekig
elhúzódhat, de el®készítése folyamatban van.

Bár általában az Európai Unió b®vítésér®l beszélünk, Nagy Britannia
kilépése nem lenne precedens nélküli. Grönland 1985-ben döntött a kilépés
mellett a halászati jogok körüli nézeteltérések miatt, de ez az els® alkalom,
hogy egy szuverén állam, amely nem mellesleg az EU egyik legnagyobb tag-
állama, lépne ki, s ennek várhatóan széleskör¶ hatásai lesznek a mindennapi
életre az Egyesült Királyságban, de az EU többi tagországában is (Buckle
et al, 2015; Dagnis Jensen és Snaith, 2016; Oliver, 2016). Kóczy (2018a) a
hatások közül csak egyet emel ki és vizsgál : az Európai Unió Tanácsában,
korábbi nevén a Miniszterek Tanácsában folyó szavazásokhoz kapcsolódó ha-
talmi befolyás eloszlásának változását.

8.2. ábra. Módosított hatalmi indexek a jelenlegiek százalékában és a népes-
ségek függvényében

8.2.1. Adatok és eredmények

Az Európai Unió Tanácsában folyó szavazás a népességi adatokon is múlik;
a szükséges népességszámokhoz és ezek 2080-ig szóló el®rejelzéseihez a Eu-
rostat Eurostat (2014) adatait használtuk. A számításokat az IOP - Indices
of Power 2.05 (Bräuninger és König, 2005) program segítségével végeztük.

A kapott hatalmi változások többnyire el®re láthatók. Az Új Tag Tulaj-
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donság (Brams és A�uso, 1976; Kóczy, 2009b) szerint egy tag, például az
Egyesült Királyság távozása � többnyire � növeli a több hatalmi befolyá-
sát és valóban a legtöbb tag, különösen a nagyobb népesség¶ tagok Shapley-
Shubik-indexe n®. Ezzel szemben a Lettországnál is kisebb országok esetében
az Új Tag Paradoxon (van Deemen és Rusinowska, 2003; Rusinowska és van
Deemen, 2005) �gyelhet® meg, azaz befolyásuk a kilépés ellenére csökken.

De vajon a nagy országok jól járnak-e? Bár az évek alatt az Egyesült
Királyság jelent®s kedvezményeket harcolt ki magának, továbbra is jelent®s
be�zet®, a Unió költségvetésének 8,8%-át az Egyesült Királyság adja (Euro-
pean Parliament, 2015). A Brexit után 91,2%-ára csökken a költségvetés, így
az ebb®l számolt szeletek értéke is. Ha �forintosítani� szeretnénk a Brexit
hatását, akkor a kapott indexeket is korrigálni kell. A 8.2. ábrán jól látható,
hogy a 6 milliónál kisebb lakosságú országok jelent®s, akár 15%-os veszte-
séget szenvednek, csak a 20 millió felettiek, különösen a négy legnagyobb:
Francia-, Német-, Olasz- és Spanyolország nyernek.

(a) Az Unió magja (b) Dél-Európa

(c) Észak-Európa, Baltikum, Auszt-
ria (d) Közép-Kelet Európa

8.3. ábra. Hatalmi index el®rejelzések négy országcsoportra. (A 2010-es Kó-
czy (2012), aktualizált és Brexit utáni értékek szaggatott, folytonos és pon-
tozott vonallal.)

8.2.2. Félresikerült alkukísérlet?

Kroll és Leu�en (2016) szerint az Egyesült Királyság célja a kilépés helyett
a kedvez®bb tagsági feltételek kiharcolása volt. London a pénzügyi, üzleti
világ egyik központja, Európa számára nélkülözhetetlen, gondolhatnánk. A
Brexit, mint fenyegetés meg kellett volna tegye a hatást, s várható volt, hogy
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miután az Egyesült Királyság (ismét) térdre kényszerítette a Kontinenst, a
választók szívesen támogatnak egy ilyen Uniót. Nem ez történt. Az Egye-
sült Királyság a kezdetekt®l fogva problémás tag volt, nincs még egy ország
ami akár közel annyiszor állt volna a kisebbségi vélemény mellé (Hix et al,
2016). Bár elemzésünk a problémakörnek csak egy kicsi részét vizsgálja, úgy
t¶nik, hogy az Unió véleményformáló országai kötségvetési szempontból ki-
fejezetten jól járnak a Brexittel (8.3. ábra). Az eredményt már ismerjük.
A tárgyalások minimális, inkább szimbolikus engedményeket hoztak csak,
a terv fordítva sült el. Kommunikálható eredmények hiányában a hivatalos
kampány is csalódott, er®tlen volt, s végül a szavazók többségükben a kilépés
mellett döntöttek.

8.3. További tagkilépések vizsgálata

Az Egyesült Királyság Európai Unióból való kilépése váratlan fordulat az
európai integrációs folyamatban. A lépés meglep®, de nem egyedülálló, hi-
szen Grönland már korábban távozott az Unióból. Azóta pedig szóba került
a görög (Grexit), a francia (Frexit) és a cseh (Czexit) kilépés lehet®sége
is. Bár egy lehetséges kilépésnek számos politikai és gazdasági hatása van,
Petróczy, Rogers, és Kóczy (2018) egyetlen néz®pontot vizsgál, nevezetesen,
hogy hogyan változnak a kilépések hatására az er®viszonyok az Európai Unió
Tanácsában.

A Lisszaboni Egyezmény a döntéshozatalt a támogató országok számá-
hoz, illetve lakosságához köti (Council of the European Union, 2017). A
súlyok ilyen kialakítása lehet®vé teszi, hogy el®re megmondjuk, hogyan ala-
kulnak a szavazási er®viszonyok, ha egy ország kilép az Európai Unióból.
Számos tanulmány bizonyította, hogy a szavazási hatalomnak mekkora be-
folyása van a végleges döntéshozásra (Felsenthal és Machover, 1997b, 2001).
Warntjen (2017) empirikusan is belátta, hogy er®s pozitív kapcsolat van az
uniós jogalkotásban a változtatási javaslatot benyújtó ország szavazati ere-
je és a szavazás sikeressége között. Éppen ezért fontos megvizsgálni, hogy
mekkora befolyással rendelkeznek az egyes országok az Európai Unió Taná-
csában.

A Shapley-Shubik-index segítségével megvizsgáljuk a tagok befolyását
a lehetséges kilép®vel együtt, illetve nélküle. Figyelembe vesszükük, hogy
egy ország kilépésével a be�zetése is elvész, így a számított Shapley-Shubik-
indexeket a be�zetés csökkenéssel arányosan korrigáljuk. Minden ország ki-
lépésére ugyanazt a mintázatot találtuk: szoros összefüggés van a népesség-
szám és a döntési befolyás változása között. A kis országok hatalmi indexe
n®tt a legnagyobb mértékben. Ezek az eredmények ellentétesek azzal, amit
Kóczy (2016a, 2018a) talált a brit kilépéssel kapcsolatban. Megállapítottuk,
hogy egy kilépés a nagy országok számára akkor kedvez®, ha a tagállam-kvóta
csökken, míg a kis országok hatalmi indexét akkor növeli, ha nem változik a
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8.4. ábra. A Czexitnek köszönhet® befolyásváltozások (függ®leges tengely,
100% a változatlanságot jelöli) a népesség függvényében (vízszintes tengely,
logaritmikus skálán mérve) (Petróczy, Rogers, és Kóczy, 2018)

korlát.
A számításokhoz szükséges 2015-re vonatkozó lakosságadatokat az Eu-

rostat adatbázisából vettük (Eurostat, 2014). A költségvetési adatokat az
Európai Parlament honlapjáról töltöttük le (European Parliament, 2015).
A számítások elvégzéséhez it is az IOP-Indices of Power programot hasz-
náltuk (Bräuninger és König, 2005). Mivel az IOP program nem tud nagy
számokat kezelni, ezért a számoláshoz lakosságadatokat százezres nagyság-
rendben adtuk meg. A felhasznált adatok megtalálhatóak a 8.B függelékben.
A következ® fejezetben ismertetjük az eredményeinket.

8.3.1. A hatalmi indexek változása

Csehország esetleges kilépésének példáján keresztül mutatjuk be, hogyan vál-
tozna az egyes országok hatalmi befolyása. A 8.4. ábra vízszintes tengelyén a
logaritmikus skálán mért lakosság, míg függ®leges tengelyén a befolyás vál-
tozása látható. Azt találtuk, hogy az alacsony népesség¶ országok járnak jól,
és ez nem csak a cseh, hanem bármely más kilépésre is igaznak bizonyult.
Kóczy Kóczy (2016a) a Brexittel kapcsolatban éppen ellentétes hatást ta-
lált : a nagy országok hatalma n®tt. Ennek magyarázata, hogy a Brexittel
szemben a következ® kilépés nem változtatja meg a szavazás tagállam kor-
látját. A brit kilépés után 27 tagállam maradt az EU-ban. Ebben az esetben
legalább 15 tagállam egyetértésére van szükség, hogy egy kérdés elfogadásra
kerüljön. Egy újabb kilépés után már csak 26 tagállam marad, viszont ebben
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az esetben is kell 15 tagállam egyetértése. Azaz, a lakosság korlát csökken,
a tagállam korlát nem változik. Ez pedig a kis országoknak kedvez, melyek
lakossággal alig rendelkeznek, így ebb®l a szempontból nem tudnak lényege-
sen hozzájárulni egy koalícióhoz, viszont a tagállam korlát elérésében teljes
érték¶nek számítanak. Több olyan koalíció lesz, melyek elérték a lecsökkent
lakossági korlátot, viszont éppen egy szavazat hiányzik nekik a tagállam kor-
láthoz. Ha egy ilyen koalícióhoz csatlakozik egy kis ország, akkor vele együtt
már döntésképesek, így a határhozzájárulása 1 lesz. Mivel csökkent lakossági
korláttal több ilyen lehet®ség van, ezért a kis országok Shapley-értéke, azaz
a befolyásuk n®. A Brexit esetén viszont változott a tagállam korlát is, így
abban a forgatókönyvben inkább a nagy országok jártak jobban.

Málta és Luxemburg, a két legkisebb ország befolyása bármelyik tagál-
lam kilépése esetén n®. A következ® hét kisebb ország: Ciprus, Észtország,
Horvátország, Írország, Litvánia, Lettország és Szlovénia befolyása csak Né-
metország kilépése esetén csökken. Magyarország ebb®l a szempontból a kö-
zepes méret¶ országokhoz tartozik, melyek befolyása nagy ország kilépése
esetén csökken, bármely más esetben n®, de csak csekély mértékben. Ilyen
közepes méret¶ ország még: Ausztria, Belgium, Bulgária, Dánia, Finnor-
szág, Görögország, Hollandia, Portugália, Svédország és Szlovákia. Románia
és Lengyelország hatalma marginális mértékben változik.

A négy igazán nagy ország, Franciaország, Németország, Olaszország és
Spanyolország befolyása csak akkor nem csökken, ha valamelyik®jük, vagy
ha Lengyelország lép ki. Lengyelország helyzete elég sajátos: Közepes mére-
t¶ országnak túl nagy, de az említett nagy államoknál kisebb. A 8.5. ábrán
látható, hogy az egyes országok kilépésével hány bennmaradó tagállam befo-
lyása n®ne, és ezeknek mekkora az összlakosságuk. Például a magyar kilépés-
sel 21 ország járna jól, lakosságuk azonban csak 141 millió f®. Az Egyesült
Királyság nélküli Európai Unió Tanácsában a döntéshozáshoz 15 tagállam
egyetértésére van szükség, akik legalább 288 millió lakost képviselnek. A fe-
kete vonalak ezt a két határt jelölik. Látható, hogy sok olyan ország van,
amelynek a kilépésével több, mint 15 állam befolyása növekszik. Azonban
Lengyelország az egyetlen, amire a lakosságkorlát is teljesül. Ha kilépne, a
teljes EU lakosság 95%-nak növekedne a befolyása az Unió költségvetésére.

8.3.2. Összefoglalás

Míg a Brexit után n® a nagy országok befolyása, a fentiekben beláttuk, hogy
egy következ® kilépés inkább a kis országoknak kedvezne. A kisebb lakosságú
országoknak kedvez, hogy 27, illetve 26 tagállam esetén is legalább 15 ország
támogatása szükséges a szavazás eredményességéhez, viszont a kilépéssel a
népességkorlát csökken. Magyarország a közepes méret¶ országokhoz tarto-
zik, így kis mértékben, de az esetek többségében jobban járna egy kilépéssel.
Csupán négy olyan forgatókönyv van, amely csökkentené a befolyását, ha
valamelyik nagy ország (Franciaország, Németország, Olaszország vagy Spa-
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[t]

8.5. ábra. Az egyes kilépéssel jól járó országok száma (vízszintes tengely) és
összlakosságuk (függ®leges tengely) (Petróczy, Rogers, és Kóczy, 2018)

nyolország) lépne ki. Felfedezhet® egy általános mintázat, egy olyan kilépés,
ami nem változtatja a tagállam-kvótát, a kis országok befolyását fogja nö-
velni, míg egy tagállam-kvótát csökkent® kilépés a nagy országoknak kedvez.
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8.A. Hatalmi indexek a Lisszaboni Szerz®dés után
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2010 2015 2020 2030 2035 2040 2045 2050 2055 2060
Ausztria 2,81 1,99 1,98 1,98 2,02 2,04 2,05 2,06 2,07 2,08
Belgium 3,40 2,38 2,37 2,38 2,44 2,47 2,49 2,52 2,55 2,56
Bulgária 2,81 1,81 1,79 1,75 1,70 1,66 1,63 1,61 1,59 1,57
Ciprus 1,10 0,82 0,82 0,83 0,85 0,86 0,88 0,88 0,90 0,91
Cseho. 3,40 2,29 2,28 2,26 2,24 2,22 2,22 2,20 2,19 2,17
Dánia 1,95 1,54 1,53 1,53 1,55 1,57 1,57 1,58 1,59 1,60
Észto. 1,10 0,88 0,88 0,88 0,88 0,87 0,88 0,88 0,89 0,89
Finno. 1,95 1,51 1,50 1,50 1,52 1,52 1,51 1,52 1,51 1,52
Franciao. 8,71 11,17 11,20 11,31 11,60 11,77 11,95 12,11 12,28 12,47
Németo. 8,76 15,04 15,12 14,79 14,23 13,95 13,64 13,32 13,03 12,72
Görögo. 3,40 2,44 2,43 2,43 2,42 2,42 2,43 2,43 2,43 2,42
Magyaro. 3,40 2,21 2,20 2,17 2,13 2,10 2,09 2,07 2,07 2,05
Íro. 1,95 1,46 1,45 1,49 1,56 1,60 1,62 1,65 1,68 1,72
Olaszo. 8,70 10,53 10,54 10,49 10,40 10,38 10,36 10,33 10,28 10,20
Letto. 1,10 1,01 1,01 1,01 0,99 0,99 0,98 0,98 0,98 0,97
Litvánia 1,95 1,19 1,18 1,16 1,15 1,13 1,12 1,12 1,11 1,10
Luxemburg 1,10 0,77 0,76 0,77 0,78 0,78 0,80 0,81 0,81 0,82
Málta 0,81 0,75 0,75 0,74 0,75 0,75 0,76 0,76 0,77 0,78
Hollandia 3,67 3,26 3,27 3,28 3,32 3,33 3,32 3,32 3,30 3,28
Lengyelo. 7,99 6,52 6,53 6,45 6,21 6,06 5,92 5,80 5,67 5,53
Portugália 3,40 2,35 2,34 2,35 2,38 2,39 2,42 2,43 2,43 2,44
Románia 3,98 3,97 4,01 3,93 3,77 3,71 3,65 3,58 3,50 3,43
Szlovákia 1,95 1,51 1,50 1,49 1,47 1,46 1,45 1,44 1,44 1,42
Szlovénia 1,10 1,00 0,99 0,99 0,99 0,99 0,99 0,98 0,99 0,98
Spanyolo. 8,04 8,35 8,34 8,51 8,61 8,62 8,64 8,65 8,64 8,61
Svédo. 2,81 2,14 2,13 2,17 2,22 2,24 2,26 2,29 2,31 2,34
Egy. Kir. 8,71 11,09 11,11 11,33 11,84 12,12 12,38 12,68 13,03 13,40

8.5. táblázat. A tagállamok Shapley-Shubik indexei (in %)
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2010 2015 2020 2030 2035 2040 2045 2050 2055 2060
Ausztria 3,09 2,55 2,56 2,57 2,58 2,57 2,58 2,58 2,58 2,58
Belgium 3,68 2,84 2,86 2,87 2,89 2,89 2,90 2,90 2,90 2,92
Bulgária 3,09 2,40 2,34 2,32 2,29 2,27 2,25 2,23 2,22 2,21
Ciprus 1,25 1,63 1,65 1,67 1,68 1,70 1,72 1,74 1,75 1,76
Cseho. 3,68 2,77 2,75 2,73 2,71 2,69 2,67 2,66 2,64 2,63
Dánia 2,18 2,19 2,19 2,21 2,22 2,22 2,23 2,23 2,24 2,25
Észto. 1,25 1,68 1,68 1,69 1,69 1,70 1,72 1,73 1,74 1,74
Finno. 2,18 2,17 2,17 2,18 2,18 2,18 2,18 2,18 2,19 2,20
Franciao. 7,78 8,98 9,17 9,28 9,39 9,51 9,61 9,71 9,81 9,91
Németo. 7,78 11,31 10,98 10,82 10,65 10,47 10,29 10,13 9,95 9,79
Görögo. 3,68 2,89 2,87 2,86 2,85 2,85 2,83 2,82 2,81 2,80
Magyaro. 3,68 2,71 2,67 2,65 2,62 2,61 2,59 2,58 2,56 2,55
Íro. 2,18 2,13 2,19 2,22 2,24 2,26 2,28 2,30 2,33 2,35
Olaszo. 7,78 8,56 8,55 8,55 8,58 8,60 8,62 8,61 8,59 8,54
Letto. 1,25 1,78 1,77 1,77 1,78 1,78 1,79 1,79 1,79 1,81
Litvánia 2,18 1,92 1,90 1,90 1,89 1,89 1,89 1,89 1,89 1,89
Luxemburg 1,25 1,58 1,60 1,61 1,62 1,65 1,66 1,67 1,69 1,70
Málta 0,94 1,57 1,57 1,59 1,60 1,61 1,63 1,64 1,65 1,67
Hollandia 3,97 3,51 3,51 3,50 3,48 3,45 3,43 3,39 3,37 3,36
Lengyelo. 7,42 5,35 5,05 4,91 4,76 4,61 4,49 4,39 4,32 4,28
Portugália 3,68 2,82 2,83 2,83 2,83 2,84 2,83 2,82 2,82 2,82
Románia 4,26 4,04 3,91 3,82 3,74 3,67 3,60 3,52 3,46 3,39
Szlovákia 2,18 2,17 2,16 2,15 2,14 2,13 2,13 2,13 2,11 2,10
Szlovénia 1,25 1,77 1,76 1,77 1,78 1,79 1,79 1,80 1,80 1,82
Spanyolo. 7,42 7,10 7,36 7,42 7,49 7,56 7,63 7,68 7,71 7,68
Svédo. 3,09 2,66 2,70 2,72 2,72 2,73 2,74 2,75 2,76 2,78
Egy. Kir. 7,78 8,93 9,26 9,43 9,61 9,76 9,94 10,13 10,31 10,48
döntés 2,03 12,80 12,70 12,71 12,69 12,69 12,69 12,67 12,67 12,71
képesség

8.6. táblázat. A tagállamok Banzhaf-indexei és a döntésképesség (%)
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8.B. Az EU tagállamok statisztikai adatai

Tagállamok Rövidítés
Lakosság

(százezer f®)
Lakosság-
arány

Be�zetési
arány

SS index

Ausztria AT 86 1,93% 1,51% 2,02%
Belgium BE 113 2,56% 3,52% 2,41%
Bulgária BG 72 1,62% 0,39% 1,81%
Ciprus CY 9 0,20% 0,14% 0,92%
Csehország CZ 105 2,38% 1,26% 2,30%
Dánia DK 56 1,27% 2,13% 1,59%
Észtország EE 13 0,30% 0,17% 0,98%
Finnország FI 55 1,24% 1,71% 1,57%
Franciaország FR 662 14,92% 18,81% 11,27%
Görögország EL 110 2,47% 1,76% 2,37%
Hollandia NL 169 3,80% 6,14% 3,27%
Horvátország HR 42 0,96% 0,37% 1,39%
Írország IE 46 1,04% 1,37% 1,44%
Lengyelország PL 385 8,68% 3,39% 6,42%
Lettország LV 20 0,45% 0,23% 1,07%
Litvánia LT 29 0,65% 0,31% 1,20%
Luxemburg LU 6 0,13% 0,22% 0,88%
Magyarország HU 99 2,22% 0,86% 2,21%
Málta MT 4 0,10% 0,06% 0,85%
Németország DE 807 18,19% 24,81% 14,44%
Olaszország IT 609 13,74% 13,81% 10,25%
Portugália PT 104 2,34% 1,57% 2,28%
Románia RO 199 4,49% 1,30% 3,74%
Spanyolország ES 464 10,46% 9,59% 7,56%
Svédország SE 97 2,19% 3,68% 2,18%
Szlovákia SK 54 1,22% 0,60% 1,56%
Szlovénia SI 21 0,47% 0,31% 1,09%
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