TOTH ARPAD: "CYCLE INTEGRALS OF MODULAR FORMS”
C. MTA DOKTORI ERTEKEZESEROL

OPPONENSI VELEMENY

Az értekezés 125 oldalon foglalja 6ssze a szerzé utobbi években elért tényleg
kiemelked6 eredményeit a modulédris formak elméletében. A doktori mi 6t 6
fejezetbdl, valamint egy bevezetésbol és egy fiiggelékbdl all, és egy 137 elemfii bib-
liografidaval zarul. A tdrgyalt anyagban a szerzé hat cikke van feldolgozva, ezek
koziil ketté az Annals of Mathematics (35442 oldal), ¢s egy-cgy a Duke Math. J.
(42 oldal), az International Math. Research Notices (31 oldal), az Abhandlungen
Math. Semin. Univ. Hamburg (12 oldal), és a Proc. Amer. Math. Soc. (3 oldal)
hasabjain jelent meg, tehat dsszesen 165 oldalon. Kiemelendd, hogy ezeken feliil is
a szerzének szamos fontos cikke jelent meg olyan abszolite a legjobbaknak szamito
lapokban, mint az Inventiones, International Math. Research Notices, Manuscripta
Math., Compos. Math., Fundamenta Math..

A bevezetés és a fiiggelék egyiittes célja a csak szakértok szamara emésztheto,
nagyon széleskorti technikai tudést és eloképzettséget, tobbféle matematikai tertlet
mély megértését kovetel6 f6 eredmények bevezetése. Mint ilyennek, elvileg alkal-
masnak kéne lennie arra, hogy a modularis formakhoz nem érté olvasé — koztiik
a jelen opponens — szamara Osszefoglalja azokat az ismereteket, amelyek segitsé-
gével a késobb ismertetendd 11j fogalmak, sajat kutatasi eredmények, bizonyitasi
modszerek érthetéek lehetnek. Ez nyilvan egy nehéz kihivas, és, tekintve, hogy a
témabdl vilagviszonylatban is szamos rosszul megirt konyv, jegyzet, “lecture notes”
van forgalomban, talan nem lehet azon sem csodélkozni, hogy a jelen prébalkozas
sem tekinthetd atiité sikernek.

A szerz6t nyilvéan feszitette, hogy a terjedelmi korldtok betartéasa mellett, a sajat
eredményeknek engedve at a fO teret, és a bevezetést aranyosan kis terjedelemre
szoritva, elég nehéz bemutatni a modern matematika évszazados fejlédésének egyik
legnehezebb és legmélyebb elméleti teriiletét, ahol az operdatorelmélet, a komplex
fiiggvénytan, a diffrencidlgeometria, a csoportelmélet, a reprezentacidelmélet, a
harmonikus analizis, a szamelmélet, és tulajdonképpen a fél matematika beépité-
sével jutunk el a fogalmakhoz és problémékhoz, struktirakhoz és tételekhez, és mar
a kezdeti 1épések megtétele is olyan felkésziiltséget és atlatast kivan, amelyekkel
pl. a maga idejében egy Selberg rendelkezett.

Mindezen nehézségek — mondhatni a feladat lehetetlensége — ellenére azonban
ugy gondolom, hogy a szerzd még a lehetéségekhez képest is kifejezetten rosszul
oldotta meg nehéz feladatdat. Tekintve, hogy az értekezés — és ennek megfeleléen
a biralat — f6 targya is a szerzo 1j eredményeinek bemutatasa és értékelése, és a
jelen értekezés nem habilitdcios munka, amelynek kiilondsebben hangsilyos érté-
kelési szempontja volna az eléaddi, targyalasi részletek mindsége, én inkabb egy
fiiggelékben indokolnam meg ezt a sommas véleményt.
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Mindazonéltal ezt a negativ megjegyzést elérebocsatom mentegetézésképpen is
azért, hogy kiviilalloként kevés esélyem volt teljes mélységében megérteni és fel-
dolgozni a szerz6 credményeit. Azzal a becsiiletes szandékkal fogtam hozza az
értekezés birdlatdhoz, hogy — ha maér a sors kiilonos szeszélye folytan az MTA
olyan opponenst bizott meg, aki soha egyetlen cikket sem publikalt a moduléris
formdk elméletéhez kapcsolddban, vagy akér csak azokat felhasznalva sem — akkor
raszanom az idét és megprobalom a disszertaciot alaposan atolvasva, eredményeit
tobbé-kevésbé megértve, érdemben eleget tenni opponensi feladataimnak. Ez az
erdfeszitésem jorészt sikertelen maradt. A biralat elkészitésekor mérlegelnem kel-
lett, hogy az MTA siirgetése és a szerzé jogos varakozdsa mennyi id6t enged még
arra, hogy megprébéljam — kissé megkésve — megtanulni (valahonnan mashonnan)
a moduldris formdk elméletét, utananézni f6 fogalmainak, megérteni a leirtakat.
Mivel ehhez a mii maga nem adott jé tdmpontot, végiil is az id6 és a tuddsszomj
fesziiltségében kétséges értékli kompromisszum sziiletett, amelyet értébb biralatok
beérkezése esetén nyugodtan tekinthet a bizottsig méasodlagosnak.

A dolgozat sok, mély, egymésra épiilé fogalmat, médszert és eredményt tartal-
maz, és maga a szerzo sajat kutatasi eredményeibdl vett eszkoztér, fogalom-alkotis
¢s az 1] felfedezések, tételek kore is olyan terjedelmii és mélységii, hogy azok ép-
kézlab leirdsdhoz tobb oldal sziikségeltetik. Ezért a tartalom ismertetését is kiilon
fiiggelékben részletezem, itt csak nagyon elnagyolt vizlatat adva annak.

A bevezetés utdn az érdemi kutatémunkdrdl kovetkezé elsé két fejezet — te-
hat a 2. és 3. fejezetek — Katok és Sarnak egy alapveté fontossagi formuldjat
messzemenden altalanositja gy, hogy az 4j formula minden d,d’ fundamentalis
diszkrimindns értékre érvényes, és a d = 1 esetben adja vissza a Katok-Sarnak
formulat. A formula azt fejezi ki, hogy adott ((2) paros Hecke-Maass cstics form4-
hoz egyértelmiien hozzarendelhet egy olyan L*-normélt, [y(4)-re nézve 1/2 silyt
moduldris forma. amelynek tetszéleges d,d’ fundamentalis diszkriminéns parokra
vett Fourier-egyiitthatéi komplex skaldrszorzata az eredeti ¢ fiiggvény génuszka-
rakterekkel kombinalt ciklusintegrdljainak konkrétan megadott tsszegeként &ll el§.
A formula jobb oldaldn szerepld ciklusintegralok d és d’ eldjeleitdl fiiggben o egyet-
len diszkrét pontbeli értéke (a szummaéciéban szereplé () binér kvadratikus alak
tortidedl-osztalyat general6 zo pontban), vagy ¢ derivéltjanak a Co zért geodeti-
kus gérbe menti integrélja, vagy maganak a ¢ fiiggvénynck az integralja. Ennck a
nagyon is konkrét eléallitasnak a segitségével szdmos geometriai illetve egyenletes
eloszlédsi kérdést, kozte W invaridnsok bevezetését és vizsgalatat tartalmazza a 3.
fejezet, megmutatva, hogy az A idedlosztalyok fundamentélis tartoméanyainak te-
riiletei, jellemz6 primitiv geodetikus ciklusai fvhossz szerinti, illetve a fent emlitett
diszkrét 2, pontsorozatok diszkrét eloszldsa a I'\H hiperbolikus feliileten (1énye-
gében a fundamentalis tartomanyon) egyenletes minden egyes “generaban”, azaz a
ClI*(K)/(Cl*(K))? ekvivalencia-osztalyaiban kiilon-kiilon is.

A 4. fejezet az 1/2 stlyu u.n. “hamis moduldris formak” terének leirdsaval
altalanositott csavart nyomformulédkkal foglalkozik pozitiv diszkrimindnsokra, és
az 1/2 silyt hamis moduléris formak {fp} bazisébdl Shimura-felemeléssel és for-
mélis derivdlassal ad6dé {Fp} rendszerrel, amelyrél nem csak megmutatja, hogy
ezek 2 sulyd holomorf modularis formék, hanem periédusfiiggvényeit, és igy ezek
racionalitasat is kiszamitja.
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Az 5. fejezet Ghys egy nevezetes kérdését oldja meg: kiszamitja két modulé-
ris csomé egymassal vett topoldgiai Osszefondddsi szamat, amihez fel kell épite-
nie az altalanositott Rademacher-szimbolumot is. Ezeket konkrét altalanositott
L-fiiggvények megfelelGen vett értékeivel azonositva a Dedekind-szimbdlum gyors
kiszamitdsat lehetové tevd reciprocitasi formuldt is igazol, és itt is pontosan kisza-
mitja a racionalis periodicitast. Nézetem szerint ez a fejezet a dolgozat legmélyebb,
legnagyobb dtlatdst, tuddst koveteld része, amiben a moduléris formak — amigy sem
egyszerli — vizsgdlata olyan teriileten (egy topoldgiai kérdésben) van eredményre
Juttatva, amely teriileten még modularis formdk nélkiil is éppen elég bonyolult a
felmertil6 kérdések kezelése. A leirds — legalabb szerkezetileg — mégis tobbé-kevésbé
atlathato, mert a szerzé jé érzékkel magyarézza el az elmagyardzhatatlant, és a top-
l6giabdl felhasznalt fogalmak és tételek kovethetd lefrasaval megadja az olvasénak
azt a jo érzést, hogy kapiskélja a dolgokat.

Végiil a 6. fejezet a szerzé 2000-es Int. Math. Res. Notices cikkében kozolt
— sokak altal eddigi €letmive f6 eredményének tartott — kiemelked$ szdmelméleti
eredményét ismerteti. Nevezetesen, azt bizonyitja, hogy egy tetszbleges D diszkri-
minansu f kvadratikus irreducibilis polinom mod p gydkeinek eloszlésa a primeken
- s6t primek tetszoleges szamtani sorozatban vett részsorozatara nézve is — hatdr-
értékben egyenletes lesz. Ez kiterjeszti a Duke-Friedlander-Iwaniecz altal jegyzett
D < 0 esetrdl tetszoleges D-re a sejtett eredményt, ekozben tobb 1épésben is 1]
modszereket alakitva ki. A cikket a "kénnyebb” D < 0 eset egyik szerzdje, John
B. Friedlander, igen komolyan méltatja a Mathematical Reviews hasdbjain is — ezt
az ismertetést csatolom az opponensi véleményhez. A fejezet tartalmazza a szerzd
egy sajat bizonyitasat is a Salié-Osszegek egy nevezetes formuldjara, tovabbd is-
merteti, hogy a szamelméleti egyenletes eloszlasi tétel egy korollariuma az, hogy
ezen komplex értékii Salié-Osszegeknek az argumentuma is egyenletesen oszlik el.

Opponensi kérdés. Az értekezés cime, témdja moduldris formak ciklusinteg-
raljai, és valéban ez fogja Ossze az érdemi fejezetek majd mindegyikét. De az
utolsé, 6. fejezetben én nem lattam a ciklusintegralok jelenlétét, és a vonatkozd
cikkek keletkezési ideje is arra latszik utalni, hogy a C4 zart geodetikus gorbé-
ken vett ciklusintegralok kiszamitésa ebben az eredményben még nem keriilhetett
felhasznalasra. A kérdés tehat az: Mi kize a 6. fejezetnek a moduldris formdk
ciklusintegraljaihoz, illetve a szerzé ezzel kapcesolatos eredményeihez?

Az opponens szamédra feltett szokdsos és kotelezd alapkérdés, hogy tjak-¢ a
szerz6 eredményer? A véalasz hagsilyos igen, mert a szerzé eredményei megsaii-
letésiik idején tobb hatalmas lépéssel vitték elére a moduldris formdk elméletének,
de kijelenthetd, hogy dltaldnosan a matematikdnak a fejlédését is. Az eredmények
ujdonsag-értékéhez szorosan hozza tartozik, hogy az értekezés legnagyobb részének
eredményeit tekintve — a 2-5. fejezetben leirtakkal kapcsolatos cikkekben — azo-
nos tarsszerzkkel, William Duke-kal és Ozlem Imamogluval kézosen dolgoztak, de
kérdésemre mindkét tdrsszerz6 messzemenden elismerden szélt Téth Arpdd hozzd-
Jdruldsdrdl, és mindketten kiemelték, hogy nélkiile ezek a kizis eredmények nem
Jjohettek volna létre. Opponensi véleményemhez csatolom ezeket a levélvaltasokat
is. fgy kétség sem férhet hozza, hogy a jelolt sajdt, indllé hozzdjdruldsa is igen
jelentds matematikai értékkel bir.
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Végezetiil az "4j eredmények” kérdéshez tartozik az is, hogy a bemutatott ered-
mények mennyiben Ujak a szerzd doktori (PhD) értekezése ota. A doktori fokozatot
Téth Arpad az 1997. évben irott "Equidistribution of roots of quadratic congruen-
ces” (Rutgers The State University of New Jersey - New Brunswick) cimii doktori
értekezésével szerezte meg. Tehdt formailag mindenképpen igennel kell vélaszolni,
hiszen a megjelent és itt feldolgozott cikkek a 2000-es évekbdl szérmaznak. Am
tartalmilag — mar a cimekbdl is lathatéan — van tényleges atfedés a 6. fejezet és a
PhD disszertacio kozott. Tekintettel azonban arra, hogy az értekezés enélkiil a fe-
jezet nélkil is béségesen tartalmaz nagyon kiemelkedd eredményeket, 6sszességében
érdekességét vesziti ez az atfedés, és a végso értékelést nem befolyasolja.

Nagy szerencsémnek tartom, hogy a vonatkoz6 szabalyzat nem kényszerit arra,
hogy szdmszerd pontszamot javasoljak a hamarosan szavazni kénytelen biralé bi-
zottsagi tagoknak. Még nagyobb szerencsének tartom, hogy a jelen miivet nem egy
egyetemi habilitacids eljards keretében kell értékelni, ahol az eléadés, a didaktikai
és pedagogiai vonatkozasok hangsillyal szerepelnének. A szerzd tudomanyos ered-
ményeit kell értékeljiik, és ennek a disszertacié csak bemutatéasi eszkéze, de nem
az értékelés {6 targya.

Senki és semmi sem tokéletes — és inkdbb kell elismerni egy nem til jél bemu-
tatott, de mégiscsak wvildgviszonylatban kiemelkedd tudomdnyos teljesitményt, mint
egy kozepes vagy gyenge teljesitményt, ami egyébként nagyon szépen van leirva.
Ezzel kapcsolatban Karinthy ”fgy irtok Ti’-jében a Szabolcska Mihélyt kifigurazoé
versike jutott eszembe:

"Egyszeri €és tiszta nota
— Gélyafészek, hdztetd —
Nincsen benne semmi, dmde
Az legaldbb érthetd.”

Lattam olyan védést, ahol az volt az érzésem, hogy ennek jegyében zajlik a cse-
lekmény. Ez most nagyon nem az az eset. A jelen értekezésre inkabb Shakespeare
Hamletjébol Polonius szavai idézhetdek:

"Oriilt beszéd! Oriilt beszéd: de van benne rendszer.”

Hatarozottan gy gondolom, hogy az értekezésben ismertetett eredmények —
vagy akar csak azok egy része is — bdéségesen elegendéek ahhoz, hogy az MTA
doktora fokozatot a T. Biral6 Bizottsag odaitélje. Ezért bizvast ki merem jelenteni,
hogy Téth Arpéd szamara az MTA doktora fokozat odaitélését, mint tudoményos
eredményeinek elismerését, mindenképpen melegen javaslom. Megjegyzend6 — ha
tetszik, hangsillyal sz6va teendd — de mellékes koriilményként tekintendd, hogy
a disszertaciéban ezek bemutatdsa, a targyalds maga, hagyott némi kivannival6t
maga utdn. Remélhetdleg a jelolt megszivleli ezt a hangsilyos megjegyzést, és
akadémiai székfoglaléjaban majd gondosabban, érthetébben, pontosabban mutatja
be eredményeit. Ehhez tovabbi sok sikert kivanok neki.

Budapest, 2020. januar 31-én,

Révész Szilard



