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Eloszo

A legaltalanosabb értelemben vett termodinamika, mint fizikai elmélet kettés termé-
szetl. Egyrészt altalanos, mély és alapvetd eredményekre vezet, amelyek messze kiviil
esnek az elmélet altalanosan elfogadott érvényességi hatdrain. Gondoljunk arra, hogy
Planck termodinamikai megfontolasok alapjan jutott a kvantummechanika kapujaba,
vagy emlithetjiik Jacobson és Verlinde eredményeit a kozelmiltbdl, a gravitacidelmé-
let és a termodinamika kozotti kapcesolatrdl [1, 2]. Mindkét eredmény elgondolkoztatd
a fizika elméleteinek altaldnosan elfogadott viszonyait illetGen.

A termodinamika ugyanakkor a fizika egyik legalkalmazhatébb elmélete. Az embe-
riség el6tt all6 nagy kihivasok, az energiafelhaszndlas és elosztéas kérdései, az ezekhez a
folyamatokhoz kapcsolédd veszteségek, azaz az entrépiaprodukcié csokkentése: ezek
mind termodinamikai kérdések. De az energiavaltozdsok és energiatranszport prob-
lémain messze tilmutatnak a termodinamika kiilonb6z6 alkalmazasai. Azért alkal-
mazhato, mert a makroszkopikus kontinuumok keretrendszereként egységhe foglalja a
tobbi diszciplinat és 6sszehangoltan kezelhetévé teszi kapcsolataikat, egyuttal pedig
altaldnos korlatokat és feltételeket szab az anyag tulajdonsagait kifejezé makrosz-
kopikus Osszefliggésekre, a konstitutiv reldcickra. A nemegyensulyi termodinamika a
transzportjelenségek altalanos fenomenologikus elmélete.

Ez a kettGsség, hogy a termodinamika valahogy egyszerre gyakorlati és alapvetd,
a legfontosabb megértendd tulajdonsidga ennek a teriiletnek. Magyarazatot jelenthet,
hogy tudjuk, a természetben minden folyamat irreverzibilis és a termodinamika a va-
16di vilag, az irreverzibilis folyamatok vilaganak elmélete. A termodinamika masodik
fététele és az ehhez kapcsolédd fogalmak rendszere ezt a tokéletlenséget fogalmazza
meg a fizika minden diszciplindjaban. Ezért minden gondolatmenet, amely kizarolag
a masodik fétételen alapul ilyen értelemben altalanos érvényti, azaz univerzalis. Uni-
verzalis, mert fiiggetlen az egyes részdiszciplinaktél, az anyag szerkezetére vonatkozd
kiilonb6z6 konkrét specidlis feltevésektSl. Pontosan annyira univerzélis, amennyire
altalanosak az elvek, amikre épit. Ezt az univerzalitast elfogadjuk az abszolit h6mér-
séklet esetén, de a nemegyensilyi termodinamika hasonlé univerzalitdsdt mar sokkal
kevésbé értjiikk. E dolgozatban ismertetett kutatasokat végso soron ennek, a masodik
fotételben gyodkerezd univerzalitasnak a megértése motivalta.

Amikor az 1940-es évek végén a nemegyensilyi termodinamika Eckart, Prigogine
és Meixner munkéassaga révén kontinuumelméletként tullépett Onsager korabbi, ho-
mogén termodinamikai megfontoldsain, akkor kutatéi atlattak az elmélet fizikai disz-
ciplinakat athidald, egyesit6 erejét. A klasszikus irreverzibilis termodinamika korlatai
azonban hamarosan vilagossa valtak, és a kezdeti lelkesedés csillapodasaval manap-
sag a fizikus kozosség altaldban azt hiszi, hogy fejlédése megallt de Groot és Mazur
1962-ben kiadott monografidjaban rogzitett szinten. Ennek az egyik oka — a divatok
valtakozasan tul — véleményem szerint az alapelvek elégtelen megértettségében rej-
lik. A harom teriilet, ahol a nemegyensilyi termodinamika alapjainak vizsgalatara
sziikség van:
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— A maésodik f6tétel fizikai jelentése és annak formadlis megfogalmazasa — ez mar
a homogén testek klasszikus elméletében is fontos.

— A konstitutiv elmélet, azaz a masodik f6tétel egyenlétlenségének megoldasi méd-
szerei (a linedris er6-aram szerkezet feltételei és meghaladésa).

— Az objektivitas, azaz annak fizikai megértése és formalis megfogalmazdasa, hogy a
konstitutiv, anyagra jellemzé tulajdonsdgok valoban csak az anyagtdl fiiggjenek.

A tovabbiakban ezeket a kérdéseket vizsgédljuk a termodinamika hidrom diszcipliné-
jat tekintve, egységes alapokat és modszereket hasznalva. Fejezetei ennek megfeleléen
tagolodnak: a homogén testek, a klasszikus kontinuumok és a relativisztikus folya-
dékok elméletét targyalom. Mindhdrom esetben megmutatom, hogy a nemegyensulyi
termodinamika elmélet modellalkot6 képessége jelentGsen meghaladja a klasszikus ir-
reverzibilis termodinamika lokalis egyenstlyra, eré-aram konstitutiv relaciékra és re-
lativ fejlédési egyenletekre alapozott lehetéségeit és szamos példat mutatok az elmélet
egységesito erejére és gyakorlati alkalmazhatosagara.

Homogén és kontinuum

A homogén testek termodinamikaja magaban foglalja a klasszikus termodinamikat,
amit termosztatika vagy egyenstlyi termodinamika neveken ismeriink. Ugyanakkor
érvényességi kore ennél kiterjedtebb, mert a nemegyensilyi termodinamika a homo-
gén testekre is vonatkozik, ugyanis a teljes klasszikus termodinamika felépithet6 va-
16di idobeli folyamatokkal, kézonséges differencidlegyenletekre alapozottan, példaul a
megfelel kontinuumelmélet homogenizalasaval, a térbeli rész kidtlagolasaval.

A dolgozat elsé fejezete a kézonséges termodinamikat, azaz a homogén testek nem-
egyensilyi termodinamikajat targyalja két fontos részt kiemelve, amelyek jol megvi-
lagithatéak mar ilyen modellben is.

1. Megfogalmazasra keriil a masodik fotétel, mint az anyag stabilitdsanak toérvénye
(az 1.1. tétel és valtozatai az 1.3 és az 1.5 fejezetekben).

2. A mechanika és a termodinamika kapcsolata, kiilonos tekintettel arra, hogy
olyan fogalmak, mint tehetetlenség, sebesség, hogyan egyeztethetéek Ossze a
masodik fététellel.

A kovetkez6, kontinuumokat targyald fejezetek miatt az additivitds-extenzivitas tulaj-
donsig segitségével bevezethetd fajlagos és stirtiség jellegi mennyiségek hangsulyosan
szerepelnek.

Mindkét oldal fontos, a kontinuum és a homogén is. Itt is, mint a fizika szdmos kap-
csol6dé diszeiplindjaban (pl. fenomenologikus-statisztikus), nem egyszerii specidlis-
altalanos viszonyrél van szé. Latszolag a kontinuumnak specialis esete a homogén, de
a gyengén nemlokalis kontinuumelméletekrdl altalaban azt gondoljuk, hogy nem loka-
lizalhatbak, azaz nem épithet6ek fel homogén részekbdl. Latni fogjuk azonban, hogy
a homogén elmélet kulcsa, a Gibbs-relacio, és rajta keresztiil bizonyos értelemben a
lokélis egyensuly is remekiil kiterjeszthet6 térderivaltakdl fiiged entropiafiiggvények
esetére is. Ezt majd kihasznaljuk a 2.8.2, illetve a 3.6 fejezetekben. Ez pedig azt je-
lenti, hogy bonyolultabb esetekben is van értelme a diszkrét elemekbdl felépithetd
kontinuum képnek. Haszna pedig, példaul a numerikus méodszerek esetén kézenfekva.
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Altaldban az mondhaté, hogy homogén testek folyamatait targyalé vonatkozod ki-
zonséges termodinamika vizsgalata elvi szempontbdl kiilondsen érdekes, miiszaki, al-
kalmazasi szempontbdl pedig kikeriilhetetlen. Elvileg azért érdekes, mert ami ebben
az egyszerii modellben sem érthetd, attél nem nagyon varhatd, hogy a koriilmények
bonyolitasa érthetévé teszi. Gyakorlatilag pedig azért kikeriilhetetlen, mert mar a
legjobban ismert és legegyszeriibb kontinuumelmélet esetén, a Fourier-féle hovezetési
egyenletet haszndalva, nagy méretli és Osszetett rendszerek tervezésekor és felépité-
sekor homogén megolddsokra, héatadasi modellekre kell hagyatkoznunk. Egy teljes
hoerémiivet példaul értelmetlen és gyakorlatilag lehetetlen egészében kontinuumként
modellezni.

Konstitutiv elmélet

A masodik fejezet relativ kontinuumelméletekben vizsgalja a masodik fététel szerepét
a konstitutiv relacidokra. Ebbe beletartoznak klasszikus disszipativ elméletek termo-
dinamikai altaldnositasai. Egyrészt az adott elméletben szokasosnal magasabb rendi
térbeli derivaltak figyelembe vételével azok gy nevezett gyengén nemlokalis kiter-
jesztését tekintjiik, mésrészt targyaljuk a magasabbrendii idéderivaltakat tartalmazé
egyenleteket is. Hairom konstrukciés médszer alkalmazasara keriil sor:

1. A belsd vdltozok mddszerével magasabbrendl idéderivaltakat tartalmazé fejls-
dési egyenleteket vezethetiink be a masodik fotétellel 6sszhangban.

2. Az dramszorzok mddszerével lokalizalhatd, transzport eredetii inhomogenitaso-
kat tartalmazé egyenleteket kapunk.

3. Figguényegyenldtienség-elemzés pedig altalanos erds eszkozt jelent a masodik f6-
tétel egyenlotlenségének megfeleld konstitutiv fliggvények megtaldlasara. Ennek
legaltalanosabb viltozata a feltételes egyenlotlenségrendszerek Farkas Gyulatol
szarmazo megoldasi modszerét alkalmazza, amelynek specidlisan a masodik f6-
tételre vonatkozo, nemegyensulyi termodinamikai valtozatat Liu-eljarasnak ne-
vezik.

Ezek a médszerek a masodik f6tételen alapulnak, azaz a konstrukciéjuk sordan mar
beépitik a masodik fotétel megfelel6 formajat. Mindharom esetben a termodinamikai
erék és aramok jelentik a lehetoséget a konstitutiv egyenletek egyszerti konstrukcio-
jara.

Objektivitas és térido

Az objektivitas, a vonatkoztatasirendszer-figgetlenség kovetelménye a kontinuumfi-
zika alapelvei kozott kiillonos helyet foglal el. Egyrészt mindenki elfogadja, mésrészt
nincs egyetértés a pontos formajat illetéen. Mar a masodik fejezetben, illetve a fligge-
lékben is targyalom ennek néhany aspektusat, egyrészt megmutatva, hogy az objek-
tivitas szokasos megfogalmazasa hibas, illetve hidnyos, méasrészt a téridé motivacioja
hétteret adva a klasszikus objektiv idéderivaltaknak. Ennek az elemzésnek bizonyos
koévetkezményeit mar a hagyomanyos, vonatkoztatasi rendszertdl fiiggd, relativ targya-
las is figyelembe veszi, hisz a belsé valtozok és az dramszorzok csak egyiitt adhatjak az
objektiv entropia siirtiség-aram megfelel altalanositasat, illetve a térbeli derivaltakon
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alapulé gyengén nemlokalis kiterjesztés sikerének kulcsa, hogy a Galilei-relativisztikus
téridé kovektorainak térszerii része fiiggetlen a vonatkoztatasi rendszertol.

A harmadik fejezetben viszont a Galilei-relativisztikus és a specidlis relativisztikus
hidrodinamika kapcsan objektiv, vonatkoztatdsirendszer-fliiggetlen megfogalmazas ad-
hato és a relativ, azaz nem kovaridns targyalasok szamos buktatdja kikeriilhetd. Itt, a
disszipativ hidrodinamika elsérendii stabil elméleteinek megfogalmazasaban mindha-
rom kiemelten emlitett problematikus pontra adott vilasz fontos: a masodik fotétel
és a stabilitas viszonyanak, a masodik f6tétel modern elemzési modszereinek és az
objektiv targyalasmédnak egyardant lényeges szerepe van.

Matematika és axiomatizalas

A termodinamikdban és a kontinuumfizikdban az axiomatizdlasnak, illetve a mate-
matika intenziv hasznalatanak nagyon erds hagyoményai vannak. Véleményem sze-
rint ezeket a hagyomanyokat nagyrészt a zavarossignak az az alapélménye taplalja,
amivel mindkét elmélet megtanuldsakor taldlkozhatunk. A mésodik f6tétel, illetve az
entropia fogalma a statisztikus elmélet nélkiil is sokrétli és a megértéshez kozelitve
jelentésének szamos rétegét kell szétbontani és feltarni.

A matematika a fizikdban nem eszk6z és nem nyelv, illetve nemcsak az. A pontos
matematikai fogalmak haszndalata a termodinamikaban nem csak azért fontos, hogy
élesebb és er6sebb szerszamaink legyenek. A matematikai objektumok a természetrél
alkotott modelljeink épit6 elemei és a szemléletességbol adddé szubjektivitas format-
lanna, Osszeilleszthetetlenné teszi ezeket az elemeket. Raadasul matematikai elemzés
hidanyaban még azt sem konnyi felismerni, hogy nem illeszkednek.

Mindezzel egyiitt ez a dolgozat nem axiomatikus és nem is nagyon matematikai, a
fizikai hétteret hangsilyozza. Viszont messzemendkig épit a matematikai elemzések-
re, elsdsorban Matolcsi Taméas kozonséges termodinamikajara és a téridé modellszinti
pontos fogalmaéra, illetve Clifford Truesdell racionalisként jellemzett kontinuumelméle-
ti iskoldjanak eredményeire. Bizonyos szempontbdl azokat igyekszik tovabbfejleszteni
kevésbé matematikai médon.

Elmélet és technolégia

A termodinamika, mivel a nem idealizalt fizikai rendszerek torvényszeriiségeivel foglal-
kozik, nagyon gyakorlati tudoméany. Ebben a dolgozatban elméleti munkakat foglalok
Ossze, igy csak néhol tudom érzékeltetni azokat az eredményeket, amiket a kidolgozott
modellek gyakorlati alkalmazasanak iranyaba tettiink kollégdimmal kozosen.

A korilmények és a szerencse gy hoztak, hogy a termodinamikai rendszerek koziil
els6sorban a koézetmechanika anyagelmélete, reoldgiai, kirosodési héterjedési hata-
sokkal Osszefiiggd gyakorlati problémdéi adtak a motivaciokat és a visszacsatolast az
elmélet fejlesztéséhez. A kévek bonyolultak. Repedeznek, tornek, folynak, egyszdval
idedlisak mindenféle nemidedlis jelenség tanulmanyozasara.

Koszonetek

Tanaraim és kollégaim, akik leginkabb hatassal voltak ram és akiktol a legtobbet ta-
nultam Asszonyi Csaba, Biré Taméas Sandor, Filop Tamés, néhai Gyarmati Istvan,
Matolcsi Tamas és Verhas Jozsef. Koszonet tovabba legkedvesebb munkatarsaimnak,
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Wolfgang Muschiknak és Noa Mitsuinak. A tamogatasukért halas vagyok Lévai Pé-
ternek, Grof Gyulanak és Wolf Gydrgynek. Lamer Gézanak pedig a kézirat régebbi
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RMKI Elméleti Fizika Féosztaly (most Wigner FK RMI Elméleti Fizika Osztély) és
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1. Termodinamikai folyamatok homogén
testekben — kozonséges termodinamika

1.1. Bevezetés - torténeti megjegyzések

A Kklasszikus, egyenstlyi termodinamika (a tovabbiakban termosztatika), a XIX. szé-
zad folyaman alakult ki. Ebben az idészakban mar a mechanika a természetfilozéfia
alapja és minden mas 1j fizikai diszciplina mintaja. A termodinamikai folyamatok
az idedlis mechanikai vilagkép keretei kozott nem érthetéek konnyen, szarmaztata-
suk nem varidciés elveken alapul, ezért a termodinamika ilyen jellegii, folyamatokra
alapozott targyaldsa maig erGsen vitatott, de fontos része a nemegyensiilyi termodi-
namikanak. Szamunkra csak a teljes képnek csak néhdny eleme fontos: Farkas Gyula
mésodik f6tétellel kapcesolatos vizsgalataira [3] alapozva Fényes Imre altaldnos axio-
matikus tdrgyaldst dolgozott ki [4], majd kisérletet tett a nemegyensilyi termodinami-
kéaba torténé beagyazasara Onsager munkai, illetve de Groot és Mazur monogréfiaja,
[5], nyoman [6] konyvében. Ezutdn Truesdell és Bharatha [7] kutatdsai tekinthet&ek
ebbe az irdnyba tett fontos lépéseknek.

A homogén testek nemegyenstlyi termodinamikajanak nehézségeit mutatja az utdb-
bi évtizedekben megjelent igynevezett véges idejii, illetve endoreverzibilis termodina-
mika is [8, 9, 10]. Ezek a rokon irdnyzatok valédi, id6ben zajl6 folyamatokat targyal-
nak homogén termodinamikai rendszerekben, de lényegében elvi megalapozas nélkiil
[11, 12, 13]. Fényes, illetve Truesdell és Bharatha munkéinak legfontosabb hidnyossé-
ga, hogy a masodik fotételt nem teszik érthetobbé, mint az egyensilyi termodinamikai
elmélet. Azt, hogy ez lehetséges, azaz hogy a masodik f6tétel fizikailag vilagos és mate-
matikailag is tiszta allitdsként jelenhet meg egy megfelel6 nemegyensilyi elméletben,
Matolcsi Tamds mutatta meg [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

Ebben a fejezetben réviden bemutatom a kézonséges termodinamikdanak alapallita-
sat, miszerint a II. fététel a termodinamikai egyensily aszimptotikus stabilitasat biz-
tositd feltételrendszer, ahol a termodinamikai rendszer teljes entrépidja a Ljapunov-
fiiggvény. Egy vazlatos altalanos keret ismertetése utdn gazokra és folyadékokra, illetve
rugalmas anyagra levezetem a megfelel6 entrépiaprodukciét. Ezek a termodinamikai
rendszerek azok, ahol homogén testek esetén — a mechanikai tehetetlenség miatt — a
termodinamikai targyalasok altalaban nem teljesek, esetleg rosszak.

Az alabbi rovid bevezetés sziikséges a termosztatika szerepének megértéséhez a
kontinuumfizikdban, azaz a lokdlis egyensily értelmezéséhez a vonatkozd kontinu-
umelméletekben. A késébbiekben latni fogjuk, hogy a forditott viszony is fontos: a
kontinuumelméletekbol egyszerii feltételek mellett visszakaphatjuk a homogén ter-
modinamikai testek fejlédési egyenleteit és ennek fényében értelmezhetjiikk a benne
szereplé paramétereket.
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1.1.1. Termosztatika, mechanika és termodinamika

A termosztatika kulcsfogalma az egyensuly, de mivel a termosztatikdban nincsenek
igazi folyamatok, illetve az esetlegesen haszndlt folyamatfogalmak — a kvazisztati-
kus, reverzibilis illetve irreverzibilis — homdalyosan definidltak, ezért a termosztati-
kai egyensily fogalmaban tobbféle dolog keveredik. Mindazonaltal a termodinamikai
mennyiségeket minden bevezet6é termodinamika kényv egyenstlyban tekinti értelmes-
nek [6, 23, 24]. Egyensuly alatt tobbek kozott impliciten az id6fiiggetlenséget, homo-
genitast és disszipaciomentességet is szokas érteni. A termodinamika nulladik f&tétele
hivatott tisztazni a feltételeit. A termosztatikai egyensily fogalma Onkonzisztensen,
mindenféle mikroszkopikus hattér nélkiil itt fogalmazodik meg. Ebben a felfogdasban,
a nulladik f6tétel alapjan, az egyensuly a fizikai rendszerek redukdlhatosdgdt és sze-
pardlhatdsdgdt jelenti. Redukéalhatésagot, hiszen tobbnyire legalabb 1020-10%0 szamu
atomi, molekularis, mezoszkopikus fizikai mennyiség egyiittes hatasat jellemezziik né-
hany termodinamikai valtozéval, anélkiil, hogy barmit is tudnank azok részletes vi-
selkedésérol. A termosztatikai egyensily tartalmazza, hogy ez a jellemzés egyaltalan
megtehetd, azaz az ettdl vald eltérés — Gjabb valtozok, memériahatasok vagy akar ré-
szecskeszintii leiras segitségével — mar nem termosztatikai egyensulyi allapotot jelent.
Az allapottér redukélhatésigahoz azonban sem az idofiiggetlenség, sem a homoge-
nitas, sem a disszipdcidémentesség nem sziikséges, s6t még az sem feltétel, hogy a
fizikai rendszer kiilonésebben nagy, vagy oOsszetett legyen. A redukalhatésag mellett
a termodinamika nulladik fotétele szerint alapveté a szepardlhatdsdg, azaz, hogy a
fizikai mennyiségek egyes termodinamikai testeket jellemeznek, tehat a fizikai valosig
részenként modellezhetd [25]. Ezt a feltételt elfogadva, a redukalhatésdgot a dinami-
kai tulajdonsagokon keresztiil lehet igazan megérteni: a termodinamikai rendszerek
hierarchidjaban az egyszeriibb, de univerzalisabb modellek vildgos moédon és feltéte-
lekkel részei a bonyolultabb, tobb valtozds elméleteknek. A redukélhatésiagot, és az
»egyensuly” bonyolult fogalomkomplexumat a nemegyensiilyi termodinamikai targya-
las vildgosabbd teszi az idéfiiggetlenséget levalasztva az egyéb egyensilyfogalmakrol.
Eppen ezért erre a kérdésre a fejezet végén tériink vissza.

Mint azt fentebb emlitettiik, a "termodinamikai egyensily" fogalmanak az id6flig-
getlenség valéjaban nem lényeges eleme. A termodinamika és a termosztatika viszonya
nem nyilvanvalé, és értelmezéséhez kiilonosen a termodinamikai potencidlok, elsésor-
ban az entrépia dinamikai szerepét kell tisztdznunk. A termosztatika alapéllitdsa az
entropia, mint potencial létezése. A tovabbiakban mi is ebbél fogunk kiindulni, és
roviden 6sszefoglaljuk a vonatkozd Osszefiiggéseket.

A termodinamikai mennyiségek idébeli valtozasanak leirdsara homogén testekben
kozonséges differencidlegyenleteket hasznalhatunk, az adott valtozdk fejlédési egyen-
leteit. Mivel mechanikai rendszereket — gazokat, folyadékokat és szilard testeket —
fogunk targyalni, ezek a fejlodési egyenletek néha specidlisan mozgasegyenletek, tehét
a termodinamikai elmélet fejlodési egyenleteinek tartalmaznia kell a Newton-egyenlet
megfelel§ alakjat is, disszipativ és nem disszipativ esetben egyarant. Azaz a nem-
egyensulyi termodinamika egy megfelelGen teljes elmélete a tehetetlenségi hatasokat
is tartalmazza.

Ebben az irdsban nem célom a termosztatikai elmélet részletes bevezetése, kriti-
kéja, vagy egyes paradoxonjainak részletes feloldasa. Ezekkel szamos vonatkozasban
részletesen foglalkoznak a fentebb mar emlitett konyvek [7, 21, 22].
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Négy feltevést fogalmazunk meg, nagyjabdél matematikai forméban. A viszonylag
pontos fogalmak itt éppen az érthetéség miatt fontosak. A teljesebb matematikai pon-
tossdg egyrészt Osszemosna a fontos és kevésbé lényeges részeket, masrészt a konkrét
esetek részleteivel terhelné a targyalast, ezért nem toreksziink ral.

A1l: Vannak fiiggetlen termodinamikai testek. Ezeket extenziv dllapothatdrozok és
intenziv dllapotfiigguények jellemzik.

Ez a nulladik fététel problémakore?. A termodinamikai testeket jellemzd llapot-
hatarozdk és allapotfiiggvények létezése tartozik ide.

Egy termodinamikai testet n darab extenziv termodinamikat dllapothatdrozo jelle-
mez. Ezek Descartes szorzata fesziti ki az X &llapotteret, amelynek elemei az X4 €
€ X,A € 1,2,..., N médon jelolt extenziv allapothatarozék. Minden egyes extenziv
allapothatarozéhoz tartozik egy Y4 : X — X* intenziv dllapotfigguény, amely az
extenziveknek fuggvénye és az allapottér dudlisdba képez. Az intenziv allapotfiigg-
vények kisérletileg adottak. Itt a leglényegesebb feltevés a szeparalhatésag, tehat a
termodinamikai testek sajat, fiiggetlen allapothatarozoik segitségével jellemezhetéek
akkor is, ha fizikai kolcsonhatasok, vagy megmaradasi tételek miatt latszélag mas
termodinamikai testek, illetve a kornyezet hatasa alatt dllnak.

Az extenziv allapothatarozék meghatarozd tulajdonsiga, hogy a termodinamikai
test valamilyen méretével, példaul térfogataval, tomegével vagy részecskeszamaval ara-
nyosak, amennyiben az a mérettipus értelmes a fizikai elméletben. (Relativisztikusan
példaul a térfogat értelmezése kérdéses.) Ez a tulajdonsag a téridé szimmetridk miatt
a Noether-tétel alapjan fellépé fizikai mennyiségekre elvart [30], de nemcsak azokra
igaz. Az entrépiat is ilyennek feltételezziik és latni fogjuk, hogy a belsé valtozok az
entrépiamérleg miatt sziikségszertien ilyen tulajdonsaguak, mérlegegyenlet vonatkozik
rajuk.

A2: Az intenziv dllapotjelzék vektortere potencidlos, a potencidl az entrépia.

Azaz egy termodinamikai testre létezik egy S : X4 — R entrépia fiiggvény, amely
a hozzd tartozo entrépikus intenziv allapotfiiggvények vektorterének potencialja. Ezt
fejezi ki a Gibbs-relacio:

ddS = Y dX4 = V1dX! + YodX? + ... + YydXV, (1.1)

Masképpen fogalmazva, az entrépikus intenziv allapotfiiggvények az entrépia par-
cidlis derivaltjai:

oS
XA

(X x2 XN =vxt x2, . x) (1.2)

Ez a kévetelmény, a potencidlossag, feltételeket ré a kisérletileg meghatarozott fligg-
vénykapcsolatokra: az intenzivek formalis vektorterének derivaltja szimmetrikus, ha-
rom dimenzié esetén Grvénymentes.

! Péld4ul a tovabbiakban minden fiiggvényt megfeleld mértékig differencidlhaténak, invertalha-
ténak, stb. tételezek fel, holott j6l tudjuk, hogy példaul a fazisok targyaldsa az értelmezési
tartomédnyok rogzitésén és hatdruk kiilonféle tulajdonsigain mulik [17].

2 Firdekes médon a termodinamika alapigazsigai koziil a nulladik f8tételt fogalmaztak meg utol-
sénak, vagy legaldbbis legkés6bb emelkedett f&tétel szintjére [26, 27]. Fontossdgat talan legin-
kédbb a nemadditiv termodinamikai rendszerek vizsgdlata mutatja meg [28, 25, 29].
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A3: Az entrépia extenziv.

Ez a feltétel a termodinamika kontinuumokra térténé alkalmazdsdhoz elengedhe-
tetlen, lokalizdlhatosdgi feltételnek fogjuk nevezni és a kovetkezo ekvivalens médokon
fogalmazzuk meg:

(i) Az entrépia elsérendii Euler-homogén fliggvénye valtozdinak:

S(AXA) = AS(X4), XeRT. (1.3)

(ii) Barmely skalar X! extenzivre vonatkoztatva bevezethet az s = S/X' entré-
piastiriiség, amely a megfelel6 fajlagos extenziv allapothatarozdk fliiggvénye:

XB

ﬂXﬂzX%<XJ, B=2,.n, é X' skalar. (1.4)

(iii) Ervényes az extenzivitdsi reldcio:
S =YX =V X'+ Vo X%+ .+ YyXV. (1.5)

(i)-bél (ii) kovetkezik A\ = 1/X! vélasztasaval, (ii)-bél (iii) adédik az entrépia X'
szerinti derivalasaval az intenzivek definicibéja alapjan, (iii)-b6l (i) pedig egyszeriien
behelyettesitéssel ellenérizhetd.

(1.5) és (1.1) fontos kévetkezménye a Gibbs-Duhem-reldcié:

0= XdY" = X1dY! + XodY? + ... 4+ XndY'P. (1.6)

A4: Termodinamikai stabilitds, azaz a fajlagos entropia konkdv.

Ezért a fajlagos entrépia masodik derivaltja, daps(x®), negativ definit. Itt dap a
mésodik derivalt tenzort jeloli, z¢ = X /X! pedig az X'-re fajlagositott extenziv
allapothatarozokat.

A3 miatt az entrépia mésodik derivaltja negativ szemidefinit és magja éppen X4.
Bzt az (1.5) extenzivitasi relacié derivaldséval lathatjuk be: 948 = 94(XB0pS) =
= 048+ XBoupS, ezért XBo,pS = 0. Hasonléan lathaté be az az sszefiiggés, hogy
9apS = —X%dapcS.

A fenti feltételrendszer fizikai szempontbol egyre gyengébb allitasokat fogalmaz
meg. Vildgos, hogy A4 nem mindig igaz, a fazisatalakulasok esetén kimeritGen tar-
gyaljuk azokat a jelenségeket, amelyek a termodinamikai stabilitas sériilésével kap-
csolatosak. A3 példaul a fekete lyukak illetve altaldban gravitaciés rendszerek ter-
modinamikai targyaldsa esetén nem kovetelmény [31, 32|, tulajdonképpen ez vezet
a negativ hkapacitis fellépéséhez ilyen rendszerekben®. Ugyancsak emlitésre mélto,
hogy a Hill-féle kis rendszerek termodinamikdja pontosan ennek a feltételnek az al-
taldnositasat vizsgalja olyan esetekben, ahol a térfogati és feliileti hatasok egyarant
jelent&sek [34, 35]. Az elmélet lényege, hogy ilyen rendszerekre is formdlisan kikény-
szeritjik az Euler-homogén entrépia létezését. Fontos még megjegyezniink, hogy az
itt targyalt lokalizdlhatdsadg nem azonos az gy nevezett nemextenziv termodinamika
additivitasi tulajdonsagaval. Ott kiillonb6z6 termodinamikai testekre egyiittesen be-
vezethet6 fizikai mennyiségekrél van sz6 a kompoziciés szabalyok kapcsan [36, 37]. Itt
a fenti feltétel egyetlen termodinamikai test méretének hatdsara vonatkozik.

3Ha van a fekete lyukaknak térfogata, mint ahogy szdmos javaslat szerint (pl. [33]) van, akkor
a hékapacitasuk sem negativ.
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Az entrépia A2-ben megfogalmazott definiciéjatdl torténd eltérésre nem tudunk
példat, de vegylik észre, hogy maga a megfogalmazas egyaltalan vizsgalhatova teszi,
hogy esetleg altalanosabb, entropiamentes médon is vannak-e fizikai rendszerek. Ez a
lehetéség a masodik fététel fizikai lényegét nem sérti [22].

Al nem céfolhatd, ez a fizika modellalkotdsdnak alapja. Minden jelenlegi fizikai
elméletiink fontos feltétele, hogy a vilag egyes részeit levalasztva kezeljiik az egésztdl.
Az Al-et sért6 elméletek nemcsak, hogy nem termodinamikaiak, de nem is fizikaiak.

Az alabbiakban, a legegyszeriibb példakon részletesen megmutatom hogy a fen-
ti feltételek nem figgetlenek, egyiittesen a termodinamikai rendszerek aszimptotikus
egyensulyanak feltételrendszerét adjik egy dinamikai elmélet keretei kdzott. Ez pe-
dig ravilagit arra, hogy a termodinamika milyen értelemben altalanos és miért része
minden fizikai diszciplinanak: az anyag aszimptotikusan stabil allapotainak létezése
a kisérleti megismételhetdség és ezaltal az objektiv természettudomény létezéséhez
elengedhetetlen. A példakban a hagyomanyoknak megfeleléen nemcsak az entropia
jelenik meg termodinamikai potencialként, és a termodinamikai 6sszefliggéseket is el-
térd valtozorendszerekben célszerii megadni, mert az egyes allapotfiiggvényeket nem
egyforman jol tudjuk mérni.

1.3. Kozonséges termodinamika - homogén gazok és
folyadékok 1.

Kozonséges termodinamikdaban a termodinamikai testek homogénok, a fizikai
mennyiségek csak az id6tol fiiggenek. Ebbdl a szempontbdl a kozonséges termodi-
namika analég a tomegpontok mechanikajaval.

1.3.1. Folyadékok és gazok termosztatikaja

Gézokban és folyadékokban a klasszikus extenziv allapothatarozdok az E bels6 energia,
a V térfogat és az N részecskeszam vagy az M tomeg. Az entrépia ezeknek a fiiggvé-
nye. Ebben az irdsban nemrelativisztikus és relativisztikus termodinamikai megfonto-
lasokat egyarant hasznalunk, ezért az anyagmennyiség jellemzésére a részecskeszamot
vezetjilk be az entrépia valtozdjaként: S(E,V, N). Allandé m részecsketomeg esetén
a megszokottabb tomeges leirdsra az M = mN modon térhetiink at. Az entrdpia
termodinamikai potencial, parcidlis derivaltjai az entrépikus intenziv allapotjelzok.
Ezek fuggvényformaja, extenziv mennyiségektol vald fliggése mérhetd, az entropiat
A2 alapjan parcialis derivaltjaival definidljuk:

oS 1 as p a9s

ey (1.7)

SEVN.  FETT o T N~ T

Ezeket a viszonyokat tomoren nem az entrépikus intenziv allapotfiiggvényekkel adott
Gibbs-relaci6 segitségével, hanem a bels6 energidra vonatkoztatva szoktunk megadni,

dE = TdS — pdV + pdN (1.8)

forméaban. A fenti formuldkban T a hémérséklet, p a nyomas, u pedig a kémiai poten-
cidl. Ezen kiviil a termodinamikai mennyiségek kozott fenndll az (1.5) extenzivitasi
relacié gaz-folyadék termodinamikai testekre vonatkozé formaja:

E=TS—pV +uN. (1.9)
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(1.8) és (1.9) kovetkezménye a Gibbs—Duhem-relcid:

SAT — Vdp + Ndu = 0.

e=FE/N, s=S/N, v=V/N (1.10)
fajlagos extenziv allapothatarozékra igaz, hogy

B Os 1 ds p
s=s(ev), =5 5= (1.11)

de = T'ds — pdv. (1.12)

Az extenzivitasi és a Gibbs—Duhem-relacié megfelel6 forméi egyszeriien kévetkeznek
a fentiekbdl:
u=-e—"Ts+ pv, dp = —sdT + vdp. (1.13)

Azaz a fajlagos mennyiségeket megkaphatjuk a kémiai potencidl (7,p) intenziv
mennyiségek szerinti parcidlis derivaltjaiként. Hasonléan, bevezethetjiik az extenzivek
V-fajlagos mennyiségeit, azaz stirliségeit is

pe =E/V, ps =S/V, n=N/V (1.14)

definicidkkal. A stirliségekre az entropiat definidlé parcidlis derivaltak és a Gibbs-
relacié kovetkez6 modon irhatdak:

Ops 1 Ops H
_ _ 1 — 1.15
ps = ps(pe,n), 90, T’ o T (1.15)
illetve
dpe = T'dps + pdn. (1.16)

Az extenzivitdsi tulajdonsigot és a Gibbs—Duhem-relaciot is érdemes felirnunk:
p=—pe+ Tps+ pn, dp = psdT + ndp. (1.17)

Stirtiségek potencidlja tehat a nyomas, a (T, u) valtozokban.

Figyeljik meg, hogy a fentiekben elég lett volna két valtozora bevezetni az ent-
répiat ((1.11) vagy (1.15) médon), ezutdn az extenzivitéssal kiterjeszthetjitk harom
valtozoéra. Egy valtozora a potencidl 1étezése trividlis, két valtozéra vonatkozdan a
termodinamikai hagyomanyoknak megfeleloen homérsékletre vonatkozé, tigy nevezett
kalorikus allapotfiiggvényt agy vezetjiik be, hogy az entrépia létezzen, azaz integra-
16 osztoként. Ekkor a potencidl létezése matematikai tétel. Az entrépia létezése csak
ennél tobb valtozéra jelent fizikai feltételt. Ezt Farkas Gyula bizonyitotta [3, 4].

Géazok esetén az dllapothatarozé fajlagos mennyiségek az e fajlagos bels6 energia és
a v fajtérfogat. Az allapotfiiggvényeket ezekkel a kanonikus vdltozokkal adjuk meg. A
termikus és kalorikus &llapotfiiggvények ekkor p(e,v) és T'(e,v) a megfelel$ dllapotté-
ren értelmezve. A fajlagos entrépiat, mint allapotfiiggvényt, a fenti (1.11) formuldkkal
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definialjuk, ami ekvivalens az (1.12) Gibbs-relaciéval (1.5) miatt. Az Gsszes fenti meg-
fogalmazas (1.13), illetve az extenzivitas segitségével megkaphato.

Az intenziv allapotfiiggvényekre két feltétel érvényes. Egyrészt az entrépia, mint po-
tencial 1étezésének kdvetkezménye vegyes méasodik parcialis derivaltjainak egyenlésége,
ez pedig megszoritast jelent a kalorikus és termikus allapotfiiggvényekre. Esetiinkben
tehat (1.11), illetve (1.12) miatt fennall, hogy

o1 _ s _ s oy
ovT  dedv  Ovde OeT’

Ezt az Osszefiiggést (illetve ennek tobbvaltozds dltalanositdsat) nevezziik Mazwell-

c s 2

(1.18)

mikai testre vonatkozban a fenti (1.18)-bél automatikusan harom Maxwell-reldcié
vezethetd le.

A masik feltételt a termodinamikai stabilitds A/ kovetelménye jelenti. A fajlagos
entrépia teljes masodik derivaltja,

N 01 01
D?s(e,v) = (%eg %’%) (1.19)
deT ovT
negativ definit. Kénnyt belatni, hogy ez az alabbi egyenl6tlenségekkel kiértékelhetd:
oT Op
—_— 0 —(T 0. 1.20
e >0, ry < (1.20)

Konkéav fajlagos entrépia, azaz termodinamikai stabilitas sziikséges ahhoz, hogy az
entrépianak maximuma lehessen termodinamikai egyensulyban. Eppen ezért alapko-
vetelménynek tekintjiik, az allapothatarozék (e, v) terébdl kizérjuk azt a tartoményt,
ahol a fenti egyenl6tlenségek sériilnek. Idedlis gaz a teljes kanonikus allapottéren ér-
telmezett, de példaul a Van der Waals-gdz mar nem, az Un. spinodalis gérbe alatti
tertilet a (p,v) diagrammon példaul sérti a termodinamikai stabilitast.

Természetesen stirtiségekre is atfogalmazhatoé a fenti feltételrendszer. Ekkor azt kap-
juk, hogy

gz;(pe,n) >0, g'Z(T, n) > 0. (1.21)

Az (1.7) osszefiiggésekkel meghatdrozott teljes entropia méasodik derivaltja nem lesz
negativ definit, csak negativ szemidefinit a lokalizalhatosagi feltétel miatt.

Lattuk, hogy a fenti definici6 szerint értelmezett entrépia a mérhetd fizikai mennyi-
ségek tulajdonsigaira ad megszoritast, egy allapotfiiggvény nem lehet akdrmilyen. Ez
a definicié lehetévé teszi, hogy egyszeriien bevezessik a kdrnyezet entrépidjdat is. Egy
termodinamikai testet kornyezetnek tekintiink, ha homérséklete és nyomaésa, ebbol ko-
vetkez6en pedig kémiai potencialja idében allandd. Legyen ez az allandé hémérséklet
Tk, az alland6 nyomds pedig pg. Fajlagos entrépidja ekkor (1.11) alapjén egyszertien

kiszamolhato: 1
Pk
si(e = —e — S0, 1.22
k (e, Vi) 7.t Ve TS0 (1.22)
ahol ey és v a kornyezet fajlagos belsé energidja és fajtérfogata, sy pedig dlland6. A
szokott fizikai intuicion alapuld kijelentéseket a kornyezet — hétartaly vagy nyomas-
tartaly — nagysagardl vagy valtozatlansagardl egy dinamikai elmélettel természetesen

bizonyitani lehet, és a feltételei is megadhatodak.
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Py

1.1. 4bra. Egyszerl termodinamikai rendszer.

1.3.2. Termodinamika

Ha a homogén testekre vonatkoz6 termodinamikaban idébeli valtozasokkal kivanunk
foglalkozni, akkor ezt a megfelel6 termodinamikai valtozdkra vonatkozé differenci-
alegyenletekkel tudjuk kényelmesen megtenni. Elvarhaté, hogy legyen egy ilyen el-
méletiink, amely képes leirni mondjuk egy bogre forrd tea hémérsékletének idébeli
valtozasat szobahémérsékleti kornyezetben. A térbeli valtozasokat is leiré elméletet
majd a kontinuumok targyaldsakor fogalmazunk meg.

Az els6 f6tétel, azaz a bels energia mérlege, kapcsolatba hozhaté egy differencial-
egyenlettel, amennyiben azt

é=q(e,v,...) +w(e,v,..) (1.23)

forméban irjuk fel. Itt a pont az idéderivaltat jeloli, azaz é a termodinamikai test
fajlagos bels6 energidjanak idéegységre es6é megvaltozasat jelenti, ¢ a fajlagos hétel-
jesitmény (heating) az id6egység alatt dtadott termikus energia, w pedig a fajlagos
mechanikai teljesitmény, az id6egység alatt a homogén testen végzett munka fajlagos
értéke (working). A hét és a munkat jellemzé mennyiségek nem értelmezhetéek, csak
akkor, ha vizsgdlt termodinamikai test kapcsolatban van a kornyezetével. g és w a
kolesonhatést jellemz6 mennyiségek. Eppen ezért a kornyezet, vagy szomszédos ter-
modinamikai test, testek jellemz&itol is fiiggeniiik kell. A tovabbiakban az 1.1 dbran
lathaté egyszerl termodinamikai rendszert fogjuk vizsgalni, egy gaztestet termikus és
mechanikai kélcsonhatéasban a kérnyezetével. Ebben az esetben a fenti (1.23) formu-
laban szereplo kipontozott helyekre a kérnyezet jellemz6 paraméterei keriilnek.

Altalaban a Gibbs-reldciét a termodinamika kényvek azonnal kapcsolatba hozzik
az els6 fététellel. Olyasféle formuldkkal taldlkozhatunk, mint

dE = 5Q + 6W = TdS — pdV,

ahol d teljes differencial (matematikailag 1-forma, ahogy eddig), illetve ¢ nem teljes
differencialt, hanem csak valami valtozast jel6l. Itt nem célunk ennek az egyenlGség-
nek, a benne szerepl6 mennyiségeknek a részletes értelmezése, ezt szamos kiillonb6zé
modon megteszik a termosztatikai tankényvek, mind matematikai, mind fizikai szem-
pontbdl [7]. A folyamatok targyaldsa szempontjabol csak egyetlenegy dologra hivjuk
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fel a figyelmet. A mi fenti jeloléseinkkel, id6beli valtozasokat tartva szem el6tt a ko-
vetkez6 értelmezést tehetjiik:

e=qtw=Ts—pv=e (1.24)

Az utolsé egyenldség pontosan igaz, az (1.12) Gibbs-relacié kovetkezményeként. Az
els6 egyenléség az energia megmaradédsa a fenti fajlagos mennyiségekre. Viszont ho-
gyan allhat fenn a ¢ = T'S 6sszefliggés, azaz miként lehet egyenl6 a fajlagos hoaram
— a test és a kornyezet adataitél egyarant fliiggd fizikai mennyiség —, a test homérsék-
letének és a testet jellemz6 entropia idéderivaltjanak szorzataval? Milyen feltételek
mellett és miért lesz w = —pv? A T's szorzat csak az 1.1 abra hengerébe zart gaz
termodinamikai adataitél fligg és semmi koze a kornyezethez, holott ¢ nyilvanvaléan
kornyezetfiiggd! Ez a fizikai kérdés fiiggetlen az idéderivaltakkal felirt fenti formuléatél,
a differencidlok barmilyen matematikai értelmezése mellett feltehetd. Pontos valaszt
fogunk adni ra.

A tovabbiakban, az 1.1. dbrén lathat6 termodinamikai rendszerre vonatkozéan, az
els6 fétételt a homogén termodinamikai testre vonatkozé mérlegként értelmezziik a
kontinuumelméletek szellemében a kovetkezé modon:

é=q(e,v,er Vi) +w(ev,eg, Vi) (1.25)

Itt szembesiiliink elOszor egy tipikus termodinamikai problémaval: a kittzott feladat
alulhatarozott, tobb valtozénk van, mint egyenletiink, és a kolcsénhatasi fiiggvényeket
sem ismerjiik [7]. Az dltaldnos termodinamikai hozzdallas az, hogy tegyiik fel a legélta-
lanosabb, kezelhetd forméban a hidnyzé egyenleteket és fiiggvényeket (figyelembe véve
minden rendelkezésiinkre all6 fizikai kényszert és informéaciot), ekkor a masodik f6tétel
konstruktiv médszert ad a hidnyzé fejlédési egyenletek és anyagfiiggvények levezeté-
sére. A fajtérfogat id6beli valtozasat megadd mozgasegyenlet is kellene, hiszen (1.25)
mellett sziikség van egy masik differencidlegyenletre ahhoz, hogy teljes dinamikai tor-
vényt kapjunk. A kozonséges termodinamika feltételezi, hogy ez a differencidlegyenlet
a kovetkezo altalanos formaban irhato:

V= f(e,V, ekavk)a (126)

ahol f az elObbiek szerint egy altalanos kolcsénhatasi fliggvény. Ez a klasszikus ter-
modinamika implicit alapfeltevése, a legegyszeriibb targyalhaté eset. Ennél dltalano-
sabb feltevéssel is élhetiink azonban, latni fogjuk, hogy sok szempontbdl természe-
tesebb mésodrendil differencidlegyenletet eldirni a fajlagos térfogatvaltozasra, ezaltal
figyelembe véve a kozeg mozgasanak tehetetlenségét is. A klasszikus termodinamika
pontosan azért robosztus elmélet, mert érvényes allitasokat fogalmaz meg, a térfogat-
valtozéasra felirhaté differencidlegyenlet konkrét forméajatél gyakorlatilag fiiggetleniil.

Az egyensily egy dinamikai elméletben egyszertien idofiiggetlenséget jelent. Ez a
kolesonhatasi fliggvényekben hatarozédik meg, az intenziv dllapotjelzokkel szoktuk
kapcsolatba hozni. Elvarjuk, a homérsékletek és a nyomasok egyenlGsége esetén a ter-
modinamikai rendszer dllapota ne valtozzon, azaz, hogy a fenti (1.25)—(1.26) differen-
cidlegyenletnek ekkor egyensilyi megoldasat kapjuk. Ezért fel fogjuk tételezni, hogy a
kolesonhatasra jellemzé mennyiségek az extenziv allapothatarozoktol az intenziveken
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keresztiil fiiggenek, és nullak, ha az intenzivek egyenléek:

q(e,v,ep,vi) = q(T(e,v), p(e,v), Tx, pr) ¢ q(Thopw, Th, Pe) =0, (1.27)
f(e,V,ek,Vk) = f(T(e,v),p(e,v),Tk,pk) és f(Tk7pk7Tk7 Pk) =0. (128)

Vegyiik észre, hogy ez a bonyolultnak tiind allitds szinte minden termodinamika
konyvben szerepel, dltaldban a nulladik fotétel részeként megfogalmazva és dinamikai
allitasokkal keveredve: [24] 36. oldal, [38, 39, 30, 40, 11].
A mechanikai munkavégzésrdl feltessziik, hogy idedlis, azaz a kévetkezd forméaba
irhato:
w=—pf (1.29)

Mindezek utén a fenti (1.25)—(1.26) differencidlegyenlet rendszernek egyenstlyi
megoldasait kapjuk a
T(G,V) = Tk7 p(eav) = Dk (130)

egyenletrendszer megoldédsaival, amelyket (e.,v.) médon jelolhetiink. Ha egy adott
kornyezeti hémérséklethez és nyomashoz nemcsak egyetlen egyenstly tartozik, akkor
beszélhetiink ugyanazon anyag kiilénféle fazisairdl.

Ezek utdn a masodik fétételhez mar csak egyetlen, az el6bbiektol fliggetlen felté-
tel sziitkséges. Nevezetesen azt kell biztositanunk, hogy a termodinamikai rendszer —
egyetlen test kapcsolatban a kornyezetével — entropidja egyiittesen névekedjen, figye-
lembe véve a tovabbi kényszereket. Ezek a kényszerek a kovetkezok:

1. A termodinamikai test és a kornyezet részecskeszama allando, azaz a test és
kornyezete zart rendszert alkot és nincs anyagatadés a test és a kornyezet kozott :

N=4l. é  Nj=4ll (1.31)

2. A termodinamikai rendszer Ossztérfogata allandé: V + Vi, = Vpy = 4ll. Ebbdl a
fajlagos mennyiségekre az kovetkezik, hogy

3. A temodinamikai rendszer 6sszes belso energidja dllandé: E + E = Fy = All.,
és nincs mas energiafajta. Ekkor

c sz

tozdsa — az entropiaprodukcid, vagy entropiatermelés (entropy rate) - a koévetkezd
modon irhato:

(S + Sk; = %(S—F Sk) = %(Ns(e,v) + Nksk(ek,vk)) =
_ 1. »p. L. pe.\ 1 1 D Pk B
N(Te+Tv—Tke—Tkv>N<T—Tk) (q—pf)—i—N(T—T]C)f
— 2 (@-D L+ w-por). (134

10
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Itt egyrészt felhasznaltuk elészor az (1.31)—(1.33) megmaradasi kényszereket, majd a
test és a kornyezet entropidinak (1.11) és (1.22) definiciéit, végiil pedig a (1.25)—(1.26)
dinamikai toérvényt. (1.34) a teljes entrépia (1.25)—(1.26) differencialegyenlet-rendszer
szerinti derivaltja, amelyre a 5 specidlis jelolést alkalmaztuk. Ha az entrépia noévek-
szik a fenti dinamikai torvénnyel leirhat6 folyamatok esetén, akkor igaz a kévetkezd,
ugynevezett disszipdcios egyenldtlenség:

(ﬂ—4%%+@—pwf20 (1.35)
Ezt az egyenlGtlenséget a g és az f kolcsonhatasi fiiggvényekre vonatkozd megszoritas-
ként érdemes felfogni. Egyenl6ség csak egyensilyban allhat fenn benne. Fizikai értelme
vilagos és kézenfekvd. Példaul f = 0 esetén a fenti egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
a héaram iranya ellentétes a test és a kornyezet hémérsékletének kiilonbségével, ezért
(1.35) a mésodik f6tétel Clausius-féle megfogalmazasanak egy pontos alakja [21]. Mas-
részt, ha ¢ = 0, akkor az addédik, hogy a térfogatvaltozas a nyomaskiilonbség iranydba
valtozik. Azaz, ha a test nyomaésa nagyobb, mint a kornyezeté, akkor a térfogata nd,
illetve ha kisebb, akkor a térfogata cstkken, mivel alland6 a részecskeszam.
A fenti feltételrendszert — az entrépia konkavitasat, az egyensulyra vonatkozé (1.27)
el6irast és a novekedés (1.35) kovetelményét — egységes keretbe foglalja a termodina-
mika masodik f6tételének kdvetkezé megfogalmazasa:

1.1. Tétel (2. f6tétel). Az (1.25)-(1.26) differencidlegyenlet (1.30) egyenletrendszer-
rel definidlt egyensulyi megolddsa aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Beldtjuk, hogy L(e,v) = (S(e,v) + Sk(e,v))/N Ljapunov-fiigguénye
az egyensilynak. Itt Sy(e,v) = Se((Up — eN) /Ny, (Vo — vN)/Ny), azaz a kirnyezet
entropidja a test entropidjdval kifejezve a megmaraddsi kényszerek segitségével.

Egyrészt igaz, hogy L derivdltja nulla az egyensilyban, mdsrészt pedig a mdsodik
derivdltja megegyezik a test entropidjdnak mdsodik derivdltjaval, ami konkdv a termo-
dinamikai stabilitds kévetelményének értelmében. Azaz L-nek szigorid mazximuma van
a termodinamikai egyensulyban.

Masrészt L-nek az (1.25)-(1.26) differencidlegyenlet szerinti derivdltjanak szigori
minimuma van, az (1.35) disszipdcios egyenlétlenség szerint.

Azaz, a termodinamika entrépidra vonatkozo szokésos feltételezései:

— az entrépia, mint termodinamikai potencial 1étezése,

a termodinamikai stabilitas, azaz az entrépia konkavitasa,

— a kolcsonhatéasokra el6irt tulajdonsagok, amelyek az entrépia névekedését biz-
tositjak,

e sz

— a kornyezet entropidjanak értelmezése a megmaradési kényszerekkel

egylttesen a kornyezettel torténé egyensily aszimptotikus stabilitasat, azaz stabilita-
sat és vonzasat biztosité feltételrendszert eredményeznek. Mindez azt mutatja, hogy
a homogén testek termodinamikaja valéban dinamika, értelmesen targyalhatd egy
fejlédési egyenlet(-rendszer), egy dinamikai térvény segitségével.

A fenti dinamikai térvény — a mechanikai részre vonatkozé elsérendil differenci-
alegyenlettel — pontos értelmezését adja az egyensilyi, avagy kvdzisztatikus folyamat

11
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paradox fogalmanak is. Hiszen a test folyamatait kontrolldlni tudjuk a kornyezettel:
barmely folyamat soran a kornyezet homérsékletét és nyoméasat a test adott pilla-
natbeli homérsékletével és nyomésaval egyenlévé téve a test egyensiilyba keriil, azaz
megszlnik az energia- és a térfogatviltozas, a folyamat megall. A folyamat ilyenkor
termodinamikai egyensilyok sorozatéan keresztiil halad?.

Tanulsigos kiszdmolni a termodinamikai test (nem a teljes rendszer) entrépiater-
melését, azaz differencidlegyenlet szerinti derivaltjat:

5=D5~(q—pf,f)=%(q—pf)Jr%f:%- (1.36)

Ez pedig analég a 'reverzibilisnek’ nevezett folyamatok esetén megkovetelt, szokasosan
dS = 6Q/T alakban irt Osszefiiggéssel. Vegyiik észre, hogy ezzel egytuttal érthetévé
tettiik a fentebb emlitett, az els6 f6tétel és a Gibbs-relacid Gsszekotését megnehezitd
paradoxont. Most mér vilagos egyenlGséget irhatunk el6:

e=q+w=Ts—pv. (1.37)

A megvaltozasok idébeli megvaltozasokat jelentenek, igaz, az entrépia esetén nem
tetszélegeset, hanem a fenti (1.25)-(1.26) differencidlegyenlet mentén értve! Az ent-
ropia ilyen véltozéasa folyamatfiiggo.

Egy dinamikai elmélet szamos szempontbol ad tobbet egy sztatikainal. Csak az itt
targyalt legegyszeriibb termodinamiai testnél maradva: vizsgalhaté és értelmezhetd
olyan termodinamikai test, amelynek nincs entropidja, de a méasodik foététel még-
sem sériil, az egyensuly aszimptotikusan stabil marad. Vizsgalhatd, illetve egyéltalan
felmeriil a munka és a disszipaciés egyenlGtlenség altalanositasanak lehetésége és a fa-
zisok és fazishatarok is 1j fényben tiinnek fel a rajuk vonatkozé stabilitasi kérdésekkel
egyiitt. Termodinamikai testek rendszere is kénnyen targyalhaté, kiilonféle érdekes
kovetkezményekkel. Praktikusan talan a legfontosabb, hogy termodinamikai folyama-
tokat optimalizalhatunk, a legjobb kiils6 nyomas vagy hémérséklet id6fiiged vezérlést
megkeresve standard matematikai mdédszerekkel.

A tovidbbiakban egyetlen specidlis szempontra szoritkozom, amely taldn a legéle-
sebben mutatja a homogén testek nemegyensilyi termodinamikajanak, a kozonséges
termodinamikanak, egyrészt az erejét, ugyanakkor a korlatait is: a termodinamikai
test folyamatainak tehetetlenségével és a bels6 energia jelentésével.

1.4. Kiterjesztett kozonséges termodinamika — homogén
gazok és folyadékok II.

A kozonséges termodinamika (1.26) differencidlegyenlete mechanikai viselkedésre
vonatkozik. Ebbdl a szempontbdél mér els6é pillantésra latszik, hogy nem kielégito.
Egyfajta ’arisztotelészi’, surlédasvezérelt dinamikat jelent, mert hétranszport nélkiil
az egyensulyi fajtérfogatot monoton kozeliti a termodinamikai test fajtérfogata. Me-
chanikai rendszerekben viszont a folyamatoknak tehetetlensége van, fenti rendszeriink

4 Mésrészt reverzibilis is abban az értelemben, hogy a kornyezeten keresztiil tudjuk szabalyozni
az iranyat. Ugyanakkor adott kezdeti feltételek mellett visszafordithatatlanul tart az egyensiily-

hoz: ezt bizonyitja a fenti 1.1 tétel. A mechanikabdl eredd 'idStiikrozéses’ reverzibilitdsfogalom
lathatéan kiillonbozik ettdl.

12
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pedig mechanikai rendszer is. Ennek bevezetéséhez a fenti megfontolasokat dltalano-
sitanunk kell.

A termosztatika el6z6ekben vazolt alaposszefiiggései, az allapotfiiggvények formaja
érvényes marad itt is: a fajlagos entrépia az e fajlagos bels6 energia és a v fajtérfogat
fiiggvénye. A termosztatikai Osszefiiggéseket Osszefoglalé Gibbs-reldcié valtozatlanul
(1.12) marad, azaz az entrépiafiiggvénye definicija tovabbra is az (1.11).

A dinamikai torvény mechanikai részére viszont méasodrendii egyenletet vezetiink
be, az energidra vonatkozo egyenlet formalisan nem valtozik:

v, (1.38)
k- (1.39)

Il
LS}
=

2
<: -
I
=
ks

Itt ~ alland6 paraméter, a G, p jelolések jelentéséhez pedig a kovetkezdket vegyiik fi-
gyelembe. A Kkiterjesztett kozonséges termodinamika fenti dinamikai térvénye tobb
vonasaban is kiilonbozik az el6zé (1.25)—(1.26) egyenletrendszertél. A legfontosabb
kiilénbség, hogy az allapottér, a differencidlegyenlet megoldasahoz sziikséges valtozdk
szama, megnott. A fajtérfogatvaltozas sebessége, v, is dllapothatarozova 1ép eld, kezde-
ti feltételként sziikséges az egyenletrendszer megolddsahoz. Az egyensiulyban mérhetd
allapothatarozok tere kiterjedt egy nemegyenstlyi — egyensilyban nulla értéki — val-
tozbval.

Ennek megfeleléen az allapotfiiggvények és kdlcsonhatasi fiiggvények is dltaldban a
teljes, kiterjesztett, (e,v,v), dllapot fiiggvényei. Az itt szerepl6 ¢ fajlagos hételjesit-
mény illetve p nyomdas nem azonos az (1.25)-ben szerepld g-val, illetve az (1.11)-ben
szerepld p sztatikai nyomassal. Ezek a fiiggvények mar a kiterjesztett allapottér 1j val-
tozbjatdl, a v térfogatvaltozasi sebességtol is fligghetnek. Ez a lehet6 legegyszeriibb
kiterjesztése a kozOnséges termodinamikanak, az elsé fotétel és a Newton-egyenlet
kozvetlen, a fogalmi szerkezetet (erd, munka) teljesen megdrz6 altalanositasa. A kor-
nyezettel torténd kolcsonhatas esetén allandd tomegl termodinamikai test esetén az
Ossztérfogat és az Osszenergia megmarad, ezért fajlagosan is:

v+ v = vy = all.,

e+ep+ %\‘/2 =¢p = all. (1.40)

Itt vi a kornyezetre jellemz6 fajtérfogat, vo pedig az allandé osszfajtérfogat, illetve
er a kornyezetre jellemzé fajlagos belsé energia és eg pedig az allandé teljes fajlagos
energia, figyelembe véve a mozgasi energiat is.

Ebben az esetben a test és a kornyezet Gsszes entrépidja

1
sr(e,v,v) =s(e,v) — T (e + 132
k

. )+—%v+mmﬂa (1.41)

Ennek a fliggvénynek az elsé derivaltja egyensulyban nulla, a masodik pedig negativ
definit, ha v > 0, mert s konkdv. Az (1.38)—(1.39) differencidlegyenlet-rendszer szerinti
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derivaltja adja a disszipacios egyenlotlenséget :

ST_fe—FTV—Tke—?kV—E’}/V_
p. 1 . .V _
1 1 1
_ )= Z(p=plv>o0. 1.42
o(7-7) - go-mz0 (142)

Ha az egyenl6tlenség fennall, akkor a kiterjesztett termodinamikai test egyensilya
aszimptotikusan stabil. A fenti entrépiaprodukcié erre a rendszerre vonatkozéan mu-
tatja, hogy a differencidlegyenletben szereplé teljes p nyomads és az entropia deri-
valtjaként kaphaté sztatikus p nyomaés kiilonbsége, a viszkozus nyomds , csillapitja a
térfogatvaltozas sebességét. Ezzel egyszert példat adhatunk az allapottér kiterjesztése
miatt fellép6 allapotfiiggvényre:

p(e,v,v) = p(e,v) —nv. (1.43)

Fz az egyenlet a kontinuumelmélet Navier—Stokes-egyenletébeben szereplé Newton-
féle nyoméstenzor kozonséges termodinamikai valtozata. n a csillapitdsi egyiitthatoé,
kontinuumoknal ez felel meg a viszkozitasnak. Ez az entrépiaprodukcié teljesen analdg
a hidrodinamikéban fellépé (2.108) entrépiaprodukcié-siirtiséggel.

1.4.1. Példa: folyamatok Van der Waals-gazzal

Tekintsiink egy konkrét, ismert termodinamikai testet, a Van der Waals gazt. Ennek
kiterjesztett kozonséges termodinamikai targyalasa jol szemlélteti a kvazisztatikus
folyamatok szerepét és jellegét. A jol ismert redukalt Van de Waals-gaz kalorikus és
termikus allapotfiiggvényei, az Osszes fizikai mennyiséget a kritikus allapot értékeivel
dimenziétlanitva a kovetkezdek:

8T 3

3
T—et? -2
e_{—v’ p 3v—1 V2

(1.44)
Vezessiik be tovabba az (1.43) kiterjesztett dllapotegyenletet is, az n csillapitdssal. A
(1.38)—(1.39) fejlodési egyenletben pedig tekintstiink Newton-féle hédtadést,

q=—a(T —Ty). (1.45)

allandé o héatadasi tényezdvel. A redukalt kiilsé homérséklet és nyoméas szamszeri-
sitve legyenek Ty, = 0.9 és pr, = 0.5. Harom egyenstlyi pontot kapunk az (e, v)-térben,
az egyensulyi redukalt fajtérfogatok értéke: v, = {0.641,0.859, 3.634}.

Az 1.2 dbrakon a szaggatott vonal a spinodalis, amely alatt a termodinamikai stabi-
litas egyenlGtlensége sériil. A harom egyensulyi pont egyike a folyadékfazisban, a masik
gazfiazisban, a harmadik pedig az instabil tartomanyban taldlhaté. Az abrakon a fenti
fejlédési egyenlet kereszttel jelzett kezdeti értékekkel inditott megoldasait abrazoltuk
a nyomas-fajtérfogat sikon kiillonb6z6 v tehetetlenségi paraméter és 7 csillapitas ese-
tén. Megfigyelhetd, hogy a termodinamikailag nem megengedett tartomanyban levd
egyensily pont instabil dinamikailag is, mig a mésik két egyenstlyi pont vonzé. Ez
kovetkezik az egyensuly bebizonyitott aszimptotikus stabilitdsabdl. A bal felsé abran
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a=1, y=100, n=1 a=1, y=1, n=1

0.5

0.0
0

0.5

0.0
0

1.2. dbra. Egy Van der Waals-giz folyamatai kiillonb6zé kezdeti feltételekkel, nor-
malkoordinatdkban. A kiilonbozd kezdeti értékekkel inditott folyamatok a T3 = 0.9
kornyezeti hémérséklet, illetve a pr = 0.5 kornyezeti nyomds &altal meghatarozott
egyenstlyokhoz tartanak.

nagy a tehetetlenség és a csillapitas, a = 1,v = 100, = 1. Lathatd, hogy megolda-
sok gyakorlatilag allando fajtérfogaton egy lassi sokasdgra relaxalnak és utana annak
mentén tartanak az egyensilyhoz. Figyeljik meg a nyoméasingadozast a folyadékfa-
zisban. A jobb fels6 részen lathaté megoldasokban a tehetetlenségi paraméter kisebb,
v =1, a lassi sokasdgra kevésbé izochor médon relaxal a rendszer. A bal alsé dbran
pedig a csillapitést lecsékkentve erds térfogati és hdmérsékleti rezgéseket figyelhetiink
meg a gozfazisban levé egyensulyi pont koriil.

Végiil pedig a jobb alsé részen a fajtérfogatban elsérendii differencidlegyenletet tar-
talmazd, azaz kozonséges termodinamikai (1.25)-(1.26) egyenletrendszer megoldésait
lathatjuk a kolecsonhatési fiiggvények el6bbihez hasonlé vélasztasaval (n =49 = 1):

q:a(T_Tk)a w=—pf, = (p_pk)/(s' (146)

Az (1.25)-(1.26) differencidlegyenlet rendszernek fold bifurkdciéja van a kritikus pont-
ban, ennek megfeleléen kiilonféle egyszeri kényszerekkel hiszterézis és vasvilla bifur-
kaciét is megfigyelhetiink.

1.4.2. Teljes és belso energia

Tanulsdgos az el6z6 fizikai rendszer egyenleteit a e belsé energia helyett az el6z6ekben
bevezetett e, = e + %\'/2 teljes fajlagos energia segitségével is roviden megfogalmaz-
ni. A fajlagos entrépia ekkor nemcsak az energia és a fajtérfogat, hanem a fajtérfo-
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gat idéderivaltjanak is fliggvénye. Azaz a termosztatikai osszefiiggéseket Osszefoglald
Gibbs-relacié a kovetkezd:

de; = T'ds — pdv + yvdv. (1.47)
Ezzel egyenértékiien irhatjuk, hogy

0 1 0 0 '
S(eta\/)\‘/)v > =T > _B S_—ﬂ

A dinamikai egyenletek koziil (1.39) valtozatlan marad, az els6 f6tétel pedig a ko-
vetkez6képpen mddosul:

& =G — ppv. (1.49)

Azaz a kils6 nyomas teljesitménye noveli a teljes energiat. A megmaradé mennyisé-
gek:

v+ v = vg = all.

e+ e, =eg = all. (1.50)
A teljes fajlagos entroépia
. . 1 Dk , .
se(e,v,V) =s(es, v, V) — —e; — —v + allandé. (1.51)
Tt T

Ennek az (1.49) és (1.39) differencidlegyenletek szerinti derivaltja adja a disszipacids
egyenlGtlenséget :

s Ll Pk, wo Lo Pe
ettt T T,
1 N e 1 Pk .
= T(q V) + TV T(P Pk) Tk( DiV) TkV =
11 1
—gl = - =) - Z(5—-p)v>0. 1.52
q<T {Q> {T@ PV > (1.52)

Nem meglep6é médon ugyanazt kapjuk, mint elébb. Ismét kiirjuk a belsé6 és a teljes
energia viszonyat:
et::e+-%v? (1.53)
A teljes energia és bels6 energia fenti értelmezése megmutatja, hogy a térfogatval-
tozési sebességet tartalmazhatja a Gibbs-relacié a tobbi mennyiség megfelel6 értelme-
zése esetén. Lathatd, hogy itt nem a kiterjedt termodinamikai test tomegkozépponti
energiajat vesszilk figyelembe. Ha a rendszer nem tilcsillapitott, akkor a fenti érte-
lemben vett tehetetlensége tobbféle mechanizmussal is felléphet. Ez a legegyszeriibb
memoériahatas: a folyamatokat nem tudjuk tobbé a kiils6-belsé nyomas és hémérséklet
kiegyenlitésével pillanatszeriien ledllitani.
Ez a kérdés, tehat, hogy a sebességek termodinamikailag targyalanddak és targyal-
hatdak, a legfontosabb eleme annak, hogy a mechanika termodinamikai bedgyazott-
sagat értsiik. Latni fogjuk, hogy ez kulcsfontossagi a kontinuumok mechanikajaban,
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kapcsolatos az objektivitas kérdésével és a relativisztikus termodinamika nehézségei is
részben erre vezethetGek vissza [41]. A fenti vonatkozasban, nemrelativisztikus rend-
szerekre Horvath targyalta [42].

Természetesen masféle differencidlegyenletek is lehetségesek gazok és folyadékok ko-
zonséges termodinamikajaban a fajtérfogatra vonatkozé fejlodési egyenletként. Kiilo-
nosen reolégiai tapasztalatok alapjan kézenfekvo, hogy magasabbrendi idéderivaltak
is fellépnek. Nyilvanvaléak a kozonséges termodinamikdnak, mint modellcsaladnak
a tovabbi korlatai is. A homogén rendszerek irreverzibilitdsai szdrmazhatnak inho-
mogenitdsokbdl, és igy az egyszerli disszipativ folyamatok — hétranszport, surlédas,
viszkozitas — kozonséges termodinamikai leirdsa nem éri el egy kontinuumelméleten
alapuld leirds modellezési részletességét. A masodik, kiterjesztett modelliink lathatéan
részletesebb, mint az els6, de az példaul, hogy a térfogatvaltozas tehetetlenségét egyet-
len ~ paraméterrel irjuk le biztosan nem igaz, ha ez a v témeg tilnyomérészt a gaz
mozgasanak effektiv tehetetlenségét jelenti. A termodinamikai rendszeriink alrendsze-
rekre bontdsa pontosithatja a modellt. Azonban miel6tt a kontinuumok térgyalasara
térnénk at, vizsgaljuk meg a térbeli homogenitas modellfeltételének egy tanulsagos
gyengitését, a rugalmas szilard testek mechanikdjahoz tartozé termodinamikat is, ahol
a térfogat mar nem megfelel§ allapothatarozo.

1.5. Rugalmas anyag

Termosztatika

Mig a gazok és folyadékok kontinuumelméletének kiindulépontja a megfelelé ter-
mosztatikai Gibbs-relacié a lokalis egyensuly hipotézisének megfeleléen, addig a ru-
galmas anyagok kontinuumechanikéja altalaban nem alapoz a homogén termodinami-
kai megfontolasokra. A rugalmas anyagok termosztatikaja legfeljebb termodinamikai
tankonyvek végén, egyfajta egzotikumként fordul elé, ahol targyalasakor az (1.12)
Gibbs-relacidban a fajlagos térfogatvaltozast egyszertien a deformacioval helyettesitik
[24, 43, 44, 45]. A kontinuummechanikai konyvek viszont egyaltaldn nem foglalkoznak
homogén testekkel [46, 47, 48]. Ennek legfontosabb oka, hogy a rugalmas testek me-
chanikajaban a homogenitas csak kivételesen teljesiil, a kinematikai alapmennyiség,
a deformécio, csak lokalisan definialt. A mechanika Truesdell, Coleman, Noll és mun-
katarsaik altal alapitott raciondlis irdnyzata a kontinuumelmélet megalapozasakor
figyelmen kiviil hagyja a termosztatikdban felhalmozott ismereteket, és altalaban is
rendkiviil szkeptikus a homogén testek termodinamikajaval kapcsolatban, csak kon-
tinuumokkal foglalkozik [43]. A rugalmas testek kontiuumelmélete ugyanis a nagy
(véges) deforméciés kinematikara épiil és annak termodinamikai elmélete tilmutat
ennek a dolgozatnak a keretein, illetve szigorian véve és objektiv médon még nem
létezik. A véges deformdciés kinematika f6 problémaéja, hogy a rugalmas test ener-
giavaltozasait jellemz6 lokdlis hosszvaltozasok keverednek a lokalis forgasokkal. Mivel
a bels6 hosszvaltozasok altal meghatarozott Riemann-metrika — aminek segitségével
az alakvaltozds értelmezhetd [49, 50] — lokdlisan vélasztja le az alakvaltozadsokat a
forgasoktdl, ezért az extenzivitas csak specidlis egydimenzios deformaciok esetén lesz
érvényes.

A kovetkezOkben latni fogjuk, hogy ennek ellenére a deformélhatoé testek mechanika-
jaban termosztatikai 6sszefliggések konnyen felirhatéak és értelmezhetdek, legalabbis
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kis deformacidk esetén. Ekkor az el6zo fejezetben vazolt termodinamikai potencidlok
a fajlagos mennyiségekre a szokasos médon érvényesek maradnak, viszont tigyelniink
kell az extenzivitasi tulajdonséigra, illetve 6vatosan kell bannunk a belsé energia fo-
galméval. Specidlis esetekben (nyujtés, egyszerii nyirds) természetesen lehet homogén
a deformacié és ezek az egyszerii esetek a mérnoki gyakorlatban nagyon fontos sze-
repet jatszanak. Azonban a gazok és folyadékok esetén megszokott tobbi feltétel és
fogalom, mint példaul kornyezeti allapothatarozok, értelmezése odafigyelést kivan.
Mindezek ellenére a helyes termosztatikai Gsszefiiggések a kontinuumelméletekben is
hasznosak, s6t, mit ahogy azt a kovetkezo fejezetekben megmutatjuk, a klasszikus
elméletek altaldnositasait is megalapozhatjak [51].

Ahogy mar emlitettiik, a deformdacié nem extenziv és nem is fajlagos mennyiség.
Itt nem foglalkozunk a pontos megalapozasaval, és a lényegében problémamentes kis
deforméci6 fogalméat hasznéljuk, €% jelolést hasznalva ra. A fajlagos entrépia definicis
formulait altalaban kévetkezdképpen irhatjuk:

» Oos 1 Os o't
s=s(e,e), % = T 5 = VT (1.54)

Itt 0¥ a sztatikus fesziiltség, v pedig a fajtérfogat. Az indexes jelolésmoddal az
Einstein-konvenciét kovetjiik, azonos indexek 6sszegzést jelolnek. A Gibbs-reldcié en-
nek megfelelen a kévetkezo

de = T'ds + vode¥. (1.55)
Az extenzivitasi relacid
e=Ts+vo9c +p (1.56)

formaban irhatd, ahol u a kémiai potencial. Ezzel a formuldval lényegében a kémiai
potencidlt értelmezziik. A tovabbiakban sziikségiink lesz a sfirtiségekre felirt termo-
dinamikai Osszefiiggésekre is. A rugalmas termodinamikai test stirliségekre vonatkozo
Gibbs-relacidja és extenzivitasi relacidja:

L 1j 17
dpe_.Tﬂps+-aUdﬁJ+-<M+-” c >dp, (1.57)
p
pe =Tps + 0 + up. (1.58)

Itt p = 1/v a slirliség. Ezeket az Osszeftiggéseket konnyen belathatjuk (1.55) és (1.56)
alapjan, (1.55) és (1.56) pedig a kis deformécié értelmezése és a géz-folyadék termodi-
namikaval torténé kompatibilitas alapjan kdvetkezik. Fontos, hogy a kis deforméacios
esetben is szamolni kell a slriségvaltozassal, és emiatt a pontos Osszefiiggésekben
fellép a kémiai potencial is. A teljes testre jellemzé mennyiségekre vonatkozo termo-
dinamikai formuldkat kiszdmolva lathatjuk, hogy az extenzivitasi kdvetelményt tgy
lehet biztositani, hogy a deforméciét beszorozzuk a test M témegével és ekkor Me¥
lesz a rugalmas test mechanikai kolcsonhatasat jellemzd extenziv allapothatarozo.
Megjegyezziik, hogy a kontinuummechanika szakirodalma a kémia potencial explicit
bevezetését elkeriili, és az f = 09’ + pp Helmholtz-féle szabadenergia-siirtiséget
hasznélja helyette, ha kell [51].
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Figyeljiik meg, hogy a feliileti hatdsokat leir6 mechanikai fesziiltség és deformécid
beilleszthetéek a térfogati viszonyokat leird extenzivitdsi tulajdonsdgok kozé. Ehhez
hasonlo 6tleten alapul Verlinde s6tét anyag elmélete is, amely az anyagi sokasagokon
alapulé modern mechanikai kontinuumelmélet alapmiivét, Eshelby klasszikus munka-
jat tekinti mintdnak [52, 53].

Megjegyezziik tovabba, hogy a kontinuummechanikédban taldlhaté termodinamikai
megfontolasok tobbnyire nem az entrépiara, hanem a Helmholtz-féle szabadenergia-
stirtiségre felirt termodinamikai reldcidkat hasznaljak (1asd pl. [54, 48]). Ha csak me-
chanikai allapotvaltozasokat és adiabatikus vagy izotermikus folyamatokat vizsga-
lunk, akkor ez valéban egyszeriisit bizonyos szamitdasokat és formulakat. Altalaban, a
deforméacioval egyiitt az azt kisérd energia- és homérsékletvaltozasok teljes targyala-
sakor, célszeriibb az entrépia hasznélata.

1.5.1. Termodinamika

A dinamikai torvényt, tehat az energiamérleget és a mechanikai véltozéra vonat-
kozé mozgdsegyenletet a kiterjesztett kozonséges géz-folyadék rendszer (1.38)-(1.39)
egyenletrendszerének analdgiajara kaphatjuk, ha figyelembe vessziik az el6z6 fejezet
mechanikai munkara vonatkoz Gsszefiiggéseit :

o"

e=q+ —£Y, (1.59)
p
g iy 5ij
paci =Tk T (1.60)
Pk P

Itt pa-t dllandénak tekintjiik és alaktehetetlenségnek nevezziik (dimenzidja m?), p. a
kornyezeti stirtiség. Vegyiik észre, hogy az el6z6 fejezet kiterjesztett kozonséges gaz-
folyadék rendszeréhez hasonléan megkiilonboztettiik a o,ij 'kiilso fesziiltséget’ az im-
pulzus és munka definiciéjaban szerepld 6% fesziiltségtol és a 0¥ sztatikus fesziiltség-
t6l.

A TI. fotétel, azaz a stabilitasi tulajdonsidgok targyalasahoz tekintsiink kérnyeze-
tével termikus és mechanikai kapcsolatban all6 termodinamikai rendszert. Ekkor az
energiamegmaradas torvényében a test e illetve a kornyezet ey, fajlagos bels6 energiaja

mellé a rendszer mozgasi energiajat is hozzévessziik. Tehat

e+eg+ %éijéij = ¢ = all. (1.61)

s sz

c s 2

allando, ezért deformécidja nulla. Ez egy mesterségesebb feltevés, mint a gaz-folyadék
termodinamikai testeknél a térfogat allanddsidga, nem is mindig értelmezhetd. Spe-
cidlis esetekben, mint példaul egyiranyt nyujtds, viszont jol miikodik. (1.61)-(1.62)
segitségével a termodinamikai kovetelmények és a masodik fététel a gazokkal telje-
sen analég mdédon irhatok és értheték. A 2.10. fejezetben pedig latni fogjuk, hogy
a rugalmas-reoldgiai kontinuumok esetén pontosan ezek a formuldk adjak — a nem
homogén, csak lokalis, nem statikai — de termosztatikai hatteret.
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A kornyezeti entrépiat ezek utéan a kovetkezé formaban irhatjuk:

sk(ex, e ) = ;—'Z - ?’Zef =7 (eo —e— %qé”é”) — pk—’r}k(egj —eY). (1.63)

Mindezeket figyelembe véve a teljes rendszer entropiaprodukcidja, az 6sszentrépia
fenti (1.59)-(1.60) differencidlegyenletek szerinti derivéltja

ij

@+q5:s@aﬁhs4%sﬂ)zflliQU—J;@+pNWHﬂ+~5th:
7 ok T pT Ty pr Tk
11 L ijosii _ i
= T—Tk Q+T5 (0' — 0 )20 (164)

Ezzel a homogén, kis deforméciés kozeg kozonséges termodinamikdjanak kulcspont-
jait megadtam. A (1.59)—(1.60) differencidlegyenlet, egyiitt az anyag sztatikai tulaj-
donséigait meghatarozé entrépiafiiggvénnyel, illetve az entrépiaprodukcio egyenlotlen-
ségét teljesits g, 0¥ kolesonhatdsi fiiggvényekkel egy zart differencidlegyenlet rendszert
eredményez, amelynek egyensilya (ha létezik) aszimptotikusan stabil.

1.5.2. Linearisan hotagulé homogén rugalmas viszkoelasztikus test

Ebben a fejezetben a termorugalmassag példajan keresztiil megadunk egy teljes stati-
kus és kolesonhatési allapotfiiggvény-rendszert a hozzé tartozé dinamikai térvénnyel
egytitt. A kolesonhatasi allapotfiiggvények pedig konstruktivan, az entrépiaprodukcid
egyenlGtlenségének linearis megoldasaval kaphatéak meg legkonnyebben.

A termorugalmassig Duhamel-Neumann-torvénye (példdul [48]) a térfogati héta-
gulast a kovetkez6 deformacié- és homérsékletfligesd sztatikus fesziiltség segitségével
vezeti be:

]
4;*::2p£M-+L€thj——a(3u—%2u)CT——7b)5H. (1.65)

Itt p és v a Lamé-allandék, o a linearis hétaguldsi tényezd, 69 a Kronecker delta,
Ty pedig allandé referencia hémérséklet. Ehhez a sztatikus fesziltséghez a kovetkezd
fajlagos entropiafiiggvény segitségével jutunk:

e — peled — 5(e")? — a3 + 2p)e" Ty
€0

s(e,e”) = a(3v + 2u)e” + cIn ( ) ,  (1.66)
ahol eg egy allandé fajlagos energia érték, ¢ pedig az izodeformaciés fajhd. Valdban,
(1.54) szerint a hémérsékletet ebbdl konnyen megkaphatjuk:

T(e,e") = - (e — pee™ — %(5”)2 —a(3v + 2,u)s“T0) , (1.67)

illetve az entropia deformdcié szerinti parcidlis derivaltjdbdél adédik az (1.65)
Duhamel-Neumann-térvény. A fenti entrépiafiiggvény konkav, ha a fajhé és a ru-
galmassigi egylitthaték pozitivak. Lathatéan a linearis hétagulast és rugalmassiagot
akkor kapjuk, ha a bels6 energiabdl levonjuk a deformécié legéltalanosabb masodren-
di izotrop skalarértéki fliggvényét és igy képeziink egy bels6bb energiat.
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A Kkolcsonhatést jellemzé allapotfiiggvényeket, az tgynevezett konstitutiv egyen-
leteket az entropiaprodukcié egyenlotlenségének segitségével kaphatjuk meg a nem-
egyenstlyi termodinamika mddszertana szerint. Termodinamikai eréket és dramokat
azonositunk, és ezek k6zotti linearis fiiggvénykapcsolatok segitségével az egyenl6tlen-
séget megoldjuk. A legegyszerlibb és a gyakorlatban legfontosabb megoldasokat akkor
kaphatjuk, ha a szoban forgé fiiggvényeket differencidlhaténak és Taylor-soruk elsé
tagjaival kozelithet6nek tételezziik fel, hasonléan a rugalmassagtanhoz. Jelen esetben
az entropiaprodukcié termikus és mechanikai kélcsénhatéasra vonatkozd tagok Gssze-

ge:

( - ) G+ 22 (6% — o) = Xpdp + XarJar > 0. (1.68)

A T hémérséklet és a 0¥/ sztatikus fesziiltség az allapothatdrozék adott fiiggvényei,
mert az entrépia derivaltjai. Ugyancsak az allapothatarozdk egyike a deformacié ido-
derivéltja. A g fajlagos héaram hatérozatlan, ugyantgy a 6% fesziiltség is. Azaz a fenti
egyenlGtlenség ezek alakjara vonatkozdan ad megszoritast, illetve ezeket a fliggvénye-
ket tudjuk meghatarozni a segitségével. Termodinamikai terminolégiat hasznélva azt
mondhatjuk, hogy eréket és aramokat vezetiink be. Az erd egy, az allapottéren értel-
mezett adott fiiggvény, az dram pedig hatarozatlan fiiggvény, amelynek a valtozdjat
tulajdonképpen az egyenlGtlenség megoldasaval azonositjuk, célszeri az er6 figgvé-
nyének tekinteni. Jelen esetben a termodinamikai erdk és aramok a kovetkezéek:

Termikus | Mechanikai

— e (1.69)

Eré

il

Aram q o' —o¥

Vegyiik észre, hogy a mechanikai kélcsonhatéshoz tartozé termodinamikai &ram — azaz
a statikus és dinamikai fesziiltség kiilonbsége — mechanikailag erd jellegi. Ez utobbi
megallapitas ugyan szokatlannak tlinik, de vildgos, ha arra gondolunk, hogy fesziiltség,
illetve a nyomads, az impulzus drama (lasd pl. (2.194)). Az entrépia névekedése izotrop
esetben legegyszeriibben a kévetkezo konstitutiv fiiggvényekkel biztosithato:

11
A= =) = AT =T
q (T Tk> N k),

69 — 0% = 2T e + n,TeM 5, (1.70)

Itt Ay = A/(TTy) a Newton-féle h6atadasi egyiitthatot jelenti. Megjegyezziik, hogy
alacsony homérsékleten jelentésége van annak, hogy a reciprok homérsékletek kiilonb-
sége, nem pedig a homérséklet-kiilonbség a termodinamikai erd. Feltételeztiik tovabba,
hogy a rugalmas anyag izotrop, n és 1, a nyird és a térfogati viszkozitast jeloli.
Tehat Osszességében az (1.59) energiamérlegben és a deforméciéra vonatkozé (1.60)
egyenletben (az impulzusmérlegben) az (1.68) entréopiaprodukcid (azaz a disszipéci-
6s egyenlStlenség) segitségével a héatadasra () és a viszkozitdsra vonatkozd (1.70)
kolesonhatési fiiggvényekre jutottunk. A hétdgulé rugalmas anyag (1.65) sztatikus fe-
sziiltségére és (1.67) hémérsékletére vonatkozé dllapotfiiggvényekkel egyiitt megkap-
tuk a hétaguld, idedlisan rugalmas viszkézus termodinamikai test homogén fejlodési
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egyenleteit. A rugalmas-viszkézus testet Kelvin-testnek nevezi a reoldgia (hétagulas
nélkil). A 2.10. alfejezetben megadom, hogyan kaphaté meg ettél dltaldnosabb reo-
l6giai testek rendszere az itteniekhez hasonlé termodinamikai megfontolasokkal, de
kontinuumokban.

1.6. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a kontinuumok termodinamikajanak el6készitéseként a homo-
gén testek nemegyensilyi termodinamikajat mutattam be. Differencidlegyenleteket
vezettem be a termodinamikai mennyiségek idobeli valtozasanak jellemzésére. Kide-
riilt tovabba, hogy a masodik fététel értelmezhets az egyensuly aszimptotikus stabi-
litasara vezet6 feltételrendszerként. Ennek legfontosabb elemei az entrépia létezése,
mint a megfelel intenziv dllapothatarozék potencidlja; az entrépia konkavitasa, az-
az a termodinamikai stabilitas; és az Osszentropia novekedése a differencidlegyenlet
megoldasai mentén, azaz az entrépiaprodukcié nemnegativ volta. Ez utébbi feltétel
lehet6vé teszi a dinamikai tulajdonsagokra vonatkozo6 konstitutiv fliiggvények megha-
tarozasat a nemegyensilyi termodinamika kontinuumelméletében megszokott médon
és eredményeivel teljesen 6sszhangban. Mindezt gazok és folyadékok, illetve rugalmas
testek esetén is bemutattam.
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"A theory is the more impressive the greater the simplicity of its
premises is, the more different kinds of things it relates, and the
more extended is its area of applicability. Therefore the deep imp-
ression which classical thermodynamics made upon me. It is the
only physical theory of universal content concerning which I am
convinced that, within the framework of the applicability of its ba-
sic concepts, it will never be overthrown."

Albert Einstein

2.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések

2.1.1. Alapelvek

A homogén testekhez hasonléan a kontinuumelméletekben is az alapegyenleteknek
két fajtajat killonboztetjik meg. A tovabbiakban fejlddési egyenleteknek nevezem az
alapveto mezok téridobeli valtozasat leird parcidlis differencidlegyenleteket, akkor is,
ha az ismeretlen mez6k szidma meghaladja az egyenletek szamat, azaz ha nem zart
az egyenletrendszer. Ilyen fejlodési egyenletek példaul az extenziv mennyiségek fun-
damentalis mérlegei. Anyagfiiggvényeknek, vagy konstitutiv reldciéknak nevezem a
fejlédési egyenletekbe helyettesitendd, azokat megoldhaté parcidlis differencidlegyen-
letrendszerré kiegészité flggvényeket, illetve reldcidkat. A helyzetet az bonyolitja,
hogy a konstitutiv reldcidk maguk is lehetnek id6- és térderivaltakat tartalmazoé par-
cialis differencidlegyenletek.

A nemegyensilyi termodinamika térelméletében is a masodik fotétel értelmezése és
hasznalata az els§ kulcskérdés. A homogén testek esetében lattuk, hogy annak fizi-
kai tartalma az anyag stabilitdsa, pontosabban a fejl6dési egyenletek egyensulyanak
aszimptotikus stabilitdsa. A kontinuumelméletek esetén ezek alapjan minimaélisan el-
varhato, hogy a termosztatikai hataresetnek megfelel6 homogén egyensulyi allapot
aszimptotikusan stabil legyen, csak és egyediil termodinamikai feltételek kovetkez-
tében. Altaldban ennek matematikai vizsgélata nehéz. Sziikséges feltétele, hogy a
linearizalt egyenletekre ugyanez igaz legyen. Ezt a kovetelményt, azaz a homogén
egyenstly linearis aszimptotikus stabilitasat generikus stabilitdsnak fogjuk hivni a to-
vabbiakban. Az elnevezés a specidlis relativisztikus hidrodinamikabdl szarmazik, ahol
a generikus stabilitds a megfelel6 alapegyenletek egyik kivalasztasi kritériuma [55]
(lasd a 3. fejezetet).

A kontinuumelméletek specialitdsa a méasodik fététel konstruktiv hasznalata. Az
entropiaprodukcié egyenlOtlenségét a benne szerepld anyagfiiggvények megfelel$ for-
maja biztositja. Ilyen anyagfiiggvények példaul a klasszikus irreverzibilis termodina-
mika er6-aram konstrukcidjaval kaphaték. Természetesen ez a masodik f6tétel egy
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értelmezését jelenti: nem folyamatokra vonatkozé megszoritasként, hanem az anyag
tulajdonsagaként értendé (Coleman-Mizel-, illetve Muschik-Ehrentraut-értelmezés
[56, 57]). A tovabbiakban a masodik fététel konstruktiv hasznalatdanak lehetdségeit
és feltételeit elemezziik, ennek az értelmezésnek a segitségével. A nemegyensilyi ter-
modinamika fundamentélis szinten médszertant ad fejlodési egyenletek és konstitutiv
relaciok konstrukciéjara.

A kontinuumok masodik alapkérdése a masodik f&tétel mellett a téridé beagyazott-
sag, azaz az objektivitds. Ez alatt az értendd, hogy az anyagot jellemz6 konstitutiv
fliggvények, illetve az elméletben szerepl6 fizikai mennyiségek és az alapegyenletek
rendszere fiiggetlen legyen a vonatkoztatasi rendszertdl. Relativisztikusan kovarianci-
anak hivjak ennek a kovetelménynek egy részét.

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy a fenti két alapelv pontositasaval a nem-
egyensilyi termodinamika alkalmazhatésaga a lokdlis egyenstlyon tilmenden jelen-
tésen kibovitheto. Egyrészt bemutatom, hogy az objektivitds hagyomanyos megfo-
galmazdasa rossz, és példat adok a javitasara. Ezutan megmutatom a masodik f6tétel
konstruktiv alkalmazisanak megfelel6 médjat gyengén nemlokalis kontinuumok ese-
tén. Bevezet$ példaként a Ginzburg-Landau-egyenlet termodinamikai szarmaztatasa,
illetve a klasszikus irreverzibilis termodinamika szerepel. Ezutan a konstrukciés méd-
szer tovabbi alkalmazasaként dudlis belsé valtozok és egykomponensii hévezet6 folya-
dékok kovetkeznek. Més jellegli tanulsagokat jelent a hévezetési egyenlet egy gyengén
nemlokalis altalanositdsa, illetve a rugalmassigtan és reoldgia termodinamikai belsé
valtozokra épitett targyaldsa.

A fejezetben ismertetett modszer és alkalmazasai sajat kutatasi eredmények, eredeti
megjelenésiikre az egyes alfejezetek cimében hivatkozok.

2.1.2. Gyokerek és iranyzatok: klasszikus, racionalis és kiterjesztett

A nemegyensilyi termodinamika Lars Onsager munkéival kezd6dott [58, 59]. Onsa-
ger {6 érdeme, hogy a statisztikus megfontolasokkal felismerte és bizonyitotta, hogy
a kiilonb6z6 makroszkopikus transzportok kozott a reciprocitasi relaciok formajaban
szoros kapcsolat van. Az elmélet kontinuum része, azaz a mérlegegyenletekbdl az ent-
ropiaprodukcié szarmaztatdsa és a termodinamikai erék és aramok kozotti kapcsolat
kontinuum térgyaldsa Eckart nevéhez kotheté [60, 61, 62, 63], aki egyuttal a rela-
tivisztikus disszipativ folyadékok elméletét is megalapozta ezzel a mddszerrel (errdl
b6vebben az 5. fejezetben). A lokélis egyensily hipotézisén alapuld klasszikus irrever-
zibilis termodinamikdt ezutan Prigogine és de Groot konyvei foglaltdk Gssze elOszor,
és de Groot és Mazur monografidja adja maig egyik legjobb attekintését [64, 65, 5].1

Ezzel parhuzamosan Clifford Truesdell elkezdi a klasszikus kontinuummechanika
megUjitasat raciondlis mechanika néven. A jelzé arra utal, hogy Truesdell és kévetéi

! Nem Onsager, nem Meixner és nem Prigogine, hanem Eckart a nemegyenstlyi termodinami-
ka megalapozdja. Onsager egy fontos statisztikus fizikai megfigyeléssel adott magyardzatot a
homogén rendszerek kozotti egytitthatdkra [58, 59]. A kontinuum vezetési egyiitthatdk kozotti
viszonyokra Meixner és Prigogine alkalmazta Onsager elméletét (mellesleg nem igazin meg-
gy6zben, az Onsageri reciprocitasi relacidk szarmaztatdsa nemegyensulyi viszonyok kézott a
kinetikus elméletb&l ma is vizsgalt teriilet, ldsd pl. Sharipov munkait [66, 67, 68, 69, 70]). Ec-
kart nem maradt ezen a teriileten, valosziniileg ezért nem kapta meg a megérdemelt elismerést
[71]. A tekintélyes pélyatdrsak félrevezetd (szdndékosan kisebbits?) megjegyzései biztosan sem
segitették ezt eld [72].
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szamara a mechanika a matematika része, médszertanuk, vizsgalati mdédszereik ennek
megfeleléek. A cél az elmélet egyszertisitése, homalyos fogalmaktol torténd megtisz-
titasa, és az akkoriban fontossd valo 1j reoldgiai jelenségek beillesztése az alapelvek
pontosabb megfogalmazasival és megértésével. Ennek megfeleléen a raciondlis irdany-
zat a masodik fotételt, illetve az objektivitast tobb szempontbdl is kimeritéen vizs-
galta. Truesdell 1956-ban megalapitja az Archive for Rational Mechanics and Analy-
sis cimmel az irdnyzat vezetd folybdiratat és 1965-re, tobb, mint 10 évi munka utédn
megjelenik Walter Noll-al koézosen irt konyviik, a kontinuummechanika nagy hatasu
alapmiive "Non-linear Field Theories of Mechanics" cimmel [73]. Ebben a kényvben
a masodik f6tétel, illetve a termodinamikai megfontoldsok a mechanikai konstitutiv
elmélet kihagyhatatlan részét képezik.

A termodinamika, és kiillénésen a nemegyenstlyi termodinamika t6bbszint{i kihivast
jelent mindenki szdméra, aki egységes alapelveket szeretne latni a fizikdban. Ennek
egyik oldalat jelentik a mechanika ismételt kisérletei arra, hogy a disszipacid eredetét
megmagyarazza abbol az alapfeltevésbdl, hogy a fizika torvényei mikroszkopikus szin-
ten nem disszipativak (lasd példaul [74, 75, 76]). A masik, ehhez kapcsol6do kérdéskor,
hogy a nemegyenstlyi termodinamika disszipativ mozgasegyenleteit (példaul Fourier
hévezetési egyenletét, vagy a Navier—Stokes-egyenletet) lehet-e szarmaztatni varidcids
elvek segitségével [77]. Az alapproblémét az jelenti, hogy a leginkabb bevalt Hamilton
elv csak a nem disszipativ, reverzibilis esetekre miikodik és ettdl eltérd eredeti 6tletek
(példaul a két legérdekesebb [78, 79]) nem terjednek el. A nemegyensilyi termodi-
namika feltételeket ad mozgdsegyenletek és anyagfiiggvények lehetséges formajara és
modszert ad a szarmaztatasukra: legyenek a fizika torvényei olyanok, hogy a maéso-
dik f6tételnek — az entropiandvekedés torvényének — megfeleljenek. Ezt a problémat a
lokalis egyenstly egyszerl eseteiben konstruktivan oldja meg az irreverzibilis termo-
dinamika: az anyagtorvényeket megkapjuk az entrépiaprodukcié egyenlotlenségének
egy megoldasaként. A kérdés az, mennyire altaldnos és dltalanosithatd ez a mddszer?
A termodinamika maéasodik fotétele mennyit segit 4j fizikai torvények felirasdéban?
A kihivasok régdta jelen vannak: a hévezetés Fourier-torvényének szamos kiterjesz-
tését, példaul a Guyer-Krumhansl-egyenletet, nem a nemegyensilyi termodinamika
mébdszereivel vezették le. A Ginzburg-Landau- és a Cahn-Hilliard-egyenletek a fizika
tobb kiillénbo6z6 teriiletén felbukkannak mint altaldnos struktiraképzé egyenletek —
félig meddig termodinamikai megfontolasokra alapozva. A mechanikiba a Cosserat
fivérek bevezették a hiperkontinuumokat, vilagos fizikai jelentésii, belsé struktura-
lis hatdsokat leiré valtozokkal kiegészitve a mechanikdt [80]: a mozgdsegyenleteit a
rugalmassiagtan analdgidjara alapozzak, Mindlin, illetve Eringen és Suhubi dltalano-
sitasai tovabbi hiperkontinuumok szdrmaztatésara pedig varidcios elvet, illetve szto-
chasztikus mddszereket hasznalnak. Ha a nemegyensiilyi termodinamika a klasszikus
kontinuumok &altalanos elmélete, akkor a rendszerébe legaldbbis be kell tudni illeszteni
ezeket az elméleteket, de méginkabb — az egységes elveknek koszonhetoen és a masodik
fotétel kényszerito erejénél fogva — kiterjesztésiikre és altalanositasukra is modszert
kell adjon. Raadéasul, amennyiben a nem disszipativ hataresetre is képes az egyen-
letek szarmaztatasara, akkor egységes mddszertannal alternativat jelent a varidcios
elveknek, vildgosabb fizikai és elvi hattérrel.

Tehat a nemegyensulyi termodinamika szerepe legalabb kétféle médon értheto és
értékelhetd a fizika egésze szempontjabol, attdl fliiggben, hogy mit gondolunk a irre-
verzibilitas eredetérol. Lehet, hogy az irreverzibilitas az idedlis, reverzibilis alaptorvé-
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nyek szerint mozg6 mikrovilag véletlenszeriiségeinek kivetiilése, ekkor ezeket a vetitési
moédszereket kell alaposan tanulményoznunk a reverzibilis alapegyenletek disszipativ
kiegészitéséhez. Lehet ugyanakkor, hogy a vildg altalaban tokéletlen, és az idealis, re-
verzibilis torvények specidlis és idealizalt hataresetet jelentenek. Ekkor érdemes az ir-
reverzibilis torvényeket a leheto legaltalanosabb mdédon szarmaztatni és igy specialisan
megkaphatjuk az idedlis hataresetet is. Az els6 nézépont gyakorlatilag egyeduralkodd
a fizikdban, a masodik nézépont a fizika alapkérdéseivel vagy a termodinamikaval t6b-
bet foglalkozok kis csoportjainal szokott felbukkanni. Természetesen a két nézépont
jOl Osszeegyeztetheto.

1960-as évek vége és 70-es évek eleje kiilondsen érdekes a fenti problémakér szem-
pontjabdl, mert ekkor valik nyilvanvalova, hogy az anyagtorvények nemcsak fiiggvé-
nyek, hanem differencidlegyenletek is lehetnek. Tehat a klasszikus kontinuumfizika al-
taldnosithato, és ehhez a termodinamika mésodik f&tétele a kules. Az els6 fontos 1épést
az irreverzibilis termodinamika oldaldarél Onsager és Machlup munkai jelentik, ahol a
tehetetlenség hatasat veszik figyelembe egyszerii esetekben [81, 82]. Mésik fontos 1épés
a raciondlis oldalrdl Coleman és Gurtin eredménye a belsé valtozok bevezetésérél [83].
Ezzel parhuzamosan Ingo Miiller a kinetikus elmélet szerkezetére alapozva veti fel a
termodinamika kiterjesztésének gondolatat [84, 85, 86]. Ervelése egyrészt fizikai: a
parabolikus egyenletek végtelen jelterjedési sebessége ellentmond a relativitaselmélet
univerzalis véges terjedési sebességének. Masrészt Truesdell tanitvanyaként matemati-
kai: az igazi fizikai torvényeket parabolikus egyenletek helyett hiperbolikus egyenletek
irjak le.?2 Mindkét gondolat nagyon fontos szerepet jatszik a nemegyenstlyi termodi-
namika tovabbi fejlédésében. Ugyanez az idészak, amikor a racionalis termodinamika
haborat hirdet a fizikaibb irdnyzat ellen: megjelenik Truesdell kényve a termodina-
mikarél [87], vitriolos kritikdval az irreverzibilis termodinamika minden nem pontos
fogalma és allitasa ellen. Példaul a termodinamikai erék és dramok kivalasztasanak
modjaval kapcsolatban ezt irja:

, What this theorem is, we may have some difficulty in divining, since the terms
Linteract” and ,,couple” do not occur in algebra and are never defined by Onsagerists,
although they do occur frequently in The Arabian Nights.”

Truesdell kritikdja szamos szempontbdl jogos, de ezzel maig hatéan megosztja a
nemegyensilyi termodinamikat. Nem minden homalyos elmélet tartalmatlan, rdada-
sul a homalynak tobb rétege is lehet. Ez utébbi szempont ami véleményem szerint
altalaban fontos a termodinamika kapcsan és ami a racionalitds csapdajanak bizo-
nyult a "truesdellizmusban”. Ugyanis bizonyos kérdésekben az elemzésiik nem elég
alapos, de a pontossig illtzidja miatt a tévedés rejtett. Latni fogjuk, hogy milyen
problémaés példaul az objektivitds definicidjuk, vagy a gyengén nemlokalis elméletek
elvetése a masodik f6tétel alapjan. Ezekben az esetekben a racionalis iskola nem volt
képes a fizikai alapok djragondolasira (ldsd példaul [88, 48], illetve Miiller kritiké-
it [40, 89]). Az irdnyzat megmerevedésének a matematikai médszerek két oldalrdl is
okai. Egyrészt a tulzott és sok esetben formalis matematizdlas miatt az alapfeltevése-
ket megmereviti és nehezen atgondolhatéva teszi a formalizmus. Masrészt az elégtelen,
nem teljes matematizalds miatt az elméletbe belekoviil fizikailag homaélyos részeket

2Ez a gondolat Hadamard-t6l szarmazik. Szerinte a fizika feladatai matematikailag korrekt
kittizésli problémék kell legyenek. Ugyanakkor az egyenletek hiperbolicitdsa sziikséges feltétel
a variaciés elvek 1étezéséhez, tehat a fizika tobbségi alapalldsaval is Gsszhangban van.
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nehéz felismerni.

Ennek megfeleléen az 1970-es években Ingo Miiller altal elinditott kiterjesztett ter-
modinamikanak egybol két iskolaja sziiletik. Mindkét irdnyzat a kinetikus elmélettel
valé kompatibilitasra épiil. A kinetikus elmélettel val6é kapcsolatot szigoribban hasz-
nalja, a momentum-sorfejtéses formaval feltétlen kompatibilitast keres a raciondlis
kiterjesztett termodinamika, mig az irreverzibilis termodinamikabdl kindvé kiterjesz-
tett irreverzibilis termodinamika ebben a tekintetben lazabb. A kiillénbo6z6 hozzaallast
jOl tikrozi az objektivitas kérdésének kezelése a két iranyzatban. A Maxwell-Cattaneo-
Vernotte-egyenlet Noll értelemben nem objektiv, ezért a raciondlis allaspont szerint
megengedhetd, hogy a kinetikus elmélet maga sem legyen objektiv [90, 91]|. Ezzel
ellentétben a kiterjesztett irreverzibilis termodinamika a Boltzmann-egyenlet objek-
tivitdsa mellett probal érvelni [92]. Mindkét kiterjesztett termodinamika a kinetikus
elmélet miatt alapfeltevésként hasznalja, hogy

— csak lokdlis elmélet megengedett,
— a mez6k fejlédési egyenletei csak mérleg formajuak lehetnek,

— 1j mezOk csak az el6z6 valtozdk aramai lehetnek.

Ennek megfeleléen megmagyarazza az els6dleges motivaciéul szolgdlé hovezetés
Maxwell-Cattaneo—Vernotte-egyenletének [93, 94, 95] termodinamikai hétterét, de
nehézkesen tudja beilleszteni rendszerébe a gyengén nemlokélis Guyer—-Krumhansl-
egyenletet [96, 97, 98, 91].

A nemegyensilyi termodinamika magyar miivel6i és képviseléi koziil Fényes Im-
re sztatikai varidcios elve, a le Chattellier—Braun-elv és a termodinamikai stabili-
tas kapcsolata illetve a homogén rendszerek nemegyensulyi termodinamikéja kapcsan
emlitendd [6]. Részben 6 motivélta a nemegyensilyi termodinamikai megalapozdsi
reolégiai-kézetmechanikai kutatdsokat is [99, 100]. Gyarmati Istvan variacios elve és a
klasszikus térelmélet kifejtése révén [78], illetve munkatarsai ehhez kapcsolddé mun-
kissdgival a hazai kutatdsokat a nemzetkozi élvonalba emelte.® A termodinamika
hulldmelmélete pedig a kiterjesztett irreverzibilis termodinamikanak adott 4j alapo-
kat [101]. Gyarmati az &ltaldnositott Gibbs-reldcié helyett héaramsiirtiségtol fiiggd
entrépiafiiggvényt javasol. Ez a konzekvensebb megalapozas azdta beépiilt az elmé-
letkérbe [102].

2.2. Objektivitas

2.2.1. Torténet: objektivitas és anyagi objektivitas

A fizika térvényei fiiggetlenek a leirdsukra haszndlt vonatkoztatdsi rendszerektdl. Ennek
az allitasnak az alkalmazasara és értelmezésére vonatkozé vizsgalatok alapvetoek a
specidlis és az altalanos relativitaselmélet eredeti és mai megfogalmazasiban is.

A Kklasszikus, azaz nemrelativisztikus kontinuumfizikanak is ez az egyik alapja. Itt
a fenti, filozéfikusan altalanos néz6pont majdnem altalanosan elfogadott: kevesen ké-
telkednek komolyan abban, hogy a rugalmas anyag ugyanigy kell viselkedjen akkor is,

3 A 60-as évek végének tudomanyos életében zajlé, fentebb emlitett nemzetkdzi harcaival pér-
huzamosan Magyarorszagon is ekkoriban veszett Ossze a nemegyensulyi termodinamika két
legtekintélyesebb hazai kutatdja, Fényes Imre és Gyarmati Istvan.
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ha egyenes vonalban egyenletes sebességgel elhaladva figyeljiik meg, vagy ha koriilotte
keringiink. Ennek megfelel6en az ilyen iranyu vizsgalatok is nagyon régiek. A konti-
nuumfizika els6 altalanos elmélete a mechanikat, reolégiat, kémidat, hdvezetést egytitt
targyalé elmélet [103], amely mér az energia- és entrépiamérleget is tartalmazza, at-
t6l a Jaumannt6l* szarmazik, aki — nemrelativisztikus kereteken beliil — vizsgalta a
vonatkoztatasirendszer-fiiggetlenséget is. Az egyiittforgd objektiv idoderivalt maig az
6 nevét viseli. A kérdéskor tovabbi torténetét 1965-ig bezaréan kimeritéen targyalja
Truesdell és Noll [73], az azt kovetd torténetet pedig Frewer [105]. Az objektivitas
Walter Nolltdl szarmazo, altaldnosan elfogadott definicidja szerint objektiv egy fizikai
mennyiség, ha merev megfigyelék ugyanolyannak latjak [106].

A vonatkoztatasi rendszertdl valo fliggetlenség alapvetéen haromféle médon jelent-
kezik a klasszikus kontinuumfizikaban.

1. Kinematika. A kontinuumechanika mozgast jellemz6 alapvaltozdinak kivilasz-
tasa nem trividlis. Példaul a rugalmassagtanban végtelen szamu deformacio-,
illetve alakvaltozas-fogalmat lehet bevezetni, de ezek koziil a Noll-féle transzfor-
méaciés objektivitas-definici6 kitiintet egy sziik csaladot (a jobb Cauchy-Green
deformécié négyzetgyokét szokas ezek koziil haszndlni).

2. Objektivitdas. Felhasznaljuk az anyagfiiggvények valtozdinak, illetve altaldban a
megfelel6 fizikai mennyiségek kivalasztasara. AlapvetOen elvarjuk, hogy ezek
objektiv mennyiségek legyenek példaul a Noll-féle értelemben. Mivel az anyag-
fliggvények f6leg az alapvaltozok derivaltjaitol fiigghetnek, ezért kiemelten fontos
az objektiv iddéderivdltak megtalalasa. A térderivaltak objektivek altalaban, és
ezért specidlisan a Noll-féle definicié értelmében is, ezért ezekrél nem szoktak be-
szélni kiilon. Ha az anyagi eredeti fejlodési egyenleteket (pl. Maxwell-Cattaneo-
Vernotte) specidlis, derivaltakat tartalmaz6 anyagfiiggvényként fogjuk fel, akkor
ezeknek az objektivitasa is kérdéses.

3. Anyagi objektivitds. A fentieken kiviil elvarjuk az anyagfiiggvények, illetve kons-
titutiv relaciok objektivitasat is. Ezt a kérdést a raciondlis elméletek kiemelten
kezelik.

Az elso két kérdésben a Noll-féle megfogalmazas és definicié nagyjabol elfogadott. A
harmadik kérdés, az anyagi objektivitas elve viszont maig vitatott, szamos egymasnak
ellentmondé megfogalmazasa létezik a szakirodalomban [107, 108, 109, 110, 111, 112,
113,114, 115, 116, 117, 105]. Az evidens szébeli allitas és a Noll-féle matematikai meg-
fogalmazas kozotti ellentmondésokat jol 6sszefoglalja Ryskin cikke [118]. Noll maga is
tobb izben prébélta pontositani az elvet, legutébbi javaslata példaul implicit médon
affin tereket vezet be a téridébe [119, 120, 121]. Az elv kévetkezményei nagyon szer-
tedgazdak és a megfogalmazas hidnyossagai sulyos fizikai dllitdsokat eredményeznek.

1 Ez nem egészen véletlen. Jaumann Gusztédv (magyar? fizikus) Mach asszisztense volt. Erde-
kesen tanulsagos, hogy 1911-ben Einsteinnel egyiitt palyazott a Pragai Egyetem professzori
székére. Miutan kideriilt, hogy az egyetem elsé jeloltje Einstein, Jaumann visszavonta palya-
zatat a kévetkezd indoklassal: "If Einstein has been proposed as the first choice because of the
belief that he has greater achievements to his credit, then I will have nothing to do with a uni-
versity that chases after modernity and does not appreciate merit." Végiil Einstein sem kapta
meg a katedrat [104, 71].
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Egyik ilyen fontos kijelentés szerint példaul a kinetikus elmélet nem objektiv [90, 71],
ahogy mar emlitettiik.

Az objektiv fizikai mennyiségek kivalasztasara szolgalé Noll-féle definiciénak két
szembet{in6é hidnyossiga van:

— Csak merev megfigyel6kre vonatkoztatott invarianciat kovetel meg. Elvarhato,
azonban az is hogy az anagytorvényeknek, példaul a Hooke-torvénynek, minden
megfigyel6 szamdara ugyanaz legyen a fizikai tartalma. Ez nem feltétlen invari-
anciat, hanem megfelel6en definidlt kovarianciat jelent.

— Egy szembetiinéen négydimenzids téridé-transzformaciot sziikit le harom dimen-
ziéra. Ezért aztan egyaltalan nem altaldnosithaté relativisztikus kontinuumokra.

Az objektivitds méasféle megfogalmazésara és kezelésére tobb javaslat is van (példaul
Mariano altalanos transzforméciékra javasol invarianciat [122]). Ezek kozil taldn a
legelterjedtebb az anyagi sokasig fogalménak bevezetése [123, 43], illetve ebben a
dolgozatban egy teljesen vonatkoztatasi rendszer mentes, téridore alapozott elméletet
adunk meg.

2.2.2. A Noll-féle definicio kritikaja

O A tovabbiakban réviden bemutatom, hogy Noll objektivitds definiciéja [106] nem
kovetkezetes, pontosan végiggondolva masfajta objektivitas-fogalom kovetkezik belo-
le, mint amit Noll maga javasolt és mint ami az irodalomban elterjedt. Az inercia-
lis és merev megfigyeloket megfeleléen valasztott vonatkoztatasi rendszerek kozotti
transzformaciés tulajdonsaggal irjuk le. Jeloljiik az egyik és a masik vonatkoztatasi
rendszerben ugyanazt az idépontot és helyzetet (¢, z%)-el, illetve (', 2'")-vel, ahol i €
€ {1,2,3}. Ha a két vonatkoztatdsi rendszer egymashoz képest merev mozgast végez,
a kovetkezd transzformacios szaballyal térhetiink at az egyik koordinatdirdl a masik
koordinataira:

=t 2" =h(t)+Qi(t)a?, (2.1)

ahol h(t) a két kozéppont relativ helyvektora, Qé-(t) pedig a forgdst leir6 mdsod-
rendi ortogonalis tenzor. A merev megfigyel$ kézéppontjanak mozgasa és a forgasa
is id6fiiggd. Az objektivitds Noll-féle megfogalmazdsa szerint egy fizikai mennyiség
objektiv, ha a fenti szabalynak megfeleléen transzformalédik. Mivel az id6 abszolit,
nem transzformalddik, ezért csak a masodik formulat, mint térbél-térbe torténd leké-
pezést tekintik, és vonatkoztatasi rendszer valtasakor ennek Jacobi-métrixa, azaz Q;,
segitségével transzformaljak a fizikai mennyiségeket, tenzori rendjliknek megfelelGen.
A szokésos érvelés szerint tehat példaul egy inercidlis megfigyelé szerinti A’ vektor
objektiv, ha egy, az el6z6hoz képest forgd megfigyel A" = Q;Aj komponenseit méri.
A relativ sebesség ezek szerint nem objektiv, mert

Vi) = Loty = Dni) + L (QU00) # Q1) 1),

A fenti, (2.1) objektivitds-transzforméciét célszerti a kovetkez6 formaba atirnunk:
=20 2 =h'4 anfj; réviden ' = 2’ (2b), (2.2)

YEz a fejezet a [124] publikicién alapul.
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ahol a,b € {0,1,2,3}, 4,7 € {1,2,3} és Einstein megéllapoddsat hasznilom az azonos
indexek Osszeejtésére. Itt is, mint az el6bbiekben, felsd és alsé indexekkel a kontra-
és kovarians (illetve a vektor- és kovektor-) komponenseket kiilonboztetjiikk meg. A
differencidlgeometriabdl jol ismert (lasd pl. [125]), hogy ¢ egy négydimenziés objektiv
vektor, ha vonatkoztatasi rendszer valtasnal a transzforméaciés szabdlya

ox'®

/a la b la
c=J%¢c ahol J = —
bt b ) b

(2.3)

a transzformécié Jacobi-matrixa.
Jelen esetben ez a kovetkez6 blokkmatrix formaba irhatd:

w [ 1 0
T = (hi + Q' ad QZ) ' 24)

Ennek megfeleléen egy (c°, ¢') négyesvektor objektiv, ha
v 1 0 CO>
(. L Y . 2.5
<c/0) (hz + szl,j sz) <CZ ( )

=, =W+ Qija:j)co + QZJCJ (2.6)

azaz

Ha a négyesvektor térszerti, azaz ¢ = 0, akkor visszakapjuk a szokott ésszefiiggést :
= Q' (2.7)

altaldban azonban a térszerliség kivétel, szdmos fontos fizikai mennyiség nemrelati-
visztikusan is négyesvektor. Példdul tekintsiik egy tomegpont mozgdsat leird, egy t
idéponthoz az r® helyzetet rendeld fiiggvényt. Ezt egy id6t is magaban foglalé le-
irasban a (t,ri(t)) négyesvektorral adhatjuk meg adott vonatkoztatdsi rendszerben.
Ennek idéderivaltja (1,v"), ahol v* = 7*. Ekkor (2.2) alapjin

P =h 4 Qijrj,
ezért
V=R QLT+ Qi
Tehat (2.6) alapjan lathatjuk, hogy az
u® = (1,2%) (2.8)

egy objektiv mennyiség a Noll-féle értelemben. A szokdsos harmas sebesség, amelyet
négyesvektorként (0,v?) forméba irhatunk, viszont nem objektiv.

A fenti egyszerli gondolatmenet azt mutatja, hogy a vektorokra, kovektorokra és
méasodrendiil tenzorokra vonatkozo részletes transzformacios szabalyok ezek utan 1j-
ragondolhatoak, csak figyelembe kell venniink, hogy a nemrelativisztikus téridét nem
lehet egyszeriien tér és id6 Descartes-szorzataként modellezni. Vegyiik észre, hogy
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a Galilei-transzformécié a (2.1) formula része, tehdt a merev megfigyelére vonatko-
z6 transzformdéciés szabaly érvényesitése erésebb kovetelményt jelent, mint a Galilei-
transzformacié alapu klasszikus fizikaban szokasos. Raadasul elvileg vilagos, hogy az
objektivitdst nem csak merev, hanem tetszoleges vonatkoztatési rendszerek kozott is
meg kellene kévetelniink. Ezt a vizsgdlatot a nemrelativisztikus téridé egy olyan mate-
matikai modelljében lehet elvégezni, ahol a fizikai mennyiségeket és fizikai torvényeket
vonatkoztatasi rendszert6l és megfigyel6tol fiiggetlendil definidlhatjuk [126, 127]. Erre
alapozva az A fiiggelékben vazlatosan ismertetem a legegyszertibb ilyen nemrelativisz-
tikus téridomodellt és levezetem skaldr, vektor, kovektor, tenzor, kotenzor és vegyes
tenzor jellegli mezdk derivaltjainak transzformdéciés tulajdonsagait. Ett6l teljesebb
vizsgalatot tartalmaznak a [128, 129] publikaciok, ahol megmutatom, hogy a teljes
disszipativ Fourier-Navier-Stokes egyenletrendszer hogyan targyalhat6 vonatkoztatasi
rendszertdl fliggetleniil és szerztarsaimmal keressiik ennek mérheté kévetkezményeit
és a kapcsoldédod elméletekhez vald viszonyat. A vonatkoztatdsi rendszer mentes tar-
gyalas a kontinuumfizika alapfogalmait 11j megvilagitasba helyezi. Példaul a mozgasi
energia az objektiv energia megfelel6 Galilei-transzforméciés szabalyanak a része.

Megjegyzendd, hogy anyagi sokasagok, azaz a kontinuum mozgasdhoz rogzitett vo-
natkoztatasi rendszer bevezetése és lényegében téridé alapu targyaldsa énmagaban
nem elegendd, akkor sem, ha formalisan négyesvektorokat hasznal. Ennek oka, hogy
az anyagi sokasag feltételezi, hogy a kontinuumnak van egy idealizalt, relaxalt, fesziilt-
ségmentes alapallapota, amit egy referencia idépontban fel is vesz. A gyakorlatban ez
csak kivételesen lehet igaz, és végsé soron nem is fontos [49, 50].

Ebben a részben tehét feltartuk Noll definicigjanak hibdit [124], és megmutattuk,
hogy a Galilei-relativisztikus téridét figyelembe véve hogyan lehet javitani rajta. Ez-
altal a nemegyenstlyi termodinamika konstitutiv elméletében 11j modellalkotasi lehe-
t6ségek tarultak fel. A tovabbiakban egyelére a szokasos relativ kontinuumelméletet
vizsgaljuk, az itt altaldnositott Noll-féle objektivitasfogalom fenti négydimenzids, (2.6)
transzformacion alapulé altalanositasanak csak két fontos kovetkezményét hasznaljuk:

— A négyessebesség objektiv, ezért lehetnek sebességfiiggd anyagfiiggvények.

— A térbeli derivéaltak objektivek (mert négyes kovektorok), ezért a térbeli gyengén
nemlokalis kiterjesztései a termodinamikanak problémamentesek objektivitasi
szempontbol.

2.3. Gyenge nemlokalitas idében és térben

2.3.1. Torténet: tal a lokalis egyensilyon

A raciondlis termodinamika megpréobalta teljes altaldnossdgban megfogalmazni a id6-
és térbeli nemlokalitdst: memoriafunkcionalokra épitkez6 és integralisan nemlokalis
elméleteket allitott fel. Ez az tigynevezett erds nemlokalitds iranyzat gyakorlati szem-
pontbdl kudarcnak tekinthetd; tilsagosan altalanos a konstitutiv elmélet, hogy a ki-
sérleteknek tampontot adjon (lasd pl. [130, 43]).

Az alternativ stratégia szerint gyengén nemlokalis konstitutiv fliggvényeket kere-
siink, amelyek az alapvaltozoknak a klasszikus elméletekben megjelen6nél magasabb
rendii tér- és idoderivaltjaitél fiigghetnek. Specidlisan fontos esetet jelentenek a belsd
valtozok, ahol a fejlédési egyenletek is konstitutivak.
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A gyenge nemlokalitds otletének is mély torténeti gyokerei vannak. Az idében gyenge
nemlokalitas és a Hooke-torvény magasabb rendii idéderivaltakkal torténo kiegészitése
szamos anyag viselkedésének magyarazatat adja a reolégiaban, a folyékony és szilard
viselkedést egyardnt mutaté anyagok tudomanyaban®. Legegyszeriibb modelljei nem
véletleniil viselik Maxwell-, Kelvin- és Poynting—Thomson-test nevet.

Ugyancsak régéta léteznek a deformacié térderivaltjaitol fiiggo fesziiltségeket alkal-
maz0, azaz térben gyengén nemlokdlis mechanikai elméletek (mésod- és magasabbfoki
folyadékok és rugalmassagtan), ezek legismertebb példdjat jelentik Van der Waals ka-
pillaritaselméletét altaldanosité tgynevezett Korteweg-folyadékok [134, 135]. Gyenge
nemlokalitds alatt legtobbszor ezt, azaz a térben gyenge nemlokalitast szokas érteni.

A gyengén nemlokalis kontinuumelméletek termodinamikai kompatibilitdsanak
vizsgalatahoz nem jok a klasszikus modszerek. Példaul az irreverzibilis termodina-
mika heurisztikus er6-aram modszere sem miikodik ebben az esetben minden tovabbi
nélkiil és meg kell értentink a méasodik fotétel jelentését is. Két olyan modszertan ala-
kult ki, amely a termodinamikai kévetelményeket figyelembe veszi: a raciondlis és a
GENERIC.

A raciondlis mechanika kényszerfeltételes fliggvényegyenlStlenségek vizsgdlatara a
Coleman—Noll-eljarast [136] vagy a Liu-eljarast [137] alkalmazza egyiitt a mésodik
fététel Coleman—Mizel-féle értelmezésével [138, 57]. Ez utébbi szerint a mésodik f6-
tétel anyagi tulajdonsdg, azaz az anyagfliiggvények (héaram, fesziiltség) formaja kell
biztositsa Gibbs-Duhem-egyenlétlenség érvényességét (a raciondlisok nem szeretik az
entrépiaprodukeié szét), minden egyéb feltétel, példaul a mérlegek, mint kényszerek
figyelembe vételével. A Coleman—Noll- és a Liu-eljardsok médszert adnak a feltételes
fliggvényegyenlStlenség megoldasara. A viszonyuk olyan, mint a feltételes szélséérték-
problémak esetén a direkt behelyettesités és a Lagrange-szorzokat hasznalé mdédszerek
viszonya, a Colemann-Noll-eljaras a kényszereket behelyettesitve keresi a megoldas fel-
tételeit, a Liu-eljaras pedig multiplikatorokkal veszi figyelembe a kényszereket. A két
modszer lényegében ekvivalens [139].

A racionélis médszertan tobb fontos eredményre vezetett [140, 141, 142], viszont
szembetling hidnyossagai is vannak. Példaul Coleman-Noll-eljarassal kapott egyik elsé
eredmény az, hogy a masodik f6tétel szerint a rugalmassagtan csak lokalis lehet, a fe-
sziiltségtenzor nem fiigghet a deformécié gradiensétdl [143], illetve elvileg nemlokélis
képlékenység sem létezhetne [144]. Ezek a megéllapitdsok jé ideig irdnyt szabtak és
szabnak ma is a rugalmassigtan és a képlékenységelmélet fejlédésének (pl. a Fleck—
Hutchinson-elmélet csak 2001-ben sziiletett meg és Gurtin is csak ezutan talalt egy
mobdszert sajat negativ eredményének megkeriilésére [145]). A raciondlis médszertan
masik fontos hidnyossaga, hogy nem képes az idébeli nemlokalitasok kezelésére, els6-
sorban a Noll-féle objektivitas elézéleg emlitett problémai miatt.® Hasonld problémat
jelent a bels6 valtozdk fejlédési egyenleteinek gyengén nemlokalis kiterjesztése. Itt
csak tovabbi elvek (mikroer6-mérleg, intersticidlis-munka) bevezetésével lehet meg-
keriilni azokat a feltételeket amelyeket méasodik fététel tul szigori megfogalmazisa
miatt csak kozonséges differencidlegyenleteket eredményeznek a bels6 valtozdk fejlo-
dési egyenleteként [83, 147, 140]. Latni fogjuk, hogy az entrépiadram &altaldnositésa

5 A reolégia 1étérdl taldn azért kényelmes elfelejtkezni, mert akkor nem kell alaposabban bele-
gondolni, hogy mi is a halmazallapot[131, 132, 133].

8 A Liu-eljarast el8szor Liu 6nélléan és Miillerrel egyiitt is, elészor idében és térben gyengén
nemlokdlis konstitutiv fliggvények szdrmaztatdsdra prébéalta hasznélni [137, 146].
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nélkiil a racionalis termodinamika erds matematikai modszerei kizarjak az elmélet
gyakorlati kérdésekre alkalmazhaté altaldnositésat.

A Grmela és Ottinger altal kidolgozott GENERIC' elmélet (General Equation of
Non-Equilibrium Reversible and Irreversible Coupling) [148, 149, 130] a hamiltoni me-
chanikat és az irreverzibilis termodinamikat egyenrangian kezeli. Minden elméletet
szétszed egy variaciés elvbol szarmaztathaté mechanikai részre és egy entrépiat produ-
kalé disszipativ részre. Ezt a két részt algebrailag 6sszekapcsolja Poisson-zardjelekkel
az idealis mechanikai, és igynevezett disszipativ zardjelekkel a termodinamikai részre.
Ezéaltal a termodinamikai kdvetelményeket érvényesito keretelméletet kapunk, amely
alkalmazhat6 a teljes kontinuumfizikdra, a kinetikus elméletre és még attol is alta-
lanosabban. A konstrukcié lényegét a Ginzburg-Landau-egyenlet kdovetkezé fejezet-
ben megmutatott hagyomanyos levezetésével érthetjitk meg. Ottinger és munkatér-
sal szamos példat adtak arra, hogy ezzel az elméleti kerettel valoban megfoghatdak
disszipativ és nemdisszipativ elemeket egytitt tartalmazé elméletek. A reoldgiai indit-
tatasit GENERIC magasabbrendii id6- és térderivaltakat is bevezet az egyenletekbe.
A mébdszer hidnyossiga egyrészt az elméleti alapfeltevések megdupldzdsa (termodi-
namika és mechanika egyiittesen kell) és az, hogy nem konstruktiv (pl. a varidciés
elvet meg kell sejteni, a Poisson-struktira is utdlag ellenérizhetd igazan) [150]. Az
elmélet az objektivitasi kévetelményeket altaldban nem targyalja, illetve legfeljebb
Galilei-transzformaciok szintjén [129].

Természetesen vannak mas, a termodinamikai kovetelményekkel nem nagyon fog-
lalkoz6 elképzelések is, mint példaul a fazismezd-elméletek [151, 152, 153], amely csak
térbeli gyengén nemlokalitassal foglalkoznak és fejlédési egyenleteiket nem teljesen
egységes modon, hanem varidciés elvekkel, illetve félig statisztikus médszerekkel szar-
maztatjak. Ezek az elméletek még a GENERIC-nél is kovetkezetlenebbek, mert a
disszipativ-konzervativ részek modszertani és elvi szétvalasztdasan tal a masodik f6-
tételt nem, vagy kovetkezetleniil alkalmazzak az univerzalis fizikai torvényekhez vald
kritikus hozzdalldsuk miatt. Ennek egyik kovetkezménye példaul az a méddszer, hogy
a legegyszeriibb disszipativ kontinuumelméleteket (pl. Navier-Stokes-egyenletet) te-
kintik érvényesnek mezoszkopikus szinten és ezek statisztikus vizsgdlataval szarmaz-
tatjak ugyanennek az elméletnek az altalanositasait. Gurtin kritikajat is idézhetjiik:
a variaciés elvek intuitivak és vilagosak, de mivel disszipativ elméletet nem lehet vari-
acids elvbdl levezetni, ezért nem lehetnek alapvetéek, legfeljebb valamilyen teljesebb
elmélet el6futdrainak tekinthetéek [147]. Objektivitasrél szé sem esik a fazismezd-
elméletekben.

Egy konstitutiv elmélettdl elvarhatd, hogy ne csak statikus anyagszerkezetet, hanem
annak valtozéasait is képes legyen modellezni. Ennek termodinamikai moédszertana a
belsé valtozék alkalmazéasa. A belsd wvdltozok olyan fizikai mennyiségek, amelyeket a
hagyoméanyos fizikai jellemz6kon feliil vezetiink be és a t6bbi mezohoz kapcsolva az
anyag szerkezeti valtozasait irjuk le segitségiikkel. Sok esetben konkrétan azonositha-
tok, mint példaul a mikrorepedezés esetén a 'fabric’ tenzor, vagy képlékenység esetén
maga a képlékeny deformaci6. Altaldban viszont a fizikai jelentésiiket és a fejlédé-
si egyenletiiket is termodinamikai modellezéssel kapjuk meg. Az altaldnos fejlédési
egyenletet olyan médon megszoritva, hogy a termodinamika méasodik fététele ne sé-
ruljon. Mind a GENERIC, mind a racionalis és a kiterjesztett termodinamika ese-
tében talalkozunk a belsé valtozokkal. A nemegyensilyi termodinamika heurisztikus
alkalmazasa relaxaciés tipusu kozonséges differencidlegyenleteket eredményez fejlédési
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egyenletként, a raciondlis elmélet — mint emlitettem — rdadasul megracionalizalja ezt,
megtiltja, hogy a fejlédési egyenlet parcidlis differencidlegyenlet legyen [83]. A kiter-
jesztett termodinamika csak mérlegegyenleteket enged meg tovabbi valtozdk fejlédési
egyenleteként [102] és az ujabb valtozok minden esetben a mérlegek dramsiirtiségei
lesznek (ezért nem is belsé valtozéknak nevezik ezeket). Azok az elméletek, amelyek
mechanikai varidciés elveket haszndlnak (GENERIC reverzibilis része, vagy példéa-
ul [154]) id6ben masodrendi differencidlegyenletekre vezetnek, kizarva az elsérendi
relaxaciés tipusu egyenletek lehet&ségét.

Magyarorszagon a termodinamikanak mély gyokerei vannak a matematikai mod-
szertant illetOen is. Farkas Gyuldnak az integrald oszté létezésére vonatkozo munkdjat
[3] mér emlitettik. () azonban nem err8l, hanem a linedris egyenlStlenségrendszerek
alaptételének, a Farkas-lemménak bizonyitasarél ismert vilagszerte. Meglep6 médon
ez az eredménye a nemegyensulyi termodinamika megalapozasaban is szerepet jatszik.
Ugyanis a fent emlitett Liu-eljaras linearis algebrai alapallitasa az affin Farkas-lemma
specidlis esete, ahogy erre Hauser és Kirchner ramutatott [155] (részletesebben ldsd
B fiiggelék).

Verhas Jozsefnek dinamikai szabadséagi fokokra (specialis bels6 valtozékra) vonatko-
z6 elmélete, illetve annak reoldgiai (és egyéb) alkalmazdsai [156, 44] az id6beli gyenge
nemlokalitdsok altaldnos bevezetésének tekinthet6ek. A térbeli gyenge nemlokalitast
illetéen Verhds nemegyensiilyi termodinamikai elmélete a kiilonféle folyadékkristé-
lyokra vonatozéan (Franck—Oseen-féle nemlokalis entrépiasiiriiséggel) a nemegyensi-
lyi termodinamika egyik els6 fontos eredménye. Verhas és Nyiri entrépiadramra vonat-
kozé attoré meggondolasai [157, 158] nyilvanvaléva tették a raciondlis irdnyzat egyik
{6 korlatjat, azt, hogy az entropiadram nem lehet mindig a héaram és a homérséklet
hanyadosa, hanem az is konstitutiv mennyiség.

2.3.2. Gyengén nemlokalis nemrelativisztikus kontinuumok

OEbben a fejezetben a nemrelativisztikus kontinuumok fejlédési egyenleteit vizsgilom
a masodik f6tétellel kompatibilis gyengén nemlokalis kiterjesztések szempontjabdl. A
cél egységes, altalanos, szigoru és prediktiv moédszer kidolgozasa, amely lehet&vé teszi,
hogy a fizika mez&elméleteinek fejlédési egyenleteit magasabbrendii tér- és idoderi-
valtakkal egészitsiik ki a hagyoményos tagokon tul, illetve (és ezdltal) maguknak a
fejlédési egyenleteknek a szarmaztatdsa. A moddszer alkalmazhaté kell legyen nem-
relativisztikus és relativisztikus kontinuumokra, lokdlis egyenstlyban és attol tavol.
Tovabba tartalmaznia kell az ismert klasszikus példakat a gyengén nemlokalis rend-
szerekre kiilon specidlis feltevések (mint példaul variacios elvek, vagy mérleg forma)
nélkiil; minimalis szamu fiiggetlen feltevésen kell alapuljon; és konstruktiv szamita-
si médszert kell adjon a magasabbrendi kiterjesztések szisztematikus bevezetéséhez.
Mindezek az elvarasok egyiitt azt eredményezik, hogy az elmélet jéslatai kisérletileg
jOl ellendrizhet6ek lesznek.

Ezeknek a kovetelményeknek megfelelhetnek a racionalis termodinamika matema-
tikai eljarasaira alapozott médszerek. A Coleman-Noll és a Liu-eljarasok ugyan ele-
gendden altaldnosak, de eredeti alkalmazési feltételeikkel nem elég teljesitéképesek.
A gyengén nemlokilis kiterjesztések szarmaztatdsara tortén6 alkalmazasukhoz harom

OEz a fejezet a [159] munkimon alapul.
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megfigyelés sziikséges:

— Az entrépia aramstiriisége is konstitutiv mennyiség.

— Az entrépiamérleg egyenlOtlenségéhez a kényszerek térderivaltja is kényszert je-
lenthet, a konstitutiv allapottér rendjétol fiiggéen.

— To6bb csatolt valtozé id6ben magasabbrendii egyenletet eredményezhet.

A termodinamikai elméletekben az entrépia mérlege mindig masodlagos, szdrmaz-
tatandé és kiszamithaté. A fizikai rendszerrdl a termodinamikai megfontoldsaink eltt
altalaban mar rendelkeziink valamilyen ismeretekkel. Els6sorban tudjuk, mik az alap-
valtozoink, és ezekre vonatkozé fejlodési egyenletekrol is altalaban tudunk valamit. Ha
ismereteink teljesek, azaz a differencidlegyenletekkel kapcsolatban korrekt matemati-
kai feladatok — példaul kezdetiérték problémak — tlizhet6ek ki, akkor az entrépiapro-
dukcié kiszamitasaval ellenérizhetjik az addigi feltevéseink helyességét. Ha ismerete-
ink nem teljesek, azaz a differencidlegyenletek nem zdarédnak —tobb ismeretlen fizikai
mennyiségiink van, mint ahany egyenlet,— akkor a masodik fététel segitségével talal-
hatunk megfelel6 fiiggvényeket. A masodik f6tétel erételjesen megszoritja az anyagi
tulajdonsagokat rogzit6, igynevezett konstitutiv figgvények és feltételek rendszerét.

Az itt ismertetendd termodinamikai modellezés esetén az elsé 1épés a kinemati-
kai keretek megadésa, azaz el6szor le kell rogziteniink az alapvaltozdkat, kijelolni az
alapvdltozok terét. Valojaban ez a 1épés a legnehezebb, egy fizikai elmélet megfeleld
valtozoinak megtaldlasa hosszu tapasztalatszerzés — megfigyelések, kisérletek és elmé-
leti megfontoldsok — utdn lehetséges. Ezutdn az ismert feltételek (példaul mérlegek)
figyelembe vételével meg kell keresniink az anyagi, konstitutiv fiiggvényeket és eldon-
teni, hogy fizikai feltételeink szerint mi a konstitutiv dllapottér, az anyagfiiggvények
mitol fliggenek. A konstitutiv allapotteret, a modszertan szerint, az alapvaltozok és
azok derivaltjai feszitik ki. Az entropia és az entrépiadram szintén anyagi tulajdon-
sagokat rogzit, anyagfiiggvény. Az entrépiaprodukciot kiszamitva az egyenlétlenséget
kielégité feltételeket keresiink. Az egyenlGtlenség megoldasanak egyszerii heurisztikus
modszere példaul az tgynevezett termodinamikai erék és daramok azonositisa. Ennél
alaposabb elemzés a konstitutiv fiiggvények értelmezési tartomanyanak vizsgalataval
szikiti azok lehetséges formajat. Mi a tovabbiakban a Liu-eljarast fogjuk hasznélni.
Az eljards a B fiiggelék linearis algebrai tételeit hasznélja ki, felismerve, hogy az alap-
valtozok konstitutiv allapottérben szereploknél magasabb rendi derivaltjai algebrai
értelemben fiiggetlennek tekinthetOk, hiszen a kezdeti és peremfeltételektol fliggben
értékiik barmekkora lehet [137, 136]. Ezen kiviil egyes specidlis esetekben, példdul
a Cahn-Hilliard egyenlet levezetésekor megmutatjuk, hogy a klasszikus irreverzibilis
termodinamika moddszertana, a divergencidk levalasztdsa [5, 160] is kivaléan alkal-
mazhat6 gyengén nemlokalis esetben, amennyiben a termosztatikat megfeleléen alta-
lanositjuk. Ez az alfejezet dltalaban ramutat az alkalmazott matematikai modszerek
sziikségességére: erésebb modszerekkel kevesebb feltevésbol tobb munkaval kaphatunk
fizikailag relevans, a kisérletekkel Gsszevethet6 ismereteket, mig gyengébb médszerek-
hez tobb feltevést kell elfogadnunk de gyorsabban kapunk eredményt.
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2.4. Gyengén nemlokalis bels6 valtozok

OA belsé valtozok esetén a termodinamikailag keresett és levezetett konstitutiv
Osszefliggés maga a fejlédési egyenlet. A tovabbiakban tobb lehetéséget vizsgalunk.
Elészor a lokalis konstitutiv allapotteret, azutan masodrendiien gyengén nemlokélis
konstitutiv allapotteret tekintiink egyetlen bels6 valtozd esetén mindenféle kényszer
nélkiil, majd mérleg kényszer figyelembe vételével. Végiil a dudlis belsd valtozdk spe-
cialitdsait mutatom meg.

A gyenge nemlokalitas jelentésének szemléltetésére a legegyszeriibb példat a
Ginzburg—Landau-egyenlet adja. A Ginzburg-Landau-egyenletre nemcsak, és nem el-
s6sorban mint a szupravezetés specidlis egyenletére gondolunk, hanem mint a legegy-
szeriibb struktiraképzé egyenletre, amely szamos, nagyon kiilonbo6z6 teriileten bizo-
nyult j6 modellnek a jelenségek leirdasiara. A Ginzburg—Landau-egyenlet ugyanakkor
a belsé valtozdkra vonatkozd homogén relaxécios egyenlet elsé gyengén nemlokélis
kiterjesztése”. A Ginzburg-Landau-egyenlet hagyoményos levezetése karakterisztikus
keveréke variacios és termodinamikai megfontolasoknak: variacids elvet alkalmazunk
a sztatikus részre, majd a funkcionalderivaltakat termodinamikai eréként hasznéljuk
egy relaxéciés tipusu egyenletben.

Jeloljiik &-vel egy nemrelativisztikus kontinuum valamely fizikai tulajdonsagat leird
skaldrmez6t (egy skaldr bels6 véaltozot, vagy specidlisan egy mésodrendii fazisdtala-
kuldshoz tartozé rendparamétert). Feltételezziik, hogy az F szabadenergia-siirtiség a
belsé valtozotdl és grandiensétdl is fiigg F(&, 0;€). Sok esetben a Ginzburg-Landau-
szabadenergiat a kovetkezd specidlis — gradiens négyzetes — formaban vezetjiik be:

F(£,0€) = Fo(&) +7(0:£)%/2, (2.9)

ahol ~ skalar anyagi paraméter, Fo pedig a szabadenergia gradiensfiiggetlen része,
(0;6)? = 0;£0%¢. Tsmétlédé indexek tovabbra is Gsszegzést fognak jelenteni, de az A
fliggelékben kifejtett absztrakt értelemben, dltaldban koordinatarendszertdl fliggetle-
niil®. Vezessiik be tovabb4 a O jelolést a £ valtozo szerinti parcidlis derivaltra. Ekkor, a
szokasos érvelés szerint feltételezziik, hogy £ valtozési sebessége egy V térfogatrészben
negativan aranyos az anyag szabadenergia valtozasaval:

d
(ﬁéawz—wlf@&aw. (2.10)

Itt § a teljes szabadenergia varidciojat jeloli. Ha feltételezziik, hogy a fenti egyen-
16ség minden V térfogatrészre érvényes, akkor megkapjuk az altaldnos Ginzburg—
Landau-egyenletet a kovetkez6é formaban:

oF
D€ = _ZE = —1[0cF — 0(09¢F) | (2.11)
ahol 9; a parcialis id6derivalt, % a varidciés szamitast rovidité funkcionalderivalt,
[ pedig anyagi egyutthatd. Fentebb feltételeztiik, hogy a kodzeg nyugalomban van.
OEz a fejezet a [159, 161, 51, 162] munkaimon alapul.
"Eazt az egyenletet (idéderivalttal) elészor Landau és Khalatnikov vezette le [163].

8 A kontinuummechanikéban szokésos index nélkiili jellés ketténél magasabbrendii tenzorokkal
végzett Osszetett szamitasok esetén nagyon nehézkessé valik.
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Speciélisan a (2.9) szabadenergidval pedig az egyenlet klasszikus formdaja adédik:
& = —1[0cFo — ~0':€)]. (2.12)

Latni fogjuk, hogy ebben a levezetésben felesleges a varidcios elv és a funkcional-
derivaltak hasznilata. A fenti egyenlet tisztan termodinamikai megfontoldsokkal is
megkaphaté.

A fazismez6 elméletek masik fontos alappéldaja a szilard fazisban lezajld fazisat-
alakulasok leirasara hasznalt Cahn—Hilliard-egyenlet, amelyet megmaradé rendpara-
méterhez tartozé dinamikai egyenletként vezetnek be [151]. Tehat az el6zé esettdl el-
téréen nem minden feltétel nélkiil keressiik a fejlédési egyenletet, hanem az alapmezd
most extenziv, azaz egy mérleg, illetve specidlisan, egy megmaradasi torvény érvényes
ra. A szokésos levezetése hasonld, mint a Ginzburg-Landau-egyenleté, formélisan a
parcidlis derivaltat funkcionédlderivalttal helyettesitjiik. Tehdt £ aramstiriségét jé—vel
jelolve feltételezziik, hogy

OE + 0§t = 0, (2.13)

ahol az irrverzibilis termodinamika alapjan az Aaramsiiriiség a megfeleld intenziv
mennyiség gradiense, amit jeloljiink Ag-vel. Az intenziv mennyiség a szabadenergia
extenziv szerinti parcidlis derivéltja, azaz A = g—z. Tehat a vonatkozd konstitutiv
egyenlet:

jé = —k0" Ag. (2.14)

Ebben az esetben is a szabadenergia stirtiséget a (2.9) formaban feltételezve az elébbi
parcidlis derivalt helyett az intenziv mennyiséget funkcionalderivalt segitségével adjuk
meg, azaz

_OF
=5
Ezt behelyettesitve a fenti mérlegbe kapjuk a Cahn—Hilliard-egyenletet:

Ae

04€ — k0,0 A = 0. (2.15)

Ezek a levezetések egyszeriiek, elegansak és fizikailag vildgosak, azonban lathatéan
két fiiggetlen feltevést kell Gsszeilleszteni benniik: variaciés extrémum elvet és a nem-
egyensilyi termodinamikai keretelméletet. Az aldbbiakban megmutatom, hogy ehhez
a termodinamika énmagaban is elegendo.

2.4.1. Elsorendii gyenge nemlokalitas — relaxacio

Tekintsiik az a(t,z%) skaldr térmennyiséget egy kontinuumban, amely nyugalomban
van valamely inercidlis megfigyelohoz képest. Tegyiik fel, hogy a fejlodési egyenle-
tére nincs més fizikai megszoritas a masodik f6tételen kiviil. A fejlédési egyenletet
altaldnosan a kovetkezo forméaban keressiik:

da+f =0, (2.16)

ahol az f tetszOleges konstitutiv fliggvény, valtozoinak rogzitése a modellezés kiin-
dulépontja. Itt és a tovibbiakban az el6zéekhez hasonléan a parcidlis idéderivaltat
0s-vel jeldljiik, a konstitutiv mennyiségeket pedig ilyen kalappal:”.
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A fenti fejlédési egyenlet nem lehet tetszéleges, valdédi fizikai folyamatok esetén
nem sértheti a masodik fotételt és ez a kdvetelmény megszoritja lehetséges forméjat.
A maésodik f6tétel, jelen esetben az entrépiamérleg egyenlétlensége a kovetkezd:

D5+ 0;J0 > 0. (2.17)

Itt az § entropiastirtiség és a Jt entropiaramsiiriiség a fenti f—hez hasonléan kons-
titutiv mennyiségek. Az aldbbiakban feltételezziik, hogy az a alapvaltozétdl és annak
0;a gradiensétdl fliggenek, azaz a konstitutiv allapottér elsérendiien gyengén nemlok-
alis. Tehat

— az alapvdltozok terét a,
— a konstitutiv dllapotteret (a,0;a) fesziti ki,
— a konstitutiv fligguények pedig §, Jt és f
Ekkor eddigi feltevéseinket figyelembe véve az entropiamérleg a kovetkezo formaju:

008010+ 09,05 Opa + 0aJ" Dia+ Dg,qJ" Dija > 0. (2.18)

Itt a konstitutiv fiiggvények parcidlis derivaltjait réviditve jeloltiik, pl. % = 0,8.
A fenti egyenlétlenségre most Liu-tételét alkalmazzuk a B fiiggelékben ismertetett
moédon. Az alapmezdék aldhtzott parcialis derivédltjai nincsenek benne a konstitutiv
allapottérben, ezek fiiggetlen algebrai mennyiségek és az un. folyamatirdny-teret fe-
szitik ki. Azaz, a fiiggelék jeloléseivel p = (0;a, Oyia, 0;5a), az egylitthatoként szereplé
konstitutiv mennyiségeket pedig a és b vektoroknak feleltetjiik meg. Vezessiik be a A
Lagrange—Farkas-szorzét a (2.16) evoltciés egyenlethez, mint kényszerhez. Ekkor az
entrépiaegyenlGtlenség atirhaté a kovetkezo forméba:

0 < (9ad — ) Opa + 9,0 Qe+ Dp,a)" Dija+ 0aJ' Dja — Af. (2.19)

A A Lagrange—Farkas-szorzo 1étezése Liu tételének koévetkezménye. Ezek utan ki-
hasznéljuk, hogy a folyamatirdnyok a konstitutiv allapottér elemeitél fiiggetlenek (al-
gebrailag), abban az értelemben, hogy ezeknek a deriviltaknak az értéke mas és mas
lehet, ugyanazon konstitutiv allapot értékeknél (példdul a (2.16) differencidlegyenlet
kezdeti értékeitdl fiiggéen). Ekkor az aldhtzott tagok szorzéi (2.19)-ben nulldk és a
Liu-egyenleteket adjak:

dra : Db = A, (2.20)
Oya : 09,08 = 0°, (2.21)
dija : D ad?) = 077, (2.22)

Az utolsé egyenletben az indexek melletti zaréjelek a jelolt masodrendii tenzor szim-
metrikus részét jelslik AW = L(AY 4 A7), illetve dltaldban az adott tenzorszorzat-
komponensek szimmetrizaltjat egy magasabb rendi tenzor esetén. Az els6 egyenlet
az entropia derivaltjaként hatdarozza meg a Lagrange—Farkas-szorzét, a masodik azt
mutatja, hogy az entrépiastiriiség lokalis, azaz nem filigg a gradiensétél. A harmadik
egyenlet egy megolddsat adja, ha az entrépiadram szintén lokalis. A Liu-egyenleteknek
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és megoldasaiknak felhasznalasaval az egyenlGtlenség ekkor a kovetkezd alakra egy-
szerlisodik :
0 < 8,3 (a) — d48(a) f(a,dia). (2.23)
Tovabbi feltevésiink, hogy a maradék entrépiadram nulla; 3% = 0. Izotrop anyagok
esetén ez mindig igaz, az izotrop vektorfiggvények reprezenticiés tétele értelmében
[164]. Ezért az entrépiaegyenlétlenség egy hatarozatlan konstitutiv fliggvény és az
entrépia derivaltjanak szorzatara egyszertisodott. Mivel az entréopiat és derivaltjait
altaldban meghatarozottnak tekintjiik, hiszen sztatikai mérésekkel meghatarozhato,
ezért termodinamikai aramot és termodinamikai er6t azonosithatunk a klasszikus ir-
reverzibilis termodinamikai értelemben. Tehat az egyenl6tlenség megoldasat kapjuk,
ha a konstitutiv fliggvény — a termodinamikai aram — pozitiv szorzdval aranyos a
termodinamikai erével.
f=-108,5, [1>0. (2.24)

Ez kétszer differencialhato f esetén nem kozelités, hanem altaldnos megoldas Lag-
range kozépértéktételének megfeleléen (lasd pl. [147]). Nem szoktuk kihasznalni az
ebben rejld dltalanossigot, legtobbszor dllandé [ egyitthatora szoritkozva a fenti meg-
oldast linearis kozelitésként értelmezzik.

Tehat izotrop anyag skalar bels6 valtozdjara vonatkozo fejlédési egyenlet a termo-
dinamika masodik f6tétele értelmében egy relaxécids tipust koézonséges differencial-
egyenlet:

dra = 10,5 (2.25)

Az eljaras legfontosabb 1épései tehét a kovetkezdk voltak:

— Az alapvaltozok, az alapkényszerek és a konstitutiv fiiggvények azonositasa és a
konstitutiv allapottér rogzitése. Ez utdbbi is fizikai kérdés, példaul a nemloka-
lis kélecsonhatasok szintjét, azaz a szerepld térderivaltak maximalis rendjét kell
eldonteniink a kisérleti és egyéb modellezési tapasztalatok fliggvényében.

— Az entrépiaegyenlétlenség felirdsa, parcialis derivalasok utén a folyamatirany-
tér rogzitése és sziikség esetén tovabbi, derivalt kényszerek bevezetése.

— Liu tételének alkalmazasa.

— A Liu-egyenletek és a disszipéacids egyenlétlenség megoldésa.

Tovabbi kényszerek bevezetését a fizikai, modellezési feltételek tobbféle moédon is
sziikségessé tehetik. Példaul a magasabb rendi allapotterek alapvetéen fizikai felté-
telezése, némiképp rejtett médon, matematikailag vezet tovabbi, differencidlegyenle-
tekkel adott kényszerekre, ahogy a kévetkezd példaban latni fogjuk.

Vegyiik észre tovabbé, hogy az utolsé pont, a Liu-egyenletek és a disszipacids egyen-
16tlenség explicit megoldasa altalaban nem lehetséges. Ebben az egyszerii példaban
is csak tobb matematikai egyszerlisités utan értiink célt. Ennek megfeleléen a fenti
megoldas szamos ponton dltalanosithaté, illetve tovabb vizsgalhato. Példaul a loka-
lis entrépiadram feltételezése (2.22)-nek nem altalanos megoldédsa, és az antiszim-
metrikus derivaltnak fizikai szerepe lehet. Hévezetd, izotrop, szilard anyagok esetén
Liu ennek segitségével bizonyitotta, hogy a héadram nem lehet 6rvényes [116], bar a
Fourier-egyenlet méas levezetései (példaul a klasszikus irreverzibilis termodinamika)
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ezt elvileg nem zarjak ki. Fontos azt is latni, hogy az olyan kézenfekvonek tiiné mate-
matikai feltevések, mint a konstitutiv fliggvények kétszer folytonos derivalhatosiga is
fizikai kovetkezményekkel jarnak. Erre legfontosabb példa a képlékenység termodina-
mikai elmélete, amely Ziegler munkassagabdl fejlédve a termodinamikai er6kben nem
kvadratikus tagokkal oldja meg az entropiaprodukcié egyenl6tlenségét, masodrendii
Euler-homogenitas helyett elsérend(i homogenitést feltételez (1asd [165, 43], illetve az
Onsageri értelmezést illetéen egy méasik lehetéséget mutat [166]). Itt a termodinamikai
erék fiiggvényében nem differencidlhaté termodinamikai dramokra (mint konstitutiv
fiiggvényekre) lathatunk példat.

A tovabbiakban a mésodik fététel egyenlétlenségének explicit megoldasait keressiik,
ezért altalaban nem hasznaljuk ki teljesen a matematikai altaldnossag modellezési
lehetdségeit. Konkrétan nem toreksziink arra sem, hogy a Liu-egyenletek feltételeknek
megfelel6 legdltalanosabb megoldasat adjuk meg. Példaul mindig fel fogjuk tételezni,

hogy:
— a Liu-egyenletekben nemcsak a szimmetria érvényes;
— nincs maradék entrépiadram;

— megfelel6 mértékig differencialhatéak a konstitutiv fiiggvények.

2.4.2. Masodrendii gyenge nemlokalitas - a Ginzburg—Landau-egyenlet

Ebben az esetben a probléma hasonlé, a (2.16) altalanos fejlédési egyenletre vonatkozd
termodinamikai kovetelményeket hatarozzuk meg, de most masodrendii gyengén nem-
lokalis konstitutiv allapottér feltételezésével, amelyet az a alapallapotmez6 és annak
els6 és masodik térderivéltjai, O;a és 0;ja feszitenek ki.

Tehat ebben a példaban

— az alapvaltozok terét, az alapallapotteret a,
— a konstitutiv allapotteret pedig (a, 0;a, 0;ja) fesziti ki,
— a konstitutiv fiiggvények pedig §, Jt és f .
A folyamatirany-teret a kovetkez6 derivaltak feszitik ki: (0ya, Oya, Opija, O;jra). Meg-
figyelhetd, hogy ezek a derivaltak most nem fuggetlenek: (2.16) gradiense egy linearis

egyenlet a folyamatirany-téren. Tehat az entrépiaegyenlGtlenségre vonatkozd tovabbi
feltételként figyelembe kell venniink, hogy

duia+ 0 f = 0. (2.26)

A (2.16) egyenletre bevezetjiik a A, a (2.26) egyenletre vonatkozéan pedig a A’
Lagrange—Farkas-szorzokat. Ezutan pedig a Liu-eljarast alkalmazzuk az elébbiekhez
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hasonléan:
0< at§+3¢ji—5\<5ta+f> — A <8tia+3if> =
= 008 010 + 09,08 0ita + 09,08 Oijea + 0o’ Dia+ 0gyaJ" Dija+ 0gypad’ Djjua—
~ A (8ta + f) _ Al (&gia + 0uf Bra+ 0 0f Bija+Doaf aijka) -
— (028 = A) D10+ (9005 = A7) i+ Do,y05 Oyt
+ (00,40’ — NOoyyaf ) Ougpa + 0a ' Oia -+ 00,0 Dija—
Y\ (aa f 00+ 9, 0f az-ja) Y3 (2.27)

Léathato, hogy a degenerdcié most méas, mint az el6z6 esetben. A (2.27) egyenl6t-
lenség alahuzott parcidlis derivaltjainak a szorzéi adjak a Liu-egyenleteket:

da D08 = A, (2.28)
Oua : D9,a8 = A, (2.29)
dijra : g8 = 07, (2.30)
Dijka : 0 jad? = A0y, of. (2.31)

Az elsd két egyenlet az entrépia derivaltjait hozza Osszefliggésbe a Lagrange—Farkas-
szorzékkal. A harmadik egyenlet egy megoldédsa, ha az entrépia fiiggetlen a masodik
térderivaltjatol. Ezért a A Lagrange—Farkas-szorzo is fliggetlen ettol a derivalttél és az
utolso6 egyenlet integralhaté (ismét feltételezve, hogy nemcsak a szimmetrikus részére
igaz az egyenldség):

J'(a, Bia, d;5a) = Dp,a5(a, Dia) f(a,a, 0;ja) + 3 (a, dia), (2.32)

ahol a maradék entrépia dram, J°, egy tetszoOleges konstitutiv fliggvény, a jelolt valto-
zOkban, hasonléan az eléz6 fejezethez. Ez a Liu-egyenletek fenti, (2.28)—(2.31) rend-
szerének egy teljes megoldédsa, amelyet figyelembe véve a disszipacids egyenlétlenség
az alabbi formara egyszeriisodik:

0 < 8;3" + [0:(90,08) — 0ud] f. (2.33)

Tegyiik fel ismét, hogy a maradd entropia aramstiriiség, 3%, nulla. Ekkor a jobb
oldalon egy er6-aram rendszert kaptunk. Ennek klasszikus megoldasa

f=11[0:(89,08) — 0u5],  1>0. (2.34)

Tehét egy belsé valtozd termodinamikailag megengedett fejlédési egyenlete méasod-
rendiien gyengén nemlokalis konstitutiv dllapottéren a Ginzburg-Landau-egyenlet:

Oha = 1[04 — 03(Dp,05)]- (2.35)

A gradiensben kvadratikus (2.9) entrépiastirtiséggel kapjuk az egyenlet szokésos
forméjat, ha v alland6. v > 0 az entrdpia konkavitasanak kévetelménye miatt. Mas
nemlokalis termodinamikai potencialok is hasznalhatdak a fenti levezetésben, példaul
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a szabadenergia, viszont ebben az esetben a tobbi termodinamikai kélcsénhatashoz
torténd kapcesolédast elévigyazatosan kell kezelniink [152].

Erdemes 6sszevetni a fenti levezetést a Ginzburg-Landau-egyenlet varidcios leveze-
tésével. Az utobbi feltételezi, hogy az egyenlet sztatikus, egyensilyi részét variacios elv
segitségével kapjuk meg, az idébeli valtozast pedig stabilitdsos, termodinamikai érve-
léssel szoktak hozzatenni. Azonban a variaciés elv eredete, a két rész dsszekapcsolasa
és foképpen a masodik fotétel szerepe 6nkényes és nem kompatibilis a kontinuumfizika
altaldnos mérlegegyenlet és anyagfiiggvény szerkezetével. A fenti levezetésben ezeket
az Osszetevoket egyetlen, termodinamikai gondolatmenetben egyesitettiik, rdadésul
megkaptuk az entrépiadram forméjat is. Megjegyzendd, hogy semmiféle variaciés elv-
re nem hivatkoztunk kézben, a sztatikus rész Euler—Lagrange-egyenlet forméaja is le-
vezetett. A dinamikai rész relaxdciés tipusi, elsérendii idéderivaltat tartalmaz, nem
kaphaté meg Hamilton-tipust varidciés elvb6l minden tovabbi nélkiil [167].

A Ginzburg-Landau-egyenletnek szamos masféle, eltérd elveken alapuld levezetése
van. A fenti levezetés azt mutatja, hogy szarmaztatasahoz egyediil a masodik f6tétel
elegendo feltételt jelent és sziikségtelen olyan tovabbi erds posztuldtumokat hasznalni,
mint egy Hamilton-féle variacios elv, vagy mondjuk a Gurtin altal javasolt mikroero-
mérleg [147].

2.4.3. Magasabbrendii gyenge nemlokalitas - a Cahn—Hilliard-egyenlet

A Cahn—Hilliard-egyenlet a fazismez6 elméletek masodik fontos alapegyenlete. A prob-
léma hasonld, de most az alapvaltozé fejlédési egyenlete nem tetszéleges, hanem meg-
hatarozott forméja van. Jeloljiikk tovabbra is a-val az alapvaltozdt. Ekkor erre vonat-
kozoan egy mérleg &ll fenn, azaz

dra + 9578 =0, (2.36)

ahol j az a ramstiriiségét jeldli. Vildgos, hogy a konstitutiv fiiggvények §, Jt és '
az entropiastiriiség, az entropia fluxus és az a mez6 fluxusa. A konstitutiv allapot-
tér meghatarozasahoz visszatekintve (2.15) egyenletre latjuk, hogy legaldbb negyed-
rendiien gyengén nemlokalis allapotteret kell figyelembe venniink, ezutan elvileg a
Ginzburg-Landau-egyenlethez teljesen hasonlé moédon eljarva, a Liu-eljaras segitsé-
gével megkapjuk a termodinamikai feltételeknek megfelel6 entrépiafluxust és fejlodési
egyenletet. Ezt a némileg hosszadalmas és kevéssé szemléletes altalanos modszert meg-
keriilve az alabbiakban megmutatjuk, hogy a klasszikus irreverzibilis termodinamika
heurisztikusabb modszere a feliileti és térfogati tagok szétvalasztasaval egyszeriibben
is a megfelel§ eredményre vezet. Ezt a modszert alkalmazza de Groot és Mazur klasszi-
kus munkaja [5], illetve gyengén nemlokalis esetben, az entrépiadram altalanositaséval
egyiitt Maugin javasolta hasznalatat [168, 51].

Tegyiik fel, hogy a ps entrépiasiiriiség az a mezének és térderivaltjanak fiiggvénye,
ps(a, 0ja). Ekkor képezziik az idéderivaltjat és alkalmazzuk a (2.36) mérleget, mint
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kényszert :
Ops(a, 8;a) = upsOha + Op,apsOiia = —0apsd;j’ — 0p,apsOini® =
—0; (aapsji) + 0; (Oaps) ]Z - 0; (&%aﬂsakjk) +0; (a&aPS) 8kjk =

- az (aapsji + aaiapsakjk - 8k (aakaps) ]l> + az (8aps - 8k (88kaps)) ]Z
(2.37)

Az atrendezésben elvalaszottuk a teljes divergencia alaku feliileti tagokat a maradék
produkciétdl. Ez alapjan az entropiadram legyen a divergencia alatti kifejezés:

Ji = (8ap5 - ak (aakaps))ji + aaiapsakjk> (238)
az entropiaprodukcié pedig a maradék:
Y = 0; (Daps — O (Daaps)) §° > 0. (2.39)

Ennek megoldasa kézenfekvGen a termodinamikai aram-erd linearis kapcsolat feltéte-
lezésével izotrép esetben skalaris egyiitthatoval a vektori termodinamikai eré és aram
kozott visszadja a (2.14) Osszefiiggést:

ji = —/@81- (6aps - ak (88kaps)) s (2'40)

ahol az entrépia novekedés torvénye x > 0 esetén biztositott. Ez az egyszerli gon-
dolatmenet megmutatja, hogy az entrépiavaltozas kiszamitasakor a térfogati tagok
levalasztasa a kényszerek figyelembe vételével visszadja a staciondrius inhomogenita-
sok lehetséges szerkezetét — hiszen a Ginzburg—Landau és a Cahn—Hilliard-egyenletek
is els6ésorban diffuziv fazishatarok modellezésére lettek kidolgozva. Mivel ugyanerre az
eredményre jutunk a Liu-eljaras alkalmazéasaval, ez azt mutatja, hogy a fenti feltéte-
lekkel, azaz lényegében a méasodik fotételt megkovetelve az allapottér kiterjesztésével
egyértelmiien a Cahn—Hilliard-egyenletet kapjuk [?]. Ez azt jelenti, hogy megmaradd
mennyiségre vonatkoz6 minden konkrét disszipacidés mechanizmus, amely nem sérti a
masodik fétételt erre a fejlédési egyenletre vezet, ha a gyenge nemlokalitas fizikailag
elvarhaté.

A gyengén nemlokalis egyenletek termodinamikai kompatibilitdsara és levezeté-
se fontos az altaldnositasuk és Osszetett koriilmények kozotti alkalmazasuk miatt.
Az emlitett varidciés médszerek a Cahn—Hilliard-egyenlet esetén is hasznalhatéak
[169, 170, 171]. Viszont semmit sem mondanak az entrépiaprodukciérdl, illetve a
méasodik f6tételrél, ahogy ezt Heida és tarsai részletesen elemzik [172]. A racioné-
lis termodinamikai modszerek, amennyiben nem hasznéljdk a kényszerek derivaljait
magasabbrendii nemlokalitasokra, akkor itt is tovabbi feltételek és fogalmak beveze-
tésére kényszeriilnek. Ilyen 6tletek példaul a feliiletkozi (intersticidlis) munka a belsé
energia altalanositasaval [173] vagy a mikroer6 mérleg [174]). Egy masik megkoze-
lités lazit a moédszertanon és a divergenciak levdlasztasdnak fenti de Groot-Mazur
modszerét hasznalja [172]. A magasabb rendii kényszerekkel viszont nagyon kénnyi
alkalmazhatatlanul bonyolult eredményekre jutni [175].

A kovetkez6 szakaszban még mindig a termodinamikai fejlédési egyenleteket vizs-
galva, a nem disszipativ hataresetet vessziik szemiigyre, elsésorban a mechanikai jel-
legli tehetetlenség termodinamikai értelmezésével.
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2.5. Dualis belsé valtozdk és tehetetlenség

OAz eddigiekben a gyenge nemlokalitds fellépésére koncentraltunk a belsé vélto-
zbkkal kapcsolatban. A példakat a fazismezd elméletbol vettem, de a nemegyensilyi
termodinamika ott nem tudott az elmélet kialakulasakor hatast gyakorolni, mas ese-
tekben sokkal sikeresebbnek bizonyul a bels6é valtozdk alkalmazésa. A f6 kérdés a
fejlédési egyenletek meghatarozasa. Erre vonatkozoan két szokdsos eljaras alakult ki.

Az egyik mddszer alapjan a bels6 valtozdk fejlédési egyenletét az entropiaegyenlét-
lenség segitségével, kizardlag termodinamikai elvekkel hatarozzuk meg. Ekkor a meg-
felel6 bels6 valtozokat szokés belsd dllapothatdrozoknak nevezni [168]. A mddszernek
az az elénye, hogy csak termodinamikai fogalmakat hasznél (entrépia, termodina-
mikai erd), a hatranya viszont, hogy dénmagdban nem tud tehetetlenségi hatdsokat
modellezni. A belsé valtozék termodinamikai elmélete nagyon régi (lasd a torténe-
ti megjegyzéseket [177]-ban). Az elsé tobbé kevésbé teljes termodinamikai elméletet
Coleman és Gurtin javasolta [83], az elmélet altalanos elveinek egy tiszta bemutata-
sat adta meg Muschik [178]. Bels§ allapothatdrozékat nagyon valtozatos jelenségek
modellezésére hasznaljuk a fizika, biologia és anyagtudoméanyok kiilonbozé teriiletein.
A termodinamikai elmélet teljes leirasa, rengeteg alkalmazassal taldlhaté meg Verhas
konyvében [44]. Verhés a bels6 dllapothatérozoknak egy specidlis formajat vezette be,
amelyet dinamikai szabadsdgi fokoknak nevezett. Ezek olyan belsé allapothatarozok,
amelyek értéke egyensilyban nulla és fizikai tulajdonsagaikat csak termodinamikai
feltételek korlatozzak, ezért, mint latni fogjuk, elsésorban tehetetlenségi hatdsok mo-
dellezésére hasznalhatoak.

A bels6 valtozok fejlédési egyenletét megaddé masik f6 javaslat mechanikai maéd-
szertant hasznal, és Hamilton-féle variacios elvet vezet be, tehat benne az inercidlis
effektusok jelenléte elkeriilhetetlen. A bels6 valtozokat ebben az esetben belsd szabad-
sdgi fokoknak szokas nevezni. A disszipaciot is variaciés modon, disszipacioés potenci-
alok segitségével adjuk hozza az elmélethez. Ennek az elméleti keretnek az az elonye,
hogy mechanikai fogalmakra épiil (erd, energia). A médszert Maugin javasolta [154]
és szintén nagyszamu alkalmazdsa van [43, 179]. A két eljarast élesen megkiilonbozteti
és szamos alkalmazési teriiletet emlit Maugin és Muschik [177, 180], illetve Maugin
[168].

A belsé szabadsagi fokoknal is kettés elméleti keret taldlhatd: az alap Hamilton-
elvbol szarmaztatott rész nem disszipativ, a disszipacids potencidlok varidlasa ettol
figgetlen. A kontinuumfizika termodinamikai eredetli alapegyenleteinek alapveten
nincs varidciés megfogalmazasa [167]. Ez tiikkr6z6dik a disszipacios potencidlok, mint
fliggetlen elméleti entitdsok megjelenésében a disszipaciot is tartalmazé variacios el-
méletekben. Mindezeken tdl pedig a termosztatika is része az elméletnek.

A tovdbbiakban megmutatom, hogy a Hamilton-elvbél szarmazé idedlis mechani-
kai szerkezet, azaz a masodik idéderivaltakat tartalmazé, Euler—Lagrange-forméaju
fejlodési egyenlet kovetkezik a termodinamikai elvekb6l. Ehhez dudlis bels6 valtozdk
bevezetésére van sziikség, és a nemegyensulyi termodinamika szokdasos alapelveinek
altalanositasara: az Onsager—Casimir-féle reciprocitasi relacidkat nem tekintjiik felté-
tel nélkiil érvényesnek. Dudlis belsé valtozokkal figyelembe tudjuk venni az inercialis
hatésokat és visszakapjuk a dinamikai szabadsagi fokokra vonatkozé fejlodési egyen-

OEz a fejezet a [176] munkan alapul.
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leteket. Ez nem lehetséges egyetlen belsé valtozdval. A fent kifejtett, kettos elméleti
szerkezet helyett a valtozok megkettozésével egyszeriibben célt érhetiink.

Tekintsiink egy termodinamikai rendszert, amelynek alapallapotterét két skalar bel-
s6 valtozd mezo fesziti ki, a és b. Ezekre a valtozokra a kévetkezd differencidlegyenle-
teket feltételezziik

da+ f =0, (2.41)
b+ g = 0. (2.42)

Az f és § fiiggvények a differencidlegyenlet jobb oldalan konstitutivak, és a termo-
dinamika masodik fotétele miatt nem lehetnek akarmilyenek. A korabbiakban méar
felirt (2.17) entrépiaegyenlétlenséget kell figyelembe venniink. A konstitutiv dllapot-
fliggvények értelmezési tartomanyit most az alapvaltozok és azok elsd és masodik
térderivaltjai feszitik ki. Tehat osszefoglalva:

— az alapéllapotteret (a,b),
— a konstitutiv allapotteret pedig (a, d;a, 0;;a, b, 0;b, 0;;b) valtozok feszitik ki,
— a konstitutiv fiiggvények pedig §, J¢, f és §.

Ez egy masodrendiien gyengén nemlokélis allapottér mindkét alapvaltozéban. A vo-
natkozé folyamatiranyteret a (0ya, Oya, Oyija, Osjra, Ob, Oyb, Oyizb, 0;51b) derivaltak ad-
jak. A mésodrendii konstitutiv allapotér miatt a (2.41)—(2.42) fejlédési egyenletek
gradiensei maguk is kényszereket jelentenek az entropia egyenlétlenségre:

Osia + 81]6 = 0;, (2.43)
Oyb + 0;9 = 0;. (2.44)

_ Bevezetjiik a Aas Ay Lagrange Farkas-szorzékat a (2.41)-(2.42) egyenletekre és
AL, AL szorzokat pedig a derivélt, a (2.43)-(2.44) egyenldségekre. A Liu-eljdrds ezek
utan lényegében egy megduplazott Ginzburg—Landau-szerkezetet eredményez:

0< 05+ 0" = A (O + f) = & (Oua+0if ) — X (@b +9) -
— A} (b + 0ig) =

= 045 Oa+ 09,08 Ona+ Ds,,a8 Oijra+ 9o J’ Dia+ 0g,aJ" Oijat Do’ Oyjra—
—}aQ@a+f)—A@(@m+¢%f@a+¢%ﬂfaﬁa+a%mfaﬂa+
-+mf@b+@wf@ﬁ+¢@wfaﬂg+-
+ 048 Otb + D3 Ot + 0,05 Oijeb + OpJ" Oib + Dy d" Dijb + Dy Dyjib—
— X (0b+ §) — A} (Ouib + 059 93b + b Dijb + D,9 Db+
+ 0ag Oia + Da,09 Dija + 05,49 Oijra) - (2.45)

45



dc_1509 18

2. Kontinuum-termodinamika

Atrendezés utdn kapjuk, hogy

0 < (028 — Aa)Ora + (09,08 — N})Oiwa + 95,08 Orjra+
+ (Do,00" — AoDo,yaf — Mj0o,,.a9)0ijea — Aaf—
~ 8 (0uf 0ia+ 3,0 Dyt D Db+ Dpyuf Oi0) +
+ 0o " Oia + D0 0" Dijat
+ (0p8 — M) Osb + (Dpyp8 — Aj)Dish + Do, 08 Dyjub+
+ (0" — AL 0o f — AyDo,69 ) Dijib—
— Mg — A} (959 03b + Do,00 Dijb + 9ud Dja + Dgyad Bija) +
+ OpJ" 9;b + Da,pJ" Oijb. (2.46)

Itt is a folyamatiranytér szorzéi adjak a Liu-egyenleteket

oa : 048 = Aa, (2.47)
dita - 09,08 = AL, (2.48)
b Oé = M, (2.49)
Dith - Da.pé = AL, (2.50)
dijia : 99,508 = 07, (2.51)
Dijib ;b8 = 07, (2.52)
Dijra : Ooyead’ = Ao, af + Ao, ad, (2.53)
ijib : Oa,pd" = Ajo,09 + AlLOo, 0 f - (2.54)

Az els6 négy egyenlet megmutatja a Lagrange—Farkas-szorzokrol, hogy azok az ent-
ropia derivaltjai. Az 6todik és hatodik szerint az entrdpia fliggetlen a és b masodik
térderivaltjaitél. Kovetkezésképpen f\fl és f\g Lagrange—Farkas-szorzok is azok, és ezért
az utolsé két egyenlet integralhatd és megkapjuk az entrépiadramot:

J' = 09,05 f + 09,08 G+ 3'(a, Dia, b, ;). (2.55)
A J' maradék entrépiadaram-siriiség a jelolt valtozoktol fliggd tetszoleges konstitutiv

fiiggvény lehet. Ezzel a Liu-egyenletek (2.47)—(2.54) rendszerének egy teljes megold4-
sat adtuk meg. Ennek felhasznélasaval a disszipacios egyenlétlenség leegyszertisodik:

0 < 0F" + [0:(09,08) — 03] f + [0:(99,55) — D3] 9. (2.56)

Feltételezve, hogy J* = (°, azaz a maradék entrépiadram-siriiség nulla, az egyenl6t-
lenség a kévetkezd formaji termodinamikai eré-aram rendszerre redukalédik:

A~

aerb: A= 0;(0p,45) — 0ab, a dram: f,

ber6: B = 9;(99,8) — D3, baram: §.
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Az egyenl6tlenség klasszikus megolddsa az erdk és dramok kapcsolatat adja, a ko-
vetkezd csatolt Ginzburg-Landau-egyenletrendszer formajaban:

Oa = f = 11 [0;(89,08) — Ba8] + 12 (9;(Da,p8) — D3], (2.57)
8) — 0a8] + 12 [0;(D5,08) — 8] . (2.58)

Az il,ig,ilg,igl vezetési egylitthaték a mésodik fététel értelmében nem lehetnek
tetszélegesek. Altaldnos esetben, azaz amennyiben nem tételezziik fel reciprocitési
relaciok érvényességét, a szimmetrikus és antiszimmetrikus részeket szétvalaszthatjuk
a kdvetkezd egyiitthatokombindciok bevezetésével: | = (lg+1a1)/2 és k = (l12—121)/2.
Az entrépiaprodukcié nemnegativ, ha

Lh>0, >0 és e —12>0. (2.59)

A (2.57)-(2.58) fejlodési egyenleteket atirhatjuk:

(gﬁ) =L (é) - (ll_lk l;;k) (g) ~ (2.60)

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet a reciprocitasi relaciékkal, azaz
egyrészt jogos-e nem csak a szimmetrikus vagy antiszimmetrikus csatolast tekinteni,
masrészt van-e ennek barmi fizikai szerepe?

A reciprocitasi relacidk a f6 kovetkezményei Lars Onsager gondolaténak, amely
osszekapcesolja a fluktudcidkat a makroszképikus termodinamikéval [58, 59, 81, 82,
181]. Maga Onsager eredményeinek érvényességi korét a kovetkez&képpen értékeli [82]:

"A kovetkezO megszoritast tettiik: egy kinetikus modellben a termodinamikai val-
tozok a nagyszamu molekularis valtozé algebrai Osszegei, és sziikséges, hogy paros
fliggvényei legyenek azoknak a molekularis valtozoknak, melyek paratlan fiiggvényei
az idének (mint példdul a molekularis sebességek)."?

A Casimir-tipusi reciprocitasi reldciok is mikroszkopikus fluktuaciékon alapulnak
[181]. A legtobb bels valtozd esetén nincs ilyen mikro-, vagy mezoszkopikus hattér.
Példaul a karosodas jellemzésére bevezetett belsé valtozdk a legegyszeriibb esetek-
ben is bonyolult szerkezeti rendezetlenséget, esetleg mikrorepedezettség-formakat jel-
lemeznek mezoszkopikus skalan (vagy mikrorepedezettség-eloszlasokat). A termodina-
mikai valtozok és a mezoszkopikus szerkezet viszonya reményteleniil bonyolult minden
gyakorlatilag érdekes, nem tulidealizalt esetben. De még az idedlisan rugalmas kon-
tinuumban talalhat6 egyforma és szabalyosan elrendezett mikrorepedések esetén sem
egyszerli makroszkopikus mezéket taldlni [182]. Masrészt az Onsager-féle reciprocitas
idotiikrozési tulajdonsagokat is feltételez vagy mikro-, vagy legaldbb makroszinten
[183, 156]. Mivel bels6 valtozdok esetén errdl sem beszélhetiink, a reciprocitési relaciok
érvényességének egyik feltétele sem teljesil esetiinkben, az altalanos eset feltételezése
ezért nem ésszertlitlen. Rdadasul ezzel az elméleti kiegészitéssel tett predikcidkat ki-
sérletileg is ellendrizhetjiik, mint ahogy azt a 2.10 fejezetben deforméci6 és tenzorialis
bels6 valtozd csatolasira, vagy a hovezetés esetére a 2.9 fejezetben. Mindkét esetben
az altalanos esettel érhetiink el egyezést a kisérletekkel.

9 "The restriction was stated: on a kinetic model, the thermodynamic variables must be algebraic
sums of (a large number of) molecular variables, and must be even functions of those molecular
variables which are odd functions of time (like molecular velocities)."
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Bels6 allapothatarozok

Ha a vezetési métrix diagonalis, azaz [ = 0 és k = 0, akkor (2.57)(2.58) két fiiggetlen
egyenletté esik szét:

(9150, = lAlA,
b = bB.
Ekkor két figgetlen Ginzburg—Landau-egyenletet kapunk.

Bels6 szabadsagi fokok

Tegyiik fel, hogy minden vezetési egyiitthatd allandé és a vezetési matrix antiszim-
metrikus, azaz [ =1= 0, tovabba [1 = [ = 0. Ekkor Z12 = —Zgl = k, tehat a
Casimir-tipusu reciprocitasi relaciék érvényesek.

Az egyszeriiség kedvéért az entrépia valtozdi legyenek additivan szeparaltak az alab-
bi K és W fiiggvényekkel:

s(a,0ia,b,0;b) = —K(b) — W(a, d;a). (2.61)
Ekkor a termodinamikai erék a kovetkezoek:
A=09,W —8;(05.W), B=K'(),

ahol / az egyvaltozds figgvény derivaltjat jeloli. A (2.60) fejlédési egyenlet speciélis
forméja

dia = kB = kK'(b),
Ob= —kA+15B = —kO,W + kdi(95,aW) + 2K (b). (2.62)

A fenti egyenletrendszer Hamilton-dinamikat tartalmaz [184], a mésodik egyenletben
disszipaciés taggal kiegészitve. Az § entrépiasiiriiség formélisan a Hamilton-fiiggvény
szerepét jatssza, a az altalanositott helyzet valtozé és b a hozzd tartozd impulzus, a
szokasosnal csak egy kicsit altalanosabban. A Lagrange-dinamikéra torténé transz-
formacidja trividlis, ha K(b) = % kvadratikus, ahol m &lland6. Ugyanakkor a (2.62)
egyenletrendszer formdja és szerkezete a belsé szabadsagi fokokra javasolt fejlodési
egyenletek szerkezetét adja, az alabbi Lagrange-fiiggvénnyel és disszipacios potencial-
lal, ahogy az k = 1 esetben a [177]/(5.14)-el torténd sszehasonlitdsbol latszik:

(0;a)? mly

2 2
A termodinamikai médszer megadja az entrépiadram-siirtiséget is. Az altalanos (2.55)
a specialis (2.61) entrépidval a kovetkezd formaja:

J' = —K'(0)9s,a5 + Jb.

A fenti Lagrange-fiiggvénnyel felirt Hamilton-tipusa variacios elv természetes perem-
feltételei a peremeken elt{ind entrépiadram-siirtiségnek felelnek meg Jj = 0° feltétellel.

Tehat a belsé szabadsagi fokok mechanikai motivacioju variaciés médszere termé-
szetes moédon beilleszkedik egy tisztan termodinamikai keretbe. A termodinamikai
keret egyesiti a reverzibilis és a disszipativ részt, altaldnosabb, bizonyos egyiitthatok
elojelét meghatarozza és az entropiadram is szamolhatd bel6le. Emellett a variacios
elv természetes peremfeltételei az entrépiadram eltiinésének felelnek meg a peremen
[176, 185].

L(0a,a,0ia) =m (Dra)?.

—W(a,0;a), és D(a,0;a)=
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Tovabbi otletek: disszipaciés potencialok és diffiz belso valtozék

Két tovabbi fogalom szemlélteti a teriileten alkalmazott médszerek sokféleségét. Egy-
részt disszipaciés tagok szdrmaztatasara alkalmas a disszipaciés potencialok médszere,
illetve diffiz bels6é valtozoknak nevezik a bels6é valtozokat, ha a relaxacios fejlédési
egyenleteiket diffizids tagokkal egésziilnek ki, barmi is legyen a gyengén nemlokélis
kiterjesztés eredete.

A disszipdcios potencidlok eredetileg Rayleigh disszipacios fuggvényeiként bukkan-
nak fel [186]. Bizonyos feltételek teljesiilése esetén fejlédési egyenleteink disszipativ
részét tudjuk bel6lik leszarmaztatni. A varidcids elvek kényelmesen kiegészitheto-
ek veliik, disszipativ hatdsok szarmaztathatéak segitségiikkel [81, 82]. Szimmetrikus,
szigortian linedris vezetési egyenletek, vagy a nemlinedris Gyarmati-Li reciprocita-
si relaciok [187, 188, 189] teljesiilése esetén léteznek, tehét ilyen tipusu disszipécid
szarmaztathatd bel6liikk. Az Onsager-szimmetridk énmagukban, példaul kvazilinedris
vezetési egyenletekre, ehhez nem elegendéek. Egy Hamilton-tipusa variaciés elvnek
a disszipacids potencidlok nem részei. Sokdig azt remélték, hogy megfeleld dltalano-
sitasuk altalanos médszert ad disszipativ fizikai rendszerek egyenleteinek varidcios
szarmaztatdsara [78].

Diffiz belsé vdltozokat énalléan [190, 191, 192] munkdk értelmeznek. A tovabbi-
akban a belsé szabadsdgi fokokra és a bels§ allapothatdrozokra vonatkozoé fejlédési
egyenletek kozotti szoros viszonyra mutatunk példat.

Az eléz6 szakasz vezetési egytitthatéit megtartva (azaz, [ =1 =0, k = 1), specid-
lisan tekintsiik az alabbi kvadratikus K és W fiiggvényeket

Kw):gﬁ, W%m&@::%@mﬂ

ahol «a és [ pozitiv allandék a konkavitds kovetelménye miatt. Ebben az esetben
a (2.62) fejlédési egyenlet a kovetkezd:

B0 =K' (b) = Bb,
b = — 0uW + 0;(09,W) + 12K (b) = adyia + 125b. (2.63)

Innen b-t kikiiszobolve kapjuk, hogy

alﬁatta — %&ta = ama (2.64)
Ez egy telegraf (Maxwell-Cattaneo—Vernotte) tipust egyenlet az a belsé valtozora
vonatkozoéan. Egyrészt felfoghatjuk tigy, mint a difftizids (h6vezetési) egyenlet kiter-
jesztését egy tehetetlenségi taggal, de ugyanakkor és masrészt hulldmegyenlet egy
diffuzids taggal kiegészitve. Ez a kettOsség szemléletesen mutatja a termodinamikai
és mechanikai stratégidk iranyat is az ilyen jellegii egyenletek szarmaztatasara.

Osszefoglalas

A dudlis bels6 valtozdkra vonatkozd gyengén nemlokalis elmélet keretei kozott leve-
zettiik a bels6 dinamikai valtozok mechanikai jellegli fejlédési egyenleteit.

Altalaban elfogadott tévhit a belsd véltozékra vonatkozéan, hogy mérhetéek, de
nem szabdlyozhatdéak [193]. Az eddigiek alapjan ennek az &llitdsnak két vonatkozdsa
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van. Egyrészt ha ismerjik a bels6é valtozok mogott a konkrét belsé struktarat és fizi-
kai mechanizmust, akkor legtobbszor megtaladlhatdak a szabdlyozas eszkdzei. Masrészt
altaldban a bels6 véaltozék tobbnyire klasszikus termodinamikai és/vagy mechanikai
mezOk viselkedését modositjak (reolégia). Ebben az esetben ez igaz mindaddig, amig
fejlodési egyenleteik tisztan relaxacids, azaz csak id6fliggésre vonatkozo egyenletek.
Szabéalyozhatosag a peremfeltételekkel érhetd el. Ha a bels6 valtozdkra gyengén nem-
lokalisan kiterjesztett egyenletek érvényesek, akkor azok mechanizmustél fiiggetleniil
is szabalyozhatbak lehetnek az alapvaltozdkon keresztiil, példaul azok peremderivalt-
jainak, aramainak befolyasolasaval.

A dualis bels6 valtozok elméletének van egy természetes ellenérzési lehetésége. Ne-
vezetesen a mechanika hiperkontinuum-elméletei, az tgynevezett mikrokontinuum-
elméletek [80, 194]. Itt az eredeti javaslat kinematikailag értelmezett valtozdkat ve-
zet be (mikrodeformécié, mikroforgas, mikronytlds) vonatkozé fejlodési egyenleteket
tisztan mechanikai médszerekkel szarmaztatjék, példdaul variaciés elvvel [195]. Ezt az
elméletet a dudlis valtozok segitségével is tudnunk kell szarmaztatni, sét kiterjeszteni.
Valéban dudlis belsé valtozokkal természetes modon vezethetéek le ezek az egyen-
letek [196], s6t, az egész elméletcsalad bedgyazhaté a nemegyenstlyi termodinamika
keretei kozé. Ezt a bedgyazast a kontinuumechanika alapegyenleteit is kényszerként
figyelembe véve Liu-eljardssal megalapoztuk a [197] munkédban, egyittal a disszipativ
kiterjesztést is megadtuk mikrodeformacios elmélet specidlis eseteként, szimmetrikus
mésodrendil tenzori dudlis valtozok bevezetésével. Az elmélet mas disszipativ tagokat
eredményez, mint a szokdsos Eringen-Suhubi elmélet, [198, 194], ez a predikci6 pedig
ellendrizhetd. Az ellenérzés egyik mddja a generikus stabilitas vizsgalata [199] illetve a
hullamterjedés és a diszperzids relaciok elemzése. Ebben a tekintetben fontos megem-
liteni az egységes alapelvekben és egyszerii levezetésekben rejlé szintetizdlas lehet6-
ségét: a kontinuumokban tortén6 hulldmterjedésére vonatkozd szinte Osszes egyenlet
egyesithetd, a benniik szerepld tagok és azok Osszefiiggése értelmezhetd, és tobbféle
tulajdonsag magyariazhaté a dudlis belsé valtozok rendszereként felfogott hierarchi-
kus mikrostruktira-modellezéssel [196]. Ezeket a lehet&ségeket, megfelelé numerikus
szimuldciokkal szemléltetve bemutatja konyviink, [51], szdmos konkrét joslattal a le-
hetséges ellendrzésre.

Az is érdekes, hogy antiszimmetrikus csatolasi termodinamikai erék és aramok
fizikai jelentése nem csak tehetetlenség lehet. Verhds gondolatébreszté munkait fontos
ezzel kapcsolatban megemliteni [200, 201].

Végiil, a szimmetriatulajdonsidgok nélkiili vezetési egyenletekre jo példat jelenthet
a teljes fenomenologikus reolégia, ahol a linearis, rugé-dugattyt elemekbdl Gsszera-
kott modellek elemszdmanak névelésével képesek a kisérletekhez jobb illesztést elérni.
Ez a fajta modellezés eredetileg nem haszndl termodinamikat, vagy termodinami-
kai feltételeket. Bels valtozokkal vizsgalva ezeket a modelleket, csak szimmetrikus,
vagy antiszimmetrikus vezetési egyenletek feltételezésével, a termodinamikai feltéte-
lek tul szigoruak, kizarnak valodi, megvaldsuld lehetOségeket a lehetséges modellek
koziil [202]. A kisérletek alapjan az &ltaldnos linedris vezetési torvény érvényes. Erre
a kérdésre visszatérek a 2.10 szakaszban.

50



dc_1509 18

2.6. Gyengén nemlokalis extenzivek és klasszikus irreverzibilis termodinamika

2.6. Gyengén nemlokalis extenzivek és klasszikus irreverzibilis
termodinamika

OAz €l6z6 fejezetben alkalmazott médszer altalanos, nemcsak belsé valtozok esetén
alkalmazhat6, hanem a klasszikus, szokasos egyenletek kiterjesztésére, illetve szar-
maztatasara is. Ebben az esetben a kényszerek bonyolultabbak. Ebben a fejezetben
azt mutatjuk meg, hogy a klasszikus irreverzibilis termodinamika er6-aram rendsze-
re szarmaztathaté Liu-eljarassal, egyuttal magyardzatot adva a levezetett egyenletek
univerzalitdsara és ezaltal széleskori alkalmazhatésagara.

Azt keressiik, hogy extenziv fizikai mennyiségekre milyen feltételeket ré ki az ent-
ropiaprodukeié egyenlStlensége. Azaz tulajdonképpen a Cahn—Hilliard-egyenletnél el-
mondottakat kell itt mas oldalrél szemiigyre venniink, mert mérleg formaju fejlédési
egyenlettel rendelkez6 mezdk fejlodési egyenleteit keressiik, a méasodik f6tétellel 6ssz-
hangban. Egy megmarado fizikai mennyiségre vonatkoz6 mérleget altalaban a kovet-
kez6 formaban frunk

da+ 0§’ = 0. (2.65)

Itt az a slirliség tekinthetd a szokdsos extenzivek stirliségei Descartes-szorzatanak,
azaz a = (p,e,...), ahol p a (tomeg-)siirliség, e a belséenergia-siirtiség, j' pedig a meg-
felel6 a-aramstriségek fiiggvénye: jl = (jz,j’e, ...), ahol az els§ tag a tomegaram, a
masodik tag a bels6 energia teljes dramsiriisége, a konvektiv és konduktiv aramstiri-
ségek Osszege.

A fenti kényelmes jeldléssel csak a szamunkra fontos, a fejlédési egyenletek mér-
legszerkezetét (azaz a téridé bedgyazottsagat) titkrozé szabad indexeket hasznaljuk.
Az egyes konkrét fizikai mennyiségekre vonatkozd egyenleteknek a szokdsos targya-
lasban vannak olyan tovabbi tulajdonsigai, amelyeket most nem vesziink figyelembe.
Az irreverzibilis termodinamika alapvetd szerkezete, az er6-aram parok megjelenése az
entropiaprodukciéban azonban nem ezen mulik. A mozgéssal kapcsolatos specialitdso-
kat, azaz a relativ, megfigyelére vonatkoztatott mennyiségek hatasat, a tovabbiakban
a kozeghez rogzitett targyalassal egyszertisitjiik. Ezért ebben a fejezetben pedig nyug-
v6 kontinuumot tekintiink és elsérendiien nemlokalis dllapotteret. Ekkor 6sszefoglalva
igaz, hogy

— az alapallapotteret a fesziti ki,

— konstitutiv allapotteret (a,d;a),

— a konstitutiv fiiggvények pedig az entropia és aramsirisége, tovibba a aramsi-
rlsége: §,J* és j".

A fenti (2.65) fejlédési egyenlet nem tetszéleges, teljesiilnie kell a termodinamika
mésodik fétételének is, a (2.17) formaban. Vezessiik be a A\ Lagrange-Farkas-szorzdt
a (2.65) fejlodési egyenlethez mint kényszerhez, és alkalmazzuk Liu eljarasat a kons-

YEz a fejezet a [203] munkémon alapul.

o1



dc_1509 18

2. Kontinuum-termodinamika

titutiv figgvényekre, hogy meghatarozzuk megengedett forméjukat:
0< dé(a,dia) + 0 Ji(a,dia) — A (8ta +85(a, 8ia)) -
— 0ad Oya + Dy Oua+ Oad’ Bia+ Dg,a’ Dyja — A (Ota + 8.5 8.a+ aajajiaija) _

= (005 = 1) 912+ 99,08 D+ (9" — A0a}) D2+ (90,0 — ADjad’) D2
(2.66)
Az alapmezdk aldhizott parcidlis derivaltjai nincsenek benne a konstitutiv allapottér-

ben, a folyamatirany-teret feszitik ki. Liu tétele értelmében nulla tagok egyiitthatoi-
ként felirhaté Liu-egyenletek a kovetkezoek:

da : Oad = A, (2.67)
Ona Dp,a8 = 07, (2.68)
D : ;0" = A0 ,af"). (2.69)

Az els6 egyenlet a Lagrange—Farkas-szorzét az entropia derivaltjaként hatdrozza meg,
a masodik értelmében az entrépia lokalis, fliggetlen az alapvaltozé gradiensétél. A
harmadik egyenlet egy megoldasa a kovetkezd:

Ji(a,0;a) = 0as(a) - j'(a, 0ia) + J'(a)), (2.70)

ahol 3 a maradék entropiaaram. Maradék entrépiadramot az irreverzibilis termodi-
namika keretei kozott dltaldnos formaban tobb szerzd is javasol (t6bbek kozott meg-
feleltethet6 a Miiller-féle K-vektornak [204]) kiilonféle fizikai tartalommal a konkrét
rendszerekben. Megjegyezziik, hogy a fenti, (2.70) forma még nem a teljes megoldasa
a (2.69) egyenletnek, és a teljes megoldas elemzése nem felesleges [205]. A disszipacids
egyenlGtlenség ezek utan

0 < 0F" +'0i(0a8). (2.71)

Azonosan nulla maradék entrépiadram feltételezésével 3= 0, az entropiaegyen-
16tlenség a klasszikus irreverzibilis termodinamika szokasos eré-aram rendszerére egy-
szerlisodik. A fenti egyenlétlenség legegyszeriibb megolddsa ugyanis az extenzivek
aramstlriségére, mint konstitutiv mennyiségre vonatkoztatva linearis kapcsolatot ad
a termodinamikai intenziv mennyiségek gradiensei, mint termodinamikai erck és az
extenzivek aramsiirtiségei, mint termodinamikai aramok kozott:

Aram: ji, Eré:  0;(0a8).
Ezt a linearis kapcsolatot szokds Onsager-féle vezetési torvényeknek nevezni [156]:

j' = L% 0y (0a8). (2.72)

Itt L* szimmetrikus része pozitiv definit. Ezek utdn az extenziv mennyiségekre vo-
natkozé mérlegek a kovetkezo egyenletre redukalédnak:

dra+0; [L70;(0a8)] = 0. (2.73)
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Lattuk, hogy a Liu-eljaras megadja az entrépiaprodukcio irreverzibilis termodina-
mikédban szokésos alakjat, és ugyanakkor az entrépiadram is levezetddik a mésodik
fotétel kovetkezményeként. Elsorendii nemlokalitéas feltételezésével a klasszikus forma-
jat kapjuk. Az irreverzibilis termodinamika intuitiv eljardsat a Liu-eljaras megfelel6-
en megalapozza. Megjegyzendd, hogy az entropiadram még az irreverzibilis termodi-
namika fenti legegyszeriibb feltételrendszere esetén sem egészen az, amit a racioné-
lis termodinamika és szarmazék elméletei altalanosan posztuldlnak a Gibbs-Duhem-
egyenl6tlenségben [73, 88, 48]. Vegyiik tovabba észre azt is, hogy a tisztdn térelméleti,
kontinuum levezetésiink eredménye a lokdlis egyensily — nem hipotézisként — mert az
entrépiasiriiség csak extenziv valtozoktol fiigg és lokalis, azaz fliggetlen az alapvalto-
z6 gradiensétodl, a (2.68) Liu-egyenlet szerint. A mérleg tipusi alapegyenlet gyengén
nemlokalis kiterjesztéséhez a lokalis egyensily meghaladasaval az allapotteret legalabb
negyedrendig kell kiegésziteniink, ahogy a Cahn—Hilliard-egyenlet bemutatasakor mar
emlitettiik. A Liu-eljaras erre az esetre torténd alkalmazaséaval belathatd, hogy a kons-
titutiv egyenletek explicit forméjanak kévetelménye, az eré-aram rendszer fellépése,
a lokalis egyensulyt meghaladbéan csak a Cahn—Hilliard-tipusi egyenletekre vezethet

7).

2.7. Egykomponensii folyadékok - masodrendii nemlokalitas
a siirtiségben

UAz eddigieknél Ssszetettebb kényszerek szerepét a gyengén nemlokalis kiterjesz-
tések esetén itt egy még konkrétabb példan, gyengén nemlokdlis egy komponensii
folyadékokra mutatjuk be. A relativ, vonatkoztatasi rendszertdl fliggd targyalas miat-
ti problémakat gy tudjuk elkeriilni, ha csak a siirtiségben terjesztjiik ki a konstitutiv
allapotteret magasabbrendii térderivaltakkal. Az egykomponensii folyadékok esetén a
gyengén nemlokalis kiterjesztés Van der Waals kapillaritadselméletére vezethet6 vissza
[135], amelyet tanitvanya, Korteweg illesztett ossze a folyadékelmélettel [134]. Ter-
mészetesen kézenfekvOen nemcsak a stlirtiségben, hanem a sebességben is kereshetiink
magasabbrendii derivaltakat [208, 209, 210, 211], az egész problémakor régéta fontos
kihivds a menegyensulyi termodinamikai kutatdsok szaméra. A gondolatmenet tovab-
bi részletei [206, 212]-ban taldlhatbak, illetve a legfontosabb példak hasonlé vizsgala-
tokra, de mas irdnybol és mas modszerekkel Dunn és Serrin, Capriz, Morro és Grmela
munkéi [140, 142, 213, 210].

2.7.1. Folyadékmechanika altalaban

Az egykomponensti folyadékmechanika alapallapotterét a p sfirtiség, a v’ sebesség és
az e, belsGenergia-siirtiség fesziti ki. A hidrodinamika ezekre az alapmennyiségekre
vonatkoz6 mérlegeken alapul (14sd pl. [160, 214]). A klasszikus folyadékmechanikaban
a konstitutiv allapotteret, a konstitutiv fiiggvények értelmezési tartomanyat nem az
alapvaltozok és elsé derivaltjaik, (p,v’, ey, 0ip, 00, O;ep) feszitik ki, ahogy az el6z6
fejezet irreverzibilis termodinamikai megfontolasai alapjan gondolhatnank, mert az
objektivitds miatt a konstitutiv dllapottérbol kizarjak a sebességet, a gradiensét vi-
szont nem. Ugyancsak figyelemre mélt6 a belsé energia szerepe az alapvaltozok kozott.

OEz a fejezet a [206, 207] munkaimon alapul.
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A megmaradé teljes energia hasznélata fel sem meriil. A relativ sebesség kimaradé-
sa ésszeriinek tlinik [73], és a teljes energia, 1évén a bels§ és a kinetikus energidk
Osszege szintén nem latszik objektivnak. Raadasul a termodinamikai megfontolasok a
lokalis egyenstuly hasznélata miatt a bels6 energiat igénylik, és a sebességet egyaltalan
nem kezelik. Az objektivitas kapcsan, illetve az 1.4.2 szakaszban azonban lattuk, hogy
egyik érv sem &llja meg a helyét, és ezek alkalmazasa valdjaban lesziikiti a folyadékme-
chanika érvényességi korének megértését, kiterjeszthetoségét és dltalanosithatosagat.
Az els6 fejezet megmutatta, hogy a klasszikus termodinamika valéjaban tartalmaz-
za a sebességet (vagy impulzust) mint termodinamikai véltozoét, az altalanos elvek
targyaldsakor pedig ramutattam, hogy az objektivitasi érvek is hamisak.

Ennek megfeleléen a tovabbiakban elészor megmutatom, hogy a Liu-eljarast koz-
vetleniil a természetes valtozokra alkalmazva — a raciondlis termodinamika hozzaal-
lasanak megfelelen latszolag a lokalis egyensuly hipotézise nélkiil — hogyan tudjuk
megadni a Korteweg-folyadékokra vonatkozé termodinamikai kévetelményeket. Ezek
utan pedig a megfelel6 lokalis termodinamikai megfontolasokkal, azaz a Gibbs-reldcié
kozvetlen felhasznélasaval levezetem ugyanezeket az egyenleteket. Ez utobbi levezetés
joval egyszerlibb, de kevésbé mutat ra sajat korlataira, és csak akkor alkalmazhaté, ha
van homogén testekre vonatkozé elméletiink!'®. A klasszikus kontinuumok alapmérle-
geiben azonositott fizikai mennyiségek fogjak a megfontoldsaink alapjat képezni. A
tomegmegmaradas:

Ap + 0i(pv*) = 0, (2.74)

ahol p a siirliség, v* pedig a baricentrikus sebesség, ezért a tomegnek nincs konduktiv
arama. Ez pontosan azon a megéallapodason mulik, hogy a nemrelativisztikus kontinu-
umok esetén a tomeghez rogzitjiik a sebességmezot, azaz a sebesség mindig a tomeg
aramlasat jellemzi.

Az impulzusmérleg, azaz a Cauchy-egyenlet

@@M+@@W+WW>:M (2.75)
ahol pv® az impulzussiiriiség és P g nyomastenzor, az impulzus konduktiv aramsi-
rlisége. Az energia mérlege pedig

e + 9i(q" + ev') = 0, (2.76)

Itt e a teljes energia siirtisége, és ¢* a konduktiv dramsliriisége, az energiafluxus.

2.7.2. Termodinamikai elemzés

A maésodik f6tétel értelmében az entrépia novekszik elszigetelt és forrdsmentes fizi-
kai rendszerekben, ezért kivetkezményeinek ellenOrzéséhez forrasmentes esetet vizsga-
lunk. Mivel folyadékokrél van sz, az entropiamérlegben is érdemes szétvalasztanunk
a konvektiv és konduktiv dramsfiriiségeket, ezért (2.17) mérleget a kovetkezd formaba
irjuk:
95 + 9;(J' + sv') > 0. (2.77)
Tehat most

10 A relativisztikus folyadékok esetén péld4ul nincs.
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— az alapéllapotteret (p, v’, e) fesziti ki,
— a konstitutiv allapotteret pedig (p, 0;p, 0;;p, vt 007, e, Oe),
— a konstitutiv fliggvények a kdvetkezéek §, Jt, g és PY.

Mivel a sliriiségben méasodrendiien gyengén nemlokalis allapotteret vettiink figye-
lembe, ezért a tomegmeérleg (2.74) gradiensét is figyelembe kell venniink tovabbi kény-
szerként az entrépia-egyenlotlenségben

diup + 0ij(pv?) = 0;, (2.78)

A (2.74), (2.78), (2.75) és (2.76) kényszerekhez a A, A" T;,4 Lagrange Farkas-
szorzékat vezetjik be. Ezutan Liu eljarasanak kiindulépontja az el6z6 fejezetekhez
hasonldan felirt kényszerekkel kiegészitett egyenlotlenség:

0 < 08+ 0" + 0i(50°) — X [Bep + 9;(pv')] — A" [Duep + B35 (pv7)] —
T [6t(pvi) + 0; (Pij + pvivj)} — 4 [Ohe + 0;(¢" + ev")] . (2.79)
A konstitutiv fliggvények parcidlis derivaltjait kifejtve kapjuk, hogy
0p801p + 05,p530ip + Op,; p304ij p + 01 8040 + 0,3 8010" + Oe§0pe + 0,806+
+0, T 0ip + 0,5 0ijp + 09,1 pd Dijip + O J' 007 + 0y i J' 00" + DS D + D, Dje+
+0;(80%) — A (Op + pO’ + v’ ip) —
— Al (Oitp + pOijv? +v79;5p + 9;pdjv” + 9;pdiv’ ) —
-1 (p&tvi + 00 + pviﬁjvj + pvjajvi + vjviajp + 8,)]5’78]-,0 + %kppij@jkp—l-
+@mgmawp+aMPU@Mq%%MPM@wh+@PU@e+@MP”@W)—
—4 (8,56 + ediv' + v'die + apqiaip + 8ajp(ji3jip+
+05,,,p0'0ijp + i G007 + Doy i Ot + 0o Ore + D,eq'Djie) > 0.
A tagok atrendezésével pedig ez adddik:
(0p8 — X — L") up + (0, p8 — A)Ouip + Do, p50kijp + (D4i s — pL'y) O’ +
+0,1 8010" + (9.8 — 4)Ore + Do, 80e+
+(09;pd" — 1100, P — B, 00" ) Dy +
+(Dg0i I = L1000 P — 403, 0167 Ov?)Ojp0” — N pdjol +
+(9g,ed" — 1109, PY + 409,04 ) Dije+
+8pji8ip + 8ajpji8ijp + Oyi J 007 + 0. 0;e+
+8;(5v") — A (p@ivi +v'0;p) —
—A (pOijv7 +v10;5p + 0;p0jv? + 0jpdv?) —
i (p'0s0 + pI 00" + 0D+ B, P0;p + Dy PO+
+@¢P“awk+i%pﬁ@e>—
—4 (eB" + V' Oie + 0,G'0ip + 09,0 0jip + 0pi G 00" + DeG'Die) > 0.
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Ekkor a Liu-egyenletek a folyamatiranytér tagjainak egytitthatoiként olvashatdak

le
dp : 95— A—Tp' =0, (2.80)
Ohip : Da;ps — AN =07, (2.81)
uijp : Do,,p8 = 07, (2.82)
ot Dyis — pl'y = 0;, (2.83)
v’ : 0p, 018 = 07, (2.84)
Oe 05 —4 =0, (2.85)
dyie : D9,e8 = 07, (2.86)
Dijkp - 0;09" = T100,,p P + 400,50, (2.87)
Ojv athﬂ:f@%mﬁﬂ+a%wﬁﬂ+gﬂwﬁf+&g% (2.88)
dije - D jed"” =T109,e PP +409,e4" . (2.89)

(2.82), (2.84) és (2.86) kovetkeztében az entrépiasiiriiség nem fiigg 9;;p-t6l, d;v'-
t6l és Oje-t6l. (2.80), (2.81), (2.83) és (2.85) megadjik a Lagrange-Farkas-szorzokat
az entropia derivaltjaiként. Ezért termodinamikai szempontbdl a Lagrange—Farkas-
szorzok a szokédsos és gradiens értelemben &altaldnositott termodinamikai intenziv
mennyiségeknek felelnek meg [215]. Figyeljik meg, hogy itt mar az egytitthatok szim-
metridjat nem soporhettiik egy konstitutiv fliggvénybe, a (2.88) egyenletben kihasz-
naltuk azt. Ezek utdn megadhatjuk a (2.87)—(2.89) egyenletrendszer egy megoldasat
a kovetkezéképpen:

. . , . 1 . ,
J%:a$¢+g(%m%mﬂ+6@ﬁ@w)+;@ﬁPﬂ+3%m@@v2@, (2.90)

ahol a J* maradék entrépiadram tetszbleges fiiggvénye lehet valtozoinak. Ilyen médon
a Liu-egyenletek teljesen megoldhatbak és a Lagrange—Farkas-szorzokon felil meg-
szoritdsokat adnak az entrépiasiirliség és entropiadaram lehetséges fliggvényalakjara
vonatkozéan. A megoldast a disszipaciés egyenlétlenségre alkalmazva kapjuk, hogy

0 < 05 =003 + G 0i(8e(p8)) + P8, (8,48) +
2 2
+ (9jvj S+ e0.5 — pd,s + %&- ((%ipé)] + @-vi [g@l (8ajp§)] .

Itt bevezettiik a fajlagos entrépiat, s := §/p jeloléssel. Az egyenlet hagyoményos
forméajanak felirdsahoz a belsé energiat kell definidlnunk a szokasos moédon, a teljes
és kinetikus energia kiilonbségeként. Feltételezziik, hogy az entrépia a belsGenergia-
stiriség fiiggvénye, azaz: § = §(p, ;p, e — pv?/2). Tovabba az entrépiat, mint additiv
(extenziv) fizikai mennyiséget akarjuk definidlni, ezért a szokott médon megkévetel-
jik, hogy a fajlagos entropia csak az e, fajlagos belsé energidtél fliggjon:

§(pa aipa ’Ui’ e) = p§ (P, ep, 0; ) ) (291)

56



dc_1509 18

2.7. Egykomponensii folyadékok - masodrendii nemlokalitas a stirtiségben

ahol e, = e/p — v%/2. Ezekkel a mennyiségekkel a disszipacios egyenltlenséget és az
entrépiadramot atirva kapjuk, hogy

2 , L1
0<0s=03" + (¢ — v PY)0i~
1 [~ Tp2 A ‘ T,O2 ) |
T (Pw - (p Ty (‘%ws)) 0 = =50 (00,8 | O, (2.92)
M= (§ iy Ly P 8907 an i\ L A

Lathatjuk, hogy mindkét kifejezésben felbukkan a belsé energia drama a szokésos,
elsérendii elméletekben megszokott médon ¢ = ' — Ujpji.

Vizsgéljuk meg most a mechanikai szempontbdl disszipaciémentes esetet, amikor
a mechanikai kolcsonhatasra vonatkoz6 termodinamikai eré nulla. Ilyen folyadékok
nyomasat reverzibilisnek hivhatjuk:

. Tp? . o o

pPY = —~ [(8k85kps —20,8) 6" + 8183jps] . (2.94)
Ha az elmélet lokalis, az entrépia fliggetlen a slirtiség derivaltjatol és a reverzibilis
nyomas

P (p) = —Tp?,8(p)6". (2.95)

Az ilyen folyadékot Euler-folyadéknak nevezik, és felismerhetjiik a p(p) = —Tp20,5(p)
skalaris nyomast az egyenletben. Bevezetve a PY viszkézus nyomast megoldhatjuk a
disszipaciés egyenlotlenséget, és a vezetési egyenleteket a szokasos linearis formaban
irhatjuk eld:

Pl o= P = Bii, = [y, (2.96)

Itt LYk pozitiv szemidefinit konstitutiv fliggvény. Vegyiik észre, hogy ha s fiiggetlen a
stirliség gradiensétdl, L% 4llandé, P pedig izotrop fliggvénye a sebességgradiensnek,
akkor a hagyomanyos Navier—Stokes-folyadék egyenleteit kapjuk vissza.
A nyomas reverzibilis része, beleértve a gyengén nemlokalis részt is, felfoghatd erd-
ként is. Pontosabban létezik egy olyan U skaldr értéki fliggvény, hogy
S
0, P;f“ = pd'U. (2.97)

U a fajlagos entrépiabdl szamolhato:

U = 0;(pDo,8) — 0, (13)- (2.98)
Ezért mechanikailag nem disszipativ folyadékok esetén az impulzusmérleg ekvivalen-
sen atalakithato:

L0~ (2.99)

pil + 0P, =0 = pi' + 10U = Pl : 0.

Tev

Ezzel megadtuk és jellemeztiik a Korteweg-folyadékok egy termodinamikailag megen-
gedett csaladjat.
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2.7.3. Lokalis és gyengén nemlokalis egyensuly

Az el6z6 fejezet altalanos modszert ad a Navier—Stokes-egyenletek gyengén nemlokélis
kiterjesztésének szarmaztatasara, nagyon kevés feltevéssel. Egy joval egyszeriibb, de
heurisztikusabb, azaz tobb feltevést igényl6 levezetést kaphatunk, ha a kezdetektél
megengediink a kontinuumok esetén altalanos gradiensfiiggé entrépiat és az ennek
megfelel¢ Gibbs-relaciot, hasonléan ahogy azt a belsé valtozok esetén lattuk. Azaz
ebben a konkrét esetben a térderivalt jellegli termodinamikai valtozokat is homogén
testekkel analéog médon alkalmazzuk a kontinuumelmélet kidolgozasara. Fz a klasszi-
kus termodinamika gyengén nemlokalis altalanositasan alapuld térelmélet, a lokalis
egyensuly hipotézisének mintdjara nevezhetjik a gyengén nemlokdlis egyensily hipo-
tézisének. Jelen esetben az elézd fejezet alapjan a fajlagos entropia a fajlagos belsd
energia, a slirliség és a siiriséggrandiens fiiggvénye, s(ep, p, Jip), ezért vildgos, hogy a
Gibbs-relacié helyes formaja:

d%::Td&+£%hr—A%K@pL (2.100)

ahol T, p, A" a fajlagos entrépia parcialis derivéltjaival bevezetett intenziv mennyiségek
és ahol egyediil az A® = Ty, s slrtiséggradiens affinitds az j mennyiség. Ennek
megfeleléen az (1.5) extenzivitasi reldcié dltalanositésa, illetve a Gibbs-Duhem-relacié
pedig a kovetkez6:

. 1 .
e=Ts— L _ A'Oip + 1, dp = —sdT + —dp — 9;pd A*. (2.101)
p p

A szokéasos lokélis egyensily esetén az entrépia figgetlen a siirliséggradienstdl. Eb-
ben az esetben természetesen visszakapjuk a Gibbs-relacié megszokott, (1.12) formu-
14it. Erdekességképpen megadjuk a megfelels teljes termodinamikai testre vonatkozé
Gibbs-relacié stirtiségben elsérendiien nemlokalis altalanositasat is:

dE = TdS — pdV + pdN — A'd(M0;p), (2.102)

ahol M = Nm a tomeg, m a részecsketomeg, ahogy azt az 1.1.1. fejezetben lattuk.
Az utolsé tag megmutatja, hogy a teljes termodinamikai testre vonatkozé megfonto-
lasokkal, nem egészen kézenfekvd a striiséggradienshez tartozd ,extenziv”’ mennyiség
kivalasztasa. A termosztatikdban tett A3 lokalizdlhatdsagi feltevés gyengén nemlokélis
kiterjesztésekor a térelméleti oldal az ésszerli kiindulépont. A Gibbs-relacié klasszi-
kus allapothatarozék és belsé valtozoktdl és derivaltjaiktdl fiiggd alakjait részletesen
targyalom az [51] konyviink A fliggelékében.

A tovabbi gondolatmenethez érdemes szubsztancialis derivaltakat bevezetniink. A
tomegmegmaradés a lokalis (2.74) helyett a kovetkez6:

p+ poivt = 0. (2.103)

A Dbelsé6 energia mérlegét a teljes és a kinetikus energia mérlegeibdl kaphatjuk a szokott
modon [78, 156]:

péy, + 0i¢" = —PY ;. (2.104)
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Az entrépiadram (2.93) forméjat megsejthetjiik a divergencidk levalasztdsaval. Ha
ezt tudjuk, akkor az entrépia mérlege a kovetkezOképpen fejthetd ki:

. & p . Ald ¢ PP ( o e
i Z: _— _— —_ — —0; s | = e AZ 3y A l)
ps+0'j pT-i-Tp P a p+0, [T—'_ZT v’ + A"Opv

o1 1 [~ Tp? AF - Tp? Al .
= ., — — — ) _ _ _ 7’ — . - ) > .
q@ZT T[P <p+ 5 ak(T)>6] 5 0; T 0iv? >0

(2.105)

Itt behelyettesitettiik a (2.103) tomeg- és a (2.104) energiamérleg idéderivaltjait, il-
letve felhasznaltuk, hogy

d

a@p:—awﬁwk—agﬁw%. (2.106)

Léathatéan visszakaptuk az entropiaprodukeié (2.92) alakjit, sokkal egyszer(ibb szé-
mitasok utan.
Amenyiben az entrépiadram és a Gibbs-reldcié is a megszokott forméaju, azaz

de=Tds+ Ldp, =% (2.107)
p

akkor pedig visszakapjuk az entrépiaprodukciot a szokott forméaban, ahogy a Navier-
Stokes-Fourier-egyenletek szarmaztatasahoz sziikséges:

) Y i .1 1 / ~.. ) )
0 < ps+ 0ij" = p% + %p +0; (f}) = 0z — = (P” - p5;> o, (2.108)

2.7.4. Schrodinger—Madelung-folyadék

A termodinamikailag kompatibilis Korteweg-folyadékok csaladjabdl kiillonosen érdekes
az a specialis eset, amikor

. . 9ip\*
Sschm (€, p, 0ip) =§ <eb - g (25> ) , (2.109)

ahol v pozitiv dllandé. Szoritkozzunk most a tisztdn mechanikai esetre, azaz tegyiik
fel a tovabbiakban, hogy a hémérséklet homogén, 9;T = 0.
A reverzibilis nyomés ekkor

g g g 200 &7
Pil = _% (8,’§p5” 40— ppp> , (2.110)
A potencial:
v & ep0”p v GIgR
_ _ _ v Gh 2.111
U="11p <akp 2 ) 9Ty R’ (2.111)

ahol Tp a homogén hémérséklet, és az R = ,/p mennyiség bevezetésével latszik, hogy
(2.111) egy m tomegli részecske de Broglie-Bohm-féle kvantumpotencidlja elosztva a
Tp hémérséklettel, ha v = h%/m? [216, 217].
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A Schrodinger-Madelung-folyadék entrépiadram-siiriisége

T = —% —¢' + v PF 4 g(aipﬁkvk + kaaivk)} . (2.112)

Tehat megkaptuk a kvantummechanika Madelung-féle hidrodinamikai egyenleteit.
A (2.97) nyomés-erd Osszefiiggés miatt egyben megmutattuk, hogy az egyenletek ek-
vivalensek a Bohm-féle, Newton-egyenleten alapul6 interpreticié egyenleteivel, mert
(2.111) éppen a de Broglie-Bohm-potencidl. Mindehhez a termodinamikai feltételeken
és a Planck-dllandé rogzitésén til az entrépiafiiggvény silirtiségben gyengén nemlokalis
részének 2.109 formaju rogzitése kellett. Ennek specidlis tulajdonsaga a tomegskala
invariancia, ami a Schrédinger-egyenlet linearitdsat eredményezi.

Schrédinger-egyenlet

Ha a Schrédinger-Madelung-folyadék érvénymentes, azaz 0'v? = 070, akkor a témeg-
és impulzusmérlegek egyiitt a Schrodinger-egyenletre vezetnek. Ugyanis ekkor a (2.75)
levezethet6 egy Bernoulli-egyenletbdl egy adott vonatkoztatasi rendszerben. Bevezet-
ve az S skalar sebességpotencialt a

R
vi=—0'8 (2.113)
m

definiciéval megkapjuk a Bernoulli-egyenletet, ha észrevessziik, hogy (2.99) mésodik

fele a

h oS v?

ety mU=0 (2.114)
egyenlet gradiense. Ezek utdn az tgynevezett Madelung-transzformécié segitségével
bevezethetjitk a 1) = Re'® fiiggvényt, ahol R = VP és i a képzetes egység. (2.74)-
et megszorozva ihe'®/(2R)-el, (2.114) egyenletet pedig mRe**-el, egyetlen komplex
egyenletbe egyesithetjiik a tomeg- és impulzusmérleget, és megkapjuk az m tomegi
szabad részecskére vonatkozd Schrodinger-egyenletet :

oY h?
i = ——— . 2.115
h—=, 5 kY ( )
Ez a specidlis eset megmutatja, hogy vannak gyengén nemlokalis folyadékok, és hogy
a szarmaztatasukra alkalmazott altalanos mddszer fizikailag fontos feltételeket ered-
ményez. A Schrodinger—-Madelung-egyenlet fizikai rendszerek igen nagy csalddjanak
j6 modellje.

Kontinuumok tomegpontra

Felmeriil a kérdés, hogy mi kiilonbozteti meg a Schrodinger—-Madelung-folyadék
(2.109) entrépiafiiggvényét a tobbi lehetséges gyengén nemlokélis entropiafiiggvény-
t617 A véalaszhoz a kvantummechanika sajatossagait kell a kontinuumelméletben ér-
vényesiteni. A slrliséget itt valészinliségsiirtiségként interpretaljuk és azt akarjuk,
hogy fiiggetlen részecskékre fiiggetlen egyenletek vonatkozzanak. Azaz ekkor a két
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folyadék (illetve részecske), egyiittes lefrdsahoz bevezetjiik a p12(rt, r%) valdszintiség-
stirliséget a két folyadék(-részecske) egyiittes tartézkodasi valészintiségének lefrdsa-
ra a tér két, ri és 3 pontjaban. Két fiiggetlen folyadék esetén az egyfolyadék- és
kétfolyadék-valosziniiségstirtiségek kozotti viszony természetes modon szorzat forma-
ja: p1a(ri, rh) = p1(rt) pa(rh), azaz réviden pia = pi1po. llyen megfontolasok természe-
tesek a statisztikus fizikdban, bar szokatlanok egy tobbkomponensii kontinuumelmé-
letben.

Az entrépia viszont, ismét csak természetes modon, akkor ir le fiiggetlen fizikai
rendszereket, ha ilyen valtozdk esetén additiv fiiggvényként viselkedik. Gyengén nem-
lokalis folyadék esetén tehdat az entrépiatol elvarjuk a kévetkezo tulajdonsiagot:

5(p1p2, D(p1p2)) = 5(p1, D(p1)) +3(p2, D(p2)), (2.116)
Ahol D = (8,,% ) 87"%) a valoszinliségsiliriiség teljes derivaltja. Ennek a fiiggvényegyen-
letnek pedig egyértelmii (!) a megolddsa [218]:

dip\’
s(p) =klnp+v > ) (2.117)

Itt k& és v skalar allandék, ha az entrdpia izotrop fliggvény. Az elsO tag a szokasos
logaritmikus entrépia, a masodik pedig a fajlagos Fisher-entropia.

Az entrépia extenziv mennyiség, elsérendii homogén fiiggvénye a valtozoinak, ezért
a fajlagos entrépia nulladrendii homogén fiiggvénye a teljes entropia eredeti valto-
z6inak, ezért csak a fajlagos mennyiségektol fiigghet, ahogy azt altalaban is lattuk
az 1.2 fejezetben. Az extenzivitds viszont nem ad megszoritést s(ep, v, 0;v) forméjara.
Ha a stirtiség valéban egyetlen részecske tartézkodasi valdszintiségére jellemz6, akkor
16nb6z6 tomegl részecskéket ugyanazzal az egyenlettel akarunk leirni, akkor a fajlagos
entropiara igaz, hogy

s(eb, )\p, )\&p) = s(eb, P, sz) (2.118)

Ez a tulajdonsag, amelyet tomegskala-fliggetlenségnek nevezhetiink, kizarja a logarit-
mikus tagot (2.117)-b6l és biztositani fogja a részecskeszerii viselkedést. Ha a gradi-
ensfliggést a bels6 energia korrekcigjanak tekintjik, s(ee, p, 0;p) = s(el7 — V(p)(@ip)Q)
formaban, akkor a fenti tulajdonsig, a tomegskéla-fiiggetlenség pontosan a (2.109)
fajlagos entrépiara vezet. Az utolsé nyitott kérdés, hogy vajon a gyengén nemlokalis
tag az energia jellegii, mint azt a (2.109) formuldban feltettiik, vagy az entrépiaé, mint
ahogy (2.117)-ben szerepelt. Erre a kérdésre jelenlegi tuddsunk szerint nincs vélasz,
mert izoterm esetben a ketto kozott nincs kiilonbség, a kvantumelmélet termodinami-
kajaban pedig egyelére masfajta ¢sszefiiggésekkel foglalkoznak. Mindenesetre a belsé
valtozokkal és kémiai reakcidokkal kapcsolatos eddigi kisérleti tapasztalatok alapjan az
entrépikus intenziv allapotjelzék az elsédlegesek [219, 220, 51].

2.7.5. Osszefoglalas

A Liu-eljaras nagyon altalanos feltételek mellett konstruktiv médszert ad fizika térvé-
nyeinek elemzésére a méasodik fététel szempontjabdl. Jol alkalmazhatd ismert egyen-
letek kiegészitésére, altalanositasara és 1j egyenletek konstrukcidjara is. Fontos ész-
revenniink, hogy nemcsak a disszipativ, hanem a reverzibilis, nulla entrépiaproduk-
ci6éju részre is megszoritasokat kaptunk. Olyan megszoritasokat, amelyek altalaban
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Hamilton-tipust variacidés elvbél szarmaztatott Euler-Lagrange-egyenlet formajuak
[207].

Vegytik észre tovabba, hogy a valdsziniiségi folyadékokra levezetett (2.118) forma
a klasszikus Boltzmann-Gibbs-entropiastiriiség, egy Fischer-informéacios taggal kiegé-
szitve. Ennek legegyszeriibb kévetkezményeit, az informéciés és fizikai entrépiakat
0sszekoto Jaynes-féle gondolatmenet gyengén nemlokdlis entropiafiiggvényekre beve-
zetett altaldnositdsat vizsgdlja [218].

A termodinamikai médszertan sajatos ralatast biztosit a kvantummechanikara, an-
nak interpretéciés kérdéseihez kapcsolédvall. A kiilonféle interpretéiciékhoz kapcso-
16d6 elméleti megfontolasok tobbféle, egymassal sokszor Gsszevethetetlen kérdésben
eltérnek és kidolgozottsagi szintjik, altalanossaguk is nagyon més. Az itt felmeriilt
legegyszeriibb eset, az egyrészecske Schrodinger-egyenlet ekvivalens a Madelung- és a
Bohm-egyenletekkel, ahogy azt itt is lattuk. Az egyetlen interpretacids kérdés, a siirii-
ség értelmezése is kézenfekvd: valdsziniiségsiirtiségnek fogadjuk el, mert egyetlen m t6-
megl részecske modelljének hasznaljuk. Viszont mar ezekre az egyenletekre is nagyon
masok a vonatkozé matematikai problémak, példaul a peremfeltételek, illetve a fizikai
kép. Més tanulsdgos szempontokat vetnek fel a kovetkezé munkak: [225, 226, 227].
A nemegyensulyi termodinamika, illetve itt a hidrodinamikai interpretacio jellegze-
tessége, hogy csak altaldnos mérlegeken alapul, amelyek a téridé szimmetridkkal valo
kapcsolatuk miatt minden fizikai elméletben teljesiilnek. Ilyen mdédon a kiilénb6z6
diszciplindk kozvetleniil Osszeilleszthet6ek, példaul a Klein-Gordon-egyenlet is tanul-
sdgosan kapcsolhaté az altalanos relativitdselmélethez [228, 229].

Egy fontos szempontja a termodinamikai szemléletnek, hogy tobbféle disszipacios
mechanizmus vezetheté be és elemezhetd segitségével, illetve a stabilitasi tulajdon-
sagok is tesztelhet6ek. Egyszerien megmutathatd, hogy (2.117) logaritmikus tagot
is tartalmazé teljes formaja (disszipacié nélkiil) logaritmikus kiegészitéshez vezet a
Schrédinger-egyenletben. Ez az igynevezett Bialyniczki-Birula-egyenlet, egyike a leg-
tobbet vizsgalt nemlinedris kiegészitéseknek [230, 231]. A legegyszer(ibb disszipéci-
6s kiegészités (logaritmikus tag nélkiil), amit vizsgalhatunk, a Newton-szerti Bohm-
egyenlethez adott sebességgel aranyos csillapitds. Ez az tn. Schrodinger-Langevin-
egyenlet [232], amit kanonikus kvantaldssal is megkaphatunk. A fenti termodinamikai
megfontolasok segitségével ezekhez a disszipativ kvantummechanikdkhoz Ljapunov-
fliggvény konstrualhaté a stacionarius megolddsok stabilitdsanak vizsgélatara adott
peremfeltételek mellett [212]. A mésik kézenfekvd disszipacids kiegészitésnek, amely
a hidrodinamikai viszkozitas megfelelGje, nincs kozismert kvantummechanikai megje-
lenése.

2.8. Homogén és kontinuum

Az eléz8 fejezetben mar sz6 volt réla, hogy a homogén testekre vonatkozo egyen-
letek, illetve a Gibbs-relacié gyengén nemlokalis altalanositiasa hogyan vezet a kon-
tinuumelméletig. Ebben az alfejezetben roviden megvizsgédljuk a forditott viszonyt.
Belatjuk a folyadékegyenletek generikus stabilitasat, és megmutatjuk, hogy a ter-

s s 2

1 A hidrodinamikai modellt Madelung a Schrédinger-egyenlet megjelenése utan kb. fél évvel
publikédlta [221, 222] és Janossy Lajos vizsgilta részletesen [223]-...-[224].
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kozonséges termodinamika differencialegyenletei.
2.8.1. Generikus stabilitas

OAhogy a fejezet elején emlitettiik, a homogén egyensily linearis stabilitésa, az Ggy-
nevezett generikus stabilitas termodinamikai alapkévetelmény. Egy komponensii, hé-
vezetd, disszipativ folyadékok esetén részletesen megvizsgaljuk ezt a kérdést.

A relativisztikus jelolésekkel torténé konnyebb 6sszehasonlithatsdg végett a (2.74)
tomegmérleget, a (2.75) impulzusmérleget és a belsé energia (2.104) mérlegét a ko-
vetkez6 formara alakitjuk:

p+ poivt =0, (2.119)
20507 + 0P = 0, (2.120)
é+edi' +0i¢" = — PY0;u;. (2.121)

ahol a pont a szubsztancialis derivaltat jeloli és z* = pv’ az impulzusstirtiség. A (2.108)
entrépiamérlegben a termodinamikai erdk és dramok, azaz az energiadram és a hémér-
séklet gradiense, illetve a szimmetrikus, viszkézus fesziiltségtenzor és a sebességgradi-
ens kozott linearis osszefliggést feltételezve kapjuk a Fourier-torvényt és a Newton-féle
fesziiltségtenzort :

. 1 ,
¢ =207 = -Apd'T, (2.122)
PY —péY =11 = —n(0"v! + &’v* — gakvk(sw) — 1 Opv* Y. (2.123)

A nemnegativ entrépiaprodukcié akkor teljesiil, ha a Ap Fourier-hévezetési tényezo,
a 1 nyird és n, térfogati viszkozitas pozitiv:

A >0, n >0, 7y > 0. (2.124)

A termodinamikai stabilitdst, azaz az entrépia konkavitdsanak stirtiségekre vonat-
kozé (1.21) feltételrendszerét kifejtve kapjuk, hogy

01 0 u
£f< ) 87;)?>0’
d10opn 010p 010 p a9 1\?
__vtltop 98 _ 929K ~ ) >o. .
A 0eT OpT  0OpTOeT OeT dpT <8pT) =0 (2.125)

Itt felhasznaltuk az entropia masodik vegyes parcidlis derivaltjainak egyenl&ségét

8%% = —%%, és bevezettitk a A jelolést az entrépiasiiriiség masodik derivaltjanak
determinansara.

Egyensuly és linearizalas

Termodinamikai egyensiilyban a szubsztancialis idéderivaltak és a disszipativ a&ramok
egyarant nullak: ¢' = 0, P = pd%. Ekkor (2.122) és (2.123) kovetkeztében T'(e, p) =
= allandé, a sebességmez6 divergenciamentes és gradiensének szimmetrikus része is

YEz a fejezet a [233] munkémon alapul.
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nulla, azaz 9;v7 = 0 és 9,07 = 9;v'. Tehdt (2.119) alapjan a u(e, p) kémiai potenci-
al is allandé. A termodinamikai stabilitdas (2.125) egyenlStlenségei pedig biztositjak
az allapotfiiggvények megfelel6 invertalhatésagat egyfazisi rendszerben, igy e és p
allnadok. Feltételezziik tovabba, hogy a sebességmezd rotdcidémentes, tehat az el6zd
feltételeket is figyelembe véve homogén és allandé. Ekkor az dltalanossag megszoritasa
nélkiil nulldnak tekinthetjiik. Osszességében az egyensilyi mezdk a kovetkezbek

p(a? t) =p = 4ll., e(z’,t) =e=4ll, vl (z),t) = 07,
Pl =0, @t =0, TR 1) = P 1) - ple,p)s =09, (2.126)

Jelolje a perturbalt mezéket (Sp, de, dv?, 5¢*, 5T19). A (2.119)(2.121) egyenleteket
a fenti egyensuly koriil linearizélva

0 = dp+pdiovd, (2.127)
0 = de+ (E+p)9;ov’ 4+ 9;0¢°, (2.128)
0" = povi +0;p + ;01 = pov’ +  S-0"e + a—pa dp | + 9,011 (2.129)
i i il i Ql i gi i

0" = dq' =" =dq A(&sTa 5e+apTa 5p>, (2.130)
0 = MY + n,0,00%67 + 1 (c‘ﬂw + 050" + 3@5&5”‘) : (2.131)

Feliilvonassal a megfelel6 fiiggvény egyensilyi értékét jeloltuk, pl. p = p(e, p).

Az instabilitdsok vizsgdlatahoz a megolddsokat a kovetkezd formaban keressiik:
5Q = Qoe" " ahol Qp allandé, k valds és I komplex. Mivel az egyenstlyban nyugvé
folyadék sebessége nulla, ezért a szubsztancidlis idéderivalt parcidlis lesz d/dt = 0;.
Ezekkel a feltételekkel a perturbélt egyenletek a kovetkezdek lesznek

0 = Tdp+ikpov®,
0 = Tde+ (e+ p)ikév® +ikdq”,
0 = Tpov® + ik <6p§e + apép) + koI,
Oe dp
0 = TpovY + koI,
(2.132)

o
Il

I'pév® + ikII7?,
01 01

= 0q¢° — ik ((%T56+£9/)T6p>’
= 06¢’ =0q",

— 0TI 4 ik (2” + 77,,> ",

= O™ +ikndvY,

OIT** + ikndv®,

OITYY + ikmy,ovY,

OIT** + ikmny,dv*®,

= STV (2.133)

o O O o o o o o
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A fenti linedris egyenletrendszer az alabbi méatrixforméba irhaté:
M%46QP =0, (2.134)

ahol 6Q) a Fourier—-Navier—Stokes-folyadék perturbalt komponensmezdit jeloli a kivet-
kez6 médon:

0Q = (dp, de, ov*, dq”", 611"%;
ovY, OTI*Y  STIYY; 6v*, OIT%%, 5117
OI1Y* 64¢Y, 047).

A 14x14-es M % matrix ekkor az aldbbi formaju

N 0 0 0
0 R 0 O
M = 0 0 R ol (2.135)
0 0 0 I
ahol I a 3x3-as egységmatrix, az R és N almatrixok pedig a kovetkezoek:
pl' ik 0
R=\|dkn 1 0], (2.136)
tkn, 0 1
r 0 ikp 0 0
0 r ik(e+p) ik 0
N = ikgg 1 ikg% 1 Tp 0 ik|. (2.137)
0 0 ikn 0 1

Itt 7 = 8n/3 + ny, és a felillvonast elhagytuk az egyensilyi mennyiségek felett.
Exponenciadlisan névekvé amplitidoja sikhullaimokat — azaz instabilitas — akkor
kapunk, ha I" és k megoldéasa a

det M = (det N)(detR)?> =0 (2.138)

egyenletnek, és I' pozitiv valds részi.

Az R determindnséra vonatkozé egyenlet egyszerti, pI' + nk? = 0, ezért I negativ
vagy nulla, ha a nyiré viszkozitas nulla.

N determindnsa a kévetkez6 diszperzids relaciot eredményezi:

pro+

01

2 2
—Ao— =T
g (77 86T>

01 Op dp

2 2

- —— — — |

+k < kn/\aeT+(e+p)ae+pap> +
opo1 Opodl

4 _——— — — — =
+kpA(aeapT apaeT> 0. (2.139)
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A Routh-Hurwitz kritérium értelmében (1asd [234]) az aol® + a1I'? + aol + a3 = 0
harmadfokd polinom gyokeinek valés része pontosan akkor negativ, ha egyiitthatéi
pozitivak és ajas—apas > 0. Az egyiitthatok pozitivitdsa a (2.125) és (2.124) feltételek
kovetkezménye, ha figyelembe vessziik a kovetkez6 azonossdgokat :

_ L H
Ocp = — (e +p)T0e 7 + nT ey, (2.140)
— 1 K
Onp = = (e + P)TOn + nTOn -, (2.141)
LY
Onp = = Oerp- (2.142)

Az utolsé feltétel értelmében pedig

ajaz — apaz =

01 01
+ (e +P)2P%f (‘77 +p)\85T> +

} > 0. (2.143)

Itt az els6 tag lathatéan nem lehet negativ, ha a termodinamikai feltételek telje-
stilnek. Az utolsé két sor nemnegativitdsiat legkdnnyebben taldn gy lathatjuk, ha
észrevessziik, hogy a kifejezés (e + p) masodfoku polinomja. A négyzetes tag egyiitt-
hatdja pozitiv, a Di diszkriminans pedig a kévetkez6 formara egyszertisodik:

01
Di = 4np? | — A=) A<0 2.144
i=dnp <”+psz> < (2.144)
Mivel a diszkrimindns negativ, a teljes masodrendl polinom pozitiv. Ezzel belat-
tuk a Fourier—Navier—Stokes- folyadék generikus stabilitasat. Megjegyezziik, hogy az
el6z6ekben vizsgalt termodinamikai Korteweg-folyadék szintén generikusan stabil a

termodinamikai stabilitds [212]-ben adott feltételeivel.

2.8.2. Kontinuum és homogén

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a masodik fotétel kozonséges termodinamikaban
megismert stabilitdsi értelmezése és az ott adott feltételrendszer hogyan jelenik meg
a kontinuumok esetén, illetve, hogy a termosztatika a termodinamikailag konzisztens
kontinuumegyenletek levezetésének alapja. Ebben a fejezetben pedig megmutatom,
hogy a forditott gondolatmenet érvényes és érdekes, tehat kozonséges termodinamika
kozonséges differencidlegyenletei természetes kivetkezményei a kontinuumelméletnek.
Ilyen megfontolasokon alapul a relativisztikus hémérséklet transzforméciés szabalyait
megalapozé munkank [235].

Ha a kontinuum termodinamika egyenleteibdl homogén testekre vonatkozé egyen-
leteket akarunk szarmaztatni, nem a legkézenfekvobb megoldas vezet eredményre és a
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peremfeltételekre is tigyelni kell. Ugyanis ha a fenti (2.119)—(2.121) egyenletekben min-
den mennyiséget homogénnek tekintiink, akkor azt kapjuk, hogy a megfelel6 homogén
mez6k ido6fiiggetlenek, igy nem lehetnek folyamataik [14]. A termodinamikai test egy
egyszerli modelljét kapjuk, ha egy Osszefiiggd, a térszerii metszeteken sima hatara
térrészt tekintink, amelynek kiterjedése valtozhat idében és ezt a valtozast egyetlen
paraméterrel jellemezhetjiik, célszertien az idovel. Ilyen a dugattyu és a henger elso
fejezetben emlitett példaja (1.1 dbra). Tekintsiink most ett6l dltaldnosabban a téridé
egy t pillanatdban egy osszefiiggd H (t) halmazt, amelyre mindenféle jé tulajdonsagot
feltételeziink, hogy az alabbi matematikai miiveletek értelmezhetoek legyenek rajta.
Legyen ezen a halmazon — a termodinamikai testen — a termosztatikai nyomas és a
belsé energia is homogén: d'e = 0 és d'p = 0. Vizsgaljuk elSszor a test energidjanak
valtozasat, és ehhez rendezziik at a fenti (2.121) belséenergia-mérleget:

é+ (e —|—p)% = —0iq" — 1Y 0u;. (2.145)

Itt v a fajtérfogat, II¥ pedig a viszkézus nyomés. Ezutdn integraljuk a fenti kifejezést
H(t)-re és alkalmazzuk Reynolds transzporttételét (C. fiiggelék):

L@+V@+mi:5Q=—f

qQL4i——][ 1Y 9;u;dV. (2.146)
OH(t) H(t)

Itt V =V (t) a H(t) halmaz térfogata és v =V /M, ahol M a V térfogatrész anyaganak
tomege. A jobb oldalon lathat6 id6tol figgd kifejezést jeldltem dQ-val. Tegyiik fel,
hogy a termodinamikai test zart, azaz tomege nem valtozik M = all., és térjunk at
fajlagos belsd energidra a bels6energia-siiriiségrol e = e/v. Ebben az esetben a fenti
kifejezés bal oldala célszertiien atrendezhetd:

. A d se e v . .
V&+V@+pk?—ww&(;)+vM(;+p);—JWe+NMV—qM} (2.147)

azaz
e=q—pv, (2.148)

mely pedig nem mas, mint az els6 f6tétel (1.25) differencidlegyenlete, klasszikus me-
chanikai teljesitmény taggal, és a ¢ fajlagos hételjesitménnyel, amelyet (2.146) jobb
oldala alapjan értelmeziink.

Ezek utén térjink at a (2.120) impulzusmeérleg vizsgalatara. Ennek H (t)-re torténé
integralasa utan kapjuk, hogy

T:—%P%@, (2.149)
H

ahol Z! = I " pv'dV a termodinamikai test teljes impulzusa. Legyen specidlisan a
H(t) termodinamikai test a hengerbe zart gaz az 1.1 dbra szerint, és vélasszunk a
dugattyt mozgésidnak iranyaba vett x tengellyel elldtott, a hengerhez képest nyugvéd
vonatkoztatasi rendszert. Ebben az esetben az impulzusmérlegnek csak az x iranyu
komponense nem nulla, és az x irdnyd impulzus

M2
24"

M .
J=—V =

=3 (2.150)
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mert a gz M tomege allandd, és a dugattyt elmozdulasanak fele a gaz tomegkozép-
pontjanak elmozdulédsa. Itt A jelolte a henger keresztmetszetének nagysagat. Mivel
(2.149) jobb oldalan a feliiletre integréalt er6 szerepel, és erd csak a dugattytinal fellé-
pé nyomadskiilonbség miatt hat a rendszerre, ezért a (2.149) egyszerii termodinamikai
rendszertinkben vett x komponense:

2

z—i}: A(p — pr)- (2.151)

Tehat visszakaptuk a kiterjesztett kozonséges termodinamika (1.39) fajtérfogat valto-
zésra vonatkozo differencidlegyenletét, ahol a tehetetlenségi paraméter v = M?2/(2A42).
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2.9. Relokalizalhaté kontinuumok — hovezetés

2.9.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések

OA hévezetés a nemegyenstlyi termodinamika elméleteinek 6 gyakorloterepe. A pa-
rabolikus Fourier-egyenlet a termodinamikai eredetii fejlodési egyenletek prototipu-
sa. Ennek fizikai és matematikai okait lattuk a 2.6 fejezetben: az els6rendiien gyen-
gén nemlokalis allapottér forrasmentes mérlegegyenlettel, mint kényszerfeltétellel ki-
kényszeriti az entrépiaprodukcié klasszikus irreverzibilis termodinamikdban megszo-
kott formajat. Tehat univerzalisan, nagyon kevés feltétellel megkapjuk a Fourier-
egyenletet, fliggetleniil a hévezetést 1étrehozé fizikai mechanizmusoktél és anyagszer-
kezettél. A Fourier-egyenlet azonban nem modellez jol minden hévezetési jelenséget.
A maésodik hang és a ballisztikus hovezetés a legismertebbek koziiliik: megértésiik-
re és modellezésiikre szdmos elmélet létezik, nagyon kiilonbozé feltevésekkel. A leg-
gyakrabban hangoztatott elvi probléma a Fourier-egyenlettel kapcsolatban a végtelen
jelterjedési sebesség, emiatt valamilyen hiperbolikus egyenlet kozelitésének szokas te-
kinteni. Az ezzel kapcsolatos érvelések félrevezetéek és félreérthetéek, kiillonésen, ha
a relativitas elméletére és a fény sebességére mint elvi hatdrra is hivatkoznak ben-
ne. Ugyanis egy hiperbolikus elmélet véges jelterjedési sebességet eredményez, de az
akarmekkora lehet, sokkal nagyobb is, mint a fénysebesség. Hiperbolikus kontinu-
umelméletekben a jelterjedési sebességek az anyagijellemzé paraméterektol fiiggenek.
Masrészt parabolikus elméletek is megfogalmazhatdak relativisztikusan, és az ilyen
elméletek figyelembe veszik a fény véges terjedési sebességét [242]. Harmadrészt és
legféképpen pedig ezek az elméletek jol meghatirozhaté érvényességi korrel rendelkez-
nek, példaul a hémérséklet nem valtozhat nagyon a kdzepes szabad tthossznal kisebb
tavolsadgokon. Ez pedig azt jelenti, hogy tul éles kezdeti feltételek esetén valéjaban
nem jelennek meg a tipikus végtelen sebességii megoldasok, az elmélet érvényessége
meghatarozza a terjedési sebességiiket. Példaul a hé ilyen médon meghatarozott ter-
jedési sebessége vizben nagyjabol 147 Ugyanez igaz a jelek megfigyelhetdségére is: a
Fourier-egyenlet exponencialis megoldasainak megfigyelhet6ségi, mérhetéségi hatara
adott sebességgel terjed (fiiggetleniil a miiszerek konkrét érzékenységétél), ez pedig
megint csak anyagfliggd, és hétkoznapi anyagokra messze van a fénysebességtol. Ez
igaz mind relativisztikusan, mind nemrelativisztikusan [243, 244, 242, 245]. Rdadésul
a hiperbolikus és parabolikus kontinuumelméletek egyfajta hierarchikus szerkezetet
mutatnak akar 6nmagukban [246], akér a kinetikus elméleti hétteret figyelembe véve
[247], felvaltva parabolikus és hiperbolikus egyenletekkel. Vagyis egy hiperbolikus el-
mélet felfoghat6 specidlis parabolikus elméletként és forditva is, attdl fliggben, hogy
a hierarchia melyik szintjérol indulunk.

A kisérlet és az elmélet sajatos médon fonddik Gssze a hévezetés esetén [240]. A
hulldmszer(i hévezetés, a masodik hang elméleti joslat volt [93, 248, 249], amikor fo-
lyékony héliumban Peshkov el8szor megmérte [250]. Ezutan az eredeti kétfolyadék
elmélettdl eltérs, kinetikus gazelméleti megfontoldsok alapjan [94, 251] meriilt fel a
Guyer-Krumhansl egyenlet és a ballisztikus terjedés [252, 253, 96]. Ezeket a jéslatokat
a jelenség kisérleti felfedezése kovette specidlisan eléallitott szilard natriumfluorid és
bizmut kristalyokban [254, 255]. A méréseket azutdn ugyan részben megmagyaraztak
az elméletek, de pontosan nem modellezték [239, 256]. Manapsig a mikro- és nano-

YEz a fejezet a [236, 237, 238, 239, 240, 241, 7] munkékon alapul.
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technologia fejlodése sziikségessé teszi a hévezetési jelenségek kis méretekben torténd
vizsgalatét, ezért a hévezetés elmélete intenziv kutatds targya [257, 258]. Tobb kisérlet
mutat eltéréseket a Fourier-egyenlettdl [259, 260] és szdmos elméleti fejlemény igyek-
szik ezeknek az eltéréseknek a természetét megragadni, kisérleti elérejelzéseket tenni
a kontinuumelmélet segitségével is [261, 262, 263, 264, 247, 265, 266, 267, 268, 269).

Az emlitett Fourier-egyeneleten tili jelenségeket, elsGsorban a masodik hangot ma-
gyaraz6 makroszképikus elméletek kozil (lasd pl. [270, 271, 263, 272, 258, 273, 274])
a nemegyensulyi termodinamika kitiintetett szerepet jatszik. Ugyanis itt hasonldan a
Fourier elmélethez, univerzdlis, azaz a konkrét anyagszerkezettdl és a benne lezajld
mechanizmusoktol fliggetlen a fejlédési egyenlet szarmaztatdasa. Ahogy azt lattuk az
el6z6 fejezetekben a Fourier-egyenlet szarmaztatisa a belsé energia mérlegének és a
masodik fétételnek az érvényességén alapul. Ha az altalanositasok levezetése is ilyen
értelemben és feltételekkel érvényes, az varhatd, hogy a Fourier-torvénytol eltérések
is szélesebb korben tapasztalhatdak, és nem kétédnek az alacsony hémérsékletekhez
és kis méretekhez. Azonban tiszta fenomenologikus levezetése sokaig csak a Maxwell-
Cattaneo-Vernotte (MCV) egyenletnek volt [101], a nemegyensulyi termodinamika
vezetd elméletei, mint a kiterjesztet irreverzibilis termodinamika [102], racionalis ki-
terjesztett termodinamika [91] erésen kotddnek a kinetikus elmélethez és nem fejlesz-
tik a fenomenologikus mddszereket.

Minden hévezetéssel kapcsolatos vizsgalat sarokpontja a belsé energia mérlege,

pé + 0i¢' = o, (2.152)

ahol p a stirtiség, e a fajlagos bels6 energia, ¢* a belsé energia dramstirtiségének konduk-
tiv része, a héaram, o, pedig a bels6 energia forrassiirtisége. Ez utébbi a tovabbiakban
mindig nulla. A pont a szubsztancialis idéderivaltat jeloli. Eddig kovetkezetesen je-
16ltiik also és fels6 indexekkel a ko- és kontravarians vektorokat és az azonos indexek
Osszegzése is csak ilyen indexparokra volt megengedett. Azonban a Fourier-térvény
maga eleve sziikségessé teszi egy alapvetden kovarians térbeli derivalt egyenlévé téte-
1ét egy kontravarians héaramstirtiség vektorral. Az azonositdst természetesen a kozot-
tiik levé ardnyossagi tényezo, a hovezetési egyiitthatd tenzor végzi el. Mivel szamos
tovabbi anyagi egyiitthato keriil ebben a fejezetben bevezetésre, ezért a tovabbiak-
ban pongyola, de az olvasdsat megkonnyité médon egyontetiien felsé indexszel fogjuk
jelolni a vektorokat és a kovektorokat.

A Fourier-egyenlet fenomenologikus dltalanositdsaiban a (2.153) konstitutiv egyen-
let modositédik tovabbi tagokkal. A legfontosabb médositasi javaslatok a kévetkezd-
ek:

¢ = — \O'T, (2.153)
7§+ = — AT, (2.154)
76 4+ ¢ = — AT + a109 ¢ + apdigf, (2.155)
ri g = — ADT + bd'T, (2.156)
ri = — AIT + agdigp. (2.157)

Itt (2.153) a klasszikus Fourier-torvény [275], (2.154) a Maxwell-Cattaneo—
Vernotte-egyenlet (MCV) [93, 94, 95], (2.155) a Guyer—Krumhansl-egyenlet (GK) [96],
(2.156) a Jeffreys-tipusi vagy késleltetéses (lagging) hévezetési egyenlet néven ismert
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[270], és (2.157) a hévezetés Green—Naghdi-egyenletére vezet (GN) [272]. A hévezetési
tényezd A, a relaxacios id6 7, ay, as és by pedig tovabbi anyagi paraméterek.

Ezeknek az egyenleteknek az eredete, levezetése és motivaciéja nagyon sokféle. A
kinetikus elmélet tobbféle moédon szarmaztatja a Fourier- és az MCV-egyenletet. Pél-
ddul a Boltzmann-egyenlet momentum sorfejtése a Fourier-torvényt adja elsé rend-
ben, méasodrendben pedig az MCV-egyenletet [102, 91]. A GK-egyenletet elészor a
Boltzmann-egyenletbdl a fonon-racs kolcsonhatasra vonatkozo specidlis titkozési in-
tegralokkal vezették le [96, 276].

A fenti egyenleteket szarmaztatd fenomenologikusabb elméletek is nagyon sokfélék
[270, 271, 263]. A Fourier-térvény a nemnegativ entrépiaprodukcié kévetkezménye a
klasszikus irreverzibilis termodinamikaban [5], az MCV-egyenlet megkaphaté hasonlé
modon, ha a lokélis egyensilytdl valo eltérést egy belsé valtozdval jellemezziik [277]. A
hoaramstirtiség konduktiv része pedig egy olyan konkrét jelolt erre a belsé valtozoéra,
amelyet a kinetikus elmélet jol megalapozott [101, 102, 91].

A gyengén nemlokalis kiterjesztések eredete a fenomenologikus elméletekben is kér-
déses. Az elméletek egy része a Guyer—Krumhansl-egyenletet az entropia aramstiriiség-
nek a klasszikus formatdl val eltérésével hozza kapcsolatba [278, 279, 280]. A (2.156)
késleltetéses (lagging) hévezetési egyenletet reolégiai analdgia alapjan javasoltak [270],
de az eredeti megfontoldsokban a termodinamikéval val6 viszonya nem vilagos [263].
GK-egyenletet vezethetiink le kiilonféle egyszeri mechanizmusokkal is, mint példa-
ul héaramhasitas (heat flow splitting) [273], vagy kétlépéses relaxaci6 [281, 282]. A
Jeffreys-tipust hévezetés mentes az MCV-egyenlet szdmos probléméajatél (a nemlok-
alis tag miatt) [283]. Green és Naghdi elméletének sajitos a statusa, ugyanis ez egy
specidlis skalaris bels6 valtozon alapul, amelynek az idoderivaltja a hémérséklet, és
az elmélet alkotdi igen szokatlan moédon vizsgaltak a lokalis egyensilytél vald eltérés
termodinamikai kovetkezményeit [272]. Egy olyan hévezetési elméletet kaptak, amely
nemtrividlis médon tartalmazza a megszokott Fourier-torvényt, és amelynek van nulla
entrépiaprodukciét eredményezo alesete, azaz hovezetést josol nulla disszipaciéval.

A fenti rovid attekintésbdl is lathatd, hogy a Fourier-torvény gyengén nemloké-
lis altalanositasainak nagyon sokféle motivacidja és levezetése létezik. Legtobbjiiket
akkor tekintjiik fizikai jelenségek érvényes modelljének, ha a mikroszkopikus leveze-
téstk tiszta képet ad a mddositas hatterérél. Néhany fontos esetben, mint példaul a
Jeffreys-tipusi hévezetési egyenlet esetén, a mésodik f6tétel szerepe nem vildgos. Az
Osszes termodinamikailag kovetkezetes levezetés bevezeti valahogy a lokalis egyenstly-
tol valé eltérést. A nemlokalis kiterjesztések megengedik az entrépiadram klasszikus
formajatol vald eltérést.

A tovabbiakban az el6zéekben felsorolt konstitutiv egyenleteket levezetjik az irre-
verzibilis termodinamika segitségével. Két egyszer és altalanos feltevésre van ehhez
sziikségiink :

— a lokdlis egyenstulytdél vald eltérés jellemzésére, ezt egy vektori belsd valtozéd
segitségével tesszitk meg [44, 177, 180],

— az entrépiadram klasszikus formajatél torténd eltérést pedig egy aramszor-
zénak elnevezett, a bels6é viltozékhoz hasonlé mennyiséggel fogjuk jellemezni
[158, 278].

Az aldbb targyalt linearis kozelitésben mind az dramszorzo, mind a belsé valtozé kikii-
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szObolhetd, és egy altalanos konstitutiv differencialegyenletet vezethetiink le, melynek
(2.153)—(2.157) mind bizonyos specidlis esetei lesznek. Latni fogjuk, hogy a termodina-
mika II. f6tételébol ered6 megszoritasok egyaltalan nem nyilvanvaloak, és csokkentik a
latszolag megjelend fliggetlen egyiitthatok szamat, annak ellenére, hogy reciprocitési
reldcidkat nem tételeziink fel.

A csak altalanos feltevéseken alapuld termodinamikai targyaldsnak fontos jellem-
z0je, hogy mindaddig, amig a lokalis egyensiilytdl vald eltérés jellemzésére vonat-
kozé altalanos feltételeket egy mikro- vagy mezoszkopikus mechanizmus teljesiti, a
kovetkezmények ugyanazok lesznek: ezt tekinthetjiilk a nemegyensulyi termodina-
mikai targyalds univerzalitdsdnak. Ezt a fontos tulajdonsagot két példan mutatjuk
be, melyek &ltaldnos eredményiink specidlis esetének bizonyulnak: egyrészt, ha a
Fourier-torvénytél valé eltérést egy skalarmezo gradiensével jellemezziik, akkor a mo-
dell egyenletei az Ggynevezett parabolikus kétlépéses modellre redukalédnak. Illetve,
ha a Fourier-torvénytol valo eltérést egy altalanos vektormezdvel jellemezziik, akkor
megmutatjuk, hogy ennek a vektormezének egy MCV-egyenletet kell kielégitenie.

2.9.2. Az entropiaprodukcio

A lokélis egyensilytol valo eltérés jellemzésére egy, a tovabbiakban &’-vel jelolt vek-
torvaltozot vezetiink be. Vizsgaljunk izotrop anyagokat. Két konstitutiv hipotézist
vezetiink be:

1. Feltételezziik, hogy a nemegyensilyi entrépia kvadratikusan fiigg a £¢ belsé val-
tozotol: _ m
s(e, &) =5 (e) — 552. (2.158)

Itt az m skaldr anyagi egyutthatét termodinamikai induktivitasnak is neve-
zik [101]. A fenti forma allapotfiiggd m = m(e, &) induktivitdssal a Lagrange-
kozépértéktétellel és az entropia konkavitdsanak a nemegyensulyi allapottéren
torténd megkovetelésével indokolhaté. Ha & fizikai értelmezésérdl semmiféle
konkrét informaciénk nincs, akkor a Morse-lemma értelmében a valtozot at-
skdldzva m = 1 altaldnosan elérhet6 [44]. Az entrépia konkdvitdsa miatt m > 0.
Ha m &llandé, akkor a kévetkezo parcialis derivaltakat kapjuk:
0s 1 0s ~
— == —| =-mé&". (2.159)
86 fl T7 agz e
Itt T a hdmérséklet. A termodinamikai viszonyokat most is kényelmes a Gibbs-
relacié segitségével kifejezni:
de = Tds + m&'Tde". (2.160)
2. A maésodik feltevésiink az entrépiadram-siirtiségét altalanositja. Megkoveteljik,
hogy ha nincs energiadram, akkor ne legyen entrépiadram sem egy tisztdn ho-
vezetd rendszerben. Ezért az entropiadram-siiriiség, amennyiben kétszer folyto-

nosan differencialhaté fiiggvénye a héaramnak, akkor a Lagrange-féle kozépér-
téktétel értelmében a kovetkezo formdaba irhato:

J'=Big, (2.161)
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ahol a BY konstitutiv fiiggvényt aramszorzénak nevezziik. Ezt a feltevést elészor
Nyiri vezette be [158], hévezetésre torténé alkalmazasa a GK-egyenletre vezet
[278]. Ez a feltevésiink teljesen kompatibilis a kinetikus elmélettel, ott példaul
ritka gdzok esetére lathatunk konkrét példakat az aramszorzékra, amennyiben
az entropiadram kiszamitasra kertl [91].

A fenti feltételekkel kiszamolhatjuk az entrépiaprodukeiot:
pS —i—aljl — _Tazqz _ pmgléﬂ, + 8Z(Bl]q]) —

= 0igl <B” _ T(5U> + (3JBZJ) g — pmé&E > 0. (2.162)

2.9.3. Linearis vezetési torvények

Itt, az elsé tagban a konstitutiv fiiggvény a B¥ &ramszorz6, a mésodik tagban a
konstitutiv fiiggvény ¢, a harmadik tagban pedig a belsé valtozé idéderivaltja, azaz a
fejlédési egyenlete. Igy izotrop kontinuumokban a legaltaldnosabb linedris kapcsolat
a megfelel¢ termodinamikai erék és dramok kozott hét anyagi paramétert vezet be:

q' =10 B — I15¢, (2.163)
mpé' =10 BY — ¢, (2.164)
BY — —51 = k0] + kg’ + ks ¢ 5. (2.165)

Itt I1, lia, lo1, la, k1, ko, k3 skalar 4llandé vezetési egyiitthatok, és 6% az egységtenzort
jelols Kronecker-delta. Az entrépiaprodukcié nemnegativitasa a kovetkez6 egyenlét-
lenségeket adja az anyagi paraméterekre:

l1 >0, l2 >0, k1 >0, ka2 >0, ks >0,
1
L=hly = 7(ha+ l21)? > 0. (2.166)

Fontos, hogy a dudlis bels6 valtozékhoz hasonléan itt sem tételeziink fel reciprocitasi
relacidkat az utolso két tagban szerepl6 vektori termodinamikai kdlcsénhatasok kézott
(176, 284].

Az aramszorzé kikiiszobolhetd (2.163)—(2.164)-b8l (2.165) segitségével. Tovabba
a belsé valtozot is kikiiszobolhetjiik (2.163)-bdl és (2.164)-b6l is. Ha Iy # 0 és
m,l1,l12, k1, ko, k3 allanddék, akkor a kovetkezd differencidlegyenlet rogziti a konsti-
tutiv viszonyokat a hémérséklet és az energiadram-siiriiség kozott.

7'i gt =
:Myl+Mﬂ,yl +mw¢+@mw+mi@%0+@i@%q (2.167)
T dt T dt dt
Ebben az egyenletben a szubsztancialis idéderivaltat %—vel jeloltiik és bevezettik a
12l l
r="2, M=l - 8 Ao =mp,
Iy Iy Iy
ar = Ai(k1 + ks), az = Aka,
by = \o(k1 + k3), by = Aoko (2.168)

73



dc_1509 18

2. Kontinuum-termodinamika

jeloléseket. Lathatd, hogy (2.167) csak 5 fliggetlen anyagi paramétert tartalmaz. kq
és ks, illetve l12 és l2; nem jelenik meg kiilon. (2.168) egyik egyiitthat6ja sem negativ
(2.166) egyenlétlenségei miatt. A hévezetési tényezét érdemes szemiigyre venni, mert

l1lo — l12lo1 = 1119 — l? + lg >0, (2.169)

ahol Is = (12 4+ l21)/2 és Iy = (l12 — l21)/2 a szimmetrikus és antiszimmetrikus ré-
szei (2.163)—(2.164) egyenletek vezetési matrixdnak. Ennek kovetkezményeképpen ha
A1 = 0, akkor ebbdl kévetkezik, hogy Ao = 0. Amennyiben merev hévezetérol van szd
a szubsztancidlis és a 0;-vel jeldlt parcialis idéderivaltak megegyeznek és felcserélhe-
téek a térderivaltakkal. Ebben az esetben a héaramsiirliség kikiiszobolésével kapott
hévezetési egyenlet a kdvetkezo:

1 y 1 y
704 (8tT + Claa“f - ng@fT) + 0, T + aa“f —ad'T =0, (2.170)
ahol a = %, a=a+ay, C; = T’\T?l és Cy = % Ez a forma mutatja az altalanos

egyenlet alapvetden hierarchikus szerkezetét, amely a bels6 valtozok miatt 1ép fel.

2.9.4. Specialis esetek

A vezetési egylitthatdk értéke szerint specialis esetekként visszakapjuk a bevezetésben
emlitett (2.153)-(2.157) egyenleteket :

1. Fourier. Ha k; = ko = k3 = 0 és l12 = 0, akkor a (2.163)—(2.165) egyenletekbdl
kozvetleniil megkapjuk a Fourier-torvényt a kévetkezd formaban:

A 1 )
¢ = N0 =N, (2.171)

ahol A = \1/T? = 11 /T? a Fourier-féle h6vezetési egyiitthaté. Ez a fajta kikii-
sz0bolés nem latszik (2.167)-bol, mert (2.168) és (2.166) miatt 7 = 0, A2 = 0,
a1 = az = 0, by = by = 0 nem lehetséges.

2. Mazwell-Cattaneo—Vernotte. Gyakran megemlitik, hogy a kiterjesztett irrever-
zibilis termodinamikét [102] tulajdonképpen a hédramstiriiségnek, mint specidlis
vektori bels§ valtozénak a vilasztésdval kapjuk, azaz ¢ = ¢* lenne [177, 130].
Azonban esetiinkben a kiterjesztett termodinamika fejlédési egyenletei a fenti
altaldnos egyenlet aleseteként adédnak, valéban, (2.167) mutatja, hogy s = 0,
a; = ag = 0 és by = by = 0 a (2.154) egyenlethez vezet. Tehat [;=0, ezért, a
belsé valtozé ardnyos a hédramsfirtiséggel (2.163) szerint. Ezenkiviil Ay = 12/I5
pozitiv, (2.166) utols6 egyenlétlensége alapjan. Az MCV-egyenletet akkor kap-
juk, ha a hovezetést egy Casimir tipusa kereszteffektus dominélja. A vonatkozd
konstitutiv fejlodési egyenlet:

o 1
70" +¢" = /\18@T. (2.172)

3. Jeffreys-tipusi. Ha a1 = as = 0 és by = by = 0, akkor a héaramra vonatkozo
Jeffreys-tipust egyenlet termodinamikai valtozatat kapjuk a kovetkezd forma-
ban:

o 1 1
TOq' +q' = Alalf + 20, (81T> . (2.173)
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1 # 0-b6l Mg # 0 kovetkezik, és az MCV-egyenlet kiegésziilt egy Jeffreys-tipusi
egyenletté. Az egyenlet alapvet&en nemlinearis természete nem kiiszébolhetd ki
homérsékletfiiggd egyiitthatdk feltételezésével, ellentétben az egyszerti Fourier-
torvény esetétol.

. Guyer—Krumhansl. Ha Ay = 0, by = by = 0és \; = AT?, akkor kapjuk a GK-

egyenletet (2.155). A GK egyenlet is hierarchikus hévezetési egyenletre vezet, a
Fourier-egyenlet mellett annak idéderivaltja szerepel benne:

70, (0T — Cad"T) + 0T + aa""% =0. (2.174)

Here C = &

. Altaldnos Green—Naghdi-tipus. Egy GN-tipust egyenletet kapunk, ha Iy = 0. Eb-

ben az esetben a Casimir-tipust reciprocitas (2.166) utols6 egyenl6tlenségének
kovekezménye, és azt kapjuk, hogy

d d (1
—q' = 8Z A 0'—
F—q' 1 + 2y < T> +
+ @10 ¢7 + ay0’ g +b1 (8” )+b2 (8” D). (2.175)

Itt a jelolések hasonléak (2.167) jeloléseihez, de masfajta kombindcidi a termo-
dinamikai paramétereknek, mint (2.168)-ban.

. Green—Naghdi-tipus. Az egyszerii GN-tipusu egyenlet az lo = 0, I = 0 és

Casimir-tipusi reciprocitas [ = ljo = —lo1 feltételezésével adddik. Ekkor azt
kapjuk, hogy
d ) ’L
T&q = >\18 + @109 ¢ + 4,077 g (2.176)
A GN-tipusi egyenlet lehet nemdisszipativ (nulla entrépiaprodukciéval), ha az
entrépia aramsuriség klasszikus, azzaz k1 = ko = k3 = 0.

Megjegyezziik, hogy a A1 h6vezetési egylitthaté a I1. f6tétel miatt sosem lesz negativ.

2.9.5. Makroszkopikus univerzalitas

A (2.167) altalanos hovezetési egyenletre is kilonb6z6 fizikai mechanizmusok vezethet-
nek. Ebben a részben arra mutatunk két példat, hogy milyen specidlis mechanizmusok
eredményezhetnek eltérést az entropiadram klasszikus forméjatol. Csak a GK-egyenlet
egy leegyszeriisitett formajat vizsgdljuk, amikor a Ag = 0 és by = by = 0 feltételeken
feliil még k1 = ko = 0 is fenndll. Ebben az esetben (2.167) a kovetkez6 egyenletre
egyszertisodik:

T§' +q' = \0'B, (2.177)

ahol B = B%/3 = 1/T + k30*q*, 7 = mp/ly és \ = 12/la.
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Hoéaramok

Els6 példankban tegyiik fel, hogy a Fourier-egyenlettdl vald eltérést a ¢ vektormezével
jellemezziik a kovetkezé modon:

Gt = q' 4+ \gO'T, (2.178)

ahol \g allandé. Behelyettesitve ¢’-t a (2.177) egyenletbe, a kovetkezd feltételt kapjuk
az ismeretlen vektormezore:

. ‘ 1 .
T¢+¢:%M—Aﬂﬂﬁf+¢ﬂg—MQWWT. (2.179)

Itt alkalmaztuk a (2.152) egyenletet, és az e = ¢T" allapotegyenletet allando ¢ fajhével.
Ezért a ks = 7Ag/(Mpc) feltétellel a ¢* vektormezd kielégit egy MCV-egyenletet
a A = As — \/T? Fourier-féle hdvezetési egyiitthatéval. Vagyis értelmezhetjiik a
targyalt esetet igy, hogy a ¢* teljes héaramstirtiséget két részre bontottuk: ¢° — §* egy
Fourier-térvénynek, és ¢* pedig egy MCV-egyenletnek tesz eleget, azaz a hdvezetés
két csatornan zajlik [273].

Két hémérséklet

Egy masfajta jellemzését adhatjuk a Fourier-torvénytol valé eltérésnek egy To skalar-
mezovel :

BOTy := ¢ + \pd'T, (2.180)

ahol A7 és 3 allandé egyiitthatok. Behelyettesitve ¢'-t az egyszerfisitett (2.177) egyen-
letbe a kovetkezo feltétel adddik:

yﬁﬁE+E—Tﬂ:DrHM~ﬁWﬂW%+ﬁM—MMWWT. (2.181)

Ezért k3 = 7A7/(A1pc), A1 = (8 — Ar)T? valasztassal a Th skaldrmezének ki kell elé-
gitenie egy hévezetési egyenletet. Latszélag kéthémérsékletli rendszerrel van dolgunk,
amelyek kozott hétranszport jon létre. Ez jol ismert mechanizmusa a hovezetésnek
olyan anyagokban, ahol az egyik komponens termikusan gerjesztheto, fliggetleniil a
masiktél, példaul fémekben, ahol az elektronhémérséklet eltérhet a racshémérséklettél
[281, 282).

A fenti két példa mutatja, hogy a tisztan makroszkopikus alapelvekre épiilé megfon-
tolasok esetén nemcsak mikroszkopikus mechanizmusok, mint példaul fonon titkozési
mechanizmusok, hanem mezoszkopikus szintii okok is ugyanarra a fejlodési egyenletre
vezetnek.

2.9.6. Hoimpulzus kisérlet és Guyer—Krumhansl-egyenlet

Az el6z6 fejezetben bemutatott elmélet alapjan az MCV-egyenlet kis disszipativ ha-
tasok mellett adhat mérhetd effektust, de més esetben, példaul magas hémérsékleten
a hullamszerii terjedés nem feltétlentil érzékelhets. A kisérleti vizsgdlatainkban az
alapveté munkahipotézisiink az volt, hogy a keresett hulldmegyenletre jellemzé kvali-
tativ effektusokat, mint az éles, frontszerii jelterjedés, vagy a hatdsterjedés késleltetése
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elnyomhatjak a mas, a klasszikus hévezetési tagon feliil megjelen6 disszipativ mecha-
nizmusok. A termodinamikai egyiitthatokra ranézve azt lathatjuk, hogy az altalanos
egyenlet, (2.170), A2 = 0 esetben kapott forméja, azaz a Guyer—-Krumhansl-egyenlet a
kovetkezd fizikai kozelités, ezért a BME Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken
végzett kisérleti kutatasinkat kezdettol fogva erre az egyenletre fokuszaltuk. Kezdet-
ben a mar emlitett [285, 286], ismert eredmények reprodukalasban reménykedtiink, de
az nekiink sem sikeriilt. Ezek utdn szdmos méds Otletet végigprébalva, [238, 287, 288], a
kisérleti és a modellezési munka kombinaciéjaval végiil klasszikus héimpulzus kisérlet
segitségével 2015-ben egyértelmiien kimutattuk a GK-egyenletnek megfelelé hovezeté-
si viselkedést [241], illetve a kisérleti pontossdg novelésével, 2017-ben szdmos tovabbi
mintén is kimutattuk a Fourier-féle hévezetéstdl torténé eltérést [?]. A felfedezés kul-
csa az volt, hogy egyrészt a gyors és pontos méréberendezés lehetové tette, hogy
elég nagyszamd mintdn prébalkozhassunk, illetve a sajat fejlesztésli, gyors numeri-
kus modszer kidolgozasaval az eredményeket megfeleléen tudtuk elemezni, elkeriilve
a kereskedelmi programok numerikus problémait.

A 2.1 4bran vézolt kisérleti berendezésiinkben egy villanéfénylampa generalja a hé-
impulzust. Ez a mintan athaladva megvaltozik, a h6vezetési egyenletnek megfelelGen.
A minta hatoldaldn K-tipusi termopérral mérjiik a hémérséklet valtozasat. A termo-
par és az elektronika szigetelve van a héimpulzustdl és az elektromdagneses zajoktol. A
héimpulzust magat a minta elejénél kozvetleniil detektaljuk egy fotocellaval, ezaltal
pontosan tudjuk az impulzus induldsanak idépontjat. A tipikus jelalak 10 ms hosszi,
éles felfutast haromszog.

eldlap hatlap

el6erbsitd

heterogén minta
sugarzasi arnyékolas

héimpulzus

termopar—tiik

elnyeld réteg

eziist bevonat
2.1. dbra. A héimpulzus kisérlet vazlata.

Mivel a tanulmanyozott mintak vastagsiga jéval kisebb, mint az atméréjik és a
frontfeliiletet egyenletesen vilagitjuk meg, ezért a hévezetés 1ényegében egyiranyt. Az
egyenletes j6 elnyelést és az esetleges atlatszdsdg megsziintetését a frontfeliilet feke-
te lefestésével értilkk el. A mintdk hatsd részén ezilist bevonatot alkalmazunk, igy a
heterogenitdasoktdl fliggetleniil a termopar az effektiv hGmérsékletet méri. A kalibra-
ci6s mérések és az el6zetes szamitasok [289] szerint ezeknek a bevonatoknak a hatésa
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elhanyagolhato.

Ennek a kisérletnek a modellezéséhez elegendd egy térdimenziéra szoritkoznunk.
Ekkor a belsé energia mérlege a kévetkezd:

or o
c— + — = 0. 2.182
Pt T ox (2.182)
Itt c a fajhd, T' a homérséklet, p a stlirtiség és q a héaramstiriiség a hiterjedés irdnyaban.
A héaram fejlédési GK-tipusi egyenlete egy dimenzidéban:

Jdq or 9% B

Itt A\p = % a Fourier-féle hévezetési egyiitthatd, 7 a relaxéciés id6 és [? = a; + as a
nemnegativ GK egyiitthatd, amelyet az | karakterisztikus mérettel fejeztiink ki.

A mérések kiértékeléséhez fontos felismerniink a fenti (2.182)—(2.183) egyenlet ho-
mérsékletre kifejezett formajaban a hierarchikus szerkezetet [284, 290, 246]:

o (0T 0T oT 0T

Itt a = ’))—‘C” a hédiffuzivitasi egyiitthato, ésa C' = % egyiitthato jelzi a Fourier-féle hé-
vezetéstol torténo eltérés mértékét. Figyeljiik meg, hogy a Fourier-egyenlet megoldasai
a fenti (2.184) egyenletnek is megoldésai, ha C' = 1, azaz, ha

a=". (2.185)

A tovabbiakban ezt Fourier rezonancia feltételnek mevezzik. Ha C < 1 akkor
(2.182)—(2.183) megoldésai hullimtulajdonsdgokat mutatnak, ezt a tartoményt alul-
diffuzivnak nevezziikk. Ha C' > 1, tartoményt taldiffuzivnak hivjuk [291, 239].

A tovabbiakban a (2.182)—(2.183) egyenletrendszer megoldésait keressiik kombinalt
héimpulzus és hoatadasi peremfeltételekkel a frontoldalon. Ezért

(o=0.8) {qmax (17 cos (27%)) — B(T(0,t) — Ty) ha 0 <<t
—B(T(0,t) — Tp) ha t>t,.

Itt ¢, a héimpulzus id6tartama, Ty a kiilsé hémérséklet és B a hdéatadasi egyiitthato. A
héimpulzus pontos alakja nem befolyasolja a mérést mindaddig, amig a hossza sokkal
kisebb, mint a kisérlet idStartama [289]. Ezért hasznédlhatjuk a numerikusan kezel-
het6bb, sima koszinuszfiiggvényt a mért haromszogjel helyett. Az dbran jobbra esd
mérési feliiletet adiabatikusnak tekintjiik: ¢(L,t) = 0, a hészigetelés miatt. Kezdetben
a mintaban a hémérsékleteloszlas egyenletes és a héaram nulla, azaz T'(z,0) = Ty és
q(z,0) = 0. Ezt a mérési eljarasunkkal biztositottuk, két mérés kozott 30-60 perces
szliineteket tartva.
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A valtozokat dimenziémentes forméaban kifejezve kapjuk, hogy

; t . x
= — xr = —:
t,’ L
. 1 [t
q= 1 ) ahol Qmax = / QO(t)dt;
Qmax tp 0
i T — TO Qmaxtp
= §— h 1 Tn - T )
STend_T07 e end o IOCL
Tret — T
bs s=-rd 9 (2.186)
Tend - TO

ahol qo(t) = q(x = 0,t) + B(T(0,t) — Tp) a peremfeltétel héatadas nélkill. A T
referenciahOmérsékletet altalaban a mért maximalis homérsékletnek valasztjuk és nem
azonos az ismeretlen adiabatikus hatarhémeérséklettel, Ti,q-vel a minta hiilése miatt.
Kovetkezésképpen a kovetkezd dimenziétlan paramétereket vezetjiik be:

T t, + 1 A [2 “ t
F=—; d=ab; l=—; C=_—-=b B=B-". 2.187
Ty YTy T Fa pcL (2.187)
Az egyenletek dimenziétlanitott forméja tehat:

T 9§
~ = 0, 2.188
“of T oi (2.188)

G . 9T .. 9%
ey +q+ sa 9% bré 952 0. (2.189)

A perem és a kezdeti feltételek pedig:

A(x_Ot)_ 1*COS(27T-2§)7.SBT(O,t) ha()<£§ 1,
e —sBT(0,t) ha £ > 1.

4(1,%) =0, T(i,O) =0 és 4(z,0) = 0. Itt a paraméterek 7, o és b anyagjellemzdk, mig
az s homérsékleti skdlaparaméter és a B hédtadasi egytlitthatd a kornyezetet jellemzi.

2.9.7. Eredmények

A vizsgalt mintdk koziil azt a négyet valasztottuk, amelyek esetén a Fourier-egyenlettol
valé eltérés legszembet{inébb. A mintdk fényképei a 2.2 dbran lathaték. Balrdl jobb-
ra haladva: kondenzatorbdl kialakitott minta, fémhab, villanyi kristalyos mészko és
leukokrata slirekkel (ez egy kézettipus) anyagii mintak lathatéak. A mért héatoldali
hémérsékleteket a 2.3 és 2.4 dbrakon figyelhetjiitk meg. A (2.188)—(2.189) egyenletrend-
szer iterativ megoldasaval a paramétereket az adatokhoz illesztettiikk a Mathematica
11.0 beépitett nemlinedris regressziés algoritmusa segitségével.

Az abrakon a dimenziétlan hémérséklet kozelitleg az adiabatikus hatarhémérsék-
lettel skalazik (0.9T,,4.). Az adatokat harom pontos futéatlaggal elésimitottuk. A
folytonos vonal a legjobb GK-illesztés paramétereivel kapott megoldast mutatja, a
szaggatott gorbe pedig a legjobb Fourier-illesztést.

A dimenziétlan paramétereket a 2.1 tablazat, a vonatkozo6 fizikai paramétereket
a 2.2 tablazat mutatja.
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2.2. abra. A mért mintak fényképein j6l megfigyelhetd a heterogenitds mértéke. Balrol
jobbra haladva: a mesterséges kondenzator és fémhab mintdkon jol lathatd a réte-
ges, illetve habos szerkezet, a villinyi mészkd és a leukokrata slirekkel minta viszont

homogén ezen a méretskalan.
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2.3. abra. A mérési és modellezési eredmények Gsszehasonlitiasa a mesterséges minté-
kon. Balra a kondenzator, jobbra a fémhab héatoldali hémérséklete az id6 fiiggvényé-
ben. A folytonos vonal a GK-illesztés, a szaggatott vonal a Fourier-illesztés eredmé-

nyeit mutatja.

Mind a négy mérés Guyer—Krumhansl-tipust, tildiffuziv hévezetést mutat, mert
b > 1. Figyelemre mélto, hogy a tuldiffuziv esetben a Fourier-elméletnél gyorsab-
ban terjednek a mérheté hémérsékletvaltozasok, pont ellenkezéleg, mint az MCV-
egyenlettel modellezett hulldmszert héterjedés esetén elvart.

2.9.8. Osszefoglalas és kitekintés

Ebben a fejezetben megmutattam, hogy a nemegyensiilyi termodinamika bels6 valto-
z6s modszertana altaldnositja és egységes keretben magyarazza a Fourier-féle hoveze-
tés ismert altalanositdsait. Az elmélet dinamikai univerzalitdsa altal motivalt kisérleti
kutatasokban felfedeztiik a Fourier-egyenlettol valé eltérést és demonstraltuk az uni-
verzalitast. A kisérleti eredmények eléréséhez kulcsfontossagu volt a GK-egyenlet hi-
erarchikus szerkezetének felismerése, hogy a Fourier megolddsok megjelenéséhez nem
kell, hogy a relaxacids id6, a masodik idéderivalt egyiitthatdja nulla legyen.

A kapott legdltaldnosabb hévezetési egyenletet Osszevetve a fejezet elejének belsd
valtozos moédszertandval kapott egyenletekkel, a (2.170) hévezetési egyenlet hidnyos-
nak tlinik: a masodik hang csillapitdsira ugyan a szokasosnal tobb mechanizmust
ad, de stacionarius esetben homogén megoldasra vezet, igy nem tartalmaz példaul
Cahn-Hilliard jellegii tagokat [274, 292, 51], illetve f6képpen nem képes szdmot adni a
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2.4. dbra. A mérési és modellezési eredmények Osszehasonlitdsa a természetes kdzet-
mintakon. Balra a villinyi mészko, jobbra a leukokrata slirekkel hatoldali hémérséklete
az id6 figgvényében. A folytonos vonal a GK illesztés, a szaggatott vonal a Fourier
illesztés eredményeit mutatja.

Minta [ax10® ¢ b

kondenzator 1.40 95.4 2.23
fémhab 0.912 40.2  3.04
mészko 1.124 99.1 2.17

leukokrata 1.56 132.0 1.77

2.1. tablazat. Dimenziétlan paraméterek

ballisztikus hovezetésrol, azaz a kisérletileg tapasztalt hangsebességgel terjed6 hémér-
sékletvaltozasokrol [293, 294]. Ezt a jelenséget a fononok szabad terjedésével szokds
magyarazni, és tipikusan a kinetikus elmélethez két6do, kontinuumelmélettel nem mo-
dellezhet6 jelenségnek tartjak [97, 91, 295, 296]. Lebon és munkatarsai megmutatték,
hogy kontinuum alapt leirds is adhaté [297, 298, 299]. Kovacs Réberttel kozosen a
fent ismertetett nemegyensilyi termodinamikai elmélet két valtozora torténd kiter-
jesztésével a tiszta ballisztikus hoterjedést is magyarazé modellt allitottunk fel, amely
kompatibilis a kinetikus elmélettel, rdadésul az ismert kisérleti eredményeket képes
kvantitativan is leirni [239, 300, ?]. Ez az eredmény egytttal a ballisztikus hévezetés
univerzalitdsanak iranyaba mutat, azaz az eddigiekkel 6sszhangban azt varjuk, hogy
szobahdémérsékletii, heterogén anyagok esetén van ballisztikus hévezetés.
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2

Minta | Llmm] ap x10°9[™] agg x10°5[™°]  7[s] 1[mm]
kondenzator 3.9 2.13 0.954 2.79
fémhab 5.1 2.373 0.402 1.70
mészkd 1.7 2.950 0.991 0.80
leukokrata 1.75 4.77 1.32 1.06

2.2. tablazat. Fizikai paraméterek. ap Fourier-egyenlethez tartozé hddiffuzivitas
(szaggatott vonal), agx a Guyer-Krumhansl-egyenlethez tartozé hédiffuzivitas (szag-

gatott vonal)
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2.10. Lokalis belso valtozé6: rugalmassag és reolégia

UA rugalmas testek mechanikdja mar valédi kihivast jelent az objektiv kontinuum-
leiras szempontjabol. Els6édlegesen a véges deformacios elmélet kinematikaja az, ahol
a Noll-féle definici6 elégtelennek tiinik. Ezzel a kérdéssel munkatarsaimmal régéta
foglalkozunk (lasd a [305, 306] kétetekben taldlhaté tanulmanyokat), legutébbi ered-
ményilink szerint az egész kérdést fogalmilag Gjra kell alapozni, ugyanis a referencia-
konfiguracié, mint az anyagi sokasag reprezentansa, illetve az anyagi sokasag, a véges
deforméacios kinematika alapkove fizikailag helytelen és rdadasul felesleges objektum,
mert az objektiv targyalas az anyagi sokasdgra torténd visszahuzéas nélkiil, téridén
megtehetd [49, 50]. Ennek a kinematikai eredménynek termodinamikai elméletbe tor-
ténd beiiltetésén és kisérleti alatamasztasan azota is dolgozunk, szamos vonatkozisa-
ban Filop Taméas és munkatarsai mar tesztelték (1dsd példaul [307, 308]). A legtobb
esetben kulcsfontossagu a reoldgiai hatasok levalasztasa a képlékenyedés és a hétagulds
okozta valtozasoktdl. Ennek egy teljesen 0j kinematika segitségével torténé atgondo-
lasa elméleti és kisérleti oldalrdl is folyamatban levé nagy munkénk. Az alabbiakban
csak a kis deforméaciés rugalmassagtannal és reologiaval kapcsolatos f6bb eredménye-
imet vazolom.

A reolégiai hatdsok modellezésére egy méasodrendil tenzor dinamikai valtozdt ér-
demes bevezetniink. Ebben a fejezetben a konstitutiv allapottér elsérendtien gyengén
nemlokélis, ezért a 2.4 és 2.6 fejezetek alapjan a klasszikus irreverzibilis termodina-
mika modszereit alkalmazom, a gyengén nemlokalis elmélet nem jatszik szerepet.

A kinematikai alapvaltozét, az € kis deforméciot, példaul a HY mozgasgradiens
(hagyoményosan deforméciégradiens, lasd A fiiggelék) szimmetrikus részébél kaphat-
juk

i _ 1o ji ij

€ _§(H + H7') — Y. (2.190)
A mozgasgradiens vegyes tenzor, rdaddsul egyik indexe a referenciakonfiguricion
(anyagi sokasdgon) végzett derivalasbdl szarmazik, mint ahogy az A fiiggelékben el-
lenérizhet. Azaz a fenti kifejezés csak a térbeli vektorok és kovektorok megfeleld
azonositasaval lehet érvényes. Ennek jelolése ebben a fejezetben is az el6z6 fejezet-
hez hasonléan rontand az olvashatdségot, ezért itt is eltériink a kovetkezetes térido-
jelolésektdl. A kis deformacié a mozgasgradienshez hasonl6 fizikai mennyiség, anyagi
derivaltja a szubsztancidlis derivalt, ahogy azt az A fiiggelékben részletesen megmutat-
tuk (A.66). (A.21) linearizalasaval kapjuk a kis deformécié és a sebességmez6 kozotti
ismert Osszefliggést :

g4 = %(8%]‘ + 00Y). (2.191)

A (2.74), (2.75) és (2.104) tomeg-, lendiilet- és belsGenergia-mérlegek valtozatlanok,
de érdemes egyOntetiien szubsztancialis derivaltakkal felirni Oket,

p+ pd'v' =0, (2.192)
pit + &P = (2.193)
pé+diqt = — PUgi, (2.194)

YEz a fejezet a [301, 302, 303, 304, 51] munkékon alapul.
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Itt P az impulzusmérlegben szerepld teljes nyoméss, amelyet jelslésben megkii-
16nbéztetiink a termodinamikai potencidllal definialt statikus P¥ nyoméstél. A fenti
mérlegekbdl az entropiaprodukcio kiszamitdsdhoz csak az utolsora, a bels6 energia
mérlegére lesz sziikségiink. Feltételezziik, hogy a fajlagos entropia a deformacio fligg-
vénye, de ezen kiviil bevezetiink egy tenzori dinamikai szabadsagi fokot is, amelyet
€-vel jeloliink. Tehdt az 1.5 fejezet (1.57) Gibbs-relaciéjat a belsd valtozéval kiegé-
szitve a fajlagos entrépia definicids formuldit dltalaban kévetkezoképpen irhatjuk:

Js 1 ds  PY Js A

— i ¢ij === = S
5= S(e,&‘ 75 )7 ae - Ta 86” - ,0T7 65” - ,OT (2195)

Itt PY = —agtat a sztatikus nyomas, AY pedig a bels§ véltozéval kapcsolatos
intenziv valtozo, affinitdas. A Gibbs-relacié ennek megfeleléen a kovetkezo

P At

de = Tds — p d¥j+~?7d§i (2.196)

Itt az A% affinitdst gy vezettiik be, hogy az energia alapt formuldk legyenek egy-
szerlibbek. Ez a leirds nem a legegyszertibb termodinamikai oldalrél, viszont a kon-
tinuummechanikaban megszokottabb. Ennek megfeleléen és a legegyszertibb konkéav
fajlagos entrépia eseténél maradva a szokasos kvadratikus fliggés a belsd valtozétdl a
bels6 energiat korrigalja és igy irhatd:

£igi

2
A bels6 valtozé a termodinamikai egyensilytol vald eltérést jellemzi, a kvadratikus
forma meg6rzi az entropia konkavitasat a kiterjesztett allapottéren. Vegyiik észre,
hogy nem az entrépia, illetve bels6 energia Taylor-sordnak elsé tagjardél van sz6 ebben
az esetben, a fenti kvadratikus tag egyiitthatéja egy. Ez a Verhas-féle dinamikai sza-
badsagi fokokra alkalmazott szokasos feltevés. Ugyanis a lokalis egyensulytol torténd
eltérést altalaban reprezentalva, az entrépia konkavitasan kiviil minden maés informa-
ciét a belsd valtozé hordoz. Azaz ekkor a Morse-lemma miatt ez mindig megteheto,
nem jelent megszoritast [156, 309]. Masrészt a valtozdt a tovabbiakban ki fogjuk kii-
sz0bolni, a fejlodési egyenletekben kozvetleniil nem fog megjelenni, azaz akarmilyen
tovabbi jellemzése kényelmetleniil felesleges. Amennyiben méar a bevezetésekor va-
lamilyen konkrét fizikai jelentéssel ruhaznank fel a fenti valtozot, akkor nem lenne
megteheté a Morse-lemma altal megkovetelt atskaldzas. Ezt a gondolatmenetet ko-
vettilk a hévezetésre vonatkozé el6zé fejezetben. Azonban az egylitthatéval egytlitt
kikiiszobolve ekkor is ugyanazokra a formulakra jutnank.

Ezek utan az entrépia mérlegével az entropiadramsiriiség klasszikus formajanak
feltételezésével szamitjuk ki az entrépiaprodukciot:

s(e,e,€9) = so(e — ,e). (2.197)

i_qi
J=2 (2.198)
Ekkor
<y gy Pe ﬁjw_wiin_i?_l(w_igw_Uij
ps+8J—T+T€ T£+6T_q82T TP pPY)é Tf.
(2.199)
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0
Itt €Y a bels6 valtozéd objektiv idéderivaltjat jeloli. Ez természetes médon jelenik

meg az entrépiaprodukciéban a fajlagos skalar entropiafiiggvény szubsztancialis deri-
valtjan keresztiil (lasd A fliggelék, illetve [302]). Mivel a belsé valtozo6 tenzori karaktere
elvileg tobbféle is lehet (kotenzor, vegyes tenzor) ezért ez a derivalt is tobbféle formaja
lehet. Ebben a kifejezésben a konstitutiv fiiggvények a ¢* héaramstirtiség, P¥ nyomas
és a dinamikai valtozo fejlédési egyenlete. Ennek megfeleléen a termodinamikai erdk
és aramok:

Termikus Mechanikai Reolégiai
Erd D+ g4 —£Y
Q.
Aram q —(PY — pPi))T %

Vegyiik észre, hogy a homogén esetben is hasonlé termodinamikai eréket és ara-
mokat kaptunk (ldsd (1.69)). A folyadékokhoz hasonléan, (2.96), itt is bevezetjiik a
viszkézus nyomasnak megfelelé dinamikai és statikus nyomaskiilonbséget :

P = pii _ pii (2.200)

definiciéval. Idedlis mechanikai kontinuumra a rugalmas nyomas megegyezik a teljes
nyomaéssal. Idealis linedrisan rugalmas kontinuumban a fesziiltség aranyos a deforma-
cioval, azaz

P = 2 — \eMhgid, (2.201)

ahol p és A a Lamé-egyitthatok. A termodinamikai er6k és aramok kozotti linedris
kapcsolatok izotrop esetben kereszteffektust eredményeznek a masodrendii tenzori
erék kozott. A hovezetés ettdl fiiggetlen marad, vezetési egyenlete most is a (2.153)
Fourier-torvény, mert az izotropia miatt nem léphet fel csatolas a kiilléonb6z6 tenzori
rendii mennyiségek kozott, ellentétben a gyengén nemlokalis esettel. Tekintsiink most
izoterm folyamatokat, hogy a mechanikai-reoldgiai részt tisztan elemezhessiik. Ekkor,
izotrop esetben a két tenzornak a deviatorikus (szimmetrikus, nyom nélkiili) és gémbi
része (nyoma) egymastél fliggetleniil csatolédik, az izotrop fliggvényekre vonatkozd
reprezentacios tételek szerint [310, 311], hiszen az entrépiaprodukcié maga is izotrop
fliggvénye valtozoinak:

PR 1k b (2.202)
o
é—kk: l21ékk . l2§kk’ (2203)
péij) = k&) — fyogliD), (2.204)
O
£400) = oy 26 o), (2.205)

Egy masodrendi tenzor szimmetrikus, nyom nélkiili részét jeloltiik az indexek zaré-
jelezésével, AW) = (AU 4 AI%) /2 — AFR§ /3. Az egyiitthatékra fenndllnak az aldbbi
egyenl6tlenségek :

li >0, lo >0, lily — li2lo1 > 0,

ki > 0, ko > 0, kiko — k19kor > 0. (2.206)
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Lathatoan itt sem tételeztiink fel szimmetridt a kereszteffektusok egyutthatoéira vo-
natkozéan, hasonléan a dudlis belsé valtozdk esetén elmondottakhoz. A fenti egyen-
letekbdl kikiiszobolhetjiik a belsé valtozot, és kozvetlen Osszefiiggéseket kaphatunk
a nyomas és a deformécié kozott. Ezt legegyszertibb megtenni akkor, ha l1o # 0 és
lo # 0. A fenti egyenletekbél ekkor azt kapjuk, hogy

0
—19 P*F — PR — 08 4 3K, eRF 4 3KEM, (2.207)
O
—7 P _plia) — 7,&00) 4 opeli) 4 9Geti)) (2.208)
ahol az egyiitthatdk:

1 I 1
0=, Tdo=7, 3K,=—[(lila—l2la1)+ A, 3K = )\, (2.209)

lo ly l

1 k1 1
T=— T4 = —, 2n = f[(klkg - klgkgl) + QM], G = pu. (2.210)

ko ko ko

A negativ el6jellel a nyomasok el6tt ahhoz a tradiciéhoz igazodunk, hogy ezeket az
egyenleteket tobbnyire a fesziiltségekre, azaz negativ nyomaésra szokas rendezni.

Poynting-Thomson-, Zener- vagy standard reoldgiai testnek nevezzik a (2.208)
egyenlettel leirhaté kontinuumot, ha az objektiv idéderivalt a szubsztancidlis derivalt,
74 = 0 és ezen felil a gdmbi rész idedlisan rugalmas. Deviatorikus Kluitenberg—Verhds
testnek nevezziik dltalaban, ha 74 # 0. Térfogati Poynting—Thomson-, térfogati Zener
vagy térfogati standard reolégiai testnek nevezziik a (2.207) egyenlettel leirhat6 kon-
tinuumot, amennyiben 749 = 0. Térfogati Kluitenberg—Verhds testnek nevezziik, ha
740 # 0. Az altalanos eset a Kluitenberg—Verhas-test. A tehetetlenségi tagot reolégiai
egyenletekhez termodinamikai megfontoldsok alapjin eldszoér Verhas javasolta ebben
a formaban [156, 303].

A fenti egyenletekkel modellezhetd reoldgiai hatasokat az elmilt években szamos
munkaban elemeztem, mind kisérleti adatokkal tortén6 Osszevetés, mind gyakorlati,
els6sorban kézetmechanikai alkalmazasok szempontjabol.

1. Az objektiv iddéderivdlt lehetséges formadit a stacionarius egyszerii nyirds esetén
tenzor jellegli bels6 valtozdval vizsgaltam [302, 312]-ben. A masodik viszkomet-
rikus fliggvényre ez a modellvalasztas nulldt adott, ami jobban 6sszhangban van
a kisérletekkel, mint az egyébként jonak tartott Maxwell-modell, vagy az egytitt-
forgd derivaltas Jeffreys-modell [313, 314]. Megjegyzendd, hogy a hagyoményos
reolégiai modellekben a kiilonféle objektiv derivaltakat teljesen szabadon, min-
denféle elvi megfontolds (és termodinamikai hattér) nélkiil szoktdk hasznalni.

2. A standard Poynting—Thomson-test altaldnositasat jelento tehetetlenségi tag
szerepét célzottan vizsgalta, megoldasokat és kisérleti Gsszevetést adott [315].
FEzek a vizsgilatok a tehetetlenségi tag jelenlétére utalnak. Ezen kiviil Mat-
suki, Takeuchi illetve Lin és tarsai in situ kozetfesziiltség meghatarozasara ki-
dolgozott ASR (Anelastic Strain Recovery = rugalmatlan deformécié vissza-
nyerés) moédszerben csak a teljes, térfogati és deviatorikus részben is tehe-
tetlenségi Kluitenberg—Verhas-testtel tudtak megfelelé egyezést elérni a ki-
sérleti adatokkal, egyszeriibb, hdrom paraméteres reoldégiai modellekkel nem
[316, 317, 318]. Ezek a kifinomult mérések kozvetleniil, kisérletileg mutatjak,
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hogy a Kuitenberg—Verhas-test rugalmas testek reoldgidjaban gyakorlatilag is
fellép, habér standard laboratériumi koriilmények kézott nem sikeriilt eddig ki-
mérni.

. A fenti modell felallitdsdnal nem tételeztiink fel sem szimmetridt, sem antiszim-

metridt a vezetési egyenletekben, ellentétben [156]-al. Az &dltalanos alakd veze-
tési tenzor vizsgdlataval belattuk, hogy a modell egyiitthatéinak eldjel viszonyai
alapjan eldonthetd, hogy a szimmetrikus, vagy az antiszimmetrikus tag a domi-
nans (ezt neveztiik tul- illetve alulcsillapitott esetnek). Belattuk tovabba, hogy
a szokott elemkombindciés médon eldallitott reolégiai testek esetén a Verhas-
elem nélkiil nem fedhet6 le termodinamikailag lehetséges differencidlegyenlet-
paraméterek tere [202, 319, 320]. Az el6z6 pontban emlitett in situ kézetfe-
sziiltség meghatarozasara szolgdlé kisérleti vizsgalatokban a harom paraméte-
res modellek elégtelensége azt jelenti, hogy énmagaban sem szimmetrikus, sem
antiszimmetrikus csatolas nem elegendo kézet reoldgiai viselkedésének modelle-
zésére.

. Térfogati Poynting-Thomson standard test lehet&ségét a kézetmechanikdban

Dobréka vetette fel [321], t6le fiiggetlentil és joval kés6bb pedig Cristescu [322].
A csatolt térfogati és deviatorikus tehetetlenségi Poynting—Thomson-modellek
egyenleteinek megoldasat Szarka, Asszonyi és Filop adta meg [315]. A térfogati
reologia lehetséges szerepét a hagyomanyos mechanikai paraméterek, a Young-
modulus és a kiilonosen a Poisson-tényez6 mérésében [323] térgyalja. A kisér-
leti adatokkal torténd Osszevetés, a képlékenység egyidejii figyelembe vételével
[324, 308]-ban talalhaté. Ebben Docamid 6G-H-val'? végzett laboratériumi ki-
sérletek esetén egyértelmiien kimutathatdk a térfogati reoldgiai hatasok.

. Ezeket a reolégiai modelleket gyakorlati problémékra is alkalmaztuk. Az alag-

utnyitas kérdését a deviatorikus standard modell megoldédséval téargyalja [325].
Ennek jelent6s altalanositasat adja meg, tetszéleges deviatorikus és térfogati
reologiai modellre megoldva az alagitnyitasi problémat Filop és Béda [326],
Asszonyi, Szarka és Béda pedig a Kluitenberg—Verhds test eseteit elemzi rész-
letesen [327]. A teljes rugalmassdgtani és reoldgiai problémat leginkabb [328]
vizsgalja, eredeti megoldasi mddszerekket ad a Volterra-elv alkalmazaséra.

. Kozvetlen mérnoki, gyakorlati kérdések elemzésénél is hasznosnak bizonyul a

reologiai hatdasok figyelembe vétele. Példaul a MOL farasmintdinak elemzésére
(lasd [329, 330, 331, 332, 333], illetve a bataapati NRHT alagutjainak hosszu-
tava monitorozasakor [334, 335, 336]. Eddigi kutatdsaink szerint rdadédsul fon-
tosnak bizonyulhat a harmadik generaciés gravitaciéshulldm detektorok esetén
kikiiszobolendd newtoni zaj hatdsdnak pontos modellezésekor [337, 338].

12 Poliamid, szerkezeti miianyag.
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

La pensée n’est qu’un éclair au milieu d’une longue nuit.
Mais c’est cet éclair qui est tout.!

Henri Poincaré

3.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések a hidrodinamikarol

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a kontinuum- és a homogén termodinamikai
elméletek hogyan egészitik ki egymast. A kontinuumelméletekhez hasznosnak bizo-
nyult megkonstrudlni a hozza tartozé kézonséges, avagy homogén termodinamikat, a
Gibbs-relaciéval mint alaposszefliggéssel. Ez segitett a gyengén nemlokalis és a lokali-
san nemegyensulyi elméletek esetén is a masodik f6tétel konstruktiv alkalmazasaban.
Azt is lattuk, hogy a Gibbs-reldcié kényelmes megfogalmazasa annak, hogy az entrépia
milyen valtozdk fiiggvénye. Bizonyos értelemben ez mindig a legnehezebb kérdés a ter-
modinamikai modellezésben: az alapallapotér kivalasztasa és a kinematikai tulajdon-
sdgok rogzitése. A specialis relativisztikus folyadékok jé példat mutatnak arra, hogy
pusztan homogén rendszerek vizsgélataval az alapvetd kinematikai tulajdonsagokat is
nagyon nehéz tisztazni. Az el6zéekben azt is hangsilyoztam, hogy a masodik fététel
miatt a homogén egyensily aszimptotikusan stabil, és ez az a tulajdonsag amely ért-
hetové teszi a termodinamikat. Latni fogjuk, hogy a relativisztikus folyadékok esetén
ez a feltétel még fontosabb: kulcsszerepe van a helyes elmélet kivalasztasaban.

A relativisztikus gz és folyadék termodinamikai testek homogén relativisztikus
kinematikajanak tisztdzasa, azaz a valtozok kivilasztisa elvileg mar 1907-ben meg-
tortént, amikor Planck és Einstein a relativisztikus elektrodinamika és mechanika
utan a harmadik klasszikus elméletnek, a termodinamikanak is megadtak a relati-
visztikus megfogalmazasat [339, 340]. Legfontosabb megallapitdsuk szerint a moz-
gb testek kozott energia-impulzus-csere zajlik és nem energia- vagy impulzuscse-
re: relativisztikusan energia vagy impulzus kiilon-kiiloén csak vonatkoztatasirendszer-
fliggben létezik. A relativisztikus elméletekben természetes kovetelmény a kovariancia,
a vonatkoztatasirendszer-fiiggetlenség. Fz az el6z6 fejezetekben targyalt a nemrelati-
visztikus objektivitas megfelelGje. Ezért Planck és Einstein az energiaimpulzus-vektort
vezette be a kiterjedt termodinamikai test allapothatarozéjaként, és ennek megfele-
16en médositottédk a Gibbs-relaciét.? Ebben az idében azonban a nemrelativisztikus
kontinuumelmélet (is) meglehetdsen fejletlen volt. Ugyan Jaumann nyomén ekkortajt

1 A gondolat csupén villdm a hosszantarté éjszakéban. De a villim a minden.
2 A termodinamika mindkett&jitk szdméra fontos volt: remény és minta a fizika egységes meg-
alapozésa felé [341].
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keriilt az alapveté mérlegek kozé az entrépia és az energia [103], de munkassiga a
kontinuummechanikén kiviil gyakorlatilag ismeretlen maradt.? Carl Eckart taldlta ki
a masodik f6tétel alkalmazasat az entropiamérleggel az anyagtorvények szarmaztata-
sara, rdadasul egy csapasra relativisztikusan is és a rugalmas szildrd anyagok kontinu-
ummechanikdjat is beleértve [60, 61, 62, 63]. Eckart egységes levezetését adta a Fick-,
Fourier-, Navier—Stokes-féle anyagtorvényeknek, és ezzel 1ényegében megalapozta a
nemegyensulyi termodinamikét, mint tisztan makroszkopikus elméletet.

Relativisztikus folyadékokra vonatkozd elméletében Eckart két korlatozo felte-
vést hasznalt. Egyrészt a belsGenergia-siirtiségnek az energiaimpulzus-siiriiség ten-
zor 1d6-id6-szeril részét tekintette (ez tulajdonképpen ellentmond a Planck-Einstein-
felfogasnak), masrészt pedig a folyadék sebességmezdjét a nemrelativisztikus gyakor-
latnak megfelelen a részecskeszam-siirtiséghez kototte. Ez utébbi problematikus vol-
tat Landau és Lifsic ismerte fel, megallapitva, hogy a sebességmezo6 valasztas kérdése
is lehet, és egykomponensii folyadékok esetén is valaszthatunk maéasképp, példaul az
energiat is tekinthetjik a sebességmezét meghatérozo fizikai mennyiségnek [342]. Je-
lenleg azt gondoljuk (nemrelativisztikusan is), hogy a sebességmezd valamilyen anyagi
mennyiség aramlasit jellemzi — a részecskékét Eckart-aramlas esetén és az energidét
Landau—Lifsic-aramlas esetén — és a kiilonféle aramlasokat szabadon valaszthatjuk,
atszamolhatjuk egymasba. Ezt a szabadsigot a kinetikus elmélet messzemenden ki-
hasznélja (pl. a momentum-sorfejtés technikéi).

Eckart elméletét késébb két szempontbdl kritizaltdk. Egyrészt, a Fourier—Navier—
Stokes-egyenletek relativisztikus altalanositasaként parabolikus differencialegyenlet-
rendszerre vezet, elvileg végtelen jelterjedési sebességgel. Ez az érv eredetileg a ho-
vezetés nemrelativisztikus elméletére vonatkozott elsésorban [84], de kés6bb a relati-
visztikus elmélet megvaltoztatdasihoz is f§ motivacioként szolgalt [86]. Az elsd ilyen el-
képzelést, mely az egyenletek kiegészitésével megjavitotta ezt a hianyossagot, Miiller—
Israel-Stewart-elméletnek, illetve Israel-Stewart-elméletnek nevezik (a tovabbiakban
MIS) [343, 344]. Miiller 6tlete, illetve els6 javaslata alapjan Israel és Stewart kidolgoz-
tak a folyadékelmélet kinetikus gazelméleti hatterét és egyszerii gdzokra kiszamoltak a
masodrendii egyttthatoit is [345, 346, 347]. Ezt erdsitette az Eckart-elmélet generikus
instabilitasanak, azaz a homogén egyensilyi megoldas kis perturbéciékkal szemben
fellépd instabilitdsdnak felismerése [348], majd bizonyitasa tetszéleges dramlés esetén
[55, 349]. Kés6bb Hiscock és Lindblom bizonyitottédk az Israel-Stewart-elmélet generi-
kus stabilitasat is [350, 351, 352], de csak Eckart-aramlas (részecskeszamhoz rogzitett
sebesség) esetén. A generikus stabilitds bonyolult feltételeket kovetel meg az allapot-
egyenletre és az egyensulytél vald eltérést jellemz6 tgynevezett MIS-egyiitthatokra
egyarant.

A parabolikus differencidlegyenletek ellen egy fontos érv, hogy a folyadékelméletek
kauzalitasat szigorian véve, azaz matematikailag is pontosan, csak akkor allithatjuk,
ha az elmélet differencidlegyenlete szimmetrikus hiperbolikus. Csak ilyen elmélete-
ket fogad el érvényesnek a raciondlis kiterjesztett termodinamika [353]. A szimmet-
rikus hiperbolicitas bizonyitasa dltalaban nehéz, viszont az tigynevezett divergencia-
tipusu elméleteket eleve igy konstrualjak [354, 355, 356]. Ezek az elméletek az MIS-
elmélethez hasonléan a kinetikus elmélet momentum sorfejtésével kapott egyenlet-
rendszerrel kompatibilisak, annak fenomenologikus altalanositdasai. Divergencia-tipusi

3 Léasd az elézé fejezet 4. labjegyzetét.
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elméleteket csak mostandban alkalmaztak gyakorlati szamitdsokra [357]. Megjegyzen-
do, hogy a MIS-elmélet nem divergencia-tipusi, és nemhogy a hiperbolicitdsa, de még
a szimmetridja sincs bizonyitva. Csak a linearizalt valtozatara és csak Eckart-aramlas
esetén bizonyitott a szimmetrikus hiperbolicitds [358]. A hiperbolicitds manapség is
szamos disszipativ relativisztikus folyadékokkal foglalkoz6 kutatas legfontosabb célja
[359, 360].

Fizikailag, a kauzalitds vizsgalatakor nemcsak az egyenletek szerkezetét, hanem
érvényességi korét is figyelembe kell venni. Valéjaban a parabolikus egyenletek relati-
visztikus esetben sem zarhatéak ki elvi alapon az érvényes fizikai elméletek korébol.
Ahogy a klasszikus hévezetés esetén mar emlitettiik, érvényességi koriik korlatozza
a jelterjedési sebességet. Egyrészt a kontinuum viselkedés megsziinik a koézepes sza-
bad tthosszhoz kozeli tavolsagokon, mésrészt az adott fizikai mennyiség (hémérséklet,
slirliség) valtozésa sem lehet akarmilyen kicsi: az anyag szerkezete, és a véletlen in-
gadozasok behataroljak azt, tovabba a jel megfigyelhetoségének is vannak korlatai.
Ennek megfeleléen fizikai jeltovabbitasi sebesség altalaban sokkal kisebb, mint az el-
vileg lehetséges [243, 244, 242, 245].

Azt is fontos latni, hogy egy parabolikus elméletet mindig ki lehet terjeszteni ma-
gasabb rendil hiperbolikussé és viszont. Azonban az ilyen kiterjesztés csak generiku-
san stabil elméletek esetében értelmezheto jol. Vagyis az cseppet sem kénnyl kérdés,
hogy mondjuk a MIS-elmélet milyen értelemben kozelitése a Fourier—Navier—Stokes-
elméletnek, milyen feltételekkel azonos a fizikai tartalmuk, ha annak relativisztikus
altalanositasa, az Eckart-elmélet nem stabil [358, 361].

2005-t01 kezdve egyre bizonyosabba valt, hogy a kvark-gluon plazma — ellentétben
az elézetes elvarasokkal — nem idedlis, hanem inkabb disszipativ folyadékként mo-
dellezhetd [362]. Ezt megerdsitették elméleti jéslatok a nyird viszkozitds minimuméra
vonatkozdan, részben tiszta kvantummechanikai érveléssel [363], illetve az AdS/CFT
(anti-de Sitter téridé és konform térelmélet) kapcsolatra vonatkozo sejtésre alapozva
[364, 365, 366]. Ezért a disszipativ specidlis relativisztikus folyadékokra vonatkozé
kutatasok is felélénkiiltek [367].

Az elmélet szerkezetére vonatkozo vizsgalatok alapvetéen két csoportra oszthatoak.
A legtobben elfogadjik a Miiller—Israel-Stewart-elméletet kiindulépontnak és nem
gondoljak, hogy a parabolikus elmélet javithatd. Ezek a kutatdsok a MIS-elmélet
kiegészitését keresik a kinetikus elméletre alapozva [368, 369, 370, 371, 372], de a
gyengén nemlokalis kiterjesztés egy sajatos fenomenologikus moédszere, a gradiens
sorfejtés (gradient expansion) is elfogadott és népszerti [373, 374, 375].

A vizsgédlatok masik dga a parabolikus, elsérendli elmélet javitasat, elsGsorban a
stabilitds problém&janak megoldasat tlizte ki célul. Tsumura, Onoshi és Kunihiro
az adramlas valaszthatdsagban rejlé szabadsagot hasznaljak ki, és ezt a Boltzmann-
egyenlet renormaldsan alapuld szdmolassal tamasztjak ald [376, 377, 378, 379, 380,
381, 382]. Sandoval-Villalbazo és Garcia-Colin, illetve Garcia-Percinante pedig a
bels6energia-mérlegnek az energiaimpulzus-mérlegtol torténd szétvalasztasaval pro-
bélkozik [383, 384]. A mésodik esetben felmeriil6 elvi problémékon tilmenden [385]
mindkét javaslat kozos jellegzetessége, hogy a kapott egyenletek generikus stabilitasa
feltételes marad, azaz a termodinamikai stabilitdson és a transzportegyiitthatok pozi-
tivitasan tilmenden tovabbi, elvileg nem indokolhaté fizikai feltételek esetén all csak
fenn.

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha a MIS elmélet problematikus, akkor hogyan adhatnak
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az erre alapozott szamitasok mégis latszélag kielégité eredményt a nehézion-tiitkozések
szimuldciéiban? Ennek két oka van. Egyrészt az, hogy a kinetikus elméletbdl erds
egyszerusitésekkel kiszamolt egytitthatok lényegében kielégitik a generikus stabilitas
feltételeit, masrészt az, hogy az adramlas valasztdsa szinte kivétel nélkiil a Landau—
Lifsic-féle (gradiens sorfejtés nem is mitkodhetne masként), a Landau-Lifsic-dramlas
pedig, mint a kovetkezé fejezetekben latni fogjuk, kikiiszoboli az instabilitast okozd
tagokat.

A tovabbiakban megmutatom, hogy az el6z6 fejezetekben bemutatott termodina-
mikai elemzés ebben az esetben felszinre hozza az Eckart-elmélet hidnyossagait, és ra-
vilagit arra, hogy a bels6 energia nem megfelel§ definicidja a stabilitasi probléma oka.
Megmutatom tovabba, hogy a kinetikus elmélettel valé kompatibilitas kévetelménye
tovabb drnyalja a képet, és a masodik fotétel egyenlGtlenségének pusztan fenomeno-
logikusan nehezen megtalalhaté megoldasara mutat ra, ahol a Gibbs-relaci6 teljesen
szokatlan formaban jelentkezik. Latni fogjuk azt is, hogy az igy kapott elsérendii
relativisztikus disszipativ hidrodinamikai elmélet generikusan stabil. Végil e hidro-
dinamikai megoldasok homogenizaldsaval a relativisztikus homérsékletre vonatkozo
eddigi elképzelések is érthetd keretbe keriilnek.

Ezen kutatdsok alapjan tehat egy kielégité disszipativ hidrodinamikai elméletnek
harom dolgot kell egyszerre teljesitenie:

— A termodinamikai feltételeknek biztositaniuk kell az elmélet generikus stabilita-
sat. Azaz megkoveteljiik, hogy a linearizalt hidrodinamikai egyenletek homogén
egyensulyi megoldasanak aszimptotikus stabilitasa kévetkezzen az allapotfiigg-
vényekre vonatkozé termodinamikai stabilitasi feltételekbdl és az entropiapro-
dukcié nemnegativitasat biztositd vezetési egyenletekbdl.

— Kompatibilis legyen a kinetikus elmélet egykomponensii, homogén folyadékokra
vonatkozdé legegyszeriibb eléirdsaival.

— Eleget kell tegyen a masodik f6tételnek, méghozza egy szigora konstitutiv elem-
zés szerint is, azaz példaul az el6z6 fejezetekben bemutatott Liu-eljarassal kapott
feltételeket ki kell elégitse.

3.2. Az Eckart-elmélet

Ebben az alfejezetben levezetjiik Eckart elméletét, egy kicsit altaldnosabban, mint
6 tette, nem Eckart-dramlassal. A Lorentz-forméra vonatkozéan a diag(1l,—1,—1,—
—1) elgjel konvenciét fogjuk hasznélni. A mértékegységeket olyan médon vélasztjuk,
hogy a Boltzmann-allandé és a fénysebesség értéke legyen az egység ¢ = 1, kp =
= 1. Csak egykomponensii és izotrop folyadékot targyalunk, amelynek nincs belso
impulzusmomentuma.

A hidrodinamikai alapmennyiségek az N® részecskeszamstiriiség-vektor, és a T
energiaimpulzus-tenzor. Ezeket egy tetszoleges u® sebességmezo segitségével altalano-
san a kovetkez6 formaban irhatjuk:

N = nu® + j9, (3.1)
T% = euu® + uq® + ¢*u® + P®. (3.2)
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Itt n = u®N, a részecskeszamsliriiség-vektor u® szerinti id6szerti része, j¢ = A®N,
pedig a térszeri része, ahol A% = g% — b, Itt és a tovabbiakban minden esetben
az u® sebességmez0 szerinti lokalisan egyuttmozgd rendszerben vett n részecskeszam-
stirliségrél és j* részecskedram-siiriiségrol beszéliink. Amennyiben kilénb6zé sebes-
ségmezOk is szerepet jatszanak a gondolatmenetben azt kiilon jeloljik. Hasonléan a
részecskeszam-stirtiséghez, e = uqup T az energiaimpulzus-tenzor idé-idészerti része,
az energiaslriség, ¢% = uCTCbAg az idO-térszerli része az energiadram, mely meg-
egyezik a tér-idOszeri részével, az impulzussiriséggel, mert bels6 impulzusmomen-
tum hidnyaban az energiaimpulzus-tenzor szimmetrikus. Ugyanezen oknal fogva az
energiaimpulzus-tenzor tér-térszerii része, a P® = AgTCdAZ nyomas is szimmetrikus.

A sebességmez0 az dltalanosan elfogadott nézet szerint nem alapvetd fizikai mennyi-
ség, valamilyen konkrét anyagi tulajdonsdghoz kell (lehet) rogziteniink. Ha gy adjuk

meg, hogy j¢ = 0%, azaz uf, = \/%, akkor Eckart-aramlasrol beszéliink?*. Ha az
energiat tekintjik a folyadék mozgasat meghatiarozé mennyiségnek, akkor Landau—

uy [ T
VU TaTgeus
Megjegyzendo, hogy ez csak akkor teheté meg, ha az energiaimpulzus-tenzornak
van idészerii sajatvektora (példdul az elektromédgneses sugarzasi tér energiaimpulzus-
tenzoranak nincs).

A nemrelativisztikusan mar megismert % := 10, szubsztancidlis derivaltat itt leg-
tobbszor egylittmozgd derivaltnak nevezik, és pontozassal jelolik. Ennek segitségével
a részecskeszam és az energia-impulzus megmaradasa a fenti relativ mennyiségekkel
a kovetkez6képpen irhatd

Lifsic-aramlasrol beszéliink. Itt ¢* = 0% és a definicié implicit: u§; =

OuN® =1+ no,u® + 0,5 = 0, (3.3)
BT = éu® + eu®Opu’ + ¢ + “Opul + ei® + udyq’ + POu® + 9 P® = 0%, (3.4)

Az utébbi egyenletet célszerli energia- és impulzusmegmaraddasra bontani.

UaOpTY® = é + eyl + ueq® + O’ + w0 P™ = 0,
A2 T® = ei® + AL + ?Oyub + ¢°Opu® + A9, PP = 0°. (3.6)

A mechanikai disszipéacié a folyadékban lokéalis, a sebességmezdhoz viszonyitott relativ
mennyiségekkel irhaté fel, ezért kellett felirnunk a mérlegeket mindenképpen id6 és
térszerti komponensekkel. A termodinamika itt is a lokalis mennyiségek kézott mond
viszonyokat, hasonléan a nemrelativisztivisztikus esethez.

Az Eckart-elméletben a lokalis egyensuly definicidja egyszerii és ésszerii, a nemrela-
tivisztikus eset legkézenfekvébb dltalanositasa. Az entropiastriiség a lokalisan nyug-
v6 vonatkoztatasi rendszerben az ugyanabban a vonatkoztatdsi rendszerben vett e
energiasiiriiség és n részecskeszamsiiriiség figgvénye, s = s(e,n). Az Eckart-elmélet
Gibbs-reldcidja az (1.16) nemrelativisztikus Gibbs-relaciéhoz hasonld

de = T'ds + pdn, (3.7)

ahol T' a hémérséklet, u a kémiai potencidl, s = u,S® az entrdpiasiirtiség a lokalisan
nyugvo vonatkoztatasi rendszerben, ahol S jeloli az entrépia négyesaram-siiriiséget.

4 Ez megfelel a nemrelativisztikus baricentrikus sebességnek, amennyire csak megfelelhet.
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A nemrelativisztikus és relativisztikus jelolést a hagyomanyok szerint és miatt kii-
lonboztettiikk meg, példaul a belsé energiasiiriiség p. volt nemrelativisztikusan, rela-
tivisztikusan pedig az elébbiekben megadott e-vel jeloltiik az energiaimpulzus-tenzor
id6-id6szerit komponensét . Az entrépiat u® szerinti id6- és térszerii részekre hasithat-
juk, azaz s entrépiastirtiségre és J entrépiadram-stiiriiségre:

S = su® + J. (3.8)

Természetesen az extenzivitast érvényesnek tekintjik és ezért az (1.17) Gibbs-Duhem
reldcié és a nyomast definidlé extenzivitasi tulajdonsag is pontosan olyan, mint nem-
relativisztikus folyadékoknal.

Eckart az entropiamérleget allitotta targyaldsanak koézéppontjaba és ennek segitsé-
gével definidlta a disszipativitast ugy, ahogy ez a nemegyenstlyi termodinamikaban
azota altalanos. A konstruktiv elmélethez a lokalis egyensiilyon kiviil az entrépiadra-
mot is valahogy meg kell allapitani. Ez utébbirdl is azt feltételezte, hogy a nemrela-
tivisztikus esethez hasonléan

a

a_4 _Fa
J—T T (3.9)

formaban irhatd. Ekkor az entrépiaprodukcié kiszamolhato:

029% = 5 + s0pu’ + 0, J* = (3.10)
1 . . a ;A
. 1 1
— _]“aa% + fﬂab&lub +q° <8“T + ;) > 0. (3.12)

Itt 1% = P% 4+ A®p ahol a p nyomést (1.17) alapjan kapjuk. Ez az entrépia-
produkci6 analég a nemrelativisztikus (2.108) formuléval, termodinamikai eréket és
aramokat azonosithatunk benne. Nemrelativisztikusan a diffiziés tag hidnyzik, vita-
tott, hogy miért [129]. Kézenfekvéen ebben a kvadratikus formuldban is j%, TI% és
q* a termodinamikai dramok, a konstitutiv mennyiségek, szorzéik pedig a megfelelé
termodinamikai erék. Ezek kozott linearis kapcsolatot feltételezve izotrop anyagok-
ra megkapjuk a nemrelativisztikus Fourier—-Navier-Stokes anyagtorvények Eckart-féle
relativisztikus altaldnositasat:

1
C= A" ( Oy~ + — 1
’ (ag+7). (313)
Jt = —CA“"(%%, (3.14)
1% = 200'*u® + 1,0.ucA®. (3.15)

ahol \ a hévezetési egylitthatd, ¢ a difftzids egyiitthatd, n,n, a nyiré és térfogati
viszkozitasok. A hévezetés és a diffizidé kozotti kereszteffektust (Soret-Ludwig) itt
és a tovdabbiakban figyelmen kiviil hagyjuk. () zar6jel a zardjelezett indexekre vett
térszerl, szimmetrikus, nyom nélkili részt jeloli itt is, azaz

Aut + 9yc

a@uwzzAgAg< .

o).
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3.3. Termodinamikai elemzés

Az entrépiaprodukcié fenti forméjanak véaratlan kovetkezménye a gyorsuldsfiiggd
(3.13) Fourier—Eckart-torvény. A gyorsulds megjelenése az energiadram részeként az
energia-impulzus csere termodinamikai fontossagara utal.

3.3. Termodinamikai elemzés

UAz el6z6 részben ismertetett gondolatmenet gyengeségei ugyanazok, amit a
nemrelativisztikus vizsgalatoknal mar emlitettiink. Miért pont igy valasztjuk az
entrépiadaram-siriiséget 7 Lehetnek-e azok a konstitutiv fliggvények valtozdi, amelyek
az er6-aram-parok kijelolése soran megjelentek? Illetve meg kellene érteni a sajatos
relativisztikus ijdonsagot, az energiadramba keriilt gyorsuldst. Lattuk a nemrelati-
visztikus esetben, hogy a klasszikus irreverzibilis termodinamika heurisztikus felte-
vései pontos feltételekhez vannak kotve, bonyolultabb viszonyok kozott egy mélyebb
elemzés segithet ezeket a feltevéseket altalanositani. Ebben a fejezetben Liu eljarasat
alkalmazzuk gyengén nemlokalis relativisztikus folyadékokra.

Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy a (3.3) részecske- és a (3.4) energiaimpulzus-
mérleg lesznek a kényszerek az entrépiamérleghez, ezért

— az alapvdltozdk terét (n,e,u®), a részecskeszam-silirliség, az energiasiiriiség és a
sebességmez6 feszitik ki,

— a masodrendiien gyengén nemlokalis konstitutiv dllapotteret a (e, u®, n, Oge, Opu®,
Oany Ogpe, Opct®, Ogpn) Valtozok feszitik ki,

— az anyagfigguények pedig a j¢, q% P™ részecskedram, energiadram és nyoméas
lesznek.

Eckarthoz hasonléan a lokélisan nyugvé rendszerben vett mennyiségekkel keressiik
a termodinamikai 6sszefiiggéseket. Altaldban is igaznak tiinik, hogy a termodinamika
mindig feltételez egy kozeget, a disszipacio a kézeg egyfajta idedlis mozgasara vonat-
koztatva zajlik. A transzportegyenletek pontosan a térbeli inhomogenitasok hatdsara
létrejovo lokalis valtozasokat irjak le. Hangsulyozzuk, hogy a lokalis egyenstuly nem
azt jelenti, hogy lokalisan a folyadék minden pontjaban az egyensulyi impulzuseloszlas
lesz érvényes, hanem azt, hogy az impulzuseloszlas torzulasa a termodinamikai para-
méterek gradienseivel, térszerli derivaltjaival leirhatéak. Ezért nem remélhetd, hogy
értelmes termodinamikai Osszefliggéseket kapnank a sebességmez6 nélkil. A kérdés,
hogy mi hatarozza meg ezt a sebességmezot.

Az  entropiamérleg egyenl6tlenségében a  részecskeszam-mérleget A, az
impulzusmomentum-mérleget A* Lagrange—Farkas-szorzoval figyelembe véve kapjuk,

YEz a fejezet a [386] munkamon alapul.
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hogy:
035 — NgOpT® — N, N® =
= 0.5%0¢ + DS Dgul + 0,5 Dt + Do,eS s + gyue S Oy’ + Doy S Dayn-+
+ 88bcesaaabce + 88bcud Saaabcud + aabcnsaaabcn_
~ A (86Na5'ae + 8,0 Nt + 0 NDan + D,e N®Oupe + Dgyue N O+
+88bnNaaabn + 88bceNaaabce + 86bcudNaaabcud + aaanNaaabcn) -
-ﬂ%(@T@@e+agﬂ%mf+@Jwan+@mT“%&+¢@mT“&w%-
+ 8SCnirOLbabcn + 88CdetTOLb8bcde + a{)adue Tababcdue + 886dnTab8bcdn) > 0.
(3.16)

A harmadrendli derivaltak egyiitthatéinak eltiinése a kovetkezd Liu-egyenleteket
adja:

Dubee 09y,e5% — Mg, e N — N, . T = 0°%°, (3.17)
Dubelld - D9y S — Ny uy N — Mooy, T = 0 (3.18)
Dupen D9y, S — Aay.n N — NgDa, n T = 0°%°. (3.19)

Itt az egyenlGség csak az abc-ben teljesen szimmetrikus részére all fenn az egyenletek-
nek. Egy megoldasuk megadhatd, ha feltételezziik, hogy a Lagrange—Farkas-szorzdk
csak elsérendiien nemlokalis konstitutiv fiiggvények, azaz

(AMAY) = (A A% (e, u,n, Oqe, Opu®, Ogn) (3.20)

Ez természetesen nem a legédltalanosabb lehetéség. Ekkor azt kapjuk, hogy
54— AN® — AyT% — A% = 09, (3.21)
ahol A% = A%e,u’ n,0qe, Opu®, 0gn) tetszbleges elsérendiien gyengén nemlokalis

konstitutiv fliggvény lehet, amelynek u® szerinti tér- és idészerli részét a® = AgAb—
vel, illetve a = ub Ap-val jeloljiik, azaz A® = au' + a®. A tovabbiakban fontos szerepet
jatszik a A, multiplikdtor tér- és idOszerli részre torténd hasonld felbontasa, amit a
kovetkezoképpen tesziink meg:
u® + w®
A= ——, 3.22

- (3.22)
ahol wu, = 0. Vegyiik észre, hogy ez a felbontas teljesen altaldnos, csak kiemeltiik a
vektor id&szer(i részét és annak abszolit értékét, 1/T-vel jeloltuk. Vezessiik be tovabba
ezen kiviil a kovetkezd jeloléseket: A = /T és a = —p/T. Ezek utén a fenti, (3.21)
Osszefiiggést a kovetkezéképpen bonthatjuk id6 és térszerii részre:

1 a
T (Ts + pun — e — wyg” —p) u + J° —I—ja% - q? — wyP™ + o = 0% (3.23)
Az id6szerl rész ezek szerint azt adja, hogy:
e+ weq® = (uq + we)E* =T's + pun — p, (3.24)
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ahol E® = wT% az energiaimpulzus-vektor. A térszerti rész nulla volta pedig az
entropiadramot teszi kiszdmithatova. Itt ismét egy specidlis feltétellel élve megkive-
teljiik, hogy a nyomas legfeljebb elsérendii gyengén nemlokalis fiiggvény legyen, azaz
P = PW(e u® n,d,e,Oyu®, dun). Tletve feltessziik, hogy a® = w, P, ezért az ent-
ropiadram siirtisége:
q* 14
Jer=21 _ja
T 7T
Ennek az egyenlségnek a felhasznédldsaval a (3.16) entrépiaprodukeié a kovetkezd
formara egyszertisodik:

(3.25)

1 1 . 1
o= aae |:Ua <6 S — T — ?aeq ) + qaaef —]aae% — waaepab] +
Wy w
+ Qgu® [u“ (8b3 -7 e+ ? - ?Cauqu) +
1 P+ Afp — wpq
O — O~ T, Pt Z ] +
1 1 . 1
+ (%n |:’U,a <8ns — T — ? > + qaanf — j“@n% T banPab:| -+
w, 1 . 1
+ Ogpe [ua (%bes - ?Caabeqc) + qaaabef - ]aaabe; Twcaabepca:|
Aapui® |u® (8 Y g eg®) + @Dy = — 50 Dy e P
+ Oapu™ | U OpucS — T opucqd ) +¢q a,,ucT a,,uc T de Opuc

w
+ Oy |:Ua (f%bns - ?caabnqc> + qaaabn —J 881,71 wcﬁabnpm] >0

T T
(3.26)

Ha s = s(e,u®, n, 0ue, Opu®, dyn) elsérendiien gyengén nemlokalis, akkor tovabbi egy-
szerlisités utan:

(. € o _Wosb | 9o~ €W b
U—( T—I-T Tq—i-iT u)-i—

+ q“@a% %04 ; T (Pab —l—pé“b) OgUp — w? (8 P 4 ¢%0,u ) >0. (3.27)
Ennek az egyenl6tlenségnek keressiik a lokalis egyenstllyal 0sszeegyeztethet6 megol-
désait. Ez azt jelenti, hogy az entrépia parcidlis derivaltjait az elso, zardjeles kifeje-
zésben kell megfeleléen rogziteniink. Kinalkozik, hogy az entrépia kodzvetett mdédon
fliggjon az allapottér derivalt valtozbitdl, azaz s = s(e, q*(e,u,n, dye, Opu®, dyn), n)
moédon. Tehat a Lagrange—Farkas-szorzékat, azaz a T, u, w, fiiggvényeket az entropia
derivaltjaival azonositjuk:

1 W Wq

0es = T Ons = — Oge8 = —. (3.28)

Ezek utan, ha nem szeretnénk, hogy az entropiasiiriiség kozvetleniil a sebességtdl is
fliggjon, akkor a zardjeles kifejezés tovabbi része a kovetkezd parcidlis differencial-

egyenletre vezet:

qp — €Wy

T = q0es — e0ps = 0. (3.29)
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Ennek a parcilis differencidlegyenletnek altaldnos megoldésa s(e,q®,n) = 3§(e? +
+ ¢“Qq,n). Amennyiben pedig elvarjuk, hogy az entrépiasiiriiség homogén nullad-
rendu fiiggvénye legyen az energiasiriiségnek, azaz megorizzilk az extenzivitast, ak-
kor s(e,q*,n) = 3(v/€?+ ¢%a,n) = §(|E*||,n). Tehat az entrépiasiiriiség csak az
energiaimpulzus-vektor abszolut értékétol fiigghet.
A vonatkoz6 Gibbs-relacié a kévetkezd lesz:
de + q—adqa = T'ds + pdn. (3.30)

e
Belathato, hogy lokalis egyensily ezen Gibbs-reldcién alapuld definicidjabol szarmaz-
tatott hidrodinamikai elmélet generikusan stabil dltaldnos dramlésok mellett [233], de
a kovetkez6 3.4. alfejezetben latni fogjuk, hogy nem kompatibilis a kinetikus elmélet-
tel.

A kinetikus elmélettel valé kompatibilitdst tigy érhetjiik el, ha a (3.27) els6 zaré-
jelében levé Gsszeg nem nulla, hanem egyenld pw,u®/T-vel. Mivel az entrépidnak a
sebességmezitol vald kozvetlen fliggését el szeretnénk keriilni, ezért ez a kovetkezd
feltételhez vezet:

q¢* = (e + p)w™. (3.31)

Tehat bevezetve a h = e + p entalpiasiiriiséget, a fenti Gibbs-relacié modositasaként
azt kapjuk, hogy

de + %dqa = T'ds + pdn. (3.32)

Ezek utdn mar csak az a kérdés, hogyan definidljuk az entrépiadramstiriiséget, az
entrépiavektor térszert részét. Az elsé lehetdség, hogy ismét a klasszikus, (3.25), ki-
fejezésnél maradunk, vagy tovabb elemezziik a lehetséges kovetelményeket és feltéte-
leket. Mindenképpen fontos latnunk, hogy a Gibbs-relacié akarmelyik, (3.30), vagy
(3.32) moédositasaval j6 dton jarunk, mert az elmélet generikus stabilitasat jelentésen
javitottuk, illetve lényegében helyreallitottuk. Ugyanis a [245] publikdciéban belét-
tuk, hogy a (3.30) Gibbs-relaci6 és klasszikus, (3.25), entrépiadramstiiriiség esetén az
elmélet csak a termodinamikai feltételekkel generikusan stabil, azaz a termodinamikai
stabilitds és a nemnegativ transzportegytitthatok miatt, hasonléan a nemrelativisz-
tikus disszipativ hidrodinamikédhoz. A [387] publikdciéban azt bizonyitottuk, hogy
ugyancsak Eckart-dramlds esetén, de a kinetikusan kompatibilis (3.32) Gibbs-reldcié
és klasszikus, (3.25), entropiadramsiiriiség esetén az elmélet szintén generikusan stabil.

Ez utébbi esetben az entropiaprodukciét kiszamolva a kdvetkezo Osszefiiggést kap-
juk:

. . . 1
(hua + qa + Qaabub):| - ]aaa% + T <Pab + p5ab) 8aub > 0.

(3.33)
Ennek kiszdmitdsdhoz mar nincs sziikség a Liu-eljarasra. A linedris eré-aram rend-
szert figyelembe véve lathatjuk, hogy az Eckart-elmélet vezetési egyenletei, (3.14) a

részecskedramra és (3.15) a viszkdzus nyomaésra érvényben maradnak, viszont az ener-
giadramra vonatkozé (3.13) médosul:

1 1
o= 9% o

1

hT(hiLb + Gy + qpOcu”) | . (3.34)

1
a:)\Aab -
q Ob +
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Tehat az energiadramot meghatarozé termodinamikai eré az idealis hidrodinamikai
impulzusmérleg egy részével korrigalédott. A termodinamikai elemzés lényege, mind-
két Gibbs-relacié modositas eredménye, hogy az energiaimpulzus-siirtiség tenzorban,
annak szimmetridja miatt megkiilonboztethetetlen impulzussiiriiség és héaramstiriiség
kozott a termodinamika kiillonbséget tett, de ennek kdvetkeztében az impulzusmér-
leget kozvetleniil is figyelembe kellett venniink az entropiamérleg kiszamitasakor, és
nem dughattuk el a belsd energidban, mint nemrelativisztikus esetben!

Viszont mégsem lehetiink maradéktalanul elégedettek. Ahhoz, hogy jol érthet6 le-
gyen ennek az oka, alaposan szemiigyre kell venniink a mar emlegetett kompatibilitast
a kinetikus elmélettel, amelyre hivatkozva a (3.32) Gibbs-reldciét bevezettiik.

3.4. Kinetikus elmélet

OTehat vizsgaljuk meg, hogy a (3.31) feltételt miként kényszeriti ki a kompatibili-
tas a kinetikus elmélettel. Egykomponensti Boltzmann-gazt tekintiink, kiils6 mezok
nélkil, h = 1 tomegegység valasztassal. A részecskék nyugalmi tomegét jelolje m,
impulzusat pedig p®, \/p%ps = m. Az f(x®, p®) egyrészecske eloszldsfiiggvényre vonat-
koz6 Boltzmann-egyenlet a kévetkezo:

pouf =C(f) = ;/dwldw’dwi L' AW @ pilp, 1) — FAW (.1l p))] . (3.35)

ahol f1 = f(z,p1), f' = f(z,0), f1 = f(z,p})), C(f) a fenti Boltzmann-féle titkozési
integralt jeloli, benne dw = f—op az impulzustérbeli mérték (az allandé m hosszisdgi
impulzusvektorok hiperfeliiletén vett mérték). W(p, p1|p’, p}) jeloli a (p, p1) impulzust
részecskeparokbdl (p/, p}) impulzusi részecskepérok keletkezésének dtmeneti valdszi-
niiségét [389].

A részecskeszam-siirliség négyesvektor, az energiaimpulzus-siiriség tenzor és az ent-
ropiastiriiség négyesvektor definiciéi a kovetkezdk:

N¢ :/dwpaf, (3.36)
T = / dwpp®f, (3.37)
S“:—:/dwﬁﬁﬂnf—ly (3.38)

A relativisztikus kinetikus elmélet a lokalis egyensulyt a megmaradé entrépia fel-
tételével definidlja ([389], 43.0.). Ez a kinetikus lokdlis egyensily nem az, ahogyan a
nemegyensiilyi termodinamika fenomenologikusan a lokalis egyensilyt altaldban ér-
vonatkozik.

Itt tegylink egy rovid kitérot és pillantsunk vissza a lokalis egyensily dolgozatbeli
értelmezésére. A klasszikus, 2. fejezetben megadott (illetve lasd példaul [78]) definici6-
ja szerint a lokdlis egyensulyt végs6 soron a Gibbs-relacié érvényessége hatarozza meg a

OEz a fejezet a [388, 387] munkskon alapul.
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»szokott, egyensilyban jél definialt” valtozdkban. A belsé valtozdkra és dinamikai sza-
badsagi fokokra kiterjesztve az értelmezést, a kiterjesztett lokdlis egyensilyt a Gibbs-
relacié érvényessége definialja az jabb valtozokban. Végiil pedig a gyengén nemlokélis
rendszerekre érvényes értelemben gyengén nemlokdlis egyensulyt a homogenizalhato-
sag, tehat megint csak a Gibbs-relacié érvényessége definidlja a térbeli derivaltakat
is megengedd értelemben. A Gibbs-relacié hasznalhatésidga pedig azt jelenti, hogy az
entrépiasiriiség a rendszert jellemz6 extenziv mennyiségek slirtiségeinek, illetve alta-
laban a relevans valtozdknak a fiiggvénye. A kinetikus elmélet fényében mindez gy
értelmezhetd, hogy az egyensulyi eloszldstol vald eltérést a kontinuum-alapvaltozok de-
rivaltjaival lehet jellemezni. A nemrelativisztikus esetben, csak térbeli derivaltakat fi-
gyelembe véve ez a Chapman—Enskog-sorfejtés alapfeltevése. A relativisztikus esetben
ezt nem lehet ilyen egyértelmiien eldonteni. Ugyanis a feltételezett eloszlasfigvény-
korrekciék a termodinamikai erdkkel kapcsolatosak, és lattuk, hogy latszélag a gyor-
sulds is szerepet jatszik az energiadramra vonatkoz6 termodinamikai erében. Fontos
tovabbd az is, hogy maga a Chapman—Enskog-sorfejtés is csak elsé rendben tekinthetd
megbizhaténak, mar a masodrendben kapott Burnett-egyenletek hasznalhatésaga is
megkérddjelezhetd és elvi problémaéi is vannak [390]. Vagyis, a kontinuum-elméletben
vildgosan megfogalmazhaté lokalisegyensuly-fogalmak koziil egyelére csak néhanynak
van relativisztikus kinetikus megfeleltetése. A 6 dillemat a mozgésra jellemzé im-
pulzusstiriiség megjelenése jelenti a Gibbs-relaciéban, mert igy a nemrelativisztikusan
tiszta bels6 és teljes energia fogalmai 6sszekeverednek.

Visszatérve a disszipaciémentesség kovetelményével meghatarozott kinetikus egyen-
sulyra, az kovetkezik, hogy az eloszlasfiggvény logaritmusa ebben az esetben titkozési
invarians kell legyen. Azaz

fo(z?, pb) = @ Ber® (3.39)

tesz6leges a(x®) és [%(x*) mez8k esetén. Az egyensilyi eloszlasfiiggvényre a
részecskeszam-mérleg

0uNG = [ 0o = N§du — 150~ 0 (3.40)

A termodinamikai relacidk levezetéséhez szdmoljuk ki a (3.38) Boltzmann-Gibbs-
entrépiat az egyensilyi eloszlassal:

Sg = /dwpafo(ln fo—1)= (1 — a)N¢ + BT (3.41)
(3.40) és (3.41) alapjan ekkor

D088 + ad,NE — Bpd T = 0. (3.42)

Vegyiik észre, hogy (3.42) bizonyos értelemben trividlis Osszefiiggés, hiszen a loka-
lis egyensulyt az entrépia megmaradasaval definidltuk, és a részecskeszam-mérleg és
energiaimpulzus-mérleg szintén konnyen belathatéan teljesiil a Boltzmann-egyenlet
miatt. Viszont (3.40) és (3.42) onmagukban a szarmaztatott kontinuummennyisé-
gekre jelentenek kovetelményt, azaz az egyensulyi eloszlas «, 8, paramétereire és az
entrépia-, részecskeszdm-, energiaimpulzus-siirliség négyesvektorokra és tenzorra vo-
natkozoan. Pontosan ezeket a kovetelményeket akarjuk most megallapitani.
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Eppen ezért a fenti osszefiiggéseket énmagukban kell tekinteni, és elsé pillantésra
ugy tliinhet, hogy egyfajta Legendre-transzformacié lathaté a négyes mennyiségek ko-
zOtt. Azonban (3.42) nem értelmezhetd altalanositott Gibbs-relacioként azért, mert
nem a derivaltak kozott, hanem csak a divergenciak kozott ad meg kapcsolatot. Ezért
a termodinamikai relacidk megallapitasdhoz, a kontrakci6 figyelembe vételéhez sziik-
ség van egy aramlésra, a kontinuum sebességmezdjére.

A (3.39) egyensulyi eloszlasfiiggvény szokdsos interpreticidja szerint (lasd pl.
[75, 389, 391]) a B vektorral parhuzamos sebességmezét vezetiink be. Ez azonban
egy rejtett, implicit kovetelmény, semmilyen oka nincs, azon kiviil, hogy technikailag
kényelmes. Tekinthetjiik az altalanos esetet is, amikor 3%t a sebességmezdvel parhu-
zamos és meroleges részre bontjuk:

u® 4+ w®
0= ——— 3.43
=t (3.43)
Itt 1/T = Bau® és w* = A?B%/Beuf. A tovédbbiakban néha hasznaljuk a g% = u® + w®
jelolést is. Lathato, hogy ilyen médon g%u, = 1 és wu, = 0, s6t, w,w® < 1, mert 59,
és ezért ¢° is id6szerli. Bevezetve a u = oT jelolést, az egyensulyi eloszlasfiiggvényt
irhatjuk a kovetkez6 mddon is:

p=p*(va+wa)

fo=e T . (3.44)

A kinetikus egyensulyban érvényes részecskeszamsiirliség-négyesvektor  és
energiasiiriiség-tenzor egyszertien kiszamolhatd, ha egyidejlileg bevezetjik a se-
bességmez6 hagyoményos interpretacidjat :

a _ /BCL _ ua + ,wa
VBB V1—w?
ahol w? = —w®w,. A tovibbiakban ezt, a hagyomanyos interpretaciénak megfelels

specialis 1® sebességmezot természetes, vagy homérddiramldsnak nevezzik.
Az altalanos esetben az N§ kinetikus egyensulyi részecskeszdm stirtiség vektor és a
TS energiaimpulzus-tenzor a kévetkezd lesz

N§ = ng® = nu® + nw?, (3.45)

a,b
T = (e +p)gg® — po® = euu® + ¢®u® + ¢®u® — pA® + L_f . (3.46)

erp
Az &ltaldnos dramlés szerinti nyugalmi rendszerben vett fizikai mennyiségek (kalap
nélkiil) és a természetes aramlds szerinti nyugalmi rendszerben vett fizikai mennyi-
ségek (kalappal) viszonya rovid szdmolds utén: T = 1 — w?T, pu = V1 —w?j,
n=n/V1—w?2 p=2p e=(6+pw?)/(1—w?) [388]. Az impulzussiiriiség és a
részecskeszam-siiriiség kozotti kapcsolatra megkapjuk a szokasos, altalanosan érvé-

nyesnek tekintett
e+p.

q“=@+pmﬂ=4z£f (3.47)
formulat. Ez mutatja, hogy idedlis, disszipacié mentes folyadékokra az Eckart- és a
Landau-Lifsic-dramlasok egybeesnek. Behelyettesitve (3.45) és (3.46) Osszefiiggéseket
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(3.41)-be kapjuk, hogy

a

sg::%;( In-un4-E%%), (3.48)

ahol B = eu® + ¢* az energiaimpulzus-vektor. Az entrépiadramstiriiség-vektor az al-
taldnos dramlasban parhuzamos g®-val. A megfelel6 termodinamikai reldcidkat (3.45)
és (3.46) (3.42)-be torténd helyettesitésével kapjuk:

0458 + D, N¢ — B0, T =

ga
T

a

0ayg
T

(TOys + pOgn— GO0, Eb — pwbaaub> + (TS + un — g E — p) =0.

(3.49)

Itt a jobb oldal elsé tagjaban nincsenek divergencidk ezért az entropiasiiriiségre
vonatkozé fiiggvénykapcsolatok megallapitasara alkalmas. Lathato, hogy az altala-
nos aramlas szerinti entrépiasiiriiség a részecskeszam-stirtiségnek, az energiaimpulzus-
vektornak és a sebességmezOnek a fiiggvénye s = s(E?% n,u®), a kovetkezd parciélis
derivaltakkal:

Os U Os Ja ds  pwq
on_ “TT  9E° T T ou T (3:50)
Ugyanezt a differencidlokra vonatkoz6 Gibbs-relacioval is felirhatjuk:
9adE® 4+ pwodu® = de + wodq® + [(e + p)wg — ¢oldu® = Tds + pdn. (3.51)

Felhasznédlva a (3.47) egyenletet, a relativisztikus folyadékok &altaldanos aramlésa
esetén érvényes lokalis egyensilyt meghatarozé Gibbs-relacio

de + %dq“ = Tds + pdn, (3.52)

ahol h = e 4+ p az entalpiastiriiség. Ha w® = 0%, akkor megkapjuk az Eckart altal
feltételezett (3.7) Gibbs-relaciot, mint specidlis esetet. A Legendre-transzformaciés
tulajdonsagok is teljesiilnek, ha (3.49) masodik felét is figyelembe vessziik. Ez nulla
lesz, amennyiben

q°qa

PtgaE"=ptet—

=Ts+ un. (3.53)

Osszevetve ezt az egyenletet (3.41)-el megkapjuk az idedlis gaz termikus allapotegyen-
letét: p = nT marad altalanos aramlés esetén is.

Tehét a kinetikus elmélet kozvetlen igazolast adott (3.32)-re altaldnos dramlas fel-
tételezésével. Az eléz6 fejezetben lattuk, hogy a Gibbs-relacié ilyen forméaja a gyenge
nemlokalitds termodinamikai feltételrendszerével is kompatibilis, bar abbdl az irdny-
bdl, tisztan fenomenologikusan nem koénnyt felismerni.

3.5. Generikus stabilitas

OEbben a fejezetben bebizonyitjuk a (3.3), (3.5) és (3.6) mérlegek és a (3.14), (3.15)
és a (3.34) konstitutiv egyenletek altal megadott disszipativ hidrodinamika generikus

OFz a fejezet a [233, 387] munkak alapjan frédott.
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stabilitasat, azaz a linearizalt egyenletek homogén egyensulyi megoldasanak aszimp-
totikus stabilitasat.

3.5.1. Homogén egyensiily

A fenti egyenletrendszer egyensulyi megoldasat akkor kapjuk, ha a lokalisan egytitt-
mozg6 vonatkoztatasi rendszerben vett idoderivaltak nullak és az entrépiaprodukcid
is nulla, mert a termodinamikai aramok nulldk:

M =02 2=0" & ¢*=0" (3.54)

Ebben az esetben a mérlegek és a konstitutiv egyenletek alapjan a folyadék egyen-
silyban van, ha

n=4l, e=4&l = T=4l, p=4al, p=A4&l, (3.55)
aaua = 07 a(JLub + abua = Ogp-

Ezeken a feltételeken feliil a sebességmezé homogenitasat is megkdveteljiik:

g = 4ll. (3.56)

3.5.2. Linearizalas

Az egyensilyi mezdket feltilvondssal, a perturbédcidkat d-val jelolve a mezdk altaldban
Q = Q + 6Q formaban frhatéak. Itt @ lehet az n, e, u®, ¢, j és I fizikai mennyi-
ségek barmelyike. A (3.3), (3.5), (3.6), (3.34), (3.14) és (3.15) egyenletek linearizalasa
a (3.54)-(3.56) egyensily koriil a kovetkezd egyenletrendszert eredményezi:

0 = 6n + M 0u’ + 0,052, (3.57)
0 = de + hd0u® + 9,0¢°, (3.58)
0 = houa + A%y0p + 5q + A20,011, (3.59)
1 héuy+ 6
_s.a _ ab L b p
0=6¢" — AA (abaT — ) , (3.60)
0=06j9+¢ Aababa%, (3.61)
2
0 = 0% — 1,0.6u°A™ — nA“A* (D, 5ug + gdu. — 500U Aca). (3.62)

A perturbalt valtozdk 6roklik az eredetiek ortogonalitdsi tulajdonsagait a linearizacid
utan:

0= uaéqa = uaéua, Ob = ua(SHab, Oab = 5Hab - 5Hba (3.63)
A stabilitasvizsgalathoz idében exponencialis térben sikhulldm alakd megoldasokat
keresiink: 6Q = Qpe"*T** formaban, ahol Qg allandé, k valés, I' pedig komplex szam, t

és = pedig az egyenstlyi sebességmezd altal kijelolt id6-, illetve egy tetszoleges térszerii
koordindta. Ezért u®d, = ;.
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Ezekkel a feltevésekkel a perturbalt egyenletek a kévetkezoek lesznek:

0 =Tn+ ikndu® 4 ikoj”,
0 =Tde + hikéu”® + ikdq”,

0 = Théu® + ik(Depde + Oppdn) + L'og” + ikoIl™,

0 =ThoéuY + T'6¢Y + ikdTT™Y,
0 =Thoéu® +T'6¢° + ikoII™?,

- ~ T
0=6q" + ik (0.Tde + 0,Tn) + AXTTéu” + %Féqz,

< AT
0=0q¢Y + \TT6u? + %I’éqy,

< AT
0=0¢°+ \NTTou® + %Féqz,

0= 6j° + ike (86%56 n 3n%5n> ,
0=14;5Y=4dj7,

0 = 611" + ikiiou®,

0 = 0II*Y + iknduY,

0 = OI1** + iknou®,

0 = oII%Y + ikn,0u?,

0 = 0II** + ikn,du®,

0 = oI1%Y.

(3.64)

(3.65)

Itt bevezettiikk az n = n, + %7% My = My — %17 6s N = M\/T? roviditett jeloléseket. A

fenti egyenletrendszer matrix formaban a kovetkezd alaki:
MABéQB = 0A7

s s 2

5Q = (5n, e, du”  5¢” 511" 67

ouY, 5q¥, STI™Y, 6T1YY;  du?, 0q°, STIV, 01177,

549,857, OT1V%).

A 17x17-es M “}3 maétrix blokkdiagondlis formaju:

N 0 0 0
0 R 0 O
M= 0 0 RO
0 0 0 I
Itt I a 3x3-as egységmatrix, R és N pedig a kovetkezok:
hI’ r itk 0

MT 1472
ikn 0 1
ki, 00

R =

— O O
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r 0 ikn 0 0 ik

0 T ikh ik 0 0

itkOpp  ikdep T'h r ik 0
. s N ST (3.69)

PkAOR T ikXO.T TAT 1+ 0 0

0 0 ki 0 1 0

ikEOL L ikEDL 0 0 0 1

(3.66) exponencialisan névekvé megoldasokat ad, ha I' és k kielégiti a

detM = (det N)(det R)* = 0 (3.70)

feltételi egyenletet pozitiv valés részli I'-val. Ennek az egyenletnek a gyokeit meg-
kapjuk, ha az N és az R determindnsara vonatkozé karakterisztikus egyenleteket
megoldjuk. R determindnsaval a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

AT
(h + k277h> T+ k2 = 0. (3.71)

Ennek az egyenletnek a gyoke negativ. N determinansa a kévetkez6 feltételt adja:

F3<h—%k2XTﬁ><+
h
2,2 [ =~ B3 S\E QﬁfTS\ 14
+Ik <n+h§8nT Ano,T + hnanp—l-k = a"T +

2 2~ Mg
T [hDep + ndap + K41 (€0a 15 + 20T ) | +
4 _ B a3
%%:[Anﬁ%p&ﬂ’ amaﬁr)+gh(amanT aﬂﬁ%T)—+
23 1 _a M _
+anGMT@T &T%Tﬂ 0.

A Routh-Hurwitz-kritérium szerint [234], az aol® + a1I? 4 as' + a3 = 0 polinom
gyOkeinek valods része akkor és csak akkor negativ, ha

apg>0, a1 >0, a3 >0, a3>0, ajas—agaz > 0. (3.72)

A nemrelativisztikus esethez hasonléan ezeket a feltételeket is biztositjak a termodi-
namikai stabilitas egyenlGtlenségei és a transzport-egyiitthatok nemnegativitiasa. Az
elébbiek az esetiinkben a kovetkezbek

1 8T
Oe = =5 <0, (3.73)
7
W Hs o, 74
Onls >0 (3.74)
Arematal o tal o L lare (9T g (3.75)
T -— eT nT nT eT— T2 e nT T . .
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A nemrelativisztikus esethez hasonléan a kiévetkezd egyenlOtlenségek hasznosak az
atalakitasokban

1 1%
aep = —hT@ef -+ nT@ef, (376)
1 1%
Onp = —hT@nT + nT@nf, (3.77)
1 15
8nf = _86T' (3.78)

Ez utébbit mar ldttuk a (3.75) egyenl6tlenségnél. A fenti azonossdgokkal (3.72)
utolsé egyenlStlenségének az igazoldsa is kézenfekvé (bar hosszadalmas) [387, 233].

Osszességében bebizonyitottuk, hogy a fenti folyadék generikusan stabil 4ltalanos
aramlas esetén.

3.6. Homogenizalas — termodinamika

OAz eléz6 fejezetekben kideriilt, hogy a hidrodinamikai elmélet generikus stabili-
tasa a termodinamikai kapcsolatok pontosabb felismerésén mulik, figyelembe véve a
kontinuum- és a kinetikus elmélet kbvetelményeit és feltételeit. Az alapvetd termodina-
mikai Osszefiiggés, a Gibbs-relacié megvaltoztatasa viszont a relativitaselmélet egyik
els6ként vizsgalt problémakorét érinti, a relativisztikus termodinamikat, azaz tobbek
kozott a mozgd testek hémérsékletének kérdéskorét [340, 339]. A kontinuumok ol-
dalarol lehetdség van a két legfontosabb fogalom tisztdzasira, azaz a relativisztikus
termodinamikai test értelmezésére és a vonatkozd Gibb-relacié levezetésére. Ezt leg-
egyszerlibben az energiamérleg homogenizaldsaval tehetjiikk meg, hasonléan a (2.8.2)
fejezetben ismertetett nemrelativisztikus esethez. Az itt levezetett Gibb-relacié kol-
csOnhatédsra és a transzformaciés tulajdonsagokra vonatkozo kévetkezményeit, és a
relativisztikus termodinamika fordulatos torténetét a D fiiggelékben ismertetem.

Tekintsiik ismét a (3.4) energiaimpulzus-mérleget a sebességmezd segitségével felirt
specidlis forméjaban. A homogenizalodas és a homogén valtozasok szétvilasztasa érde-
kében a teljes id6derivaltakat jeloljiik a szokott médon d/dr = u®0,, illetve vezessiik
be az u®-térszerti derivaltakat, azaz a gradienst: V* = 9% — u®u®0,,. Ezek segitségével
az energiaimpulzus-mérleg a kévetkezd

T™ = (eu® + ¢%) + (eu® + ¢")Opu’ + p (u“ + uaabub) —
—iy (1% 4 wq") + Vy(—pa® + 1 + ug?) = 0° (3.79)

A nyomast felbontottuk két részre a P%® = —pA® 4 1% definiciéval. Az alsé sor-
ban elkiilonitett tagokat egyrészt disszipativ teljesitményként, méasrészt feliileti ho-
aramként és feliileti disszipativ munkavégzésként interpretalhatjuk. Tegyiik fel, hogy
a sebességmez6t Eckart definiciéja adja meg, ezért a sebesség divergencidja a (3.3)
részecskeszam-mérleghol kifejezhetd:

nov
ot = —— = 80
Oqu o= (3.80)

OEz a fejezet a [25] munkén alapul.
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ahol bevezettiik a v = 1/n moldris, részecskére vonatkoztatott, térfogatot. Ezt behe-
lyettesitve a fenti (3.79) egyenletbe és beszorozva v-vel kapjuk, hogy

&% + p(uv) = [ub (Hab + uaqb> — Vp(—pd® 4+ T1% + uaqb)} v=:A%+Q" (3.81)

Itt bevezettiik az e® := eu® 4+ x® = v(eu® + ¢%) definiciéval a moldris energiaimpulzus-
vektort, illetve a jobb oldalon a fajlagos entropiat s jeloléssel. Az A® és Q® vektormezdk
ortogonalisak. Vegyiik észre, hogy az s = s(e?, vu®) kétvéltozds fiiggvény bevezetéséhez
1% = 0% esetben semmilyen fizikai feltételezés nem kell, ekkor az A% vektor integrald
szorzoként létezik (mert p-t is megfeleléen valaszthatjuk le a teljes nyomasbél). Ha a
sebességmez6 gyorsulasos, akkor viszont az entrdpia ilyen bevezetése fizikai feltevés.
Erdemes megjegyezni tovabbé, hogy a szdgletes zéréjelben l4thaté kifejezés konkrétan
értelmezi az entropiavaltozas lehetséges forrasat, 1ényegében forditott médon, mint az
entrépiaprodukcié kiszamitasakor tettiik.
Ezek utan a fenti entropiafliggvény parcialis derivaltjai a kévetkezdek:

Os A, ds Ag
dea — AbA,  9(vur)  TAPA,

(3.82)

Bontsuk fel A%-t a sebességmezivel parhuzamos és meréleges részekre a kovetkezd
modon bevezetve a mar ismeros jeloléseket :

A, u® + w? g
R A, VItww, VIt uwtw,

a

: (3.83)

ahol u®w, = 0, és vegyiik észre, hogy ezzel csak a jelolést tettiik kényelmesebbé, sem-
miféle megszoritdst nem vezettiink be. Ezutan az id6derivaltakat tartalmazé (3.81)
egyenlet alapjan attériink a termodinamikaban megszokottabb differencidlos jelolé-
sekre:

de® + pd(uv) = A%ds + Q*. (3.84)
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat g®-val:
galde® + pd(u®v)] = T'ds. (3.85)
Tovabb alakitva a fenti kifejezést kapjuk, hogy
de + pdv + wedx, + ((e + pv)wg — Xq)du® = T'ds. (3.86)
Ha az entrépia fliggetlen a sebességtél, akkor y, = (e + pv)w, és

Xa
de + —2% 4y = Tds — pd 3.87
e+e+pvx s — pdv, (3.87)

ami megegyezik az eléz6 fejezetekben kapott (3.32) és (3.52) kifejezésekkel, ha a faj-
lagos mennyiségekrol attériink siirtiségekre és felhasznaljuk a kémiai potencidl defini-
ciéjaként (3.53)-t.

A fenti gondolatmenettel dlcadzott homogenizalast végeztiink, kijeloltiik a termodi-
namikai test egy fogalmét és ezzel az el6z6 fejezetekben kapott Gibbs-relaciora egy
1j, fliggetlen levezetést adtunk.
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A homogenizalast expliciten is végrehajthatjuk Reynolds transzporttételének meg-
felel¢ alkalmazéséval (v.6. 2.8.2. szakasz). A (3.79) egyenlet integraldsihoz olyan se-
bességmezot kell taldlni, amely egyetlen paraméterrel jellemezhetd térszert feliiletet
térszertlien fejleszt. Vagyis tekintsiink egy sima sebességmez6t és egy olyan Gsszefiiggd
H hiperfeliiletet, amely meréleges a sebességmezére, és sima a hatara. Tegyiik fel,
hogy ez a hiperfeliilet egyetlen 7 paraméterrel jellemezhetéen valtozik, és ekézben
tovabbra is merdleges marad az u® sebességmezire. A nyomés legyen alland6 ezen
a hiperfeliileten, azaz V% = 0% de a sebesség ne legyen az (ezért aztén inercialis
sebességmezd nem megfeleld, ilyen sebességmezét ad meg példaul [127], 224. oldal).
Ebben az esetben integraljuk (3.79)-et erre a H(7) hiperfeliiletre. Azt kapjuk, hogy

/ (eu® 4 ¢%) + (eu® + ¢*)opub +p (aa + uaﬁbub> dV =
H(r)

:u/ ab(nd%+u%f)4-/" vb(—p&w4-nd%+u%f)dv; (3.88)
H(r) H(r)
Reynolds transzporttételét alkalmazva
B 4 p(a®V) :L/) ub(rwb+u%f><ﬂ/4j£ (1% + uog®)dA,.  (3.89)
H(T) OH (7)

Itt dAy a OH-vel jelolt H hataran vett feliileti mérték, a H-ra vett atlagmennyiségeket
pedig a kovetkezd modon értelmezziik:

E“:Eu“+G“:/

1
(eu® + ¢*)dV, ut = / u*dV. (3.90)
H(r) V Jh@)

Ugyanazzal az indokldssal, mint fentebb, mondhatjuk, hogy (3.89) bal oldala az ent-
ropia megvaltozasaval kapcsolatos. De az is vildgosan latszik, hogy ez a megvéltozas
csak részben a feliileti héatadas és disszipativ munkavégzés kévetkezménye, (3.89) bal
oldalanak els6 tagja a disszipativ térfogati effektusokat tartalmaz. Viszont ettol fiig-
getlenill van olyan S fiiggvény, amely egy teljes derivalt szorozva egy vektormezovel,
azaz

E* 4 p(aV) = A®S. (3.91)

Ez az Osszefiiggés pedig rogziti az entrépia parcidlis derivaltjait, és atirhaté differen-
cidlis forméba is:

dE® + pd(@V) = A%dS, (3.92)

ahol (3.83) médon 1j jeloléseket bevezetve és a fenti egyenlet mindkét oldalat g®-val
megszorozva kapjuk, hogy

9o dE® 4+ gopd(u®V) = TdS = dE 4+ we,dQ® + pdV + [(E + pV)w, — Qg)du®. (3.93)

Ha az entrépidt sebességfiiggetlennek tételezziik, akkor (E + pV)w, = Qq, és meg-
kapjuk a teljes, zart termodinamikai testre vonatkoz6 Gibbs-relaciot:

dE4—§fan__TdS-—pdv; (3.94)

ahol H = E + pV az entalpia.
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Doktori disszertaciomban a nemegyensilyi termodinamika homogén testekre, nemre-
lativisztikus és relativisztikus kontinuumokra vonatkozoé egységes elméletének alapjait
vazoltam. Kutatasaimban és elért eredményeimben fontos szerepet jatszott az elvi kér-
dések vizsgalataval a kiillonb6z6 teriiletek kozotti kirajzolédd szoros kapcsolat.

Homogén testek és kontinuumok kapcsolata kolesonds. A Gibbs-relacié, vagyis a
termodinamikai allapottér rogzitése, a kulcsa a homogén testekre vonatkozd termo-
dinamikai ismeretek kontinuumokra torténé atvitelének (lasd 2.4.3, 2.7 fejezeteket a
gyengén nemlokalis esetre, illetve 2.10 fejezetet a rugalmassagtanra, 3.2 és 3.4 fejezete-
ket a relativisztikus disszipativ folyadékokra vonatkozdan), illetve a kidolgozott kon-
tinuumelmélet visszahomogenizalasaval a Gibbs-relacio és akir a megfelel6 homogén
dinamikai térvények is megkaphatdak. Példaul a problémas relativisztikus homogén
elméletben az Einstein-Planck-Ott dilemma elemzéséhez jé kiindulépont a kontinuum
(3.6 fejezet), vagy a kozonséges termodinamika dinamikai torvényeiben az egyiittha-
tok értelmezésében segit (2.8.2 fejezet). A homogén fizikai rendszerek és a megfelels
kontinuum kozotti dtmenet termodinamikailag konzisztens lehet6ségét szokas loké-
lis egyensily hipotézisének nevezni. Ennek legfontosabb eleme az entrépia elsérendii
Euler-homogenitasa, az 1.2 fejezetben megfogalmazott lokalizdlhatosdgi feltétel. Alap-
feltételként torténd alkalmazasanak kovetkezményeit az [51] és [392] munkak mutat-
jak.

A termodinamika méasodik f6tétele legkonnyebben gy értheté meg, ha az anyag sta-
bilitasanak feltételrendszereként fogjuk fel. Ezzel a szemlélettel bizonyithatjuk, illetve
ezt az allitdst demonstralhatjuk homogén termodinamikai rendszerek és kontinuu-
mok esetén is. Belathato, hogy egyszerii, homogén termodinamikai testek egyensiilya
aszimptotikusan stabil (1.3 és 1.4 fejezetek), illetve tisztan termodinamikai feltételek
(konkav és novekvo entrépia) biztositjdk a homogén egyensily linedris aszimptotikus
stabilitdsat nemrelativisztikus (2.8 fejezet) és relativisztikus folyadékokra egyardnt
(3.5 fejezet).

Az entrépia novekedésének kovetelménye konstruktivan kiaknazhatd gyengén nem-
lokalis konstitutiv allapotterek esetén is. Ehhez az entropiaaramot konstitutiv fiigg-
vényként kell kezelni. A Liu-eljaras segitségével altalanos moédszer adhaté a méasodik
fotételnek megfelel6 anyagtorvények — akar fejlodési egyenletek— elemzésére és konst-
rukcidjara. A 2.3-2.4 fejezetben lattuk ezt a modszert és utdna szamos példat alkal-
mazaséara, tobbek kozott a relativisztikus esetben is (2.5, 2.6, 2.7 és 3.3 fejezetek).

Ahhoz, hogy az anyagtorvények valoban csak az anyagra jellemz6 kapcsolatokat
fogalmazzanak meg, a téridéhoz vald viszonyukat kell tisztazni. Ebbol a szempontbdl
nagyon fontos, hogy az anyagi objektivitas klasszikus megfogalmazasa helytelen, illet-
ve hidnyos (2.2.2 szakasz). Ennek az alapveté megallapitdsnak egyes kévetkezményei
a nemrelativisztikus (és relativisztikus) téridé matematikai modelljeinek segitségével
az anyagtorvények konstrukciés moédszerében jelennek meg. A pontos megfogalma-
zést [49, 50] munkdk tartalmazzédk véges deformdciés rugalmassig és képlékenység
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esetén. A hagyomaéanyos elméletek megfeleld djraértékelése, a kovetkezmények vizsga-
lata hosszi folyamat, ebben a munkaban a helyes megfogalmazasnak csak bizonyos
elemeit hasznaltam a 2.7 és 2.10 fejezetekben és a gyengén nemlokéalis nemrelativisz-
tikus allapottereknél, a relativisztikus esetben is. Ezeknek a tapasztalatai alapjan
és kovetkezményeként Galilei-relativisztikus disszipativ Fourier-Navier-Stokes folya-
dékokra abszolut, azaz teljesen vonatkoztatasi és aramlasi rendszer mentes targyalast
adok meg [128] munkéban, illetve ennek tovabbi kovetkezményeit elemzi [129].

A Természet nem redukalédik részteriletekre, azok csak a fejiinkben 1éteznek. A kii-
16nbozének tekintett részteriiletek egységes modszertannal torténd targyalasa nélkiil
fontos Osszefiiggéseket egyszertien nem lehet észrevenni, sok esetben az egyik részte-
riileten tortént elérelépést a masik teriilet problémainak megoldasa soran lehet kama-
toztatni. Ez a dolgozat tobb példat is mutat erre vonatkozoéan. A relativisztikus disszi-
pativ hidrodinamikaban a termodinamika stabilitasi felfogdsabdl kévetkezik, hogy a
generikus stabilitas feltételei nem lehetnek er6sebbek a termodinamikaban megszokott
eloirdsokndl, a Liu-eljardson alapulé nemrelativisztikus altaldnos mdédszer adaptala-
sa a relativisztikus téridore megadja a kiindulépontot az elmélet médositashoz és az
egyenletek kidtlagolasaval a relativisztikus homogén elmélet, illetve a relativisztikus
hémérsékletfogalom egy 1j megkozelitését kapjuk.

Ugyanennyire fontos, hogy az itt bemutatott elméleteket igazoljuk abban az érte-
lemben, hogy konkrét jelenségeket jelezziink elére és kisérletekre vonatkozé joslatokat
fogalmazzunk meg. Ebben a dolgozatban két gyakorlati teriileten is bemutatom az
ilyen jelleg6 kutatasaink eredményeit. Egyrészt a szobahomérsékletii, makroszképikus
nem-Fourier hévezetés felfedezésére vezetd elméleti és kisérleti munkankat foglalom
ossze roviden, errél sokkal részletesebb ismertetést [256] ad. Illetve a hipoelasztikus
testek egy termodinamikailag kitlintetett modelljét is megadom a 2.10 fejezetben. Ezt
az elméletet kovek reoldgiai tulajdonsigainak kisérleti elemzésére hasznaljuk munka-
tarsaimmal, szamos gyakorlati kovetkezménnyel és még tobb otlettel az in-situ fesziilt-
ségméréstol kezdve a gravitaciés newtoni-zaj elemzéséig bezardan.

Ugyanis ezek az elméleti mddszerek, példaul a tobbszintii, homogén-kontinuum,
lokalis-gyengén nemlokalis, Galilei-relativisztikus és specidlis relativisztikus diszcipli-
naris elemzésnek koszonhetden azonnal tovabbvihetGek a célzott kisérleteknél, kézvet-
leniil a mérndki gyakorlatig. Illetve akar a mérnoki gyakorlatban is hasznosithatéak
az elvi és altalanos meglatasok, vagy szemléletmod. Mast lathat meg példaul egy
banyamérnok, ha tudja, hogy a ko folyik és a hémérséklet valtozasa és a hovezetés
jelentésen befolyasolja a foldalatti 1étesitmények allékonysagat és tartéssagat is. A
forditott irany pedig, ha leplezetten is, de alapvet6 ebben a munkaban. Kovek reo-
logiai tulajdonsagaira vonatkozé tapasztalatok nemcsak attételesen, de konkrétan is
szamitottak az itt ismertetett kutatasi eredményekben.

110



dc_1509 18

A. Objektivitas és térido

OEbben a fiiggelékben a szilard rugalmas kontinuumok leirdsanak alapjaul szolgald
ugy nevezett anyagi sokasagon értelmezett fizikai mennyiségek transzformaciés tulaj-
donsagait vizsgaljuk téridé-szemszogbol.

A.1. Galilei-relativitas, avagy a nemrelativisztikus térido

A klasszikus, nemrelativisztikus téridében sem sziikségesek a vonatkoztatasi rendsze-
rek, és csak egyszer(i differencidlgeometriai eszkozoket kell hasznalnunk [126, 127, 394].
Ehhez el6szor is az alapfogalmak matematikai reprezenticidjat kell tisztazni, lehetdleg
a relativisztikus térid6 fogalmaival analég médon. A nemrelativisztikus és a specidlis
relativisztikus térido is relativisztikus, a lényeges kiillonbség, hogy az els6 esetben a
csak a tér a relativ, mig a masodik esetben az id6 is. A vonatkoztatédsi rendszertél fiig-
getlen targyalds, azaz egy téridomodell elénye, hogy szétvalaszthatok a valédi fizikai
tulajdonsagokat matematikailag elvilasztjuk a nem valédi, vonatkoztatéasi rendszertol
fuggbektdl. A nemrelativisztikus téridé modell részletes fizikai motivacidjat, alapfogal-
mait, formalizmusat és hasznédlatdnak kovetkezményeit illetéen [395, 396, 50, 394, 128]
adnak egyszerii bevezetést. Kiilon-kiilon és egytitt is.
Egy nemrelativisztikus téridédmodellben

— az M téridd egy négydimenziés irdanyitott affin tér az M alulfekvé vektortér
folott, melynek elemeit téridd vektoroknak nevezzik.

— az I abszolit idé egydimenzids irdanyitott affin tér az I egydimenzids vektortér
felett, melynek elemeit iddintervallumoknak neveziink,

—a71: M — I idékiértékelés egy affin sziirjekcié a 7 : M — I linedris leképezés
felett (az abszolit id6 jelenik meg igy a modellben),

a tdvolsdgok D mértékegyenese egy egydimenzids irdnyitott vektortér,

az Fuklidészi szerkezet egy pozitiv definit szimmetrikus bilinearis leképezés,
-t EXE — D ® D, ahol

E=KerTvCM

a térszeri vektorok haromdimenzios linedris altere.

Ekkor az x és y események (téridépontok) kozott eltelt idétartam 7(z) —7(y) = 7(x —

—y). Két téridépont egyidejii, ha koztiik nulla az idétartam. Két egyidejii téridépont

kiilonbsége egy térszerli vektor. A modell 1ényeges elemeit az (A.1) dbra mutatja.
Egy q € E téridé vektor hossza |q| := \/q-q.

YEz a fiiggelék a [393, 128, 129, 51] munkikon alapul.
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t

A.1. 4bra. Nem relativisztikus téridé modell

M dualisat, az M — R linearis leképezések terét M*-al jeloljik. M* elemeit térid6
kovektoroknak nevezziik. Hasonlé médon E duélisa E*.

Ha K € M* egy kovektor, azaz K : M — R egy linedaris leképezés, akkor E-re vett
megszoritasa E* eleme, amit K - i-val jeloliink és K abszolut térszerii komponensének
nevezzik.

A téridé modell minden elemének részletes fizikai motivaciéjat tartalmazza [394].
Megjegyezziik, hogy az euklidészi szerkezet megengedi, hogy segitségével egy vektor-
teret a dudlisdval azonositsunk. Esetiinkben, a mértékegyenes figyelembe vételével ez
az E* = % azonositast eredményezi. Viszont nincs ilyen azonositas M* esetén,
mert nincs euklidészi, vagy pszeudo-euklidészi szerkezet rajta. Indexekkel: ha E egy
q elemének indexes jelolése ¢°, i = 1,2,3, akkor ¢; = ¢’ irhat6. Mésrészt M egy elemét
x®val jelolve (a = 0,1,2,3), 2% ¢ E esetén z,-nak nincs értelme.

A nemrelativisztikus téridében tehat természetes moédon bevezethetéek négyesvek-
torok és négyestenzorok, de ezek tulajdonsigai bizonyos mértékig eltérnek a relati-
visztikus analég mennyiségektdl. Az affin szerkezet azért kell, mert sem a térnek, sem
az idének nincs természetes (kitiintetett) kozéppontja [397, 398]. A vektorok és kovek-
torok fenti tulajdonsigai annak a kévetkezményei, hogy az id6 nem lehet bedgyazva
a nemrelativisztikus téridobe. Lehet persze olyan modellt 1étrehozni, amelyben az
idé bedgyazott (a leggyakoribb példaul I x E) de ekkor matematikailag lehetséges
lenne beszélni olyan fizikai lehetetlenségekrdl, mint példaul az id6 és egy térirany szo-
ge. Azonban egy ilyen modell nem felelhet meg a kiindulédsi feltevésnek: nem csak
fizikailag indokolt elemeket tartalmaz. Ez a fajta keveredés, a felesleges matemati-
kai elemek jelenléte vezet végsd soron az objektivitds Noll-féle definiciéjéhoz is. A
Matolcsi-féle nem-relativisztikus téridé modellben a téridévektorok és téridékovekto-
rok megkiilonboztetése talan a legfontosabb formalis eszkoz: nincs kanonikus médszer
az azonositasukra ezért nem keverhetdek Gssze.

Differencialas

A térid6 affin szerkezete miatt 1étezik abszolit derivalas (a sokasdgok nyelvén: kitiin-
tetett kovaridns derivalas).
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Ha V egy véges dimenzids affin tér a V vektortér felett, akkor egy A : M — V
leképezés differencidlhaté az x* pontban, ha van egy olyan (DA)(z) : M — V linedris
leképezés, — A derivaltja z*-ban — gy, hogy

Aly) — A(x) — (DA)(x)(y — =)

lim =0
y—ow ly — =]
ahol || || egy tetszéleges norma M-en (egy véges dimenzids vektortéren minden norma

ekvivalens). Absztrakt indexes jelolésiinket hasznédlva D = 0.

A fenti térid6 szerkezetének egyik kovetkezménye, hogy A : M — V parcidlis de-
rivaltjanak nincs értelme (csak adott vonatkoztatdsi rendszerben). Viszont a térszerd
derivdltja A-nak értelmes, mert a térszerii vektorok M-ben linearis alteret képeznek
és (0;A)(x) az E — V, ¢¢ = A(x + ¢') fiiggvény derivaltja a nulldban. Vilagos, hogy
(0;A)(z) a (0, A)(x) linearis leképezés megszoritdsa E-re.

Az A : M — V linedris leképezés transzponéltja az az A* : V* — M* lineéaris
leképezés, amelyre igaz, hogy A*w := WA V w € V* esetén. Ekkor, a tenzorok és
linearis leképezések kozott szokasos azonositasokat felhasznalva figyelembe vehetd,

hogy
9,A(z) € Vo M, (0,LA)" () e M* @V
Yy - [(0,A)" (z)] := [0.A(x)]y* € V, (0, A)" (x)w € M*

minden y* € M és w € V* esetén.
Ennek megfelel6en

(9 A)(z) e VO E*, (A () cE* @V, (A1)

¢'[(0:A)" ()] = [(@:A)(2)]g" €V, (8i4)"(z)w € E* (A.2)

minden ¢' € E és w € V*ra.
Specialisan
— egy f: M — R skaldrmez6 derivaltja a 0, f(z) € M* kovektormezd,
e cnnek térszeril része egy térszerli kovektor mez6 0;f(x) € E*;
—egy C% : M — M vektormezé derivéltja egy (0,C*)(z) € M ® M* vegyes
tenzormezd, amelynek transzpondltja (9,C%)*(x) € M* @ M,
e ennek térszerli része a (0;C%)(x*) € M ® E* vegyes tenzormezd, melynek

transzponaltja (9;C%)*(x) € E* @ M,

— egy térszeri ¢! : M — E vektormezd térszerti derivaltja a (9;¢')(z) € E @ E*
vegyes tenzormezd, amelynek transzponaltja (0;¢')*(z) € E* @ E.

— egy K, : M — M* kovektormez6 derivéltja a (0,K3)(z) € M* @ M* kotenzor-
mezd, amelynek transzponaltja (0, Kp)*(x) € M* @ M*.
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Egy kovektormez6 derivaltja és annak transzpondltja is M* ® M* kovektormezo.
Igy egy K, kovektormezonek van abszolit antiszimmetrikus derivdltja:

(00 A Ky (@) = (80 A Kp)* () — (00 A Kp) (). (A.3)

Viszont egy C* : M — M nemrelativisztikus vektormez6 antiszimmetrikus deri-
valtjanak altaldban — vonatkoztatasi rendszertél fliggetleniil — nincs értelme. Azonban
egy térszeri ¢ : M — E vektormezd antiszimmetrikus derivaltja értelmezheté mert
az E* = % azonositas miatt E @ E* = E* ® E, igy

(0 A D) (2%) = (0;¢)* () — (0i ) ().

Megfigyelok és vonatkoztatasi rendszerek

A négyesvektorokat és tenzorokat a megfigyeldk, illetve a vonatkoztatasi rendszerek
tér- és idGszeri részenként észlelik. A szokésos transzformacids tulajdonsagok, példaul
a Galilei-transzformécié két inercidlis megfigyel6 altal észlelt vektor térszerli kompo-
nensei kozott ezek segitségével fogalmazhatdak meg.

A tér- és idGszerli részekre torténd szétbontas az idokiértékelés és a négyessebességek
segitségével torténik a relativisztikus elmélethez hasonléan. A sebességek a V(1) =
= {u® € M|r,u® = 1} halmaz elemei. Egy vektor id4- és térszerfi részeit a kovetkezd
leképezéssel adhatjuk meg:

(Ta, (M)) M = IXE, 2% (1,2% 2% — (2%)u®). (A.4)

A kovektorokra, és a kiilonféle tenzorokra a megfelel6 tovabbi széthasitasi szabalyok
érvényesek. Egy megfigyelot egy Osszefliggd értelmezési tartomany, sima sebesség-
mezéként adunk meg a téridén, u® : M — V(1). Tehat egy megfigyel6 értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban értelmez egy széthasitast minden fizikai mennyisé-
gen. Vonatkoztatasi rendszer alatt egy megfigyel6t és a széthasitott téridd, azaz I x E
vektortér, egy koordinatazasat értjik.

A megfigyelokkel és vonatkoztatéasi rendszerekkel kapcsolatos tovabbi finom fogal-
makat illetéen az irodalomra utalunk [126, 127, 395]. Itt mindkét fogalmat lényegében
juk hasznalni.Az aldbbiakban tobb példat is fogunk latni a széthasitas kezelésére és
kiilénb6z6 megfigyel6kre vonatkoztatott idé- és térszeri mennyiségek transzformacios
szabdlyaira is.

A.1.1. Anyagi sokasagok

Folyadékok esetén hagyoméanyosan két kitiintetett megfigyelot hasznalunk. Egyrészt
egy kiils6 inercialisat — ekkor beszéliink lokalis leirasrél —, masrészt maga a kontinuum,
illetve annak sebességmezdje is tekintheté megfigyelének bizonyos feltételek esetén (ha
nem turbulens). Az anyaghoz kot6dé és a mozgasbdl ered6 valtozasok megkiilonboz-
tetése alapvetGen fontos, ha valoban az anyagra jellemz6 — és nem annak specidlis
mozgasahoz kotodo — paramétereket szeretnénk mérni.

Deformél6dé anyagok esetén ezért kettés tenzormezéket [399, 78|, anyagi sokasa-
gokat [400, 123] illetve szdmos kiilonboz6 idéderivaltat szoktak bevezetni a valtozé-
sok jellemzésére. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a téridérol a relativitdselméletben
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megismert tapasztalatoknak a nemrelativisztikus esetre torténé visszavetitése — annak
felismerése, hogy a nemrelativisztikus térid6é sem pusztan az egydimenzids id6 és a ha-
romdimenziés euklidészi tér szorzata — a derivaltakkal, vektorokkal és kovektorokkal
tortén6 miveletekkel torténé nagyobb elévigyazatossagot feltételez. Ez a szokott in-
dexes formalizmust és miiveleteket nem engedi meg. Ebben a fejezetben megadom az
indexes formalizmusnak egy olyan altalanositdsat, azaz moédositott szabalyrendsze-
rét, amely a deformalhaté testek nemrelativisztikus mechanikdjaban alkalmazhaté.
Ez a formalizmus a Penrose-féle absztrakt indexek szellemében [401] nem kotddik
vonatkoztatdsi rendszerhez és koordinata rendszerhez sem. A formalizmus segitségé-
vel kiszamolom a kiilénféle tenzori jellegli mennyiségek derivaltjait, illetve azok tér-
és idGszerl részeit az anyagra és a téridore jellemzéen. Hasonlé nemrelativisztikus
négydimenzios formalizmust vezettek be tobbek kozott példaul Truesdell és Toupin,
Marsden és Hughes, Maugin, illetve maga Noll is [399, 402, 20, 403, 120], ezek a mun-
kak azonban nem ismerik fel a vektor-kovektor megkilonboztetés kovetkezményeit,
példaul az objektiv idéderivaltakra vonatkozdan sem.

Kinematika

A térid6t a tovabbiakban kényelmi okokbdl vektortérrel reprezentaljuk, pontjait z% €
€ M-el jeloljiik. Térid6 idore és térre torténd széthasitasat és a széthasitott format
— egy inercidlis megfigyel6re vonatkoztatottan — 2% < (t,r) = (t,r*) € I x E médon
adjuk meg. Itt és a tovabbiakban az a, b, c,... = 0,1,2,3 a térid6 vektorok négyes inde-
xei, 1, j, k, ... = 1,2,3 harmas indexek. A négyesvektorok fiiggetlenek a vonatkoztatasi
rendszerektél, a széthasitott forma nem az, a széthasitas feltételez egy megfigyel6t. A
négyesindexek és a harmasindexek is absztraktok, de kiillénb6zo értelmeben: a négyes-
vektorok és tenzorok megfigyel6tol és koordinatazastol is fliggetlenek, a harmasvekto-
rok és tenzorok sem fliggenek koordindtazastol. Az index nélkiili, koordindtainvaridns
jelolésmodot csak a relativ, harmas vektorokra és tenzorokra tartjuk fenn.

Az anyag pontjait X4 = (t,R) = (t, R') €I x A-val jeloljiik, ahol A a kontinuum
pontjait reprezentalé haromdimenziés vektortér. Ebben az irasban a pontokat a szo-
késos mdédon egy alkalmasan valasztott ¢y idépontban a térben elfoglalt helyzetiikkel
reprezentaljuk. Az anyagi sokasig nem téridd, itt nem széthasitasrél, hanem valodi
Descartes szorzat reprezentaciérél van szo. Ennek a reprezentacidénak a problémaival
és ezeknek a problémaknak megoldasaval, azaz az anyag alakvaltozasanak fizikai rep-
szét nagyon pontosan, példaul az I x A anyagi sokasag elemeit is négyes indexekkel
reprezentaljuk, ahol A, B, C, ... = 0,1,2,3, illetve A elemeit pedig I, J, K, ... = 1,2,3-al.
A nagybetiik utalnak arra, hogy nem a téridérél van szo.

A kontinuumot a téridébeli viselkedését jellemzé létezésfiiggvénye adja meg:

~aq . ) ~a t

2°:IxA—>M: (t,R)»—>x(t,R)<<E¢<t’R)>. (A.5)
7'(t,R) a jél ismert mozgasfiiggvény, R pedig az anyagi sokasdgnak a relativ hely-
zetvektorait jelolik. A mozgasfiiggvény fenti egyszerii négydimenzios altalanositdsa-
nak kovetkezményeit targyaljuk a tovabbiakban. Az z%(t, R) 1étezésfiiggvény inverzét
XA(t,r)-el jeloljiik. Az invertalhatésig maga fizikai kovetelmény : azt a feltevést fejezi
ki, hogy a kontinuum pontonként megmarad létezése soran (pl. nem témorédik t6bb
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M
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XI(*H’EJ x(&R
—a/_
| |
0 + :

A.2. dbra. A létezésfiiggvény és inverze

pont egy pontba, stb...). Osszefoglalva az el6bbi fiiggvényeket a kovetkezd formaban
is irhatjuk:

7(t, RT) < < aﬁ(tffzf) ) . illetve XAt 1Y) = ( }Yl(i,ri) ) . (A.6)

A kovektorokat sorban, a vektorokat oszlopban jel6ljiik, lehetdleg 6sszhangban a
matrixszorzas szabalyaival. Azonban a matrixos jelolést csak négyes-hdrmas viszony-
latban, azaz a széthasitott esetben tér- és idokomponensek megkiilénboztetésekor
hasznaljuk. A vektorok felsd, a kovektorok alsé indexet kapnak és csak also és felsd
indexekre megengedett az 0sszegzés, mert a téridé nem euklidészi vektortér: nemrela-
tivisztikusan nincs térid6-tdavolsdg. Az Einstein-konvenciénak megfeleléen az azonos
indexek Osszegzést jelolnek. Az I x A-n értelmezett, azaz szubsztancialis mennyisége-
ket hullammal jeloljik, az M-en értelmezett, azaz lokdlis mennyiségekre, masképpen
mezbkre bevezetett jeloléshez képest. Azaz példaul az A(t,r) skaldrmezd szubsztan-
cidlis formaja A(t,R) = A(t, %i(t,R)), vagyis A = AoT% és A = Ao X4, ahol o az
Osszetett fliggvény jele.

Alapinverzek
T% és X4 inverzei egymésnak, ezért

PoXP=06Y, XAoit=4",  ToXxX' =6, XloiF =0, (A7)

j’

Itt a megfelglé vektorterek iQentités leképezése idng, idixa, idg és ida az indexes
jeloléssel 0%, 5AB, 5" j» illetve 6! 7 lesznek. Vigydzzunk, mert specidlisan a fenti for-
mulékndl a bal oldalon all6 fiiggvényeket nem a helyettesitési értékiikkel tekintjiik
(vesd Ossze (A.10)-el) és altalaban is jelolésmédunkat igyeksziink éppen csak annyira
pontossa tenni, hogy kis odafigyeléssel kényelmes és attekinthetd szamoldsi szaba-
lyokat tegyen lehetévé. Ugyanis a nagyszamu kiilonféle, de hasonlé fiiggvény koziil
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célszerli mindazokat lehetdleg azonositani, amelyek fizikai szerepe megegyezik. Ennek
megfelelden a létezésfliiggvénynek és inverzének a derivaltjai a létezésgradiens, Y% €
eM® (IxA)", és inverze Z4 € (I x A) @ M*, ahol

_ ~ (% 1 0 1 0
Y% = 0pz® < (0 0y) <5z> = (5@@ 5J{jz> = (;51' ﬁj ) ) (A.8)
J

Z% = X" < (0, 05) (XI> = <8tXI <9ij> = (VI al,) (A.9)

Itt v° = 525%" a szubsztancialis sebesség, V! = 0, X! az anyagi sebességmezd, H' J=
= 9,% a szubsztancilis mozgdsgradiens Glj = (H‘l)lj = 8jXI pedig a mozgas-
gradiens mezonek, az el6bbi mennyiség lokélis forméjinak az inverze. Bevezethetjiik
még az u® = 9,7 (szubsztancidlis) négyessebességet és a VA = 0, X4 négyes anyagi
sebességmez6t. Természetesen barmelyik szubsztancidlis mennyiségnek képezhetjiik a
lokalis formajat is, igy példdul v*(¢,r?) = (8{95" o XA)(t,ri) = O,z (t,XJ(t,ri)), amit
indexek nélkil v(t,r) = 5t§(t,X(t,r)) alakban frhatunk. Ne feledjiik, hogy a 0; je-
161és arra utal, hogy szubsztancidlis fliggvényt derivalunk idé szerint, X-et allandban
tartva. Az elébbi példat ezek utédn révidebben és egyszertibben is kifejezhetjiik, v® =
= 5ta:i, illetve indexek nélkiil v = 515)( forméban, azaz a derivalas a szubsztancialis
mennyiségre vonatkozik, de a derivaltat mezoként tekintjiik, tehat az értelmezési tar-
tomany a térids. Altaldban a derivélds folotti jel (vagy hidnya) a derivalandé fiiggvény
értelmezési tartomanyat, mig a derivalt értelmezési tartomanyat a figgvény feletti jel
(vagy hidnya) jeloli. (A.7) masodik formuldjanak derivalasaval kapjuk, hogy

5 x40z — (3.5 t g (10
(X7 ozf) = (0,0) (Xl(t,%k(uR)):RI)_(SB_(61 51J>— (A.10)
N 1 o ~0J~ _ 1 6J
X!+ o X103 opX'0;2%)  \VI+Gl ¢ GIHF)

Innen leolvashato, hogy

Gl HYy = 4oy, (A.11)
vl = —GIa*. (A.12)
Természetesen ez a megfelel6 mezbkre is igaz, azaz leHkJ = 5IJ és VI = —levk,

hiszen a matrixok kozotti osszefliiggéseket az értelmezési tartomany megvaltoztatasa
nem befolyasolja.

Derivaltak

A kiilonféle derivaltak kozotti kapcsolatokat leolvashatjuk egy skalarfiiggvényre tor-
tén6 hatasukbol. Szubsztancidlis mennyiségekre

i = (aF o) =odos=ofvu = (oF of) (5 gh)-
= (af+*af o.fHk). (A.13)

! Ezt a mennyiséget angol nevének titkorforditdsival sokszor deforméciégradiensnek nevezi a
magyar szakirodalom.
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Maésrészt mezdkre

0uf = (Of Oif) = BefuXC =012 < (3f k) (VIK ((;K)
= <5tf+VK5Kf 5KfGIf) (A.14)

Azaz

Oal..)=0.(..)Y%]| Ba(..)=0c(..)Z5, | (A.15)

Ebbdl kovetkezden az id6 és térderivaltakra kulon is felirva

9 (..)= é% () =0(.)+0*o(..) | ar(...)=0,(.. )H" |, (A.16)

(..)=0(..)+VEdk(..)| 8(..)=0k(..)GE|l  (A17)

Itt a szubsztancialis id6derivaltra bevezettiik a szokasos % jelolést, amit néha pont-
tal roviditiink.

Vegyes derivaltak

Igen fontos szerepet jatszanak a vegyes mésodik parcialis derivaltak egyenlésége alap-
jan felirhaté osszefliggések. Két négyes derivalasra ez trivialis, de részben széthasitva
felhasznaljuk a mozgasgradiens és a sebességek definicidit és a derivaltakra fennt ka-
pott bekeretezett Osszefiiggéseket.

Idéderivdltakkal. Elészor a négyes mennyiségekre (A.15) alapjan kapjuk, hogy

Y% = 0,0p7" = 00" = Op1°, — O Y% = 0.0V, (A.18)

0.2 = 00X = 0,0, X4 = V4, — Wz = dcVAZS, (A.19)

Kicsit atalakitva az utébbi formulakat kapjuk a gyakorlatban hasznalhatébb azonos-
sdgokat, ugyanis (A.18)—(A.19)-bdl a sebességderivaltakat kifejezve, (A.8)—(A.9) és
(A.11)-(A.12) felhasznéaldsaval és (A.18)-ndl is mezSkre attérve kapjuk, hogy

d a C _ a 0 Ox 1 Oj _
() #o=om < (i g ) (L Gfg-)—

_<4 0 0 >_<0. OJ.>
bZ—HZKGKlvl H’KGIE o' o)’

Ave _ A 1A 0 O 1 05\
K B_ﬁw/'<Qmﬂ @G@)(ﬁ H@)_

_ 0 0s (0 0y
oV +aGot a6t HY, ) T \V 9,V )¢
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Itt a tér-térszerli és ido-térszerti komponensek részben ismer6s formuldkat eredmé-
nyeznek.

vi= ' —H  VE,  azaz  v= 9v-H-V=0v+v-Vov, (A.20)
v = HiKGlg-, azaz Vv= H-H! (A.21)
vi= ovli4 OtG]kvk, azaz V= §V+G- v, (A.22)
vl = 9,G" H",, azaz VV = §H ' H. (A.23)

A legutolsé osszefliggésnél az inverzfiiggvény derivaltjara vonatkozo szabdalyt hasznal-
tuk fel. Az invaridns, indexmentes jelolés megtaveszté lehet a kiillonbozd vektorterek
miatt.

Térderivdltakkal. Ekkor kicsit keverve a kiilonbo6z6 széthasitott alakokat kapjuk,

hogy
o~ 0 0 o~
8]YC < <8]5j a[HJK> (9]8}(.7}
~ ~ b o~ .
:%Wﬁ<@(m><<@ mK),mM)

w,) “\a, e,

0; 0
@Zi<< y Zk):&@XB:
V7’ 9,67,
B 0; 0; 0
:@@X3<a4él><<@graﬂg>.(A%)

A széthasitas jele folotti index parcialis széthasitast jelol. A tér-térszerli és id6-
térszeri komponenseket ismét érdemes kiemelni. A tér-térszerti komponensnek nincs
jO index nélkiili felirdsa, mert harmadrendii tenzor részleges szimmetriajara vonatko-

zik.

vl = Hjl, azaz Vv =H, (A.26)
OrH’ . = 9 H' |, azaz -, (A.27)
av? =0,G7;, azaz vV = 9,G, (A.28)
%G, = o.G7,, azaz - (A.29)

A.2. Anyagi mennyiségek és anyagi derivaltak

A szubsztancialis alak keveri a téridore és az anyagra vonatkozé mennyiségeket. Az
anyagi mennyiségeknek figyelembe kell venni a kontinuum mozgasanak kévetkezmé-
nyeit, de azt az anyagra magara vonatkoztatva megadni. Ezt a feltételt egyszert fi-
gyelembe venni, ha megkiilonboztetjiik a fiiggvényeket az aldbbiak szerint:

— lokélis: M — M - téridén értelmezett térido jellegh fiiggvény ,

— szubsztancialis: I x A — M" anyagon értelmezett térido jellegl fiiggvény,
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— anyagi: I x A — (I x A)" az anyagon értelmezett anyag jellegii fliggvény.

Itt az n egész szam a fizikai mennyiség tenzori rendjét adja. Mivel az anyag valahol és
valamikor van a téridében, azaz az anyag és a térid6 kozott — feltételezésiink szerint
— egyértelmi kapcsolat van, ezért ezek a formék ugyanannak a fizikai mennyiségnek
egyenértékli kifejezési médjai. Az értelmezési tartomdanyokat a létezésfiiggvény, az
értékkészleteket pedig a létezésgradiens segitségével valtoztathatjuk meg. A fizikai
mennyiségek szubsztancidlis alakjit az eddigiek szerint a mezékre (lokélis alakra)
bevezetett jelolés folott hullammal, az anyagi alakot kalappal jeloljiik.

Skalar

Egy skaldrmez6 az egy f: M — R, (t,r) — f(t,r) figgvény. Ennek szubsztanciélis
formaja megegyezik az anyagi formaval, tehat

f=f=foi" azaz  f(t,R)=[f(t,7(tR)).
Ennek megfeleléen anyagi derivaltja megegyezik a szubsztancialis derivalttal:

Oaf = 0af = 0:f0AT = 0.FY 4 <

—@F.00) = (190 = @F.od) (3 gh ) = @F + Faf.o i), (a0
1

Ebbdl lathatd, hogy a skalar mennyiség anyagi id6- és térderivaltjai a kévetkezoek:
o . o .
f=F=of+tof,  amn f=f=0f+v-Vf, (A.31)
Orf =0rf = opfHY, azaz Vf=Vf=Vf -H. (A.32)

Az anyagi idéderivéaltra kiilon jelolést vezettiink be és a formuldkat lokalis alakban,
mez6ként adtuk meg. Az anyagi id6derivalt geometriailag az anyag sebességmezdje
szerinti Lie-derivalt.

Vektor

Egy vektormezd lokalisan egy
AM—->M, (tr)— c(tr)
fliggvény. Ennek szubsztancialis és anyagi formai:

¢ IxA—M, ' =cor,

A IxASIxA, ¢ =74

Vektorok anyagi formajat agy kapjuk, hogy nemcsak az értelmezési tartomanyt, ha-
nem az értékkészletet is visszahizzuk az anyagi sokasdagra. A négyes vektori mennyisé-
gek nem filiggenek a vonatkoztatasi rendszer mozgasatol — viszont felbontasuk ido- és
térszerii komponensekre méar fiigg. A megfigyel6t a sebességmezdje adja meg [127]. Az
anyag maga is meghataroz egy sebességmezot, ennek megfeleléen legaldbb két célszerii
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és gyakran hasznalatos felbontasa van egy tetszdleges vektori mennyiségnek: egy iner-
cidlis megfigyel6 és az anyag szerint. Ha az anyag relativ sebességmezéje az inercialis
megfigyelé szerint v (azaz széthasitott négyessebessége v® < (1,v%)), akkor a kétféle
felbontast vektorok esetén Galilei-transzformécié koti 6ssze a kovetkez6 mddon:

o I a [ I
e (D) e (@)= (%) e

Itt feliilvonassal az anyag szerinti felbontdst jeldltiik, és az utolsé egyenléség megad-
ja annak inercidlis mennyiségekkel kifejezett alakjat. Figyeljiikk meg, hogy vektornak az
idOszerili része ugyanaz a kiilonb6z6 megfigyelk szamara. A fenti 6sszefliggés megjele-
nik a vektor anyagi formajanak id6- és térszerli komponensekre torténé felbontasaban

is:
-0 0 0 0
A (Y A 1 0; c\ c _ c
- <CZ> — e <_levk ij) <0j> - (ij(cj - UJCO)) B (szc]> ‘
(A.34)
Az anyagi forma derivaltja a teljes anyagi derivdlt

0 -0 5.0
N ~B NC =~ 3\ C o arc _
8AC <G]kck> (81& a[) - ((ijck) 8](GJka)>
- A 1P -
G/ @ —dopky a7 (o1 —daHR) )

A Ve
- (G(é —Vv-c) G(Ve—VH- c)) ' (A.35)

Itt az els6 sor széthasitasanal a diadikus szorzat miatt a derivaltak az elottiik levd
formulara hatnak, ahogy a kovetkez6 matrixbdl latszik. Az atalakitasoknal felhasznal-
tuk az inverz matrix derivaltjara vonatkozd Osszefiiggést, illetve az (A.21) és (A.27)
Osszefiiggéseket. A derivalasok kijelolése utan elhagytuk a szubsztancialis forma jelo-
1ését. Az els6 oszlopbdl olvashato ki az anyagi idéderivalt, amit még egy picit érdemes
alakitanunk:

.0 éO

oo (c:il(elfakakvl)):(c:n (@ lj—<c’“—cov’“>8kvl>)>’

o &0 o
C = % <6> - (G- ((c—covj—Vv-(c—cov)>> ' (A.36)

Ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg, vagyis feltéte-
lezziik, hogy maga az anyagi sokasag — mésnéven a referencia konfiguracié — a pil-
lanatnyi konfiguracié, akkor térszerti vektorra — amelynek null indexi, azaz idészeri
komponense nulla — érdemes kiilon is felirnunk az anyagi idéderivaltat. Ekkor forméa-
lisan G ; 1dentitds (de a derivédltja nem az):

er=¢l - dojul |, azaz E=¢-— (Vv)-c| (A.37)

, Vs . % s TR P v . 1 .
Ezt szokas a vektor felsédramldsos iddderivdltjanak nevezni, és c-val jeldlni. Ez a
feltétel 6sszemossa az anyagi és térido reprezentaciokat.
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Kovektor

Egy kovektormezé lokalis, szubsztancidlis és anyagi alakjai a kovetkezéek:

ke : M— M*  (t,r) = kq(t, 1), (A.38)
ko @ IxA—M* k,=k,of, (A.39)
ka @ IxA— AxA)* ka=Y,k. (A.40)

Hasonléan a vektorokhoz, ha az anyag relativ sebességmezdje az inercidlis megfi-
gyel6 szerint v, akkor megadhatjuk egy inercialis és anyagi megfigyel6 szempontjabdl
is. A kovektorok azonban masképp transzformalédnak, mint a vektorok:

ko < (ko ki),  ka=(ko ki) = (ko+vkr ki). (A.41)

Ez a felbontas természetesen ismét tiikkrozédik a kovektor anyagi formajanak ido és
térszeri komponenseiben

1 A e Oi H[k kk; I

Figyeljiik meg, hogy kovektoroknak a térszerii része ugyanaz a kiilonbo6z6 megfigye-
16k szaméra. Megjegyzendd, hogy a derivalt maga is egy kovektor, a szubsztancidlis
idéderivalt pedig idészeri komponensének anyagi alakja. A teljes anyagi derivalt pedig
a kovetkezo:

= - O\ (~  ar = o (ko +0%kp)  (H ,*ky)
ANB ((%) (k’[)+?) kk HJ kk) <8]<k0+5kkk) 8I(ijkk>

(ko HfG+@hk) ) _ [ ko Hk+ (Tv) k)
811230 ij(a[kk + 8kH1mk¢m) Vkg H(Vk + VH - k)

Itt a csillag a transzpondlast jeloli. Az utolsé egyenlOségnél itt is attértiink lokélis
mennyiségekre. Az utolsé matrixok els6é sorabdl olvashaté ki az anyagi id6derivalt:

o . :
ka= (ko + ket®)  H My + ko) ) (A.43)
Ebbol kaphatjuk meg a térszerii kovektorra vonatkozd jél ismert alséaramlésos

idéderivaltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (H Ij
az identitas, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfiguracioval):

kim (k) Bt kdn®) | ez k= ((kv) kkeOv) | (Add)

Vagyis térszerli kovektor anyagi idéderivaltja altalaban nem térszeri. Nem szorit-
kozhatunk csak a hiarom dimenzidéra. Az anyagi idéderivalt térszerii részét nevezik
alsédramldsos derivdltnak.
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Tenzor

Egy tenzormez6 lokalis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezoek:

7% :© M— MM, (t,r) — T(t, 1), (A.45)
T : IxA—M®®M, T% =T% 6 %, (A.46)
T8 . IxA—>IxA®IxA, T48=724281% (A.47)

Egy tenzormezének inercidlis megfigyel6k altal széthasitott formajat most nem ad-
juk meg, helyette majd a referencia konfiguraciéra visszahizott, anyagi formabol olvas-
suk ki. Ezt (A.34)—(A.42)-b6l lathatéan megtehetjiik. A kozvetlen érveléshez viszont
a téridémodellek transzforméciés formulai sziikségesek [127]. Tehat

ny rJ 0 m J ok
~NAB t t A 5B eed 1 Ol t t 1 -G LU o
T - <£I f]J) =7 cZ dT - <—le?)k GIZ tl tlm Om GJm -

— to GJm(tm - tOvm) —
- GIl (tl _ vlt()) GIZGJm<tlm _ tm'l}l _ tlUm + to’l)l'l}m)
0 G/, >
(b mt ). A48
<Glltl GIIGJmtl ( )

A széthasitott forma komponeneseit az eddigiekhez hasonléan feliilvonéssal jeloltiik.
Figyeljiik meg, hogy egy tenzormezo id6-idGszerii része nem valtozik a kiilénb6z6
megfigyel6k szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kévetkezd:

jo, ~Gfmf”i
G‘]ltl GJZGKmtlm

| \@i) @en,em

a N 5[250 N 5[(C~;Kmfm)

( {0 GE (™ — 9,0™") )

o757 < (3 ) (

G7 (' — 9,0'))  GT,GY,, (8 — 901 E™ — O™ ET)
Ot G5, (O™ — O, H™ ")
G, (0t — 0, H' ;) G, GE (9™ — 9, H ™ — 9, H™, ")
(A.49)

Az utolsé hipermétrix els§ komponenese az anyagi idéderivalt. Ezt részletesebben
kifejtve kapjuk, hogy

t0 G7,, ((t™ — t%™) — O™ (t" — tov™))
’_ZQ’AB— (tl tO,Ulj (tlm _ tm,vl _ tl,l)m 4 tovlvm)_
- 1 - - GIGJ l(grm _ ym,r _ 4r,,m 0,,r,m)__
! <8TUZ(tT —tgv’")) 1Gon | Or0t (8 tmo" — "™ 4+ PuTu™)

arvm(tlr _ tl’UT _ tr,vl 4 t(]vr,vl)

Ebbdl kaphatjuk meg a térszerli tenzorra vonatkozo jol ismert fels6aramldsos idéde-
rivaltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz G' j
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identitds, a pillanatnyi konfiguracié megegyezik a referencia konfiguraciéval):

0ij 0 0t
T = <0J il _ g pitri — arvjtir> . (A.50)

Vagyis térszerti tenzor anyagi idoderivaltja térszerii.

Kotenzor
Egy kotenzormezé lokalis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezdek :
By : M— M@ M, (t, I‘) — Bab(ta I‘), (A51)

By : Ix A — M @M, Bap = By o 7, (A.52)
Bap : IxA—>(IxA®(IxA)*,  Bap=Y, V5B  (A53)

A tenzorok esetéhez hasonléan most is csak az anyagi format irjuk fel. Tehat
(b b\ oecan (1 VPN [(bo bu\ (1 05\
Pap = <31 31J> =Ya¥p Ped = Or Hlk bk brm) \0™ H"y)

_ <b0 + vFb + b o™ + VRbg ™ H™ (b, + vkbkm)> _
H *(bg + 0™ ban) H"H™ by

B ( b H"D, )
H; "o, H*H" b )
A széthasitott forma komponeneseit az eddigiekhez hasonléan feliilvondassal jeloltiik.

Figyeljiik meg, hogy egy tenzormezd tér-térszerli része az, ami nem valtozik a kiilon-
b6z6 megfigyel6k szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kévetkezd:

I (V-4V.€B 53 bo H by,
0a(Yp?Y°Bge) < (0, 0; <~ R S ) _
( ) HJ bn HJ HK bnm

(J"O_ () )
- (Hann) (HJnHmenm) _

- <~ Obo  O(H"ichy)

(A.54)

01 (H ,"by)  Or(H ,“H™ D)
bo H™ (b, + brOv”)
<ﬁ5@W+amw)f@ﬁﬁm@m+mmwf+mw@m>
(L o  H"(Oibw + OmH" B, >
H,"(O1bp + 0uH (by)  H,"H™ (Db + O H' oy + O H' tbym)
(A.55)

Az utolsé hipermatrix elsé komponenese az anyagi idéderivalt. Ezt részletesebben
kifejtve kapjuk, hogy

8o (bo + v¥by, + b o™ + Vb v™) H™ (b 4 0Fbpm) + (br 4 0Fbpr)8mv")
BTN (b + vEbgn) + (b + 0Fbjr) Dv”) H" H'™ (b, + by 00" + 9 0°bsym)
(A.56)
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A.2. Anyagi mennyiségek és anyagi derivaltak

A térszerii kotenzor anyagi idéderiviltja abban az esetben, sem térszerli, ha az
anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz Gi‘] identitas, a
pillanatnyi konfiguracié megegyezik a referencia konfiguraciéval), mert:

k,,m \ Eno k ym
PO B W
(’U bkz) + vFbg, O™ bij + bikajv + O;v bkj

Ennek tér-térszeri komponense a jol ismert haromdimenzios alsédramldsos derivdlt.

Vegyes tenzor

Egy vegyes tenzormezé lokalis, szubsztancialis és anyagi formai a kévetkezdek :

A% + M—->MeM", (t,r) — A%(t,r), (A.58)
A% - IxA—MeM?, A% = A% o7, (A.59)
Aty L IXASIxA®(IxA), Al =Z4vg%A°, (A.60)

Az eddigiekhez hasonldéan most is csak az anyagi format irjuk fel. Tehat

/\0 ~
iA (07 ay\ _ Ay die _ 1 Ok bo  bm I 05\ _
AB_(aI ag)_ZCYBAd_<—G1,vl G1k> (bk b ) \om H™ ) T
0 m m
:< Lot o +Cltmvm m 1y I mHzJam z>: (A.61)
G (' —a’v' +a' v —apu™') G H™(a, — am?')

[ a° H™ Gy,
~\¢d ¢hamd,, )"

A széthasitott alak komponeneseit most is feliilvonassal jeloltiik. Figyeljik meg,
hogy egy vegyes tenzormezo idé-térszerii része az, ami nem valtozik a kiilénb6z6 meg-
figyel6k szempontjabdl. A teljes anyagi derivalt a kdvetkez6:

—0 ITm =
5 AB _3 7By eidy_ (5 N[ @  H'gam | _
aAA C — aA(Z dYC A e) - (at 8[) (G‘Il@l GJleKagn)

( i (Han) )
_ (NGJl@l) ((i‘]lf{mK@fn) _ (A.62)
O Oy
ar(Gha)  01(G H™ay,)
o  H"(Gm + 800"
_ G’ (@ — a9ty G H™ (al, — ov'a™, + Oponal )
_ _ 8]&0 o I:{mK(aIdm + 8mHn[dn)
G7,(0ra' — 0, H' ;a™) GY,H™ (9;al, — 0,H' ja",, + 0, H"d',)
(A.63)

Az utols6é hipermétrix els6 komponenese a vegyes tenzor anyagi idéderivaltja. Ezt
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részletesebben kifejtve kapjuk, hogy

l(ao + amvmj f[”}(am + a;00!)
0y
a’ —a + a .
ﬁlA =\~ ( a vmvl) ~7 .5 (@ = amv')—
B Gll (am — m m am K G’ LH™ | 00t (a™,, — amv™)+
O™ (al — anv!)

apvF ™) ot

(A.64)

A térszerti vegyes tenzor anyagi idéderivaltja sem térszerii, akkor sem, ha az anyagot

az el6bbiekhez hasonléan az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz

G, H ;7 identités, a pillanatnyi konfigurécié megegyezik a referencia konfiguraciéval),
mert:

0 0;
= ‘ . ‘ ~ . c . A.65
A <(azmvm) —am kOt @) — Opviat, + 8kv”a]n> ( )

Ez sem marad térszertl.

Létezésgradiens sebesssége

A kinematikai alapmennyiségiink, a létezésgradiens vegyes tenzor, rdadasul téridé
kontravaridns és anyagi kovaridns komponenssel. Anyagi formaJa pedlg az_ 1dent1tas
ahogy az a transzformaéciés formuldkbdl azonnal megkaphaté: YB ZA =4 A,
Ennek megfeleléen az anyagi formédjanak derivaltja nulla. Természetesen akar neki

maganak is képezhetjiik az anyagi derivaltjat.
0 O
AT
v Hik) . (A.66)

O Ok
orv’ 81H
Innen kiolvashatjuk a négyessebesség anyagi derivaltjat is. Ebbol kdvetkezik to-

vabba, hogy a sebesség és a mozgasgradiens anyagi idéderivaltja a szubsztancidlis
derivalt.

~ = ~ o~ 1 0
0aYc" < (3t 5’1) <f6j ﬁj{ ) =
K
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B. Farkas lemmaja és kovetkezményei

A Farkas-lemmat eredetileg Farkas és Minkowski egymastdl fliggetleniil bizonyitotta
[404, 405]. Farkast a d’Alembert elv egyenl6tlenséges kényszerek altalanositasa, az gy
nevezett Fouier-elv vizsgalata vezette. A lemma alapveté az optimalizalas elméleté-
ben, a Kuhn-Tucker-tételkor kiindulépontja. Torténetével szamos munka foglalkozik,
els6sorban errdl az oldalrél [406, 407, 408].

Ebben a fiiggelékben termodinamikai kévetkezményei miatt, mint a Liu-eljaras al-
gebrai részét targyalom. Ez sziikséges a feltételes linearis egyenlGtlenségrendszerek
megolddsdhoz. A bizonyitdsok [159]-et kovetik, ahol részben Farkas és Haar eredeti
munkdit [409, 410, 411], részben pedig Liu [137] gondolatmenetét foglalom Gssze.

B.1. Lemma. (Farkas) Tekintsik az a; # 0, i = 1,...,n vektorokat a V wvéges di-
menzids vektortéren, és a vektortér dudlisanak S = {p € V*|p-a; > 0,i = 1,...,n}
részhalmazat. Ekkor a kovetkezo dallitdsok ekvivalensek minden b € V-re:

(7)) p-b >0 minden p € S-re.

(ii) Léteznek A1, ..., \, nemnegativ egész szamok dgy, hogy b = >"1" | \;a;.

Bizonyitds. (it) = (i) p- D>y Niai = - Ap-a;, >0, hapels.

(i) = (i1) Elegendé az allitast ay, ..., a; egy maximalis, linedrisan fiiggetlen részhal-
mazara bizonyitani.

Legyen Sy ={y € V* | y-a;, =0,i = 1,...,1}. Ekkor vildgos, hogy ) # Sy C S.

Ha y € Sy, akkor —y € Sy, ezért y-b > 0 és —y - b > 0 egyszerre teljesiil. Ezért
minden y € Sp-re igaz, hogy y-b = 0. Vagyis b az {a;} 4ltal generalt linedris altérben
van, tehat vannak olyan Ay, ..., \; valds szamok, hogy b = 22:1 Aia.

Tovabba, minden k € {1,...,1} esetén van olyan py € V* hogy py-a; = 1 és
Pr-a; = 0 ha i # k. Ezért minden p € S-re igaz lesz, hogy 0 < pi-b = pk‘22:1 Aa; =
= Zizl AiPr-a; = A\p minden k-ra. Amennyiben a vektorok nem fiiggetlenek, a szorzdk
valaszthatéak nullanak. Il

Megjegyzés. A kovetkez6kben V* elemeit fiiggetlennek vdltozoknak nevezziik, V*-ot a
fuggetlen vdltozok terének. A lemma elsé felében szerepld egyenlStlenséget célegyenldt-
lenségnek, a méasodik felében szereplé nemnegativ szamokat pedig Lagrange—Farkas
szorzoknak hivjuk. Az S-t meghatarozé egyenl6tlenségek a kényszerek.

Konkrét szamitasok soran a Lagrange—Farkas-szorzokat hasonléan hasznalhatjuk,
mint a Lagrange-szorzokat feltételes szélsGérték problémék esetén:

p-b—) Ap-aj=p-(b—-)> X-a)>0, VpeV"
=1 =1

Az utolsé formabdl kiolvashatjuk a lemma méasodik allitasat.

Megjegyzés. A tétel geometriai értelmezése fontos és szemléletes: ha a b vektor nem
tartozik az a;-k altal generdlt kiphoz, akkor van olyan hipersik, amely elvalasztja b-t
a kaptol.
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B. Farkas lemmaja és kévetkezményei

Ennek a lemmanak az affin altaldnositasat el6szor egymastol fiiggetleniil Haar Alf-
réd és Farkas Gyula kozolte egymast kovetd cikkekben, kiilonb6z6 bizonyitasokkal
[411, 409]. J6éval kés6bb méasok tobb izben is tjra felfedezték és bizonyitotték, felte-
het&en fiiggetleniil (pl. [412, 408]).

B.2. Tétel. (Affin Farkas) Legyenek az a; # 0 vektorok a 'V véges dimenzids vektortér
elemei, o valds szamok, i =1,...,n, ésSy ={p € V* | p-a; > a;,i = 1,...,n}. Ekkor
bairmely b € V wektorra és 8 valds szamra vonatkozo kévetkezd dallitasok ekvivalensek :
(i) p-b > 3, minden p € Sy-ra.
(it) Vannak olyan i, ..., A, nemnegativ valds szamok, hogy b =31 | Nja; és B <
< DT N

Bizonyitds. (it) = (i) p-b=p-> g, =Y Np-a; >y - oy > .
(1) = (i1) El6szor megmutatjuk, hogy a Farkas-lemma els6 feltétele a fenti tétel
els feltételének kovetkezménye, azaz ha (i) igaz, akkor p - b > 0, minden p € S-re.
Tegytik fel az ellenkez8jét, ekkor van olyan p’ € S, hogy p’ - b < 0. Vegyiink egy
tetszOleges p € S4-t, ekkor p+kp’ € S4 minden valés nemnegativ k szamra. De ekkor
(p+kp')-b=p-b+kp -b< hak< ppb B Tehét ellentmondésra jutottunk.
Ezért, Farkas lemmajanak megfelelGen, léteznek nemnegativ Aq, ..., A, Lagrange—
Farkas-szorzék tgy, hogy b = > ", Na;. Tehdt 8 < infpcg,{p - Z?Zl \ia;} =
= infpes, {D it NP - ai} = > i, B
Megjegyzés (1). A szorzé-forma ismét egy jé emlékeztetd:

m
(p-b—7) Z)\pal—az— (b — Z)\ a;) ﬁ—i—Z)\iaiZO, Vp € V*.
i=1
Megjegyzés (2). A geometriai interpretacié hasonlé az el6z6 tételéhez, de affin objektu-
mokkal. Ha a (b, ) vonal, azaz egydimenzids (affin) hipersik nem tartozik az (a;, o;)
vektorok &ltal generdlt (affin) kiphoz, akkor létezik egy hipersik, amely elvalasztja
b-t a kuptdl.

A kovetkezd allitds Liu tétele, Farkas lemméjanak az a valtozata (kovetkezmé-
nye), ahogy a modern termodinamikdban felmeriilt [137]. Egyenlétlenségek helyett
egyenlGség-tipusit kényszerek vannak benne, ezért a szorzék lehetnek negativok is.
Liu munkédjaban nem hivatkozik Farkasra, a Liu-eljiras és a Farkas-lemma kapcsola-
tat Hauser és Kirchner ismerte fel [155].

B.3. Tétel. (Liu) Legyenek az a; # 0 vektorok a 'V véges dimenzids vektortér elemei,
a; valds szamok, i = 1,...,n, és S;, = {p € V¥*|p-a;, = «j,i = 1,...,n}. Ekkor egy
b € V wektorra és 3 valos szamra vonatkozo kévetkezd allitdsok ekvivalensek :

(i) p-b > [, minden p € Si-re,

(ii) Vannak olyan A1, ..., N, valds szamok, hogy

=1

és

p< ZAiai' (B.2)
i=1
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Bizonyitds. Az allitas az affin Farkas-lemma kévetkezménye, mert S, egyszertien meg-
adhat6 S4-nak megfelelé formaban a; és —a; vektorok segitségével: S;, = {p € V*
>k|p - a; > a;, P - (—ai) > Oéi,’L' = 1TL}

Ezért vannak olyan nemnegativ )\f, w AF 6 AT, ., A, valds szdmok, hogy b =
= Z;L:I()‘+iai — A7) = Z?:1(>‘+i —ATia; = Z?:l Aiag és 8 < Z?:1(>\+iai - A"
—Z‘Oéi). [ |

Megjegyzés (1). A szorzé-forma ismét konnyen megjegyezhet6vé teszi az allitast

(p-b—p5)— Z)\ p-a—qa;)=p-(b— Z)\ a;) 54—2”:)\@'04@', Vp € V*.

=1

Megjegyzés (2). A differencidlhat6 fiiggvények lokalis feltételes extremumara vonatko-
z6 Lagrange-szorzos tételben a linearis algebra fenti tételét alkalmazzuk a megfeleld
figgvényeknek az extremalis pontban térténé linearizalasa utan.

Az alkalmazasok szempontjabdl érdemes Liu tételének vektoros kényszerekkel felirt
valtozatat is kimondani:

B.4. Tétel. (vektor Liu) Legyen A # 0 a 'V és U véges dimenzios vektorterek V@ U
tenzorszorzatdinak eleme. Legyen tovdibbd o € U és S, = {p € V*|p- A = a}. Ekkor
eqy b € V wvektorra és [ valds szamra vonatkozo kévetkezd dllitdsok ekvivalensek :

(i) p-b > (3, minden p € Sp-re.

(ii) Van olyan A € U* kovektor, hogy

b=A"-\ (B.3)

B< A a. (B.4)

Bizonyitas. Visszakaphatjuk a tétel el6z6 formajat barmely K : U — R" linearis
bijekcid, azaz U egy koordindtdzdsdnak segitségével. Ezért a; := A - K* - e;, ahol e;
egységvektor és K- o = (a); = o5. Tehat b = 7" | Ma, = A" | N K¥e;. Ezért
létezik a keresett A € U*, A =3"" | \;K*e; és A fiiggetlen a koordindtézastél. W

Megjegyzés. A kontinuumfizikaban és termodinamikaban a fenti algebrai allitasokat
differencidlegyenletekre és egyenl6tlenségekre alkalmazzuk. A (B.3) egyenléségeket

Liu-egyenleteknek, a (B.4) egyenlétlenséget disszipdcids egyenlétienségnek, fuggetlen
valtozokat pedig folyamatiranyoknak nevezzik.
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C. Reynolds transzporttétele

Reynolds transzporttétele a paraméteres integralokra vonatkozo6 altaldnos tétel egy
specidlis esete. A kontinuumfizikdban az integralis mérlegekrdl a differencilis mér-
legekre torténd transzforméciéra hasznéljak. Ebben a dolgozatban hasznalata pont
forditott, differencidlis mérlegekbdl kovetkeztetiink integralis formékra.

Ha egy dramlé kozeget jellemzé f mez6t a tér egy olyan id6t6l fiiggé H (t) halmazara
integralunk, amely az aramlo kozeggel egylitt mozog — tehat hataran nem lép at a
kozeget meghatdrozé fizikai mennyiség (pl. tomeg, vagy energia) —, akkor megfelels
simasagi feltételek mellett Reynolds transzporttétele a kovetkezo:

d ) o o
. Zd — . 7.1 d .
dt/,,(t)f(t’“ v /H(t)<atf+f8v> v, (C.1)

ahol dV Lebesque-mértéket jelol H(t)-n és v(t,z2%) a sebességmezd. A részletes bizo-
nyitds megtaldlhat6 pl. [48]-ban.
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D. A mozgo testek homérséklete

OEbben a fiiggelékben a relativisztikus termodinamika torténetét és a dolgozatban
kapott relativisztikus Gibbs-relacié néhany kévetkezményét targyalom.

D.1. Torténet — relativisztikus termodinamika

Ma sincs altalanosan elfogadott relativisztikus termodinamika, kiilénb6z6, egyméasnak
ellentmond¢ relativisztikus termodinamikak vannak. Raadasul nem is két elmélet fe-
sziil egymasnak, ahogy esetleg gondolhatnank, hanem legaldbb négy allaspont 1étezik.
A paradox helyzet a hémérséklet transzforméciés tulajdonsidgainak megfogalmazdsa-
ban jelentkezik legélesebben. A kérdés az, hogy egy adott Ky vonatkoztatasi rend-
szerben nyugvo termodinamikai test Ty homérsékletét egy hozza képest egyenletes
sebességgel mozgb megfigyelé mekkoranak méri (D.1 abra).

— Planck és Einstein 1907-ben azt éllitotta [340, 339], hogy

T
T="2, (D.1)
¢!

ahol v = ﬁ Latjuk, hogy T' < Tp, a mozgd test homérséklete kisebbnek

latszik a megfigyel6 szamara a nyugalmi homérsékletnél.

— Heinrich Ott (Sommerfeld tanitvinya) 1963-ban publikalt alapos elemzésében
[413] kétségbe vonta Planck és Einstein allitasat és arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy a helyes transzforméacids képlet a kovetkez6

OEz a fiiggelék a [25] kozleményen alapul.

Megfigveld

D.1. abra. Relativisztikus termodinamikai test és vonatkoztatési rendszerek
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D. A mozgé testek hémérséklete

azaz T > Ty, a mozgd test hémérséklete nagyobbnak latszik a megfigyeld szamara
a nyugalmi hémérsékleténél.

Ott még cikkének megjelenése el6tt elhunyt, de tole fliggetleniil masok is ha-
sonl6 kovetkeztetésre jutottak, igy a hamarosan kibontakozo6 élénk tudomanyos
vitaban allaspontja nem maradt védelmezo nélkiil. Szamos Gj szempont meriilt
fel és 1966-67-ben Peter Landsberg ésszerlien érvel amellett [414, 415], hogy a
hoémérséklet nem transzformalddik, azaz

T =T, (D.3)

Azt gondolhatndnk, hogy okoskodni sokféleképpen lehet, és elvek ide, vagy oda
val6jaban a valésdgnak, azaz a méréseknek kell eldonteniiik ezt a kérdést. Va-
16di kisérletek ugyan akkor még nem voltak lehetségesek, de pontosan ekkor, a
hatvanas évek végén megmérték a Fold (Naprendszer) sebességét az akkoriban
felfedezett kozmikus héattérsugarzashoz képest [416]. Ezekben a kisérletekben a
feketetest sugarzas Planck-spektruma akkor reprodukalhaté, ha a hémérsékletre
a kovetkez6 transzformacios szabdlyt tételezziik fel:

v(1 —wvcosh)’

ahol 0 a mozgds és a megfigyelés irdnya kozotti szog. Ez a Doppler-
transzforméciés formula. Ezt gy értelmezhetjiik (illetve jéval kés6bb tobben,
tobbek kozott a mar emlitett Peter Landsberg 2004-ben [417], gy értelmez-
ték), hogy nincs értelme transzformacios képletet keresni, a hémérséklet méré-
sének modjatol, azaz a hdmér6tol fiigg a hémérséklet. Ez altaldban atvezetne az
egyensulyi homérséklet kérdéséhez, de itt természetesen csak egy szempontrél,
a homérd sebességérol van szb.

Végiil esetenként megjelenik azok véleménye is, akik ehhez a vitdhoz nem szo6ltak
hozz4, mert szerintiik komoly tudés nem 4rtja magat ilyen alproblémakba [71]1.

Létjuk, hogy tulajdonképpen a lehetséges valamennyi vélaszt megkaptuk (hidegebb,
melegebb, egyenld, értelmetlen, és félreértés az egész). Az a furcsa, hogy mindegyik
allaspont védhetd, és manapsag is szamos tanulmany és vizsgalat jelenik meg egyik,
vagy masik allaspont védelmében, vagyis agy tlinik, senki véleménye nem volt elég
meggy6z6 (lasd pl. [419, 420, 421, 422, 423, 424, 425, 426, 427, 428, 429, 430, 431,

432,

433)).

Mi is volt a 6 kérdés Planck és Einstein szamara? Az tjonnan kidolgozott relati-
vitaselmélet fényében a Gibbs-relacié megfelel6 forméjat keresték egyméshoz képest
mozgd inercidlis vonatkoztatasi rendszerekben. Azaz tegyiik fel, hogy termodinamikai
testhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben
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dEo = T()dS() — podVo, (D.4)

!Ttt Miiller Israel-t és Stewart-ot is idézi [418] (Miiller rosszul idéz), aki ’imbroglio’-nak, azaz
nagyon idegesito félreértésnek nevezi a relativisztikus termodinamikanak ezt a problémajat.
Miiller érvelése azon alapul, hogy a Gibbs-relacié ,kéztudomésilag’ csak egyensilyban érvényes.
Ezzel sajat magéval keveredik ellentmondésba, ugyanis [40] konyvének legelsé formuldja az elsé
fétételt a teljes energidra vonatkozdan fogalmazza meg. Innen csak egyetlen 1épés, a valtozok
felismerése kell a sebességet is tartalmazé (1.55) Gibbs-reldcié felirdsahoz.
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D.1. Térténet — relativisztikus termodinamika

ahol Ejy a test energidja, Vj a térfogata, py a nyomasa, Sy az entropiaja és Ty a ho-
mérséklete. Kérdés, hogy a testhez képest mozgé inercidlis megfigyel$ szamara hogyan
irhato ez fel?

A relativitdselmélet ekkor még nem ismerte a Minkowski-teret (1909), a vizsgalédas
f6 irdnya fizikai mennyiségek vonatkoztatasi rendszerektdl torténd fiiggésének felde-
ritésére a transzformacids tulajdonsagok vizsgdlata jelentette. Planck elemi megfon-
tolasokkal, illetve tanitvanyanak, von Mosengeilnek munkajara tdmaszkodva belatta,
hogy a nyomés nem transzformalédik, azaz a D.1. dbra vonatkoztatasi rendszereiben

P = Do.

A térfogat esetében ebben az elrendezésben csak az x irdnyd Lorentz-kontrakciot

vessziik figyelembe, ezért

Vi
V=2
Y

Planck tébbféle gondolatmenettel is demonstrilta, hogy az entrépia nem transzfor-
malodik
S =5.

Egyik legegyszeriibb megfontolasa a vonatkoztatasi rendszerek egyenértékiiségével ér-
vel, illetve feltételezi/felhasznalja, hogy az egyik rendszerbél adiabatikusan dtmozgat-
hatjuk a termodinamikai testet a masikba. Ugyanis tételezziik fel, hogy mondjuk a
mozg6 megfigyelo rendszerében észlelt entropia a nagyobb, S > Sp. Ezutan a testet
gyorsitsuk fel adiabatikusan a mésik rendszer sebességére. A mozgatas adiabatikussa-
ga miatt az entrépidk nem valtoztak. Azonban most mar a masik — eléz6leg megfigyeld
— rendszerben nyugszik a termodinamikai test, ezért ha van kiilonbség a mozgd és al-
16 test entrépiai kozott, akkor az ellenkezd iranyd egyenlGtlenség kellene fennalljon
S < Sp, ami lehetetlen.

Az is vilagos volt, hogy relativisztikusan az energia nem alapveté mennyiség, egy
adott termodinamikai test (vagy tomegpont) energidja a kiils6 megfigyel6 szamara
néha impulzusnak latszik (hasonléan, ahogy sztatikus elektromos tér mozgé rendszer-
bél méagneses teret is mutat). Azaz, az energia a specidlis relativitdselméletben az
energiaimpulzus-négyesvektor idoszerti komponense és csak a megfigyel6 szamara, az
idovel és a térrel egyiitt, latszik energianak, illetve impulzusnak. Ha egy termodina-
mikai testnek Fy az energidja egy nyugvé rendszerben és nincs impulzusa, akkor a
hozza képest v sebességgel mozgd rendszerbdl tgy tinik, hogy energidja E és van
G impulzusa is. Energia és impulzus ugyanigy egy négyesvektor részei, mint idé és
tér, ezért a kiilonféle nézépontokat egy Lorentz-transzformécié kapcsolja 6ssze. A D.1
abran lathaté elrendezéssel (a mozgds irdnya megegyezik a koordindtarendszerek x
tengelyének iranydval) 1+1 dimenziéban irhat6:

()= (D)= ()

Ez viszont azt jelenti, hogy energiacserérdl a termikus kolcsonhatdasban 6nmagaban
értelmetlen beszélni: a hokozlés megvaltoztatja a termodinamikai test impulzusat is.
Ezért Planck bevezette az iigynevezett transzlaciés munkat, és a mozgd vonatkoztatasi
rendszerben a Gibbs-reldcié alakjat a kévetkezd formaban tételezték fel:

dE = TdS — pdV + vdG. (D.5)
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Behelyettesitve ebbe a formulaba a fenti transzformacios szabalyokat, révid atalaki-
tassal azt kapjuk, hogy

dE
0 _ 7asy - po i,
v v

Ez pedig csak akkor egyezik meg a nyugvé rendszerbeli (D.4) alakkal, ha

_T
o

T

Tehat a mozgd test egy megfigyel6 szamara hidegebbnek tiinik a nyugalmi hémérsék-
leténél. Vegyiik észre, hogy ekkor a hémérséklet reciprokara vonatkozodan viszont

T 7?07
azaz a reciprok hémérséklet egy négyesvektor nulladik komponensének megfeleléen
transzformalodik, az energidhoz hasonléan.

Heinrich Ott tobbféle gondolatkisérlettel elsGsorban a hé transzformécios szabalyat
vizsgalta. Az entrépia és a hOGmérséklet fenti transzforméciés szabalyait figyelembe vé-
ve lathatjuk, hogy 0Q = T'dS = TpdSy /v = 6Qo/7, a hé ugy transzformélédik, mint a
térfogat. Ott arra a kovetkeztetésre jutott, hogy ésszeriibb azt feltételezniink, hogy a
h6 maga egy négyesvektor nulladik komponenseként foghato fel. Az entropia invarian-
cidjaval ebbdl mar kovetkezik a bevezetésben emlitett transzforméacios formula. H. Ott
gondolatmenete arra a megfigyelésre épiilt, hogy a Planck—FEinstein-féle relativisztikus
termodinamikdban impliciten feltételezziik, hogy a héatadas egy, a megfigyel6 vonat-
koztatasi rendszerében rogzitett hétartaly felé torténik. Szerinte a hétartalyt sokkal
ésszerilibb az egylittmozgd rendszerben elképzelni, és akkor a transzlidciés munka nem
1ép fel a Gibbs-relaciéban.

Ha azonban a hémérséklet Ott-féle transzformacios szabalyat a fenti gondolatme-
netben fel szeretnénk hasznalni, akkor azonnal latjuk, hogy a térfogat és a nyomas
transzformacids szabalydval nem fér 6ssze. Nem érdemes Ott gondolatmenetét részle-
tesen elemezni, szamos hidnyossiaga van. Ezeket a hidnyossigokat aztan tobb iras is
elemezte az emlitett vitdban.

Néhany fontos érvet érdemes felidézni.

— A termodinamikai testhez rogzitett nyugalmi rendszerben mért homérséklet a
test jellemzdje, ezért mindenki szamara ugyanaz. Természetesen ez nem feltét-
leniil azt jelenti, hogy Lorentz-skalar kellene legyen [414, 415, 41, 434].

— A falak és a termodinamikai test Osszetartdsdnak kérdése is szerepet jatszik.
Az a kézenfekvd valasztas, hogy egy adott inercidlis vonatkoztatasi rendszer-
ben merev falakkal hatarolt allandé térfogatrész legyen a termodinamikai test,
sajatos problémdkat okoz. A merevség nem egyeztethetd Gssze a globalis, a
test egészére fenndllé szinkronizaltsaggal, a falakon alkalmazott nyomaés pe-
dig energiaimpulzus-atadast jelent. Sokak szerint ez az egész probléma lényege
[435, 434, 436, 437, 438, 424]. Egyik kittnak tiinik a munka fogalmanak maédo-
sitdsa [439, 434].
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— A transzformacios tulajdonsigok masok az energiaimpulzussiiriiség-tenzor kom-
ponenseire és a termodinamikai testet egészében jellemzé mennyiségekre. Azaz
a stirtiségek és a globalis mennyiségek mas tenzori rendii mennyiségek. Ez aztan
maig zavarokat okoz (1dsd pl. [425]).

— A valddi és latszélagos mennyiségek elemi relativisztikus kérdéskore itt egy ra-
vasz csavart vesz, mert ebben az esetben a sebesség nem feltétleniil csak a vonat-
koztatéasi rendszer termodinamikai testhez képest mért relativ sebességét jelent-
heti. Ugyanis energiaatadas nincs, csak energiaimpulzus-atadés, azaz az impul-
zus (vagy sebesség?) is a termodinamikai valtozok kozott kell szerepeljen. Ezt a
kérdést ebben a dolgozatban részletesen vizsgaltuk. Relativisztikus termodina-
mikdban fontossagat van Kampen ismeri fel elszor [41], de a termodinamikusok
relativisztikusan is idegenkednek téle [434].

Az energiaimpulzus-tenzor, a termodinamikai test hatarozatlansiaga és a sebesség
mint termodinamikai valtozé kérdése Planck és Einstein szamara 1907-ben nem volt és
nem is lehetett vilagos. Viszont relativisztikus termodinamikai elméletiik alapjan tiir-
het6en érteni véljitk a kinetikus elméletet és a folyadékelméleteket is (nemdisszipativ
esetben legaldbbis). Figyelembe véve a kontinuum- és kinetikus elméletbél lesziirhetd
tapasztalatokat, a kovetkezd kérdésekre kell valaszt adni a relativisztikus termodina-
mikaban:

— Mi mozog? Azaz hogyan kell érteni a sebesség fogalmat a termodinamikaban.
A termodinamikai test részecskéinek, vagy energidjanak sebessége szamit? Ez a
kontinuumok esetén az Eckart-, vagy a Landau—Lifschitz-aramlés, illetve sebes-
ség definicié kérdése.

— Mi a test?

— Hogyan irjuk le mozgé termodinamikai testek kolcsonhatasat, termodinamikai
egyensulyat?

Az elsd két kérdésre a kontinuum elmélet fényében adtam egy értelmezést a 3.6 feje-
zetben. Az alabbiakban a kélcsonhatasra vonatkozo kovetkezményeket targyalom.

D.2. Kolcsonhatd termodinamikai testek

Vegyiik észre, hogy a (3.94) nagyon hasonlit a (D.5) Planck—Einstein-képletre. w, =
= Q°%/H sebesség dimenzidjui, térszerii vektor: az impulzus osztva a tehetetlenséget
kifejez6 entalpiaval. Viszont ez nem egy, a testhez képest mozgd inercidlis megfigyeld
relativ sebessége, hanem a belsé energiadraménak a sebessége: azaz arrél van sz6, hogy
a test sebessége nem feltétleniil az energiajahoz kotodik, a termodinamikai testhez rog-
zitett vonatkoztatasi rendszerben is van energiadram, és igy impulzusaram is, egyetlen
termodinamikai testen beliil. Vegytik észre, hogy ||w*|| = —ww, = —¢%ga + 1 < 1,
azaz ez a sebesség sem lépheti til a fénysebességet. (3.94) altaldanos Gibbs-relaci6 sze-
rint a termodinamikai test nem egyszeriien energia-impulzust cserél a kornyezetével
— ez felelne meg az Planck—FEinstein-formuldnak —, mert az impulzuscseréhez tartozo
termodinamikai ,intenziv” valtozo figyelembe veszi a test tehetetlenségét, azaz ental-
piatartalmat. Eppen ezért a transzforméciés szabélyok megallapitdsdhoz a két test
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kolcsonhatasanak figyelembe vétele elengedhetetlen, pusztan a Gibbs-relaci6é vizsga-
lata nem elegendé.
[rjuk a (3.94) Gibbs-relaciét a kovetkezd alakba:

GodE® = TdS — pdV. (D.6)

Tekintstink két kolcsonhaté termodinamikai testet, amelyek energia-impulzust cserél-
hetnek egymassal és Ossztérfogatuk allandé. Ha dE{ + dES = 0 és dV; +dVa = 0,
akkor az Osszentropia maximumaéanak feltételei a megfelel6 intenzivek egyenlGsége:

9i _ 95  pL_ P2

= = . D.7
Ty AT D) (D7)

Ez altalaban nem jelenti a hémérsékletek egyenléségét. A feltétel egyszeri elemzéséhez
most egydimenzids mozgasra szoritkozunk. Adott inercidlis vonatkoztatési rendszer-

ben ekkor
. 1 v 1+vw
a __ a a __ P
9" =1"4+w —’y<v>+’yw<1>—'y<v+w>. (D.8)

A termodinamikai egyenstly (D.7) feltétele alapjén

~v1(1 4+ vywn) _ Y2(1 + vows) (v +wi)  y2(ve + w2)

= . D.9
Ty T ' Ty Ty (D-9)

A két egyenléség hanyadosat képezve kapjuk, hogy egyensilyban az egyiittes relati-
visztikus sebességek egyenloek:

v+ w1 U2+ w2
L+vw 14 vws’

(D.10)

A négyzetiik kiilonbségébdl pedig kovetkezik, hogy

1 —w? 1 — w2
¢ﬂ1:¢ﬂ2' (D.11)

Sebességek egyenldségére vonatkozé feltételeket termodinamikai megfontolasok alap-
jadn masok is kaptak [41, 440, 441, 442].

Vegyiik észre, hogy a termikus egyensily feltételében, kiilsé vonatkoztatasi
rendszerbol nézve négy sebesség jelenik meg: vy, vo, wi és we. Egy Lorentz-
transzformacidval, az egyik testet vilasztva vonatkoztatdsi rendszernek csak az egyik
sebességet tudjuk kikiiszobolni. A maradék harom sebesség fizikai feltételt jelent a
termodinamikai rendszerre vonatkozéan. Bevezetve a v = (v2 — v1)/(1 — viva) relativ
sebességet, a fenti feltételek a kovetkezo formaba hozhatdak:

v+ wo V1 —v?

- _ T =Ty — . D.12
w1 1+vw2’ 1 2 1—|—vw2 ( )

A hémérsékletre tehat egy dltalanos Doppler-formulat kaptunk, hasonléan, mint [443,
444, 417, 445, 446, 447].

Erdemes megvizsgdlni ezt a formuldt a mésodik, megfigyelt termodinamikai test
belsO energiaaramanak sebességére, ws-re, vonatkozé kiilonféle feltevések mellett.
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D.2. dbra. A Planck-Einstein transzforméaciés szabaly téridé vektoros szemléltetése.
Nincs energiadram a megfigyelt testben (w§ = 0), ezért az uj négyessebesség parhu-
zamos a gf és gy négyesvektorokkal. A hémérsékletek aranya 77/T» < 1.

1. wo = 0: nincs energiadram a megfigyelt testben. Ekkor w; = v, az energiadram-

sebesség megegyezik a test sebességével, és Ty = To/1 — v2 < Th. A mozgd test
hidegebbnek latszik, mint 4ll6 esetben lenne [340, 448, 339] (D.2. 4dbra).

.w; = 0: nincs energiadram a hoéméroben. Ekkor wes = —v és

Ty =Ty /v1 —v? > Ty, tehdt a mozgd test melegebbnek latszik [449, 413, 450,
420] (D.3. abra).

. wy +wy = 0: a teljes rendszerben nincs energiadram, a két test dramai kompen-

zaljak egymaést. Ezt specidlis energiaaram-sebességekkel érhetjiik el: we = —w,
wp =w és w = (1—+1—02)/v. Ekkor a latszélagos hémérsékletek egyenléek:
T, =Ty [414, 415] (D.4. 4bra).

. wyg = 1: egy tisztdn sugarzast tartalmazoé test mozog. Ekkor w; = 1, és a

hoémeérsékletekre azt kapjuk, hogy T = TQ\/%%Z. Tehat 77 < 15 ha v > 0, a

tavolodd test hémérséklete Doppler voroseltolédottnak latszik (D.5. abra). Ha
pedig T1 > T, v < 0, akkor megkapjuk a kozeled6 testek Doppler kékeltolédott
hoémérsékletét.

A (D.2)-(D.5) abrakon a vonatkoztatdsi rendszert a héméréhoz rogzitettik, te-
hat uf = (1,0). Az energiadram térszerii sebességei merélegesek a megfeleld né-
gyessebességekre, azaz az abrakon a fénykupra szimmetrikusan helyezkednek el.
A négyessebesség-vektorok végpontjai az idészerti hiperboldkon vannak, a térszeri
energiadram-sebességek pedig beliil vannak a térszert hiperbolakon.

Vagyis azzal a kiindulé feltevéssel, hogy egy termodinamikai test sebessége nem
feltétleniil az impulzusahoz kotott, egységesen értelmezni tudtuk a relativisztikus hé-
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D.3. dbra. A Blanusa-Ott transzformécios szabdly téridé vektoros szemléltetése. Nincs
energiadram a hémérében (w§ = 0), ezért az uf négyessebesség parhuzamos a gf és
g9 négyesvektorokkal. A hémérsékletek aranya 77 /T > 1.

D.4. abra. A Landsberg-szabaly téridévektoros szemléltetése. Nincs energiadram az
Osszetett rendszerben, ezért a g és g§ négyesvektorok egyenléek. A homérsékletek
ardanya 17 /Ty = 1. Itt wy = 0.33, we = —0.33.
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D.5. dbra. A Doppler-voroseltolédas két termodinamikai egyensilyban levé test ko-
zOtt. A megfigyelt test energiadram sebessége a fénysebességgel egyenld, wo = 1, ezért
wy = 1 és az energiaimpulzushoz tartozé intenziv mennyiségek, gf és g§ fényszertiek.

mérsékletre vonatkozd Osszes elképzelést. Ez a feltevés pedig a folyadékok elméletében
teljesen természetes, ésszertinek tiinik, hogy homogén testek esetén is érvényes.
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