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1. Bevezetés

Szamos alkalmazasi teriilet igényel hatékony algoritmusokat kombinato-
rikus feladatok megoldasara. A gyakorlatban felmeriil§ optimalizalasi
problémék jelentGs része NP-teljes, ezért nem varhatjuk, hogy polinom-
idejd algoritmusokat talalhatunk ezek megoldasara. Nem remélhetjiik,
hogy ezeket a problémakat teljes altaldnosidgban hatékonyan tudjuk
kezelni, de lehetséges, hogy léteznek olyan elméleti vagy gyakorlati jelen-
t6ségl specidlis esetek, amelyeket bizonyithatéan hatékonyan meg lehet
oldani. Az algoritmuselméleti kutatasok jelentGs része olyan speciélis
eseteket vagy algoritmikus szempontbol kedvezd tulajdonsédgokat vizsgél,
amelyek hatékony algoritmusokat tesznek lehet&vé.

Talan a legszélesebb korben vizsgalt kedvezd tulajdonsag a probléma
felbonthatdsdga: a feladat bemenete rekurziv moédon felbonthato kisebb
részproblémakra olyan moédon, hogy a részproblémak megoldasabol
Osszeallithato az eredeti probléma egy megoldéasa. A felbonthatdsag pon-
tos definicioja fiigg a konkrét problématol, de tipikusan valami olyasmit
jelent, hogy taldlhatunk kisméretii szeparatorokat, ami a probléméat
egymastol nagyjabol fiiggetlen részekre bontja és barmilyen kapcsolat
ezen részek kozott csak a szepardtoron keresztiil torténhet. A grafokon
értelmezett algoritmikus problémék esetén (illetve olyan problémékon,
amiket termeészetes modon lehet grafokkal modellezni) rendkiviil hasz-
nos a favastagsdg fogalma a felbonthatosag fogalmanak a modellezésére.
Durvan fogalmazva, egy graf favastagsaga azt méri, hogy a graf mennyire
hasonlit a fa strukturara: alacsony favastagsagu grafok nagyjabol ugy
néznek ki, mintha egy fa grafban minden cstcsot kicserélnénk valamilyen
kis grafra. A favastagsag formalis definicioja (lasd alabb) els6re nem ti-
nik tdl szemléletesnek, de nagyon pontosan kifejezi azokat a feltételeket,
amelyek a kis szeparatorokon torténd rekurziv felbontason alapulo algo-
ritmusok igényelnek. A favastagsag fogalmanak a természetességét az is
mutatja, hogy ez a definici6 (ekvivalens megfogalmazasban) egymastol
fiiggetleniil haromszor is megjelent az irodalomban [6,45,69].

Az értekezés atfogd téméaja annak megértése, hogy a favastagsag és
hozza hasonlé strukturélis paraméterek hogyan befolyasoljak bizonyit-
hato modon a problémak bonyolultsagat. A bemutatott eredmények
kozott vannak algoritmusok (bizonyithato felss korlattal a futasi idore)
és bonyolultsagi eredmények (bizonyithato alsé korlatok a probléma
megoldasahoz sziikséges futéasi idore). Az értekezés arra az alapvets
kérdésre probal valasz talalni, hogy a probléma bonyolultsiga mennyire
pontosan kapcsolodik a favastagsaghoz. Vizsgaljuk, hogy énmagaban az
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alacsony favastagsag ténylegesen csokkenti-e a probléma bonyolultsagat,
illetve hogy pontosan szamszertisithet6-e, hogy adott favastagsagnal
milyen futési id6 érhetd el. Tovabba vizsgaljuk azt a kérdést, hogy vajon
a favastagsag (esetleg annak valamilyen variansa) az egyetlen grafel-
méleti tulajdonsig, ami a probléma bonyolultsagat csékkenti. Noha ez
egy nagyon altaldnos és nehezen megvalaszolhato kérdésnek tiinik, az
irodalomban vannak példak arra, hogy lehetséges formalis valaszt adni
ilyen tipusa altalanos kérdésekre is [20,21,28,40,43]. Az értekezés bemu-
tat ilyen eredményeket, amelyek egyrészt pontosabb korlatokat adnak a
korabbi eredményeknél, mésrészt kiterjesztik Gket pl. hipergrafokra is,
ahol teljesen mas technikak és eredmények jelennek meg.

A favastagsag formalis definiciéjahoz sziikségiink van a grafok egy
(B, T) par, ahol T egy fa (kormentes Osszefiiggs graf) és B={B; |t €
V(T)} a V(G) cstcshalmaz részhalmazainak egy csaladja, a kévetkezs
tulajdonsagokkal:

* Uievr Be =V(G),

e minden zy € E(G) élre {z,y} C B; teljesiil valamely ¢t € V(T)
csics esetén;

e minden z € V(G) cstucsra a {t | © € B;} halmaz a T fa egy
Osszefliggd részfajat fesziti.

A fafelbontas vastagsdga max,cy () {|B:| — 1} és a G graf favastagsdga
tw(G) a G graf Osszes lehetséges fafelbontasédnak a vastagsaganak a
minimuma. A fenti definicibban a —1 pusztan normaliziciés célokat
szolgal: ezaltal tw(G) < 1 akkor és csak akkor ha a G graf minden
komponense fa. A favastagsag pontos értékének meghatarozésa NP-nehéz
[3], de minden rogzitett k > 1 értékre létezik linearisideji algoritmus,
amely a G grafnak egy k vastagsagu felbontéast talalja meg ha tw(G) < k
teljesiil [8]. Léteznek algoritmusok az optimalishoz kozeli felbontasok
keresésére [2,10].

2. Optimalis algoritmusok fafelbontasokon

Az 2. fejezet azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy a favastagsag illetve
egy adott vastagsagu fafelbontas hogy befolyasolja kiilénbozs klasszikus
grafelmeéleti problémak bonyolultsagat. Ismeretes, hogy ha a bementi
graf favastagsaga k, akkor szamos algoritmikus probléma megoldhato
f(k)-ncid6ben, ahol f(k) egy csak k-tol fiiggd fliggvény és a c kitevs egy
k-tol fiiggetlen konstans. A paraméteres bonyolultsag nyelvén az ilyen
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futési id6 esetén azt mondjuk, hogy a probléma FPT (fixed-parameter
tractable) a k (favastagsag) értékével parametrizalva [25,29,30,35]. A
legtébb esetben, példaul a FUGGETLEN HALMAZ, 3-SZIN, DOMINANS
HaLMAZ, vagy HAMILTON KOR probléméknal a dinamikus programozés
modszere kézenfekvé modon ad ilyen algoritmusokat. Annak ellenére,
hogy ezek a dinamikus programozast hasznalé algoritmusok tervezése
egy jol ismert sémat kovet, sok esetben koriilményes a hasznalata és
a részproblémék pontos definidlasa hossza és bonyolult bizonyitésokat
eredményez. Sok esetben hasznalhato Courcelle eredménye [19], amely
kimondja, hogy minden olyan algoritmikus probléma, ami a kiterjesz-
tett monadikus masodrendi logikaban kifejezhets egy ¢ formulaval,
megoldhato f(k, @) - n idében k favastagsagu grafokon.

Courcelle eredményével konnyen kaphatunk f(k)-n idejid algoritmust
példaul a 3-SzIN problémara, de ezzel a modszerrel nem kapunk jo
fels§ korlatott az f(k) fliggvény nagysagrendjére. Szamos esetben a
problémara szabott egyedi modszerekkel sokkal jobb korlatot kaphatunk
az f(k) fuggvényre. A FUGGETLEN HALMAZ probléméara még elég
egyszeri 2F - n®W ideji algoritmust adni, de a DOMINANS HALMAZ
problémara a kézenfekvé modszerek csak egy 4% -n©() ideji algoritmust
adnak és a 3% - n9() id§ eléréshez egy Gj nemtrivialis modszert (a gyors
részhalmaz konvoluciot) kellett felhasznalni [7, 70]. Hasonlé modon,
a HAMILTON KOR problémara a kézenfekvd dinamikus programozéast
hasznalé algoritmus 20(k1ogk) . nOM) idst igényel; a gyorsabb ¢* - nOM)
idejd algoritmusokhoz 11j technikékat kellett bevezetni [9,26,27].

Latva, hogy bizonyos algoritmikus problémaknal a futasi id§ favas-
tagsagtol valo fiiggését csak 1j technikdk bevezetésével lehetett javitani,
mig més probléméknal semmilyen javulast nem sikeriilt elérni, adédik a
kérdés: mi a lehetséges legjobb f(k) fliggvény amit elérhetiink egy adott
probléméanél? Az 2. fejezet ezt a kérdést vizsgalja és szamos esetben éles
also korlatot ad az elérhetd legjobb f(k) fliggvényre.

Az also korlatok természetesen feltételesek: ha P = NP (amit forma-
lisan nem zéarhatunk ki), akkor a vizsgélt problémak mind megoldhatok
polinomid&ben. Ezért az 6sszes ilyen jellegli negativ eredmény vala-
milyen bonyolultsagelméleti hipotézisen alapszik. Kézenfekvs lenne a
P # NP feltételezést alapul venni, de ugy tilinik, ez 6nmagéaban nem elég
erds éles also korlatok bizonyitasdhoz. Az elmult évtizedekben szamos
1j bonyolultsagelméleti hipotézis megfogalmaztak és az ezekre alapo-
zott feltételes bonyolultsagi eredmények nagymértékben hozzajarultak
az algoritmikus probléméak bonyolultsaganak pontos megértéséhez. Im-
pagliazzo, Paturi és Zane [47, 48] vezették be az Erds Exponencialis
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Id6 Hipotézist (Strong Exponential-Time Hypothesis, SETH), amely
lényegében azt allitja, hogy a konjunktiv normalformaju Boole formulak
kielégithetGségét vizsgalo SAT probléma n valtozd és m tag esetén
nem oldhaté meg (2 — €)™ - m©@M®) idében semmilyen e > 0 konstansra.
Ez azt jelenti, hogy az n valtozo Gsszes lehetséges 2™ behelyettesitésé-
nek a kiprobalasanal nincs lényegesen jobb algoritmus. Az 2. fejezet {6
eredménye ezen a hipotézisen alapszik:

1. tétel (Theorem 2.1 az értekezésben). Ha SETH igaz, akkor min-
den € > 0 konstansra teljesiil, hogy

FUGGETLEN HALMAZ nem oldhato meg (2 — €)*™(&) . nO(1) idgben,
DOMINANS HALMAZ nem oldhaté meg (3 — €)™(&) . n0() idgben,
MAXIMALIS VAGAS nem oldhato meg (2 — €)™(%) . nO(1) idgben,
PARATLAN KOROK LEFEDESE nem oldhaté meg (3 —¢)t™W(¢).n00)
id6ben,

¢-SzINEZES nem oldhat6 meg (¢ — €)*™(&) . n®M) id6ben,

e HAROMSZOG PARTICIO nem oldhaté meg (2—€)™(¢).nOM) idgben.

Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy (a SETH feltételezéssel) az
ismert algoritmusok optimalisak és nem varhaté tovabbi javulas. Vagyis
nem érdemes ilyen iranyu javitasba munkat fektetni, pontosabban bar-
milyen erre torekvé munka a SETH megcafolasaval lenne egyenértéki.
A fenti eredmények adtak az elsd éles also korlatokat a favastagsaggal
valoé parametrizalasra, amelyeket tovabbi hasonloé eredmények kovet-
tek [14,22,24,27,31,49,50].

A fejezetben publikalt eredmények egy SIAM Journal on Computing
folyoiratban megjelent cikken alapszik és Daniel Lokshtanovval és Saket
Saurabh-al k6zos munka [57]. A cikk elézetes valtozata a SODA 2011
konferencia kotetében jelent meg [56].

3. Favastagsag hatasa a korlatkielégitési prob-
lémak bonyolultsagara

A 3. fejezet azt vizsgalja, hogy a korlatkielégitési probléméak (Constraint
Satisfaction Problem, CSP) esetén a feltételek altal alkotott graf struk-
turdja hogyan hat a probléma algoritmikus bonyolultsdgara. Ismeretes,
hogy alacsony favastagsag esetén a probléma hatékonyan megoldhato, a
kérdés, hogy léteznek-e mas hasonld grafelméleti tulajdonsagok, amelyek
csOkkentik a probléma bonyolultsagat.
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A korlatkielégitési feladatok egy nagyon altalanos problémaosztalyt
alkotnak, speciélis esetként tartalmazva szamos klasszikus algoritmi-
kus problémat pl. a formula-kielégithetGség, grafszinezések, vagy az
adatbazis lekérdezések teriiletérél. Formalisan, a CSP probléma egy
I = (V,D,C) példanya leirhato a valtozok egy V halmazaval, a val-
tozok értékkészletével és a korlatok C' halmazaval. Minden ¢; € C
korlat egy (s;, R;) parral irthato le, ahol s; a valtozok egy rendezett m;
hossz1 listaja és R; egy m; aritast relacio R felett. Az (s;, R;) korlatban
az R; relacio sorolja fel azokat az értékkombinaciokat amelyek az s;
listdban szerepls valtozokon egyszerre engedélyezett. A CSP problé-
ma megoldasa egy olyan f fiiggvény, amely minden V-beli valtozohoz
egy D-beli értéket rendel és minden (s;, R;) korlatra teljesiil, hogy ha
8; = (Viy, Vigy - -+, 05, ) akkor (f(viy), f(viy), ..., f(v,,)) kielégiti az R;
relaciot. A CSP eldontési valtozatdban egy adott I = (V, D, C') bemenet
esetén kell eldonteni, hogy létezik-e megoldés. Példaul a 3SAT probléma
értelmezhets egy olyan CSP feladatnak, ahol a valtozok értékkészle-
te D = {0,1} és a korlatok a 3CNF formula tagjainak felelnek meg
(vagyis minden korlat ternaris). A grafok csicsszinezési problémaja is
értelmezheté CSP feladatként: a valtozok a cstucsoknak felelnek meg,
az értékkészlet a felhasznalhatd szinek halmaza és minden élnek egy
binéris ,nem egyenld” korlat felel meg.

A (V,D,C) feladat G Gaifmann grafjat a kovetkezSképpen defini-
aljuk: a csicsok V(@) halmaza a valtozok V halmaza és két x,y € V
valtozo kozott akkor van él, ha létezik egy olyan korlat, amely mindket-
t6t tartalmazza, vagyik létezik egy (s;, R;) € C melyre x,y € s; teljesiil.
Binarisnak nevezziik azokatat a CSP feladatokat ahol minden korlat
egy binaris relacid, vagyis minden s; lista pontosan két valtozot tartal-
maz. Binaris CSP esetén minden korlatnak egy él felel meg a Gaifmann
grafban. Altalanosabban, ha nagyobb aritast korlatok is vannak, akkor
egy k valtozot tartalmazo korlatnak egy k méreti klikk fog megfelelni a
Gaifmann grafban.

Freduer [36] megmutatta, hogy ha egy CSP feladat Gaifmann graf-
janak a favastagsaga k, akkor a probléma megoldhaté n©®*) idében.
Vagyis ha a CSP feladatoknak egy olyan osztalyat nézziik, ahol a Ga-
ifmann graf favastagsaga korlatos, akkor Freuder eredménye alapjan
ez az osztaly polinom id6ben megoldhat6. Felmeril a kérdés, hogy a
korlatos favastagsagon kiviil 1étezik-e més olyan grafelméleti tulajdonsag,
amely polinomidejii megoldhatosagot garantal. Formalisan, legyen G
grafoknak egy tetszsleges osztalya; a CSP(G) feladat az altalanos CSP
feladatnak azon megszoritasa, ahol a bemenet Gaifmann grafja egy G
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osztalyba tartozé graf. Freuder eredményébdl kovetkezik, hogy ha G
korlatos favastagsagu (vagyis létezik olyan ¢ konstans, hogy tw(G) < ¢
minden G € G graf esetén), akkor CSP(G) polinom idében megoldhato.

2. tétel (Freuder [36]). Ha G korlatos favastagsagu, akkor CSP(G)
polinom idében megoldhato.

Egy meglepGen altalanos eredmény kimondja, hogy korlatos favas-
tagsag az egyetlen olyan tulajdonsag, ami CSP(G) polinomidejd meg-
oldhatosagot garantalja.

3. tétel (Grohe, Schwentick, Segoufin [40,43]). Legyen G egy tet-
sz6leges grafosztély és tételezziik fel az FPT # W([1] bonyolultsagelméleti
hipotézist. A CSP(G) probléma polinomidében megoldhato akkor és
csak akkor ha G korlatos favastagsagu.

A FPT # W[1] hipotézis a paraméteres bonyolultsag standard feltéte-
lezése [25,29,30,35]. A fenti eredmény teljesmértékben megvélaszolja
a polinomid&ben valé6 megoldhatosag kérdését: ha G egy tetszdleges
grafosztaly nemkorlatos favastagsaggal, akkor nem létezik polinomideji
algoritmus a CSP(G) problémara. Barmilyen altalanos is ez az eredmény,
nem ad viszont valaszt arra a kérdésre, hogy létezik-e olyan gréafosztaly,
ahol Freuder n®*) algoritmusanal lényegesen hatékonyabb modszer 1éte-
zik. Elképzelhetd, hogy van olyan G grafosztaly, ahol CSP(G) megoldhato
nOWk) vagy akar n@(°g#%) idgben, ahol k a Gaifmann graf favastagsa-
ga. A masodik fejezet {6 eredménye erre a kérdésre ad negativ valaszt:
akarmilyen G grafosztalyra szoritjuk meg a CSP(G) problémat, Freuder
nP®) idejd algoritmusa egy logaritmikus faktortol eltekintve optimalis.
Az eredményt az Exponencialis 1d6 Hipotézis (Exponential-Time Hy-
pothesis, ETH) feltételezésével bizonyitjuk: ez a hipotézis lényegében
azt allitja, hogy az n-valtozos 3SAT probléma nem oldhaté meg 2°(")
idében.

4. tétel (Theorem 3.2 az értekezésben). Legyen G egy tetszileges
grafosztaly és tételezziik fel az ETH bonyolultsdgelméleti hipotézist.
Nem létezik a CSP(G) problémara olyan algoritmus, aminek a futasi
ideje f(G)not(@)/logtw(G)) ahol G a bemenet Gaifmann grafja és f
egy tetszGleges fiiggvény.

A fenti tétel kimondja, hogy Freuder n©®¥(%) idejii algoritmusa lé-

nyegében optimalis, eltekintve egy legfeljebb logaritmikus tényez&tél a
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kitev6ben. Tovabba levezethets ebbdl az eredménybdl egy 6nmagéban
is érdekes és fontos kovetkezmény. Ha egy paraméteres probléma nem
FPT (vagyis nem oldhaté meg f(k)n® id6ben valamilyen f fiiggvény
és ¢ konstans mellett), akkor a k paraméternek valamilyen formaban
szerepelnie kell a futasi id6 kitevGjében valamilyen forméban. A szo-
kasos W][1]-nehézségi eredmények csak arra nyujtanak bizonyitékot,
hogy a probléma nem FPT, de nem mondanak semmit arrél, hogy a
paraméternek milyen forméaban kell szerepelnie a kitevében. Szamos
vizsgalt W[1]-nehéz paraméteres probléma egyszertien megoldhato nO®)
idében (esetleg pusztan nyers erd alkalmazasaval); felmeriil a kérdés,
hogy létezhet-e ezekre lényegesen jobb, pl. nOWk) vagy akar nO(eglogk)
idejt algoritmus. Az elsg ilyen iranyid kvantitativ eredményt Chen et
al. bizonyitotta a KLIKK probléval kapcsolatban:

5. tétel (Chen et al. [16,17]). Ha ETH igaz, akkor a KLIKK prob-
léméra nem létezik f(k)n°*) ideji algoritmus semmilyen f fiiggvényre.

Parameéteres visszavezetésekkel az 5. tételhez hasonlo also korlatokat
kaphatunk mas problémakra is. A kapott als6 korlat erdssége azon mulik,
hogy a visszavezetés soran a paraméter értékre hogyan véltozik. Ha
a visszavezetés csak linarisan néveli meg a paraméter értékét, akkor
a célproblémanal is kizarhatjuk az f(k)n°®) ideji algoritmusokat (ha
ETH igaz). De az is tipikus, hogy a k méret klikk keresésérél torténd
visszavezetés esetén a célproblémaba valamilyen modon reprezentaljuk a
megtalalandé k cstcsot és a koztiik 1évs (]2“) élet, ezaltal az 1j paraméter
értéke O(k?) nagysagrendi. Ez esetben a visszavezetés 5. tétellel egyiitt

csak azt a gyengébb eredményt adja, hogy nem létezhet f (k)n"(‘/E)
idejd algoritmus.

Sok esetben az ilyen als6 korlat nem éles: a legjobb ismert algoritmus
nP®) ideji. A KLIKK problémarol torténd visszavezetés altalaban kis
munkéval modosithato egy RESZGRAF IZOMORFIA problémarol torténd
visszavezetésre: ebben a problémaban a bemenet két graf, G és H, az
eldontendd kérdés, hogy G-nek van-e H-val izomorf részgrafja. Vagyis a
KLIKK probléma a RESZGRAF IZOMORFIA azon specialis esete, ahol H
egy teljes graf. Technikai okokbol sokszor érdemesebb a PARTICIONALT
RESZGRAF IZOMORFIA problémat vizsgélni, ahol a G graf csticshalma-
za |V (H)| osztalyra van particionalva és G-nek egy olyan részgrafjat
keressiik, amely minden osztalybol pontosan egy cstcsot tartalmaz. A 4.
tételbdl levezethetd a kovetkezd alsé korlat:
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6. tétel (Corollary 3.4 az értekezésben). Ha ETH igaz, akkor nem
létezik a PARTICIONALT RESZGRAF IZOMORFIA problémara f(k)no(k/ 108 k)
ideji algoritmus, ahol k a H graf élszdma és f egy tetszGleges fiiggvény.

A legtobb PARTICIONALT RESZGRAF IZOMORFIA probléméardl térténd
visszavezetésnél az célprobléma paraméterének értéke a H graf éleinek
szamaval aranyos. Vagyis egy ilyen visszavezetés 6. tétellel egyiitt ki-
zérja a f(k)n°*/1°8%) idejii algoritmus létezését a célproblémara (ha
ETH igaz). Ez a technika szamos nP®*) idében megoldhato problémara
alkalmazhato hogy kizarjuk az f(k)n°(¥/1°8%) idejti algoritmusokat és
ezzel majdnem éles alsé korlatot kapjunk [11-13,15, 20,23, 32, 33, 44,
51,53, 58,65,68]. A legtobb esetben nem ismert méas modszer, amivel
ennyire éles als6 korlatot kaphatunk ezekre a problémékra.

A fejezetben k6zolt eredmények egy Theory of Computing folydirat-
ban megjelent egyszerzds cikkben lettek kozolve [62]. A cikk elézetes
valtozata a FOCS 2007 konferencia kotetében jelent meg [59].

4. Frakcionalis élfedés

Az el6z6 fejezet pontos vélaszt ad arra, hogy a Gaifmann graf favastag-
saga hogyan befolyasolja a CSP feladatok bonyolultsagat. Ha binaris
CSP feladatokrol beszéliink (vagyis minden korlat két valtozot érint),
akkor a Gaifmann graf elég pontosan leirja a korlatok struktirajat. Ez
bizonyos értelemben igaz akkor is, ha minden korlat konstans sok (pl.
3) valtozot tartalmaz. De ha egy korlatban tetszéleges szamu valtozo
szerepelhet, akkor a Gaifmann graf nem tartalmaz minden informaciot
a korlatok strukturajarol. Egyszert példaként tekintsiik azt az esetet,
amikor Gaifmann graf egy n csicsu teljes graf. Ez elGallhat ugy is,
hogy a feladat egyetlen n-aris korlatot tartalmaz az Gsszes valtozon,
vagy ugy is, hogy a feladat (g) binaris relaciét tartalmaz paronként
az Osszes relacion. Pontosabb informaciot kapunk a korlatok struktu-
rajarol, ha egy I = (V, D,C) CSP feladat H hipergrdfjdt vizsgaljuk: a
cstcsok V(H) halmaza megfelel a valtozok V' halmazanak és minden
(si, R;) € C korlatnak megfelel egy hiperél, amely az s;-beli valtozokat
tartalmazza. Hasonléan a CSP(G) definiciojahoz, ha H hipergrafoknak
egy tetszbleges osztalya, akkor CSP(#) a CSP probléma megszoritisa
olyan feladatokra, ahol a korlatok hipergrafja a H osztalyba esik.

Ha egy korlat tetszsleges szamu valtozot érinthet, akkor nem ke-
riilhetjiik el azt a kérdést, hogy milyen médon vannak reprezentalva a
korlatok a bemenetben. Mivel egy ilyen korlat exponenciélis sok érték-
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kombinéciot enged meg/tilt, a korlat leirasara szolgalo reprezentacio
valasztasa jelentGsen tudja novelni a bemenet n méretét. Mivel a futa-
si id6ben a bemenet mérete is megjelenik, a reprezentéiciotol fiiggGen
valtozhat a feladat bonyolultsaga.

Tobb természetes modja van egy relacié reprezentalasanak: igaz-
sagtabla, konjunktiv vagy diszjunktiv norméalforma, vagy egyszertien
a relacioban szerepeld listak felsorolésa. Az értekezés ezek koziil a leg-
utolso6 reprezentaciot tételezi fel: ha (s;, R;) € C egy olyan korlat ahol
R; C D™ egy my-aris relacio, akkor feltételezziik, hogy a bemenetben fel
van sorolva az Osszes olyan m; hosszisagnu rendezett m; lista, ami kielé-
giti ezt a korlatot. Ezen rendezett listdk szama legfeljebb D™, de ennél
lényegesen kevesebb is lehet olyan korlatoknal, ahol csak kevés kielégits
kombinacié van. A tovabbiakban ||I]| fogja jelolni az I = (V, D, C') pél-
kiilonosen természetes relacios adatbazisok elméleti vizsgalatanal, ahol
egy n-es akkor elégit ki egy korlatot, ha szerepel egy relaciés tabla
soraként. A relacios tablak fizikailag soronként vannak tarolva, ezért
a vizsgalando adatbazis (bemenet) mérete a relaciot kielégitd n-esek
szamatol fligg.

Az el6z6 bekezdésben targyalt reprezentacié mellett 1éteznek olyan
hipergraf struktarék, ahol a hatékony megoldhatésag nem a korlatos
favastagsag kovetkezménye. A H hipergraf élfedési szdama p(H) a legki-
sebb élhalmaz mérete amely lefedi az Gsszes cstuicsot. Ismeretes, hogy
ha egy CSP feladat H hipergrafjara igaz, hogy p(H) < k, vagyis az
Osszes csucs k éllel lefedhetd, és minden reléciot legfeljebb N k6lonbozd
kombinacio elégit ki, akkor legfeljebb N* kiilonboz6 megoldas létezik és
ezek felsorolhatok ||I]|*+°™) idében. Ebbdl kivetkezik, hogy ha H egy
korlatos élfedési szamu hipergrafosztaly, akkor CSP(H) polinom idében
megoldhato.

7. tétel (Gottlob et al. [39]). Ha egy CSP feladat hipergrafja H és
minden feltétel relacié legfeljebb N kombinaciét enged meg, akkor
legfeljebb NP(H) megoldas létezik és ezek felsorolhatok ||I]jP(F)+O(M)
idében.

A negyedik fejezet egyik legfontosabb észrevétele, hogy a frakcionéalis
élfedési szammal is hasonlo korlatokat és eredményeket kaphatunk.
A frakcionélis élfedési szam az élfedési szam linearis relaxacioja, a
kovetkezSképpen definidlhatd. Egy H hipergraf frakcionalis élfedése
egy olyan x : E(H) — [0, 00) fiiggvény melyre ) . x(e) > 1 teljesiil
minden v € V(H) csucs esetén. A frakcionalis élfedési szam p*(H)

10
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a Y e B(H) z(e) dsszeg minimuma, ahol x a H hipergraf frakcionalis
élfedése. Konnyen lathato, hogy p*(H) < p(H): egy k méreti élhalmaz,
amely lefedi az Osszes csucsot, tekinthetd tgy is, mint egy frakcionéalis
élfedés, amely pontosan k élen vesz fel 1 értéket és az Gsszes tobbi élen 0
értekd. Viszont ismeretes, hogy p(H) tetsz6legesen nagyobb lehet, mint
p*(H).

A 4. fejezet megmutatja, hogy ha CSP feladat hipergrafjanak a frak-
cionalis élfedési szama alacsony, akkor ez (az élfedési szamhoz hasonlo
modon) korlatot ad a lehetséges megoldasok szaméara és lehetGvé teszi a
megoldasok hatékony megtalalasat.

8. tétel (Theorem 4.6 az értekezésben). Ha egy CSP feladat hi-
pergrafja H és minden feltétel relacio legfeljebb N kombinéciét enged

meg, akkor legfeljebb N* (H) megoldas létezik és ezek felsorolhatok
| 7]]p" H+OM) idgben.

Ebbdl kovetkezGen ha csak olyan H hipergrafokat tekintiink, ahol
p*(H) < ¢ valamilyen ¢ konstansra, akkor a probléma polinomidében
megoldhato.

9. kévetkezmény (Corollary 4.7 az értekezésben). Ha H egy kor-
latos frakcionalis élfedési szamu hipergraf osztaly, akkora CSP(#H) prob-
léma polinom idében megoldhato.

A kovetkezs tétel megmutatja, hogy az N? (1) felss korlat a 8.
tételben éles, vagyis a megoldasok lehetséges szdma tényleg szorosan
Osszefligg a frakcionalis élfedési szammal.

10. tétel (Theorem 4.8 az értekezésben). Legyen H egy tetsz6le-
ges hipergraf. Minden Ny > 1 értékre létezik egy olyan CSP feladat,
amelynek H a hipergrafja, minden feltétel relacio legfeljebb N > Ny
kombinaciot enged meg és a megoldasok szama legalabb N#™(H)

Vegyiik észre, hogy a 8. tételben az Osszes megoldas felsorolasahoz
sziikséges futasi id6 kitevGje tartalmaz egy +O(1) tagot a megoldasok
lehetséges szaméahoz képest. Munkéank soran nem volt cél ennek a futési
idének tovabbi optimalizalasa, de ezt felismerve kés6bb mas szerzsk
hatékonyabb algoritmusokat adtak, ahol kitevében csak p*(H) all [66,
71].

A fenti eredmények elsGsorban az adatbéaziselméleti teriileten talaltak
visszhangra, ahol kiindulasi alapul szolgaltak szamos tovabbi cikkhez

11
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[38, 46, 52, 54, 55, 66, 67, 71]. Ismert, hogy relacios adatbazisokban a
lekérdezések megfogalmazhatok egy CSP feladatként. Példaul ha adott
héarom relaci6 R(a,b), S(b,c) és T(a,c) az a,b, ¢ attributumokon, akkor
a

Q(a,b,c) :== R(a,b) x S(b,c) X T(c,a).

lekérdezést lehet ugy tekinteni, hogy a Q(a, b, ¢) eredmény relacio egy
CSP feladat Gsszes megoldéasat tartalmazza, ahol ez a CSP feladat a
harom valtozén (a, b, c) értelmezett és harom binaris korlatot (R, S,T)
tartalmaz. Vagyis a 8.-10. tételek als6 és felsg korlatokat adnak a
lekérdezések megoldasszamara és a megoldéasok felsorolasahoz sziikséges
idére. Az altalunk adott eredmények megmutatjak a frakcionalis élfedési
szam szerepét és éles korlatot adnak, valaszt adva egy alapvets kérdésre
az adatbazisok elméletében. Noha ezek az eredmények technikailag nem
ttl bonyolultak (felhasznéalva Shearer [18] egy kombinatorikus tételét és
a linearis programozés dualitdsat), meglepé modon nem szerepelt ilyen
eredmény az irodalomban. Munkankra épitve tobb aj cikk sziiletett at
adatbéziselmélet legfontosabb konferenciain és folybirataiban [38,46,52,
54,55,66,67,71], mutatva ezen eredmények alapvetd mivoltat.

A 4. fejezet mésodik fele atfogalmazza a CSP eredményeket az adat-
béziselmélet nyelvén és tovabb finomitja 6ket. Pontosabb korlatot adunk
abban az estben, ha nem egy uniform N fels§ korlat adott minden
egyes relacionél a megengedett kombinacidk szamara, hanem minden
R; relaciora kiilon-kiilon adott egy N; felsé korlat. Vizsgaljuk, hogy
ha bemenetként adottak ezek az N; korlatok, akkor mennyire pontos
korlatot lehet ebbdl kiszamolni polimomidében. Tovabb megmutatjuk,
hogy a 8. tételben adott algoritmus kifejezhets Gn. Join-Project Plan for-
méban a megadott futési id6 mellett, de vannak olyan esetek amikor az
egyszeriibb Join Plan formaban csak a futasi id6 szignifikins névekedése
mellett lehet a lekérdezést kifejezni. Ezen eredmények pontos kifejtése
és a relacios adatbazisok elméleti hatterének rovid Osszefoglalédsa az
értekezés 1.5. illetve 4.3.-4.5. fejezeteiben talalhato.

A 4.1.-4.2. fejezetben kozolt eredmények az ACM Transactions on
Algorithms folyodiratban jelentek meg egy Martin Grohe-val kézos cikkben
[42]. A cikk el8zetes valtozata a SODA 2006 konferencia kiadvanyaban
jelent meg [41]. A 4.3-4.5 fejezetben koziilt eredmények az SIAM Journal
on Computing folybiratban jelentek meg egy Albert Atserias-szal és
Martin Grohe-val kozos cikkben [5]. A cikk el6zetes valtozata a FOCS
2008 konferencia kiadvanyaban jelent meg [4].

12
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5. Frakcionalis hiperfavastagsag

Ismert, hogy ha a H hipergrafosztaly favastagsaga korlatos, akkor
CSP(H) polinomid6ben megoldhaté (2. tétel). Ezt altalanositva Gottlob
et al. [37,39] bevezette az (altalanositott) hiperfa vastagsig fogalmat és
megmutatta, hogy ha a H hipergrafosztaly hiperfa vastagsaga korlatos,
akkor CSP(#) polinomidében megoldhat6. Mésrészrol a 9. kovetkez-
ményben kimondtuk, hogy CSP(H) akkor is megoldhato polinom idében,
ha H korlatos frakcionalis élfedési szamu. Ez a két eredmény egymaéssal
Osszemérhetetlen: a korlatos hiperfa vastagsag és a korlatos frakcionalis
szam tulajdonsagok koziil egyik sem implikalja a masikat (lasd az 1.
abrat).

Az 5. fejezet ennek a két eredménynek a k6zos altalanositasat adja
a frakcionalis hiperfavastagsag bevezetésével. Egy H hipergraf (B,T)
fafelbontasanak a frakcionalis hiperfa vastagsidga az a legkisebb ¢ ér-
ték, amire teljesiil hogy minden ¢ € V(T) esetén a B; cstcshalmaz
lefedhets egy legfeljebb ¢ értéki frakcionalis fedéssel. A H hipergraf
frakcionalis hiperfa vastagsiga a lehetd legjobb (legkisebb értéki) fafel-
bontasanak a frakcionalis hiperfa vastagsaga. Ez a definicié altalanositja
Gottlob et al. [37,39] (altalanositott) hiperfa vastagsag fogalmat: a
lényeges kiilonbség, hogy itt egy Bi-t lefedd ¢ értéki frakcionalis fedést
koveteliink meg, nem egy Bi-t lefeds ¢ hiperélbdl allo élhalmazt. Tovab-
b4 altaldnositja frakcionalis élfedési szam fogalmat is: ha H egy korlatos
frakcionalis élfedési szamu hipergraf osztaly, akkor nyilvanvaléan H
korlatos frakcionalis hiperfa vastagsagu.

A 8. tételt standard dinamikus programozasi technikakkal kombinél-
va kapjuk a kovetkezd eredményt:

11. tétel (Theorem 5.6 az értekezésben). Legyen adott egy CSP
feladat H hipergraffal és H egy (B,T) fafelbontasat, melynek frakcio-
nalis hiperfa vastagsaga legfeljebb r. Ekkor a feladat ||I]|"+9(") idében
megoldhato.

Vagyis a 11. tétel megmutatja, hogy az alacsony hiperfa vastagsag
hatékony megoldhatosagot tesz lehetévé, azzal a technikai megkdtéssel,
hogy nem elég, ha egy ilyen fafelbontéas létezik, hanem feltételezziik,
hogy ténylegesen adott is egy ilyen felbontas a bemenetben. Sajnos mar
annak az eldontése is NP-teljes, hogy a frakcionalis hiperfa vastagsag
legfeljebb 2 [34], vagyis nem remélhetjiik, hogy hatékony algoritmust
taldlhatunk egy adott hipergraf optimalis frakcionalis hiperfa vastagsagi
felbontasara. Viszont adunk egy kozelit§ algoritmust, ami egy olyan
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felbontast ad, aminek a frakcionélis hiperfa vastagsaga az optimumnak
lefeljebb a kobe.

12. tétel (Theorem 5.4 az értekezésben). Minden r > 1 értékre
létezik egy nO?) idejt algoritmus, a kovetkez6 specifikacidval: ha az in-
put egy H hipergraf melynek a frakcionalis hiperfa vastagsaga legfeljebb
r, akkor a kiment H egy fafelbontésa melynek a frakcionalis hiperfa

vastagsaga O(r?).

Vagyis ha olyan CSP feladatokat tekintiink, ahol tudjuk, hogy a H
hipergraf frakcionalis hiperfa vastagsaga legfeljebb 7, akkor a 12. tétel
egy O(r?) frakcionalis hiperfa vastagsagt felbontast ad és a 11. tétel
algoritmusaval a probléma megoldhato || 1 ||O(’”3) id6ben. Vagyis minden
fix r értékre létezik polinomidejd algoritmus, igy a 9. kdvetkezményt
altalanosithatjuk:

13. kévetkezmény (Corollary 5.8 az értekezésben). Ha H egy kor-
latos frakciondlis hiperfa vastagsagt hipergraf osztaly, akkor a CSP(H)
probléma polinom idében megoldhato.

Az 1. abran lathatjuk azokat az ismert hipergraf tulajdonsagokat,
amelyek a CSP feladat hatékony megoldhatosagat garantaljak. Mint
az abra mutatja, a korlatos frakcionalis hiperfa vastagsag a legbGvebb
ilyen tulajdonsag.

Az 5.1. fejezetben kozolt eredmények az ACM Transactions on Algo-
rithms folyoiratban jelentek meg egy Martin Grohe-val kozos cikkben [42].
A cikk elézetes valtozata a SODA 2006 konferencia kiadvanyaban jelent
meg [41]. Az 5.2. fejezetben kozolt eredmeények az ACM Transactions
on Algorithms folyoiratban jelentek meg egy egyszerzds cikkben [61]. A
cikk el6zetes valtozata a SODA 2009 konferencia kiadvanyéban jelent
meg [60].

6. CSP hatékony megoldhatosagat lehetévé
tevd hipergraf tulajdonsagok teljes klasszi-
fikAcioja.

A 3. tétel teljesen klasszifikalja (megfelels bonyolultsagelméleti hipotézis

esetén) azokat a G grafosztalyokat, amelyek esetén CSP(G) polinom
id6ben megoldhat6. Természetesen meriil fel a kérdés, hogy lehet-e adni

14
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Korlatos frakcionalis hiperfa vastagsag

orlatos (&ltalanositot?® Korlatos frakcionali

hiperfa vastagsag élfedési szam

Korlatos

favastagsag

1. abra. Hipergraf tulajdonsigok, amelyek a CSP feladat hatékony
megoldhatosagat garantaljak. A korlatos szubmodularis vastagsagu
hipergraf osztalyokra a probléma FPT, mig a tobbi tulajdonsag esetén
a probléma polinom idében megoldhatoé.

hasonlé klasszifikaciot azon ‘H hipergraf osztalyokra, amelyek esetén
CSP(H) polinom idében megoldhato. A 13. kovetkezmény kimondja,
hogy a korlatos frakcionalis hiperfa vastagsagu osztalyok ilyenek, vajon
léteznek-e ezen tul is ilyen osztalyok? Vagy megmutathato esetleg, hogy
ha a H osztalynak nem korlatos a frakcionélis hiperfa vastagséga, akkor
CSP(H) nem oldhato meg polinom idében?

Ezekre a kérdésekre jelenleg nem ismert pontos valasz. A 6. fejezet
viszont valaszt ad a kérdéseknek egy szintén természetes, de technikailag
robusztusabb valtozatara. Relaxaljuk azt a kovetelményt, hogy a felada-
tot polinom idében kell megoldani és engedjiink meg a futasi idében
egy f(H) tényezst, ami csak a feladat hipergrafjatol fiigg: a keresett
futasi ids f(H)|| |9, ahol f(H) egy tetszdleges fiiggvény ami csak a
H hipergraftol fiigg. (Ez ekvivalens azzal, hogy f(k)||I]|°M) idét kove-
teliink meg valamilyen f(k) fiiggvényre ami csak a valtozok k szamatol
fiigg.) Vagyis a paraméteres bonyolultsag nyelvén fogalmazva azokat
az eseteket szeretnénk karakterizalni, ahol a probléma fixed-parameter
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tractable (FPT) a hipergraffal (illetve annak méretével) parametrizalva.
Az ilyen forméaju futési id6 megengedése akkor motivalt, ha feltételez-
ziik, hogy a valtozok szaménal a bemenet lényegesen nagyobb, ezért
megengedhetd, ha a futasi id6ben szerepel pl. egy a valtozok szaméban
exponencialis tényezs. Ez a feltételezés helytalld lehet adatbéziselméleti
alkalmazasokban, ahol tipikusan a lekérdezés mérete (valtozok szama)
elenyészd az adatbazisban szerepld relaciok méretéhez képest. Vagyis
esetleg megengedhetd egy akar exponencialis ideji el6feldolgozas is a
lekérdezés optimalizalasara (példaul megfelels felbontasok keresésére),
ha ez az exponencialis id6 csak a lekérdezés hosszatol fiigg és nem
fligg az adatbazis méretétsl. Ez a szemlélet nagyon gyakori az adat-
baziselméleti irodalomban (a ,data complexity” és a ,query complexiy”
szétvalasztéasa) és egy sokkal robusztusabb képet ad, ahol példaul az op-
timélis felbontasok megkeresésének a bonyolultsaga irrelevans és jobban
lehet koncentralni magénak a lekérdezésnek az optimalis moédon torténd
végrehajtasanak a bonyolultsidgéra.

A 6. fejezet {6 eredménye pontosan karakterizalja azokat a hipergraf
osztalyokat amelyekre a CSP(#) probléma FPT a hipergraffal paramet-
rizalva. Az eredmény kimondasahoz egy 4j definiciot, a szubmoduléris
vastagsagot kell bevezetni. Egy U univerzum részhalmazain értelmezett
f figgvény szubmoduldris, ha f(X)+ f(Y) > f(XNY)U f(XUY)
minden X,Y C U részhalmazra és monoton ha f(X) < f(Y) teljesiil
minden X CY C U eset;n. Legyen (B,T') egy H hipergraf fafelbontasa
és legyen f egy U részhalmazain értelmezett fliggvény. A felbontas
f-vastagsdga az f(B;) érték maximuma minden ¢ € V(T) esetén. A
H hipergraf szubmodularis vastagsaga az f-vastagsag legnagyobb le-
hetséges értéke minden olyan monoton szubmoduléris f fiiggvényre,
amely teljesiti, hogy f(0) = 0 és f(e) < 1 minden e € F(H) hiperél-
re. Masképpen fogalmazva, ha H szubmodularis vastagsaga c, akkor
minden fenti feltételeket teljesité f fliggvényre létezik olyan fafelbontas,
amelynek az f-vastagsiga legfeljebb c. A definicié érdekessége, hogy a
kiilonboz6 f fiiggvényekhez kiilonbozd fafelbontasok tartozhatnak: nem
feltétlentil létezik olyan fafelbontas aminek alacsony az f-vastagséiga
minden megengedett f fliggvényre. Megmutathato, hogy egy H hiper-
graf szubmodularis vastagsaga nem nagyobb mint a frakcionalis hiperfa
vastagsag, vagyis a korlatos szubmoduléris vastagsag egy altalanosabb
tulajdonsag (lasd az 1. abrat).

A 6. fejezet 6 eredménye kimondja, hogy ennek a paraméternek a
korlatossaga esetén lesz a CSP(H) feladat FPT.
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14. tétel (Theorem 6.1 az értekezésben). Ha ETH igaz, akkor a
CSP(H) problémara akkor és csak akkor létezik f(H)|I||(M) ideji
algoritmus valamilyen f fliggvényre ha H egy korlatos szubmodularis
vastagsagi hipergraf osztaly.

Ennek az eredménynek a bizonyitasa két részbdl all: egy algoritmikus
részbdl (algoritmus a CSP(#) problémara, ha H egy korlatos szubmo-
dularis vastagsaga hipergraf osztaly) és egy bonyolultsagelméleti részbgl
(nem létezik ilyen algoritmus, ha A nem egy ilyen osztaly). Mindkét rész
lényeges 1j technikai Gtleteket kovetel. Ezen algoritmikus els6 1épését
Alon et al. [1] egy kombinatorikus eredménye inspiralja. Az algoritmus
elGszor elagazasokkal tobb alesetre bontja a feladatot tgy, hogy min-
den alesetben a megoldas tér bizonyos értelemben uniform: minden
részmegoldas nagyjabol azonos szamu nagyobb megoldasra terjeszthets
ki. Ez a tulajdonsag lehet6vé teszi, hogy a részmegoldasok szdmaéat egy
szubmodularis fiiggvénnyel kozelitsiik. A korlatos szubmoduléris vas-
tagsag biztositja, hogy létezik egy olyan fafelbontas, ahol minden By
csticshalmazon ennek a szubmodularis fiiggvénynek az értéke alacsony,
vagyis minden ilyen csicshalmazon korlatos szamu részmegoldas létezik.
Ebben az esetben viszont a probléma standard moédszerekkel megoldha-
t6. A bonyolultsagelméleti részben a f§ kihivas, hogy megértsiik mit is
jelent a magas szubmodularis vastagsdg. Kombinatorikai modszerekkel
megmutatjuk, hogy magas szubmodularis vastagsag esetén a hiper-
graf tartalmaz olyan strukturakat, amelyek lehetéve teszik egy 3SAT
probléma hatékony beagyazasat. Ebbol kovetkezik, hogy ha a CSP(H)
problémara létezne f(H)||I||°M) idejti algoritmus, akkor ez a 3SAT
problémara adna egy olyan hatékony algoritmust, ami ellentmondana
az ETH feltételezésnek.

A 6. fejezetben kozolt eredmények a Journal of the ACM folyoiratban
jelentek meg egy egyszerzss cikkben [64]. A cikk el6zetes valtozata a
STOC 2010 konferencia kotetében jelent meg [63].
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