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1 Az értekezés eredményeinek targyaldsa

Az értekezés el6sz6bol és 4 fejezetbdl 411, utébbiak téméaja rendre a varidciészamités
inverz probléméja, Finsler-metrizélhat6sag, Finsler-sokaségok holonémisja, végiil
sikbeli 3-szévetek linearizdlhatésaga. Fiiggelékként tartalmazza a bevezetett
Jelolések listdjat. Ebben a szakaszban réviden bemutatom a fejezetek tartalméat.

1.1 A varidciészamitis inverz problémaéja

A téma eredete a XIX. szézad végére, Helmholtz munkéssagdra nyilik vissza;
Jelentds 16kést adott a kutatdsinak a Fields-érmes J. Douglas 1941-es cikke,
amelyben a Helmholtz-rendszer integralhatésaganak feltételeit targyalta.

Legyen M egy sima sokasig. Egy spray M-en egy olyan vektormezé a
TM érintényaldbon, amely a Liouville-mez6 a vertikélis endomorfizmusra vett
valamely 6sképébdl egy fibrumirdnyban mésodfoki homogén tag hozzdaddsdval
keletkezik. Amennyiben adott egy E regulédris Lagrange-fiiggvény T'M-en, akkor
bel6le kanonikusan szdrmazik egy spray. Egy ilymédon nyert sprayt varidciésnak
mondunk. A varidciészamitas inverz probléméja annak megsllapitdsa, hogy
mely sprayk varidcidsak.

A jelolt minden sprayhez hozzérendel egy gradalt Lie-algebrat, amelynek
elemei algebrai feltételeket hatdroznak meg a Lagrange-fiiggvényre. Ennek al-
kalmazasaként, a jelolt bemutatott eredményei koziil az 1.3.9. Tétel azt mondja
ki, hogy amennyiben egy bizonyos lineéris algebrai rendszer rangja legalabb
w, akkor a spray nem lehet varidci6s, amely altaldnositidsa Douglas egy
tételének.

Amennyiben egy spray varidciés, a megfelelé E reguldris Lagrange-fiiggvény
dltaldban nem egyértelmii; ezen fiiggvények terének dimenzidjt varidcids sz-
abadsdgfoknak nevezziik. A varidciés szabadsagfoknak vizsgalhaté a k-homogén
véltozata is, amely a k-homogén Lagrange-fiiggvények terének dimenzitja. Az
1.4.3. Tétel metrizlhaté sprayk esetén meghatdrozza a 2-homogén varidciés sz-
abadségfokot egy bizonyos tin. holonémia-disztribicié kodimenzi6ja segitségével.

Amennyiben M = G egy Lie-csoport, akkor van rajta egy kanonikus bal-
invaridns spray. Ekkor felmeriil a kérdés, hogy létezik-e olyan balinvaridns
Lagrange-fiiggvény, amelyhez rendelt spray megegyezik a kanonikussal. Az
1.5.3. Tételben a jelolt a G Lie-algebrdjanak struktira-dllandéit felhasznalva



megad egy linedris algebrai sziikséges és elégséges feltételét ilyen értelemben vett
balinvarians varidciés elv létezésének. Ennek alkalmazdsaként a jelolt megallapit-
ja az Osszes legfeljebb 4-dimenziés Lie-csoport esetén, hogy létezik-e hozzdjuk
balinvarians variacios elv.

1.2 Metrizalhatdsag és projektiv metrizalhatésag

A 2.3 szakasz eleje kissé nehezen értelmezhetd, mert a 4. sorédban hivatko-
zott (1.2) egyenlet az éllitottal szemben nem a mdsodrend{i parciélis differ-
encidlegyenlet-rendszer, tovdbbd a 7. sordnak (2.1) egyenletében az f7(z,y)
fiiggvény nincs bevezetve, rdaddsul az S sprayt meghatarozé G* mennyiségeket
az egyenlet nem tartalmazza. Ugy tiinik az olvasénak, mintha az f7 és G* men-
nyiségek kozott kellene lenni valamilyen kapcsolatnak, 4m ez a szovegbdl nem
deriil ki.

Ebben a szakaszban az elsé eredmény (2.3.1. Tétel) a (2.1) mésodfoku parcis-
lis differencidlegyenlet-rendszer redukciéja egy elsérendli parcialis differenciél-
egyenlet-rendszerre. A maésodik eredmény (2.3.3. Tétel) pedig meghatirozza
egy sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy egy spray egy (nemnulla)
érint6évektor koriili lokélisan Finsler-metrizalhaté legyen.

A jelolt a fenti eredményeinek analdg allitdsait is bizonyitja a Landsberg-
metrizalhatésig esetére is. A kérdés itt olyan specislis Finsler-metrika keresése,
amelyhez tartozé parhuzamos eltolds megorzi a metrikdt. Ez tovdbbi harma-
drendii egyenletekkel béviti az egyenletrendszert. A 2.3.4. Tétel értelmében
az igy nyert rendszer is elsérendiivé redukdalhatd, a 2.3.5. Tétel pedig megadja
a lokdlis Landsberg-metrizadlhat6sdg egy sziikséges és elégséges feltételét. A
2.3.6. Allitas a varidciés szabadsagfokhoz hasonl6an értelmezett metrizalhatésagi
szabadsdgfokot hatirozza meg a holonémia-disztribiicié kodimenzidjaként.

A kovetkezo targyalt kérdéskor a metrizalhat6sdg bizonyos gorbiileti kovetel-
ményeknek eleget tevé metrikaval. Az els6 ezzel kapcsolatos eredmény a 2.4.1. Té-
tel, amely az dllandé (nemnulla) gorbiiletli esetre hatdroz meg sziikséges és ele-
gendd feltételt a spray Jacobi-endomorfizmusa édltal. A madsodik kapcsolédé
eredmény (2.4.2. Tétel) egy reguldris, nemnulla Ricci-gorbiiletii spray esetén
tobb feltétel ekvivalencidjat mondja ki. Ebbél kideriil tobbek kozott, hogy
barmely Finsler-metrizalhaté sprayhez talalhaté olyan nemnulla dllandé gorbiile-
tii Finsler-metrika is, amelynek kanonikus spraye megegyezik vele. Az itt targyalt
eredmények alkalmazhaték Hilbert negyedik kérdésének vizsgédlatara: adott R™-
beli nyilt halmazon hatarozzuk meg azon Finsler-metrikdkat, amelyek geode-
tikusai az euklideszi egyenesek.

A Finsler-metrizalhatésag tovabbi vizsgalt véaltozata az Gn. projektiv eset,
amelyben a spray geodetikusairdl csak egy iranyitastarté dtparaméterezés erejéig
koveteljiik meg, hogy megegyezzenek egy Finsler-metrika kanonikus sprayével.
E verzi6 vizsgalataban alapveté médszer az tin. Rapcsék-rendszer. Ezt tovabbi,
magasabb rendl kompatibilitasi feltételekkel is szilikséges kibéviteni. Utébbiak
a vizsgalatot nehézzé teszik, ezért az elért eredmények természete is kiillonbozik
a Finsler-metrizdlhatésagra vonatkozéaktol. A 2.5.4. Tétel szerint e kibovitett
Rapcsdk-rendszer formdlis integralhatésdganak sziikséges és elegend6 feltétele,
hogy a spray izotrép gorbiileti legyen. A magasabb rendii kompatibilitdsi
feltételekkel kib&vitett rendszer vizsgalata altaldnossdgban rendkiviil bonyolulttd
valik, rdadasul a Cartan—-Kéahler-tétel sem alkalmazhaté, tehdt a harmadrendii
megoldéssd val6 felemelhetéségbdl nem kovetkezik az integralhatésag; helyette



a Spencer—Goldschmidt-elméletet célszerti alkalmazni.

A projektiv merevségi kérdések arra vonatkoznak, hogy egy rogzitett spray
projektiv transzformaciéi kozott milyen tulajdonsagu sprayk taldlhatok. Ezzel
kapcsolatos a 2.6.2. Tétel, amely szerint minden S sprayre és minden holonémia-
invaridns P 1-homogén fiiggvényre igaz, hogy majdnem minden A valés szdmra
S-nek a \P-vel vett transzformdciéja nem metrizalhaté. A 2.6.7. Kovetkezmény-
ben pedig abban a specidlis esetben, amikor S egy Finsler-sokasdg kanonikus
spraye, a kivételes (0-mértékii) A értékek konkrétan meghatérozasra keriilnek a
metrika f6gorbiiletei dltal.

Ezutén a jelolt Lie-csoportok kanonikus sprayének invarians metrizalhatésé-
gét vizsgélja. A 2.7.5. Tételben megmutatja, hogy ebben az esetben a kiilonb6z6
metrizalhatésagi és projektiv metrizalhatésagi feltételek ekvivalensek egymassal,
a 2.7.6. Kovetkezményben pedig ezeknek egy, a Lie-algebran értelmezett, bi-
zonyos tulajdonsagi belsé szorzat létezésével egyszertien kifejezhet6 sziikséges
és elégséges feltételét is meghatarozza. A 2.7.10. Tétel homogén terek esetére
mondja ki a kiilonb6z6 metrizalhatésagi és projektiv metrizalhatosagi feltételek
ekvivalencidjat, kvadratikus geodetikus orbit struktirékra.

1.3 Finsler-sokasigok holonémiaja

A jelolt kezdetnek néhany, egy sokasig diffeomorfizmus-csoportjanak részcsoport-
jaival, valamint egy ilyen részcsoporthoz tartozé Lie-algebraval kapcsolatos alap-
vetd fogalom értelmezésével és rajuk vonatkozé eredménnyel foglalkozik. Ezutén
értelmezi egy Finsler-sokasag holonémia-algebrajat, fibralt holonémia-algebrajat,
infinitezimalis holonémia-algebrajat, valamint gorbiileti algebrajat, és belat kozot-
tiik tartalmazési reldcidkat (3.5.1. Tétel, 3.5.5. és 3.5.7. Allitasok).

Ekkor jelolt ratér az dlland6 (nemnulla) gorbiilet(i 2-nél magasabb dimenziés
Finsler-sokasagok holonémia-csoportjanak targyaldsra. Kideriil (3.6.5. Tétel),
hogy egy ilyen csoport akkor és csak akkor véges-dimenziés kompakt Lie-csoport,
ha a metrika Riemann-féle. Ez megvéalaszolja tobbek kozott Chern és Shen egy
2005-bdl szdrmazo nyilt problémajat. Egyszeresen 6sszefiiggs, allandé gorbiileti
lok4lisan sikprojektiv Finsler-sokasagokra pedig erdsebb allitas is igaz: a holoné-
mia-csoport akkor és csak akkor véges-dimenzids, ha a gorbiilet 0 vagy a metrika
Riemann-féle (3.7.9. Tétel).

A 3.8.3. és 3.8.4. Tételekben a jelolt konkrétan meghatéarozza bizonyos egysz-
eresen Osszefiiggd, dllandé nemnulla gorbiiletli sikprojektiv Finsler-feliiletek (a
standard Funk-metrika és a Bryant—Shen-féle gombi metrika) holonémia-csoport-
janak lezdrtjat: ezekben a konkrét esetekben a csoport maximadlis, azaz lezartja
a kor teljes diffeomorfizmus-csoportja. A 3.8.6. Tételben ezt a maximalitési
allitast kiterjeszti minden nem-Riemann-féle egyszeresen Osszefliggd, allandé
nemnulla gorbiiletii sikprojektiv Randers-feliiletre.

1.4 Sikbeli 3-szovetek linearizalhatdsaga

Egy 3-szovet egy valés vagy komplex reguldris feliileten harom, egymésra tran-
szverzalis félidzas. Kitiintetett szerepet jatszanak a linedris és parhuzamos 3-
szovetek, illetve azok, amelyek egy diffeomorfizmus altal atvihet6k linedris és
parhuzamos 3-szovetbe; utébbiakat linearizalhaté ill. parallelizalhato6 3-szovetnek
nevezziik. Egy szovethez hozzdrendelhetd egy, bizonyos tulajdonsagokkal ren-
delkezd linedris konnexié, amelyet a Chern-konnexiéjanak neveziink. A 4.3.5. Té-



tel megadja egy nem-parallelizdlhaté 3-szovet linearizélhatésdganak sziikséges
és elégséges feltételét a szovet Chern-konnexiéja és annak legfeljebb 6-odrendi
derivaltjai bizonyos polinomjainak k6zos gyokei segitségével.

A sikbeli 3-szovetek linearizélhatosdgaval mas mdédszerrel szintén foglalko-
zott V. V. Goldberg és V. V. Lychagin, akik egy cikkiikben kétségbe vontak
a jelolt kordbbi eredményeit. Egy konkrét példat hoztak fel allitélagos el-
lenpéldaként, amelyik a jelolt eredményei szerint linearizélhaté, Goldberg és
Lychagin eredményei szerint ellenben nem az. Erre vélaszul irt két cikkben a
jelolt megmutatta, hogy a vitatott példa valéban linearizalhaté: elészor egy bi-
zonyos tenzormezo létezésén keresziil indirekten, majd egy konkrét linearizaciét
mutatva.

2 Az eredmények értékelése

A Finsler-sokasidgok elmélete a modern differencidl-geometria egy ma is nemzet-
kozileg aktivan kutatott teriilete, amelynek megalapozasiban részt vettek masok
mellett Fields-érmes matematikusok (J. Douglas, S.-S. Chern) is. A téma ku-
tatdsanak hazankban Debrecenben van régéta hagyomanya. A jelolt az 1990-
es évek vége Ota foglalkozik ezzel a teriilettel, és munkdja nemzetkozileg elis-
mert. Ezt j6l mutatja, hogy a bemutatott eredmények olyan rangos lektoralt
nemzetkozi folybiratokban jelentek meg térsszerzés vagy 6nallé kézleményként,
mint pl. a Comptes Rendus de ’Académie des Sciences de Paris (CRAS), a
Differential Geometry and its Applications, a Canadian Mathematical Bulletin,
az Annales de I'Insitut Fourier (Grenoble), a Journal of Mathematical Physics,
a Journal of the Australian Mathematical Society, a Houston Journal of Math-
ematics, az International Journal of Mathematics, a Forum Mathematicum,
Siilonds

A disszertécié strukturdja jol kovetheté, am a téma specidlis volta miatt
a részletek csak a szilik szakteriilet szakért6i szdmara érthet6k. A hasznalt
médszerek felolelik a klasszikus differencidl-geometria f6bb eszkozeit, igymint
Euler-Lagrange egyenletek, altér-disztribtciok és Frobenius integralhatésagi té-
tele, holonémia-leképezések és -csoport, a gorbiileti tenzor Finsler-sokasédgokra
vonatkozé specidlis valtozata. E klasszikus eszkoztdron tilmenden hasznélja
tovdbba a 20. szédzadi matematika szdmos vivménydt, mint példaul a dif-
ferencidl-rendszerek elmélete, a Frolicher—Nijenhuis formalizmus, a Spencer—
Goldschmidt-elmélet, s. 1. t. A jelolt kelloképpen ismeri és hivatkozza a teriilet
szakirodalmat. :

A tézisfiizetben megfogalmazott 6 tézis mindegyikét elfogadom 1j eredmény-
nek, 4m minthogy a 3., 4. és 5. tézisek szervesen Gsszefiiggenek, ezért véleményem
szerint nem feltétleniil tekintendék kiilon téziseknek. Ezen tézisek mindegyike a
disszertaciéban részletesen kifejtésre kertil, és jelentésen eléremozditjék a teriilet
megértését. A pdlydzé bebizonyitotta tobbek kozott (2.6.2. Tétel) a geode-
tikus struktira projektiv merevségét, azaz hogy egy Finlser-metrizalhaté spray
rogzitett projektiv tényezével vett deformaltjainak legfeljebb 0-mértékd hal-
maza Finlser-metrizdlhaté. Az irodalomban els6ként hatérozott meg konkrétan
végtelen-dimenziés Finsler holonémia-csoportot (1d. 3.8.4. Tétel), tovibbd meg-
vélaszolta Chern és Shen egy nyilt kérdését. Megadott egy felsé korlatot a nem-
parallelizalhaté sikbeli 3-szovetek linearizacidinak projektiv ekvivalencia erejéig
vett szdméra (4.3.6. Tétel), javitva ezzel G. Bolnak a Gronwall-sejtés irdnyaba



mutaté 1930-bdl szarmazd becslésén. Kiilon kiemelésre érdemes, hogy a pélydzé
2006 és 2018 kozott egy tudoményos vitdban szembekeriilt a téma elismert orosz
kutatéival, amely vitdban végiil az 6 alldspontja bizonyult helyesnek (4.4. sza-
kasz).

Mindezen szempontokat figyelembe véve, a benyijtott mii eleget tesz a Ma-
gyar Tudoményos Akadémia Doktora cim elnyerésére tamasztott feltételeknek,
igy javaslom nyilvanos vitara bocsajtdsat.

3 Kérdések

1. A Riemann-geometriai kutatdsok egy fontos irdnya a Ricci-gérbiiletre vo-
natkozo egyenl6tlenségek és a sokaség algebrai topoldgiai tulajdonsigainak
kapcsolatat vizsgélja, 1d. pl. a Myers-tételt és a Bochner-formula kovetkez-
ményeit. Az értekezés 2.4. szakasza Finsler-metrizdlhatésagot vizsgal
specialis Ricci-gorbiileti feltételek mellett. Felhaszndlhatdk-e az értekezés
eredményei a Finsler-metrika Ricci-gorbiiletére vonatkozo egyenlétlenségek
és a sokasag algebrai topoldgidja kozotti Gsszefiiggések bizonyitdsara?

2. Talalhaté-e olyan magasabb-dimenziés Finsler-sokasag, amelynek holonémia-
csoportja valamilyen értelemben bévebb a kor diffeomorfizmus-csoportjanal?

3. Konkrét példak esetén meg lehet-e hatérozni a 4.3.6. Tétel bizonyitdsaban
szereplé 1, ...,Q7 polinomok legnagyobb kozos osztéjat, és ezdltal a
megfelel6 sikbeli 3-szovet linearizaciéinak szamat?




