Valasz Lempert Laszl6 biralatara

K6szénom Lempert Laszlonak a disszertéciom igen alapos attanulményozéasara forditott idejét, farado-
zasat és részletes birdlatat. A birdlatban megfogalmazott kérdéseit, megjegyzéseit és kritikai észrevételeit
igyekszem maradéktalanul megvélaszolni. Annak érdekében, hogy a biralat egyes kérdései, észrevételei
minél pontosabban és a szovegosszefliggéseivel egyiitt jelenjenek meg, ezeket keretezett formaban emelem
at az eredeti birdlat szévegébdl. A vilaszokban szerepl szamozott hivatkozéasok a disszertacié iroda-
lomjegyzékére, mig a bettivel jelzett hivatkozasok a véalasz végén talalhaté irodalomjegyzékre utalnak.

Valaszok a biralat ,, Ertékelés” részében megfolgalmazott kérdéseire és észrevételeire

Az ertekezes tobb orszagban—Europaban, Amerikaban, Azsiaban—is kutatott tudo-
manyteruleteken kinal megoldasokat vagy legalabb reszmegoldasokat alapveto problemakra.
Amennyire meg tudom allapitani, az eredmenyek ujak, bar az elso fejezet egyik foered-
menyenek (Theorem 1.3.5) es Sarlet & al. 1982-as es 1998-as cikkeinek (78, Theorem 6], [79]
a kapcsolatat nem latom at. Az ertekezes szinvonala altalaban, az eredmenyek jelentosege
es a bizonyitasok megbizhatosaga nem egyenletes.

Az 1.3.5 tételben megfogalmazott eredmény teljesebb és mélyebb, mint a Sarlet és tarsszerzdinek az ered-
ményei. Teljesebb, mert az algebrai feltételek egy joval szélesebb rendszerét szolgaltatjik, és mélyebb,
mert felfedik a varidcios multiplikatorra vonatkozé algebrai feltételek gradalt Lie-algebra strukturajat.
Konkrétan a |78, Theorem 6] cikkben a disszertacié (1.29) formulajaban bevezetett As gradalt Lie-
algebra legelss (azaz Aj) szintjén szerepld feltételei, mig [79]-ben az €l6z6 feltételek mellett a méasodik
A% szint egy része — a gorbiileti tenzorok és ezek derivaltjai — jelennek meg. A [79] dolgozat ugyan
(tévesen) azt allitja, hogy a kapott feltételek az algebrai feltételek teljes rendszerét szolgaltatja, de
ezt az allitast kés6bbi publikicidiban Sarlet és tarsszerzdi bizonyos értelemben maguk is korrigaljak. A
fiiggelékben szerepls kérdésekre adott 7.) valaszaban ezt részletesebben is kifejtem.

hatoak. Az elso fejezet ujdonsaga, hogy invariansan, tehat lokalis koordinataktol fuggetlenul
definialt fogalmakkal dolgozik, a Frélicher-Nijenhuis es Grifone bevezette formalizmust fel-
hasznalva. (Mas, de lokalis koordinataktol szinten joreszt fuggetlen targyalas mar [79]-ben
is talalhato.) Bz esztetikailag ketsegkivul elorelepes. Mivel azonban a fejezet eredmenyei
lokalisak, nem vilagos, mennyivel hatekonyabb az invarians fogalmak hasznalata a koordi-
natakkal definialt fogalmaknal. (A fuggelekben mutatok egy peldat arra, hogy az invarians

targyalas a 92. oldalon hogyan bonyolithat el egy bizonyitast.)

Az invarians és koordinatamentes targyalas nagyban segiti a bels§ kapcsolatok, Osszefiiggések, geo-
metriai tulajdonsagok felismerését. Kiilonosen igaz ez az els§ fejezetben targyalt variacidoszamitas inverz
problémajara, hiszen a probléma a magasabb dimenzids esetekben egy erésen tildeterminélt masodrendd
parcialis differencidlegyenlet-rendszer megoldhatosagara vezethets vissza: mar a kezdeti 1épésben az
ismeretlen Lagrange-fiiggvényre vonatkozo n(= dim M) egyenletbdl all6 rendszert kell vizsgalnunk, az
elsé kompatibilitasi feltételek szamitasakor tovabbi n(n;l), majd djabb n(";l) + n(nflﬁ)(nfz) feltételt
kapunk. Az invaridns targyalas segitségével fel lehet ismerni a geometriai tartalmat (megjelenik az
asszocialt konnexio horizontalis strukturdja, a gorbiilete, stb), illetve a kompatibilitési feltételek belsd
Osszefliggeéseit (1.3.5 tétel).




A negyedik fejezetben termeszetesen imponalo, hogy az orosz iskola szovet—tandszaival
folytatott versenyben Muzsnay es munkatarsai kerultek ki gyoztesen, az altaluk talalt szuk-
seges es elegseges feltetel szovetek linearizaciojara a vitatott szovetre helyes eredmenyt adott,
mig az ellenfeleke szemmel lathatolag hibasat. Ezzel egyutt a fejezet komplikalt foered-
menyenek (Theorem 4.3.5) a jelentosege nem vilagos. A vitatott szovet linearizalhatosagat
Dufour trivialisnak nem mondhato modon de: ket sorban direkten is bebizonyitotta (Re-
mark 4.4.1). Amikor Theorem 4.3.5-ot a jelolt szovetek altalanosabb vizsgalatara akarja
alkalmazni, a bizonyitasok hianyosak maradnak, 1d. a fuggelekben a 87. oldalhoz fuzott
masodik megjegyzesem es a Theorem 4.3.6-hoz fuzott megjegyzesem.

V.V. Goldberget valéban lehet szovet-tandszként jellemezni, hiszen t6bb nemzetkozi kiadénal megjelent,
részben vagy egészben szovetgeometriai témaju konyvnek [Gol88, AG93, AG9I6, AGO0| és szamos sz0-
vetgeometria témajua cikknek a szerz6je, de az altalam mind emberileg, mind szakmailag nagyra becstilt
V.V. Lychaginrél ez nem mondhaté el: 6§ a parcidlis differencidlegyenletek nemzetkozi hird szakértdje,
1996 6ta az Orosz Tudoményos Akadémia tagja.

A sikbeli 3-szovetek linearizacidja egy t6bb mint 100 éve vizsgalt probléma. A parallelizdlhato 3-
szovetek szép geometriai és analitikus jellemzése ellenére sokaig nyitott kérdés volt, hogy hogyan lehet
karakterizalni a linearizalhato 3-szoveteket. A 4.3.5 tétel jelentGsége abban all, hogy a linearizalhatdsagot
meghataroz6 PDE rendszer vizsgélataval els6ként sikeriilt a linearizdlhatosigot leir6 egyenletek teljes
rendszerét meghatarozni, és ezzel belatni, hogy — projektiv transzformacioktol eltekintve — legfeljebb 15
kiilénb6zé linearizacioja lehet egy nem parallelizalhato 3-szévetnek.

A vitatott konkrét szévet eredetileg a cikkiinkben egy par soros megjegyzésként jelenik meg mint egy
nem trividlis példa linearizalhato, de nem parallelizalhat6 szovetre [GMSO01, p.2653]. Jelentdsége akkor
nétt meg, amikor az orosz szerz&paros tobb cikket is publikalt ebben a témaban, és bar a vizsgalati
modszeriik és az eredményeik hasonldak voltak, mégsem egyeztek a mi korabbi eredményeinkkel. Ennek
bizonyitdsara a szerzék az altalunk adott példat hoztak fel, mely — ellentétben a mi allitdsunkkal — az
altaluk kidolgozott elmélet szerint nem linearizdlhatd. A szévetet linearizald diffeomorfizmus konkrét
ismerete nélkiil a linearizalhatésag bizonyitdsa nem konnyd, hiszen a diffeomorfizmus létezését kell
belatni [Muz08|. Szerencsés véletlen, hogy a kérdéses szovetet linearizald diffeomorfizmust J.-P. Dufour
ismerte, és ezzel utélag megerdsitette eredményeinket. A fent emlitett kétsoros bizonyitds nem maés,
mint annak leellendrzése, hogy az édltala ismert konkrét diffeomorfizmus valéban linearizalja a konkrét
szovetet,.

A 4.3.5 tétel bizonyitasara vonatkozé konkrét megjegyzések a fiiggelékben szerepelnek, igy ezeket ott
részletesen megvalaszolom.

Valaszok a biralat ,, Fiiggelék ” részében megfolgalmazott kérdéseire és észrevételeire

5. oldal. A szerzo itt bevezeti a fél-spray es a spray fogalmat, ez utobbinak egy extra
homogenitasi tulajdonsaga van. A tovabbiakban azonban kizarolag spray—krol beszel. Ez
rendben is van, amikor az utolso bekezdesben az indukalt konnexiot definialja, a definicio
spray-kre megegyezik a hivatkozott Grifone cikkben [46] talalhatoval. Ha jol ertem, fel-spray
eseteben a konnexio maskeppen definialando. Azonban a 7. oldal azt allitja, hogy (1.17),
(1.18) szerint egy Lagrange fuggveny meghataroz egy spray-t. Mivel itt a Lagrange fugg-
venyrol homogenitas nincs felteve, a formulak spray-t nem, csak fel-spray—t definialhatnak.

Namost az irodalomban a “spray”-rol neha nincs feltetelezve a homogenitas, peldaul
a jelolt cikkeben [113]. Gondolom, ez okozza a kavarodast az ertekezesben. A kerdesem
az, hogy az ertekezes 1.3 alfejezeteben most mit is jelent a spray? Ha az eredmenyeket
valojaban fel-spray—re kellene kimondani, nem kell-e modositani az indukalt konnexiora
vonatkozo formulat, es ha kell, hogyan befolyasolja ez a tovabbiakat?

2



A szakirodalomban valéban nem egységes a terminoldgia, a spray fogalom a homogén és a nem homogén
esetre egyarant hasznélatos attol fiiggéen, hogy milyen témara fokuszal a szerzd, és ez tetten érhetd a
cikkeimben is. Sajnos a disszertacio elkészitéskor erre nem figyeltem, és tobb helyen megmaradt az
eredeti elnevezés és igy az értelemzavard pontatlansag. Igy példaul a teljes 1.3 alfejezetben spray helyett
fél-sprayt kellene hasznélni. Az indukélt konnexié definiciéja mind a spray, mind a fél-spray esetén
azonos I' = [J, S], ahol J a vertikalis endomorfizmus, S a spray, vagy fél-spray [Gri72, Proposition 1.41].
A formulak helyesen szerepelnek a disszertécioban.

Definition 1.2.1. A definicio itt globalisan definialt Lagrange fuggvenyrol beszel. Mivel
a vizsgalatok itt es kesobb (de az altalam olvasott irodalomban) is szinte kizarolagosan
lokalisak, jobb lenne itt is es masutt is a disszertacioban ezt vilagossa tenni, es peldaul
csak lokalisan definialt Lagrange fuggvenyt megkovetelni. A legmegfelelobbnek a “fuggveny-
csirak” nyelvezete tunik.

A variaciés elvet altalaban globalisan definidlt Lagrange fliggvénybdl szokds szarmaztatni, ezért az
inverz probléma esetén is termeészetes ennek feltevése. A szakirodalomban ez az 4ltalanosan hasznalt
terminolégia. Viszont az is igaz, hogy — kiilondsen a variacios elv 1étezésére vonatkoz6é — eredmények sok
esetben lokalisak, melyre fel kell hivni az olvasé figyelmét (pl. a disszertécio 1.5.3 tétele, [GMOO, Thm
6.1], [GM00, Thm 7.2]).

(1.23) Jol latom, hogy az elso egyenletben a dg;;/dt tag elhagyando?

A formulaban szerepld %gij szimbo6lum a variaciés multiplikdtornak a fél-spray altal meghatéarozott

gorbesereg x(t) gorbéi mentén vett totalis derivaltjat jelli. Ennek megfelelGen a formulabol meég id6-

fiiggetlen Lagrange-fiiggvények esetén sem hagyhaté el (% Gij = Dk :i:k% +> ik%).

Theorem 1.3.5. Ez a tetel szukseges feltetelt ad arra, hogy egy (fel?—)spray variacios legyen
(azaz Lagrange fuggvenybol szarmazzon). Hogy viszonyul ez a tetel Sarlet & al. [78,79]-beli
eredmenyeihez? [78, Theorem 6] szukseges es elegseges feltetelt ad az ugynevezett multi-

plikator letezesere. Ugyan Theorem 1.3.5 nem hasznalja a multiplikator fogalmat, ennek
letezese ekvivalensnek tunik azzal, hogy a tekintett fel-spray variacios. Hasonloan, [79, The-
orem 1] szerint “The complete set of integrability and passivity conditions associated with
the Helmholtz equations. . . are....” Az eltero szohasznalat ellenere ez megint, ugy tunik, azt
a kerdest valaszolja meg, amit Theorem 1.3.5, azzal a kulonbseggel, hogy [79] a feltetelek
szukseges es elegseges voltat is allitja.

A fél-sprayhez tartozo varidcios multiplikator 1étezése ekvivalens a fél-spray variacios tulajdonsagaval, igy
[78, 79] cikkek témaja és eredményei az altalunk is (mas eszkozokkel és més oldalrol) vizsgalt problémara
vonatkoznak. |[79]-ben W. Sarlet és szerzétarsai valoban azt allitjak, hogy az altaluk talalt feltételek (a
Jacobi tenzor és derivaltjai, illetve a gorbiileti tenzor és derivaltjai) a variacios multiplikatorra vonatkozo
Osszes algebrai feltételt tartalmazzak. Ez ellentmondésban van az 1.3.5 tétellinkkel. A W. Sarlettel
folytatott beszélgetéseken t6bbszor felmeriilt ez az allitasuk, kiillondsen a Transactions of AMS-ben
megjelent [STP02] cikke utan, ahol eredmeényeiket részben erre alapozva kaptak. Az igazsag az, hogy [79]-
ben a szerz6k tévesen allitjak az altaluk kapott feltételek teljességét. Késébb ezt 6k maguk is belatjak,
hiszen [79]-beli allitasukat az ,,Addendum to: ,The integrability conditions in the inverse problem of
the calculus of variations for second-order ordinary differential equations” cimd [SCO0| cikkiikben mér
arnyaljak: a 223. oldalon azt talaljuk, hogy ,, The completeness of the scheme only applies when the
ordering which s selected is proper and no degeneracy occurs in the second-order passivity conditions”.
W. Sarlet és szertStarsai [APSTO06]-ben az &altala [79]-ben még teljesnek velt algebrai feltételeken tul
tovabbi algebrai feltételeket talal (Proposition 4.2). Ezeket az algebrai feltételeket tartalmazza az 1.3.5
tételiink, és erre Sarlet cikkében talalunk is utalast [APST06, 12. oldal 8-9 sor].



10.

Corollary 1.3.6. A > egyenlotlenseg >-re valtoztatando, ezt adja a bizonyitas, es igy is
szerepel az eredmeny a jelolt [113] cikkeben!,

Valéban ” > 7 kell, hogy szerepeljen az éllitasban.

Corollary 1.3.7. Az egyenlotlensegnek a [113]-ban adott bizonyitas szerint itt is szigorunak
kell lennie. Ezzel kapcsolatosan az a kerdesem, hogy az uj egyenlotlensegek valoban tovabbi
megszoritast adnak a spray-re ahhoz, hogy lokalisan variacios legyen? Konkretan, van—
e olyan spray (vagy fel-spray?) amire a Corollary 1.3.6-ban szereplo rang < n{n + 1)/2
nemcsak z—ben, de egy kornyezeteben is, es ezert Corollary 1.3.6 szerint meg variacios is
lehetne; de a Corollary 1.3.7 eredmenye ezt megis kizarja?

Konkrét példat nem ismerek, de elképzelhetd, hogy lehet ilyet konstrudlni az alabbi alapjan [GTMO04]:
tekintsiink egy olyan V linearis konnexi6 autoparallel gérbeseregét, melynek R # 0 gorbiiletére VR =
= 0. Ekkor a spraybdl szarmazo tagok koziil egy jelenik meg az els§ szinten (@ € AL), és kettd jelenik
meg a mésodik szinten (R, [®, ?] € A%). Ennek mintdjéra olyan esetben, ahol a gorbiiletnek valamilyen
magasabb rendd szimmetridja van elképzelhetd, hogy az els6 szinten megjelend {<I>1, ey <I>k} esetén
ezek rangja még a kritikus érték alatt, de a kommutatorokat tartalmazo A?S rangja mar a kritikus érték
felett lesz. Nem a konkrét kérdésre ad példat, de mégis érdemes itt megjegyezni, hogy lehet olyan példat
adni, ahol az A5 szintjén megjelend algebrai feltételek nem zarjék ki a varidcios elv 1étezését, de a A?s
algebrai feltételei igen ([GTMO04, 12. oldal|, [APST06, 18. oldal]).

13. oldal. Az utolso bekezdes hivatott a variacios szabadsag fogalmat bevezetni, mint
bizonyos £ C C*(T'M) fuggvenyhalmaz rangjat. Ez utobbi ugy van definialva, mint az a
v szam, amivel “for every vy € TM there exists a neighborhood U ¢ TM and functionally
independent Ey,...,E, € & on U such that any £ € £ can be expressed as E(v) =
o(EBi(v),. .., E,,(v)) for all v € U, with some function ¢ : R — R .” A definiciot tobb oknal
fogva nem talalom kielegitonek.

Mar maganak £s—nek a maghatarozasa sem egyertelmu, hogy tudniillik az ot alkoto E
tuggvenyekrol kikotjuk—e a regularitast. (1.33) ezt nem koveteli meg, de az elozo bekezdes
ezzel az £s halmazzal es a segitsegevel definialt v szammal tervezi merni, hogy “how many
different regular Lagrange functions exist for a given spray”. Proposition 1.4.2 csak ugy
helyes, ha (1.33-1.34)—et szo szerint ertjuk es a regularitast nem koveteljuk meg. Ha, viszont
elejtjuk a regularitasi megszoritast, akkor v mit fog elarulni a regularis Lagrange fuggvenyek
halmazanak a mereterol? (Az se vilagos, hogy £s definicioja globalis vagy lokalis. (1.33)
egyertelmuen globalis, es Eg-t a C°(T'M) vektorter egy reszhalmazakent definialja; az oldal
utolso bekezdeseben irtak mintha azt sugallnak, hogy £s-re mint egy kevere vagy elokevere
kell gondolnunk.)

Joél ismert jelenség, hogy vannak olyan méasodrendii differencidlegyenlet-rendszerek, melyekhez nemcsak
egy, hanem akar tobb variacios elv is tartozik. Természetes médon meriil fel tehat a kérdés, hogy ez
milyen geometrai tulajdonsigokon miilik, és hogyan lehet ezt geometriai eszkdzokkel meghatarozni. Erre
a probléméra vonatkozé eredményeket a szakirodalomban nem talédltam, ez motivalta a variaciés, illetve
metrizacids szabadségfok fogalmanak bevezetését és vizsgalatat.

Ahogy az a definicioban szerepel, az Es elemei globalisan (a T'M-en) értelmezett Lagrange-fiiggvények,
melyekre nincs elGirva regularitasi feltétel. Ennek megfelelen természetesen nem igaz, hogy ennek a
halmaznak egy tetszéleges eleme egy varidcios elvet szdrmaztatna a fél-spray szdmara. Még az sem igaz,
hogy ha £s nem {ires halmaz, akkor lenne S-hez varidciés elv. Viszont igaz a biralatban is emlitett
vektortér struktira és igaz, hogy amennyiben van megoldas, akkor az ennek egy eleme. A v abban az
értelemben ad informaciot a regularis Lagrange fliggvények halmazanak a méretérsl, hogy amennyiben
a fél-spray variaciés — azaz van egy E regularis eleme £s halmaznak — akkor megmondja, hogy hany
fiiggetlen variacios elv 1étezik. (Az E-t az Es elemeivel lehet mintegy ,deformélni” és a megfelels feltételek
mellett 1j, fiiggetlen variacios elvet kapni.)



11.

12.

13.

14.

Visszaterve v definiciojara, nincs elmagyarazva, mit is jelent itt a funkcionalis fuggetlenseg,
ill. fuggoseg. A kovetkezo definiciot tudom elkepzelni. Egy X differencialhato sokasagon
ertelmezett fi,..., fi fuggvenyek egy z € X pontban funkcionalisan osszefuggenek, ha a
(fi(@),....fu(z)) € R¥ pont valamely kornyezeteben letezik egy ® valos erteku (sima??)
fuggveny, hogy egyfelol ®(f1, ..., fi) = 0, masfelol ®(y;) # 0 valamely y; — (fi(z),. .., fu(z))
sorozat menten. Ez az a fogalom, amivel a jelolt dolgozik?

A kérdéshen hasznalt jel6lést kovetve a @ sima fiiggvényre a d® # 0 feltételt szokas el6irni. Az fi,..., fr
fliggvények fliggvény fiiggetlensége ekvivalens azzal, hogy a parcialis derivaltjaikbol 4ll6 méatrix rangja
k (|[Fik65, 209.0], [Arn92, 127.0]). Differencidlegyenletek és mechanikai rendszerek vizsgalatdban ez egy
viszonylag gyakran felmeriils fogalom [Pon62, Arn78§].

Ha a v definiciojaban szereplo fogalmakat tisztaztuk, felmerul a kerdes, miert is letezik
az oldal utolso bekezdeseben leirt tulajdonsagokkal rendelkezo v szam. Nincs kizarva, hogy
azokra a specialis £s fuggvenyhalmazokra, amikre a problema vezet, a kivant tulajdonsagu
v letezik, bar errol az ertekezes nem szol. Egy altalanos £ C C*°(T'M) alter eseten azonban
nem latom, meg egy rogzitett vy eseten se, hogy mi garantalja v letezeset. Az pedig egeszen
vilagos (ebben az altalanos esetben), hogy v erteke valtozhat, ha vy valtozik.

Valéban el6fordulhat, hogy a kivant tulajdonsagi (globalisan definialt) v nem létezik. Eredményiink
egyik érdekessége éppen az, hogy ravilagit arra, mi az a geometriai struktira, aminek segitségével a
v (akar lokélisan, akar globalisan) meghatarozhato. Ez pedig nem més, mint a sprayhez asszocialt
konnexio gorbiileti tenzoranak képterét is tartalmazé Dy holonomia disztribucio, melyet az (1.35)
formula definidl. A 2-homogén fliggvények esetén ugyanis az Euler—Lagrange-tulajdonsig megegyezik
a holonomia-invaridns tulajdonsaggal (1.4.1. allitas), és a holonémia-invarians fliggvényeket jellemezni
lehet azzal, hogy a Dy elemei ezek infinitezimélis szimmetriai. Igy a Dy segitségével lokalisan is
vizsgalhatjuk a v értékét, és a Dy disztribiciora megfogalmazott globélis feltételek mellett garantalni
tudjuk a metrizalhaté (4ltalanosabban a variacios) sprayk esetén a v globalis létezését.

926. oldal. Az utolso elotti bekezdes vege fele van definialva a Finsler metrizalhatosag fogalma.
Az azonban nem vilagos, hogy itt F letezeset hol tetelezzuk fel? Az egesz T'M erintonya-
labon, annak egy alkalmas nyilt U C M feletti reszen vagy pedig T'M egy alkalmas nyilt
reszhalmazan? Peldaul Theorem 2.5.1, ugy tunik, csak 7 M—en lokalisan all (ellentetben az

ertekezesbeli megfogalmazassal).

A Finsler-metrika definiciojaban globdlisan definialt Finsler-fliggvény szerepel, igy az inverz probléma
esetén is altalaban a globalis metrika létezését szokés szerepeltetni. Az viszont igaz, hogy az eredmények
altalaban lokalisak. A 2.5.1 tételben a TM = T'M \ {0} megjelenésére az a magyarazat, hogy Finsler-
fliggvények esetén a T'M zérus metszésén — azért, hogy ne redukalédjon Riemann esetre — csak gyengébb
(C!) differencidlhatosagi feltételt lehet elSirni. Ezért a szamitasainkat a 7 M-en tudjuk elvégezni, és a
lokalis eredményeket a nemzérus vektorok kornyezeteire kapjuk.

97. oldal. A differencialoperatorok formalis integralhatosaganak elmeletet itt linearis opera-
torokra irja le a jelolt; de a 4. fejezetben nemlinearis operatorokra hasznalja. Kerdesem, hogy
milyen valtoztatasokra van szukseg ahhoz, hogy a leirtak valoban hasznalhatoak legyenek a

kesobbiekben.

Abban az esetben, ha a parcialis differencidlegyenlet-rendszer kvazilinearis, akkor a szimbolum lineari-
tasat felhasznalva a linedris esethez hasonloan lehet a kompatibilitasi feltételt szamitani. A kvaziline-
aris esetben szintén hasznalhaté (a linearis szimbolum magjanak segitségével bevezetett) involutivitas,
illetve 2-aciklikussag, mely arrél ad informéciét, hogy van-e magasabb rendid kompatibilitasi feltétel
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16.
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vagy nincs, azaz teljesiil-e, hogy a prolongalt rendszer kompatibilitasi feltétele megegyezik a kompati-
bilitasi feltétel prolongaltjaval. A 4. fejezetben a P» egyenletrendszere nem involutiv, ezért magasabb
szinten a prolongalt rendszernek 1j kompatibilitasi feltétele jelenik meg (a (4.12) egyenlet), mig a Ps
rendszer mar involutiv. Ezek alapjan meg lehet mutatni, hogy abban az esetben, ha a szévet Chern-
konnexidjanak gorbiilete zérus, akkor P5 formaélisan integralhato. Meg kell jegyezni, hogy itt a rendszer
meglehetésen egyszert, igy direkt szamolassal is megmutathato, hogy tetszéleges k-ad (k > 3) rendd
megoldas felemelhets egy k + 1-ed rendii megoldéssé, azaz a Ps formalisan integralhato.

Theorem 2.4.2. Ennek kimondasa ertelmezhetetlen. Spray-k egy osztalyara tekint bizonyos
tulajdonsagokat, nevezzuk egyuttesuket (P)-nek (isotropy, condition A and dya = 0). A
tetel szerint (P) akkor es csak akkor all, ha bizonyos (i). .. (v) feltetelek ekvivalensek. Namost
az, hogy (P) all-e, egy konkret spray-re vonatkozik; azt, hogy (i)...(v) ekvivalensek-e,
spray-k egy bizonyos osztalyan lehet lemerni. Az akkor es csak akkor allitas egyik oldala
tehat egy spray-re, a masik oldala spray-k egy csaladjara vonatkozik, ezek koze “akkor es
csak akkor”—t nem lehet tenni—kiveve, ha a tekintett csalad egyetlenegy spray-bol all. De
nem errol van szo, mint az itt elhagyott, de [99]-ben megtalalhato bizonyitasbol kiderul. Az
azt mutatja, hogy a (P) tulajdonsaggal rendelkezo spray—k csaladjara (i). .. (v) ekvivalensek;
es valamennyire megforditva, ha egy spray-re (iv) teljesul, akkor (P) is.

A 2.4.2. tétel valoban tulajdonsagok két csoportjanak ekvivalenciajarol szol, de a birdlatban megfogalma-
zott értelmezéssel ellentétben mindkét tulajdonsigesoport egy adott S sprayre vonatkozik. A kérdéshen
hasznalt jelolést kovetve a (P) tulajdonsag az S spray gorbiiletére mond ki feltételeket, az (i) ... (v)
tulajdonsagok pedig az S-hez tartozd metrizalhatosagi tulajdonsigokat sorolja fel. Azért, hogy ez utobbi
egyértelmt legyen, minden egyes (i) ... (v) tulajdonsagnal explicite fel lett tiintetve az S spray. A tétel
tehat azt mondja ki, hogy amennyiben az S spray rendelkezik a (P) tulajdonsaggal, akkor rendelkezik
az (i) ... (v) tulajdonsagokkal is, és forditva: ha az S rendelkezik az (i) ... (v) tulajdonsagokkal, akkor
rendelkezik a (P)-vel is.

A 2.4.2. tétel kovetkezményeként gorbiileti feltétellel tudunk jellemezni sprayk olyan osztalyat, melyek
egyszerre rendelkeznek bizonyos specialis metrizalhatésagi tulajdonsagokkal.

Theorem 2.7.5 bizonyitasa. A Szabo tetelebol kapott Riemann metrika miert lesz balinvari-
ans?

A Szab6 Zoltan tételében szerepld Riemann-metrika meghatarozhaté a Berwald-metrika indikatrixon
vett integralja segitségével [Vin05, Theorem 1.]. Ennek kiévetkeztében amennyiben a Berwald-metrika
baleltolassal szemben invaridns, akkor az eredményiil kapott Riemann-metrika is baleltolassal szemben
invarians.

Theorem 3.6.5. Ugy tunik nekem, hogy a tetelhez csak arra van szukseg, hogy a holonomia-
csoport (lezartja) kompakt legyen, nem szukseges feltetelezni, hogy Lie-csoport. Viszont
felmerul a kerdes, hogy ha a kompaktsag feltetelet hagyjuk el, de megkoveteljuk, hogy a
holonomiacsoport vagy lezartja Lie-csoport legyen, kovetkezik—e, hogy F' Riemann metrika.

A Riemann esettel szemben a konstans gorbiiletti Finsler-terek igen nagy valtozatossagot mutatnak.
Ez meég akkor is igaz, ha a konstans értékét K = 1, K = 0, illetve K = —1-ben rogzitjuk [She02],
illetve tovabbi geometriai megszoritasokat teszlink. Z. Shen példaul megmutatta, hogy végtelen sok,
egymassal nem lokélisan izometrikus, konstans gorbiiletd, sikprojektiv Finsler-metrika létezik [She03].
Ezért a konstans gorbiileti Finsler-terek holonomia-tulajdonsagainak altaldnos vizsgélata egy igen nehéz
probléma. Ugyanakkor vannak mar eredményeink, melyek segitségével a kompaktsag feltételezése nélkiil,
a holonémiacsoport lezartjdnak Lie-csoport tulajdonsagaval tudjuk jellemezni a konstans gorbiiletd sik-
projektiv esetet. A disszerticié 3.7.5 tétele alapjan ugyanis igaz, hogy egy nemzérus konstans gorbiilet,
sikprojektiv Finsler-metrika holonémiacsoportja pontosan akkor (véges dimenziés) Lie-csoport, ha a
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19.

20.

21.

metrika Riemann tipusd. Megjegyezziik, hogy ilyen karakterizaciéra az altaldnos esetben nem lehet
szamitani, hiszen vannak olyan nem Riemann tipust Finsler-metrikak (példaul a Berwald- és Landsberg-
metrikak), melyeknek a holonémiacsoportja Lie-csoport [Koz00].

76. oldal, A (3.53) utani harmadik sor Remark 3.7.1-re hivatkozik. Ez nem helyes, a kerdeses
megjegyzes az itt szukseges implikacionak a forditottjat tamasztja ala. A helyes hivatkozas
Muzsnay-Nagy [122]-es cikkebol Remark 2.1.

Valéban, a 3.7.1. megjegyzés els§ mondataban a projektiv faktor linearitasara vonatkoz6 ,akkor és csak
akkor” észrevétel utan kovetkezd mondat mar csak az egyik irdnyra vonatkozo allitast fogalmaz meg,
pedig a projektiv faktor és a Finsler-fiiggvényre vonatkozo [CS05, Lemma 8.2.1] alapjan itt is ,akkor és
csak akkor” tipusi kapcsolat van a projektiv faktor linearitédsa és a Finsler-metrika energiafiiggvényének
kvadratikussaga (és igy a metrika Riemann-tulajdonsaga) kozott. Ha ez igy szerepelt volna a megjegy-
zésben, akkor lett volna korrekt a (3.53) formula uténi hivatkozas.

Theorems 3.7.5, 3.7.9. Itt nyugodtan elhagyhato az egyszeres osszefoggoseg feltetele, hiszen
minden M sokasag lefedheto egyszeresen osszefuggo nyilt halmazokkal, es az azokra allo
eredmenybol kovetkezik az M-re vonatkozo is.

Valéban elhagyhaté az egyszeres Osszefliggiség feltétele, és igy altalanosabb tételt kapunk. K6szonom a
tétel kiterjesztésére vonatkoz6 észrevételt.

Proposition 3.8.2. Az egyszeres osszefuggoseg helyett elegendo feltenni, hogy M iranyithato.
Ha M nem iranyithato, akkor viszont az adott feltetel mellett a holonomiacsoport lezartja
az I, indikatrix teljes diffeomorfizmus—csoportja lesz.

De az allitas megfogalmazasa hagy kivannivalot maga utan. (3.64)-nek ellentmondva, a
holonomiacsoport es lezartja nem a korvonal, hanem az indikatrix diffeomorfizmus—csoportja-
nak resze. Az igaz, hogy ez a ket diffeomorfizmus—csoport izomorf, de nem kanonikusan, es
ugyanez all a Lie-algebrajukra. Ha ez valoban igy van, akkor mit ertsunk azon, hogy a
korvonal Fourier—algebraja resze az indikatrix holononomia-algebrajanak?

A 3.8.2 allitas arra a specidlis esetre vonatkozik, amikor az x pontban az indikatrix ténylegesen egy
euklideszi norma altal meghatarozott egységkdr, és az infinitezimaélis holonémia-algebra tartalmazza
a Fourier algebrat. Ez az allitas sziikséges ugyanis ahhoz, hogy a 3.8.3 tételt bizonyitsuk: a tételben
megkoveteljiik egy specidlis xg pont 1étezését, amirsl kideriil, hogy a feltételek miatt xp-ban az indikatrix
egy euklideszi normara vonatkozd egységkdr, és az infinitezimalis holonémia-algebra tartalmazza a
Fourier-algebrat. Azonban édltaldnosabb keretek kozott is meg lehet fogalmazni a tétel allitasat : amennyi-
ben egy iranyithat6 Finsler felillet egy x pontja kornyezetében van olyan koordinatarendszer (diffe-
omorfizmus az R? egy nyilt tartomanyara), melyre igaz, hogy az indukélt érintSleképezésnél az T,
indikatrix képe az S' és az infinitezimalis holonémia-algebra képe tartalmazza a Fourier-algebraval
izomorf részalgebrat, akkor a holonémiacsoport lezartja izomorf a kor iranyitastarté diffeomorfizmusai-
nak csoportjaval.

Theorem 3.8.3. Itt megint szuksegtelen feltenni, hogy M egyszeresen osszefuggo. A bizonyi-
tas ketsegkivul ugyes szamolas, de felmerul a kerdes, hogy lehet—e a tetel eredmenyet nagyobb
altalanossagban is bizonyitani, amikor explicit formulak nem allnak a rendelkezesre. Peldaul
igaz—e, hogy egy generikus Finsler metrikara a holonomia nemcsak hogy vegtelen dimenzios,
mint Hubicska-Matveev—Muzsnay cikkeben, hanem a lezartja egyenesen megegyezik az in-
dikatrix (iranyitastarto) diffeomorfizmus—csoportjaval. Ezzel kapcsolatos kerdes, hogy ez a
megegyezes stabil tulajdonsag—e, a metrika kis perturbaciojaval meg lehet—e szuntetni.




22.

23.

24.

A végtelen dimenzi6s holonomia stabilitdsaval kapcesolatban egyenlére annyit tudtunk bizonyitani, hogy
minden C™ (m > 8) topolégiara nézve van a végtelen dimenzios holonémiacsoporttal rendelkezd Finsler-
metrikdknak egy olyan mindeniitt strid F részhalmaza, ami nyilt [HMM20, Theorem 1.1]. Maganak
a végtelen dimenziés holonémiacsoporttal rendelkezé Finsler-metrikdk halmazédnak a nyiltsdgat még
nem sikeriilt belatnunk. Az [HMM20, Theorem 1.1| eredményei ugyanakkor azt mutatjak, hogy az F
halmazban 1év6 metrikdk holonémiacsoportjat érinté holonémia algebra, mint az indikatrix vektormezé-
inek egy részalgebraja meglehet6sen generikus: az indikatrix vektormezdinek egy tetszéleges k-ad rendd
jet-je esetén van olyan eleme, amely az adott k-ad rendi jet-et realizdlja. Ez alapjan megalapozottnak
tlinik a sejtés, miszerint generikus esetben az irdnyithaté Finsler-sokasag holonoémiacsoportjanak a
lezartja megegyezik az indikatrix iranyitastarté diffeomorfizmusainak csoportjaval.

84. oldal. Az utolso bekezdes Shennek tulajdonitott eredmenye, ahogy itt van megfogal-
mazva, nem helyes. A leirt tulajdonsagu Randers sokasagok nem feltetlen izometrikusak az
egyseggombon ertelmezett (3.66) metrikaval. Lehetnek izometrikusak az itt megadott Finsler
sokasag egy nyilt reszhalmazaval, vagy akar annak egy fixpont mentes veges izometriacsoport
szerinti faktoraval; es talan meg massal is. Shen nem is igy fogalmazza meg az eredmenyet
[86]-ban. Helyette azt a homalyos fordulatot hasznalja, hogy “F can be expressed in the
following form”. Bar Shen bizonyitasat nem olvastam el, gondolom, a valodi tenyallas az,
hogy a vizsgalt terek lokalisan izometrikusak a gomb egy, a (3.66)-beli metrikaval ellatott
nyilt reszhalmazaval.

7. Shen eredménye valéban lokalis izometria 1étezését garantalja. A pontatlan hivatkozas ellenére ezt
a tényt hasznaljuk fel a 3.8.5 allitas bizonyitasa sordn. A bizonyitas ugyanis a pontbeli infinitezimalis
holonémia-algebra segitségével torténik, ami egy lokalis objektum abban az értelemben, hogy a pont
egy tetszblegesen kis kornyezetére lesziikitett Finsler struktiira méar meghatarozza.

87. oldal. A masodik bekezdesbeli “reduced algebraic curve” valojaban “irreducible”’-t
jelent?

A szdvegben helyesen szerepel a reduced algebraic curve” kifejezés. Egy ilyen gérbe t6bb irreducibilis
komponensbdl is 4llhat, de ezen irreducibilis komponensek multiplicitdsa 1. (Az algebrai szovetek konst-
rukciojarol: [Hé01, 16.0], [PP15, 5.0].)

87. oldal, utolso sor es folytatasa, miszerint A C S?T*@T algebrai reszsokasag. Mi ennek az
ertelme, es kulonosen mi a bizonyitasa? Ugyan sehol se talaltam a T" nyalab definiciojat, ugy
gondolom, hogy az az alapsokasag erintonyalabja. Akkor a fentebbi tenzornyalab differen-
cialhato sokasag, de nincs algebrai strukturaja, es ezert nem lehet algebrai reszsokasagairol
beszelni. Azt lehetne mondani, hogy mivel az alapsokasag maga R?, T-nek (ha az tenyleg
az erintonyalab) es a tenzornyalabnak is megadhato egy kanonikus trivializacioja, vagyis a
totalis ternek azonositasa valamilyen Euklideszi terrel; akkor mar van algebrai struktura, es
meg lehet kerdezni, egy reszhalmaza algebrai—e.

De meg ezzel az ertelmezessel is hianyzik annak a bizonyitasa, hogy A algebrai resz-
sokasag. A 96. oldalon alulrol 16-14. sor szerint “we arrive at the conclusion that...in the
algebraic manifold A...”7. A -t valoban a Q; = 0 egyenletek hatarozzak meg, i = 1,... ,T5a
Q; fuggvenyek valoban polinomok az egyik valtozojukban, s-ben; de nem a tobbiben. Erre
alapozva nem allithatjuk, hogy kozos nullahelyuk algebrai varietas. Szintugy azt se, hogy
reszsokasag, hiszen ehhez valami regularitast kellene ellenorizni, talan a Q; fuggvenyek Ja-
cobi matrixanak a rangjanak vizsgalataval. Tekintettel azonban arra, hogy a Q;~k alakja
gyakorlatilag felfoghatatlan, 1d. [107, Appendix], ez remenytelen vallalkozasnak tunik, es az
ertekezes meg se kiserli.
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26.
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A T nyaldb valoban az alapsokasag érintényalabjat jeloli és ennek altalanos esetben valéban nincs
algebrai struktiraja, de a jelen esetben a szovet geometriai struktaraja kijeloli T egy természetes
felbontasat horizontalis és vertikalis alterekre, mely a tenzorok természetes paraméterezését eredményezi
a megfelel§ adaptalt koordinatak segitségével. Erre a természetes strukturara illetve koordinatékra nézve
(akarcsak az R? esetén) beszélhetiink algebrai struktirarol.

Az algebrai sokasag kifejezést olyan értelemben hasznaljuk, hogy minden régzitett pontban a fibrum-
koordinata eleget kell, hogy tegyen a felirt algebrai feltételeknek. Hasonl6 terminoldgiaval taldlkozunk a
[GLO05, 172.0 13.s0r] és [GL06, 70.0 2. sor| cikkekben, ahol a szerz6k a megoldhatosag leirasanél algebrai
egyenletekrél és algebrai rendszerekrdl irnak. Természetesen ez itt is csak azt jelenti, hogy a projek-
tiv invaridns fibrumkoordinatakra vonatkozoan algebrai a feltétel. A névhasznélat viszont valéban nem
szerencsés, hiszen példaul az algebrai geometridban ez a terminolégia mast jelent.

88. oldal, utolso bekezdes. A szovet itt megadott definiciojabol a jelolt hibasan kovetkeztet
arra, hogy az alapsokasag dimenzioja paros kell, hogy legyen. Pl R3-on harom altalanos
helyzetu sikkal parhuzamos sikok csaladja kielegiti a megadott definiciot. Ennek a nyelvbot-
lasnak ugyan nem lesz szerepe a tovabbiakban, de kiabrandito.

Talan félreérthet6 a megfogalmazas, de az alfejezet els6 mondataban nem a 3-szovet definiciéja szerepel,
csak folteszi, hogy adott egy harom szovet, melyben az egyes folidzasokat (amelyek transzverzalisak)
rendre Fi, Fa, F3 jeloli. A 3-szovet definicidja megtaldlhaté példaul az ennek a témanak szentelt
,Geometry and Algebra of Multidimensional Three-Webs” cimii konyvben [AS92b, 1.2 fejezet]|. A disszer-
tacidban a 3-szovetek egy ekvivalens, szamunkra célszertibb jellemzése szerepel a h,v,j tenzormezsk
segitségeével (88. oldal vége és 89 lap teteje) [NagOl]. A 3-szdvetekben szerepls foliazasokhoz tartozo
disztribucidk alterei paronként direkt komplementumok, amibél kévetkezik, hogy a 3-szdvettel rendelkezé
sokasdg dimenzidja paros, és az egyes f6lidzasok dimenzidja a sokasig dimenzidjanak a fele.

90. oldal, elso teljes bekezdes. E csak kesobb lesz bevezetve a 91. oldalon, mint “the bundle
of the prelinearizations”. Ez kisse pontatlan es felrevezeto megfogalmazas, hiszen az elo-
linearizaciok a 89. oldalon tenzormezokent voltak definialva, azok semmifele nyalabot nem
alkotnak. Gondolom, a szandek szerint £ C Hom(T'® T, T) az a resznyalab, aminek szelesei
az elo-linearizaciok. Fzzel viszont inkompatibilis az inkriminalt bekezdes L € E formu-
laja. Ugy latom, hogy a legegyszerubb az lenne, ha elo-linearizacion nem egy tenzormezot
ertenenk, hanem valamely pontbeli tenzort.

Valéban érdemesebb az E-t a Hom(7T ® T,T) résznyaldbjaként bevezetni. Viszont az elé-linearizacio
tenzormezdként vald bevezetése azért el6nyds, mert igy kdnnyebben meg lehet fogalmazni az elé-linea-
rizaci6 és a linearizacid kozotti kapcsolatot: a linearizicié olyan el6-linearizacio, mely teljesiti a 4.2.1.
allitas 4) pontjaban szerepld parcialis differencidlegyenlet-rendszert.

90. oldal, masodik bekezdes eleje. Eszerint a fentebb diszkutalt—de az ertekezesben hi-
vatalosan meg mindig be nem vezetett—FE ter egy M feletti 3 dimenzios vektornyalab. En
ugy latom, hogy meg ha a fentiekben javasolt modon is definialjuk E—t, mint egy absztrakt
halmazt, akkor se allithatjuk, hogy vektornyalab; ahhoz elobb el kellene latni valami struk-
turaval. Namost F, mint a Hom(7T' ® T, T') vektornyalab egy reszhalmaza, ketsegkivul orokol
ez utobbitol valami strukturat. De ez a struktura nem resz—vektornyalab struktura, inkabb
egy affin resznyalab struktura; ket elo-linearizacionak, mint tenzoroknak, az osszege nem
lesz elo-linearizacio.

Az el6-linearizaciot karakterizalé egyenletekben, azaz a 4.2.1. Allitas 1), 2), 3) egyenleteiben szerepls
h,v, j leképezések (1,1)-tipusu tenzormezdk, igy ezek az egyenletek pontonként homogén lineéris egyen-
letrendszert adnak az elé-linearizicié komponenseire. Mivel a h,v,j tenzormez6kre tett megszorita-
sok miatt az egyenletrenszerek rangja konstans, igy ezek a Hom(T ® T,T) egy rész-vektornyalabjat
hatarozzak meg.
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91. oldal kozepe. Mi pontosan egy “Frobenius system” definicioja? Tovabba: azt ertem,
hogy (4.9) fennallasa szukseges (4.8) megoldhatosagahoz. Ha jol ertem, az ertekezes ugy
veszi, hogy elegseges is, abban az ertelemben, hogy ha az s szeles kielegiti (4.9)-et, akkor
ezzel az s—sel (4.8)-nak is van z,t megoldasa. Kerdesem, hogy valoban errol van—e szo, es
ha igen, az elegsegesseg tényére mi a referencia?

A Frobenius-rendszerek a parcialis differencidlegyenlet-rendszereknek egy specidlis osztalya, ahol a meg-
oldés visszavezethets kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek megoldéasara [Spi99, 6.fejezet|. Ezért
a Frobenius-tételben megfogalmazott kompatibilitdsi feltételek teljesiilése nemcsak sziikséges, hanem
elegendd is a megoldas létezéséhez. Az egy meglepd eredmény, hogy a (4.8) egyenletrendszer kompa-
tibilitasi feltételei — némi algebrai atalakitids utdn — kifejezhetGek az s projektiv invarians segitségével
((4.9) egyenletek). Igy ha s egy olyan 2-valtozos fiiggvény, amelyik teljesiti ezeket az egyenleteket, akkor
a (4.8) egyenletrendszernek egyértelmiien létezik ¢ és z megoldésa.

92. oldal, Proposition 4.3.1 bizonyitasa. Ez pelda arra, amikor az invarians absztrakt tar-
gyalas foloslegesen elbonyolitja a bizonyitast. Az ertekezesbeli bizonyitas homomorfizmusok
es kommutativ diagrammok feallitasa mellett meg egy pontosabban meg nem hatarozott es
nem kozolt homologikus algebrai ervelesre is hivatkozik. Minderre nincs szukseg. A kovetke-
zorol van szo. Jeloljuk a sikon a koordinatakat u, v—vel; legyen adott egy @Q(u,v) masodfoku
polinom, ugy, hogy az s = Q) fuggveny kielegiti (4.9)-et az origoban. Proposition 4.3.1 azt
allitja, hogy ekkor letezik egy H 3-rendben homogen polinom, hogy s = @) + H az origoban
masodrendben elegiti ki (4.9)-et (vagyis O(u® + v?) hibaval; ezt a tovabbiakban O(2)-vel
jeloljuk). Ezt igy latjuk be:

Amikor (4.9)-ben s = @Q-rol s = @ + H-ra terunk at, az $11, 821, S22 tagok egy linearis
taggal valtoznak; a tobbi tag csak O(2)-vel. Ezert H-t ugy kell valasztanunk, hogy Hoy—2Ho;
es Hyy — 2Hy; adott linearis formak legyenek. Hogy pontosan mik, azt @ hatarozza meg.
Ha H(u,v) = au® + buv + cuv? + dv®, akkor a feltetelekben vizsgalva u,v egyutthatoit, a
kovetkezo egyenletrendszert kell megoldanunk:

2¢ — 4b = adott, 3d — 4c = adott, 3o —4b = adott, 2b— 4c = adott.

De ez egyszeru: az elso es utolso egyenletbol meghatarozzuk b-t es c-t, a maradekbol pedig
a~t es d-t.

Valéban nem egyszertisiti ennél a 1épésnél az allitas igazolasat az invaridns absztrakt targyalas, de talan
az egységes szemlélet miatt nem érdemes attérni ennél a lépésnél egy masik targyaldsi modra.

96. oldal, Theorem 4.3.5 elotti sorok. Ezek bizonyos @; polinomoknak a fokat adjak meg.
Kerdes, hogy a megadott szamok valoban a megfelelo polinomok fokaval egyeznek—e meg,
vagy annak csak felso becsleset adjak. A [107] fuggelekeben megadott kifejezesekbol nem
konnyu leolvasni, hogy e polinomok foegyutthatoja minden esetben valoban kulonbozik—e
0-tol, es se az ertekezes, se az alapul szolgalo {107] nem foglalkozik ezzel a kerdessel.

Ezeknek a polinomoknak az egyiitthatoi altalaban igen bonyolult kifejezések (a 3-szovet gorbiilete és
derivaltjai jelennek meg a fliggvényekben), melyekrél nem tudjuk kijelenteni, hogy specialis esetekben
nem lehetnek nulldk, ezért valoban gy kellett volna fogalmazni, hogy a polinomok fokszama, legfeljebb
az adott érték.

Theorem 4.3.6. Ennek a tetelnek a 96. oldalon talalhato egysoros bizonyitasa azon mulik,
hogy a linearizacios problema megoldasaban szereplo @, polinom foka 15, ezert legfeljebb
15 gyoke van. Valojaban azonban nem lett bebizonyitva, hogy ez a fok 15, de meg az se lett
kizarva, hogy ()2 azonosan eltunjon; igy a tetel bizonyitasa hianyosnak tunik.
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32.

A bizonyitésban jatszott kardinalis szerepe miatt a Q2 polinomot alaposan megvizsgaltuk. A polinom
formulaja a disszertaci6 96. oldalan talalhat6, ahol a formulaban szerepl6 A;, B;, C;, D; egyiitthatok
a 3-szOvet gorbiileti tenzorabol és derivaltjaib6l szamithato fuggvények. A formulaboél adédik, hogy
az s-ben polinomiélis kifejezésnek konstans tagja zérus, az elsérendd tag egylitthat6ja pedig RD2. A
gorbiiletre tett feltétel miatt sem az R, sem a D nem lehet azonosan zérus. Ezek alapjan a @5 polinom
egy legfeljebb 15-6d foka nem azonosan zérus polinom, és a 4.3.6 tétel bizonyitasa teljes.

Az ertekezes harom fejezeteben kozos, hogy termeszetesen felvetodo geometriai kerdesekre
a valasz az, hogy ilyen vagy olyan problema megoldhatosagahoz az adatoknak valamilyen
parcialis differencialegyenlet-rendszert kell kielegiteniuk. Ugyan ezeket a differencialegyen-
leteket roviden meg lehet fogalmazni, tartalmuk gyakran nagyon bonyolult, es nem vila-
gos, mennyire alkalmazhatoak a geometriai objektumok vizsgalatara. Gyakran a feltetelek
elegsegessege csak az analitikus kategoriaban varhato. A problemakhoz valo ilyen hozzaallas,
ugy latom, a temaban elegge altalanos, ha nem kizarolagos. Ennek ellenere felmerul az a
gondolat, hogy a felvetett kerdesekre a valaszt mas terminusokban is kereshetnenk.

Hogy pontosan milyenekben, arra nincs megalapozott javaslatom. De peldaul a sikbeli
szovetek linearizaciojanak problemajaban talan ertelmes a kovetkezo “Dirichlet problema”,
vagy ha nem ertelmes, hat valami modositasa. Legyen adott egy korvonal menten egy szovet,.
Lehet—e ezt linearizathato szovetkent egyertelmuen kiterjeszteni a hatarolt korlapra?

A kerdesem az, hogy ismer—e a jelolt a temaban ilyen iranyu probalkozasokat, vagy pedig
olyan eredmenyeket, amik azt mutatjak, hogy a felvetett irany zsakutcaba vezet.

A szévetek linearizaci6janak Dirichlet-problémaként valé megfogalmazasarol, illetve ilyen tipusa ered-
ményekrsl nincs tudomésom. Ugyanakkor ezt a problémat tébben és tébbféle eszkdzzel probaltak méar
megkozeliteni, illetve megoldani (péld4ul a kiils6 differencialrendszerek és differenciglformsk elméletével
[Gol89], infinitezim4lis szimmetridk segitségével [Aga20], Mayer-zaréjel segitségével [KL02], Cartan-
konnexi6 és projektiv differencialinvariansok segitségével [Agal 9]), de ezek nem adtak jobb eredményt az
altalunk elérteknél. Az eredményeink azt mutatjak, hogy a probléma mélyén valamilyen — a bonyolultsaga
miatt még kevéssé atlatott — algebrai feltétel van. Ezért ugy gondolom, hogy a linearizalhat6sag feltéte-
lének mélyebb megértéséhez nem feltétleniil a parcialis differenciélegyenlet-rendszerek elméletén, hanem
a szOvethez kapcsolhat6 egyéb, esetleg algebrai strukttrak vizsgélatan keresztiil vezethet az ut.

A linearizalhat6sag problémajanak elss lépése — a linearizalhat6sagi feltételek meghatarozasa — lezarult.
A feltételekben megjelené fiiggvények alkalmasak lehetnek arra, hogy specialis gorbiiletd szovetosz-
talyokat jeloljenek ki. Erdemes lenne ezen specialis gorbiileti tulajdonsagokkal rendelkezé széveteket
tovabb vizsgalni (1étezés, geometriai tulajdonsagok, stb.). Ilyen tipusa vizsgalatokban akar a probléma
Dirichlet-tipusu feladatként valé interpretalasa is eredményre vezethet.

Debrecen, 2021. janius 5.

/%{Zon 2({/“«’-

Muzsnay/Zoltan
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