
Válasz Lempert László bírálatára

Köszönöm Lempert Lászlónak a disszertációm igen alapos áttanulmányozására fordított idejét, fárado-
zását és részletes bírálatát. A bírálatban megfogalmazott kérdéseit, megjegyzéseit és kritikai észrevételeit
igyekszem maradéktalanul megválaszolni. Annak érdekében, hogy a bírálat egyes kérdései, észrevételei
minél pontosabban és a szövegösszefüggéseivel együtt jelenjenek meg, ezeket keretezett formában emelem
át az eredeti bírálat szövegéb®l. A válaszokban szerepl® számozott hivatkozások a disszertáció iroda-
lomjegyzékére, míg a bet¶vel jelzett hivatkozások a válasz végén található irodalomjegyzékre utalnak.

Válaszok a bírálat � Értékelés � részében megfolgalmazott kérdéseire és észrevételeire

1.

Az 1.3.5 tételben megfogalmazott eredmény teljesebb és mélyebb, mint a Sarlet és társszerz®inek az ered-
ményei. Teljesebb, mert az algebrai feltételek egy jóval szélesebb rendszerét szolgáltatják, és mélyebb,
mert felfedik a variációs multiplikátorra vonatkozó algebrai feltételek gradált Lie-algebra struktúráját.
Konkrétan a [78, Theorem 6] cikkben a disszertáció (1.29) formulájában bevezetett AS gradált Lie-
algebra legels® (azaz A1

S) szintjén szerepl® feltételei, míg [79]-ben az el®z® feltételek mellett a második
A2
S szint egy része � a görbületi tenzorok és ezek deriváltjai � jelennek meg. A [79] dolgozat ugyan

(tévesen) azt állítja, hogy a kapott feltételek az algebrai feltételek teljes rendszerét szolgáltatja, de
ezt az állítást kés®bbi publikációiban Sarlet és társszerz®i bizonyos értelemben maguk is korrigálják. A
függelékben szerepl® kérdésekre adott 7.) válaszában ezt részletesebben is kifejtem.

2.

Az invariáns és koordinátamentes tárgyalás nagyban segíti a bels® kapcsolatok, összefüggések, geo-
metriai tulajdonságok felismerését. Különösen igaz ez az els® fejezetben tárgyalt variációszámítás inverz
problémájára, hiszen a probléma a magasabb dimenziós esetekben egy er®sen túldeterminált másodrend¶
parciális di�erenciálegyenlet-rendszer megoldhatóságára vezethet® vissza: már a kezdeti lépésben az
ismeretlen Lagrange-függvényre vonatkozó n(= dimM) egyenletb®l álló rendszert kell vizsgálnunk, az
els® kompatibilitási feltételek számításakor további n(n−1)

2 , majd újabb n(n−1)
2 + n(n−1)(n−2)

6 feltételt
kapunk. Az invariáns tárgyalás segítségével fel lehet ismerni a geometriai tartalmat (megjelenik az
asszociált konnexió horizontális struktúrája, a görbülete, stb), illetve a kompatibilitási feltételek bels®
összefüggéseit (1.3.5 tétel).
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3.

V.V. Goldberget valóban lehet szövet-tanászként jellemezni, hiszen több nemzetközi kiadónál megjelent,
részben vagy egészben szövetgeometriai témájú könyvnek [Gol88, AG93, AG96, AG00] és számos szö-
vetgeometria témájú cikknek a szerz®je, de az általam mind emberileg, mind szakmailag nagyra becsült
V.V. Lychaginról ez nem mondható el : ® a parciális di�erenciálegyenletek nemzetközi hír¶ szakért®je,
1996 óta az Orosz Tudományos Akadémia tagja.

A síkbeli 3-szövetek linearizációja egy több mint 100 éve vizsgált probléma. A parallelizálható 3-
szövetek szép geometriai és analitikus jellemzése ellenére sokáig nyitott kérdés volt, hogy hogyan lehet
karakterizálni a linearizálható 3-szöveteket. A 4.3.5 tétel jelent®sége abban áll, hogy a linearizálhatóságot
meghatározó PDE rendszer vizsgálatával els®ként sikerült a linearizálhatóságot leíró egyenletek teljes
rendszerét meghatározni, és ezzel belátni, hogy � projektív transzformációktól eltekintve � legfeljebb 15
különböz® linearizációja lehet egy nem parallelizálható 3-szövetnek.

A vitatott konkrét szövet eredetileg a cikkünkben egy pár soros megjegyzésként jelenik meg mint egy
nem triviális példa linearizálható, de nem parallelizálható szövetre [GMS01, p.2653]. Jelent®sége akkor
n®tt meg, amikor az orosz szerz®páros több cikket is publikált ebben a témában, és bár a vizsgálati
módszerük és az eredményeik hasonlóak voltak, mégsem egyeztek a mi korábbi eredményeinkkel. Ennek
bizonyítására a szerz®k az általunk adott példát hozták fel, mely � ellentétben a mi állításunkkal � az
általuk kidolgozott elmélet szerint nem linearizálható. A szövetet linearizáló di�eomor�zmus konkrét
ismerete nélkül a linearizálhatóság bizonyítása nem könny¶, hiszen a di�eomor�zmus létezését kell
belátni [Muz08]. Szerencsés véletlen, hogy a kérdéses szövetet linearizáló di�eomor�zmust J.-P. Dufour
ismerte, és ezzel utólag meger®sítette eredményeinket. A fent említett kétsoros bizonyítás nem más,
mint annak leellen®rzése, hogy az általa ismert konkrét di�eomor�zmus valóban linearizálja a konkrét
szövetet.

A 4.3.5 tétel bizonyítására vonatkozó konkrét megjegyzések a függelékben szerepelnek, így ezeket ott
részletesen megválaszolom.

Válaszok a bírálat � Függelék � részében megfolgalmazott kérdéseire és észrevételeire

4.
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A szakirodalomban valóban nem egységes a terminológia, a spray fogalom a homogén és a nem homogén
esetre egyaránt használatos attól függ®en, hogy milyen témára fókuszál a szerz®, és ez tetten érhet® a
cikkeimben is. Sajnos a disszertáció elkészítéskor erre nem �gyeltem, és több helyen megmaradt az
eredeti elnevezés és így az értelemzavaró pontatlanság. Így például a teljes 1.3 alfejezetben spray helyett
fél-sprayt kellene használni. Az indukált konnexió de�níciója mind a spray, mind a fél-spray esetén
azonos Γ = [J, S], ahol J a vertikális endomor�zmus, S a spray, vagy fél-spray [Gri72, Proposition 1.41].
A formulák helyesen szerepelnek a disszertációban.

5.

A variációs elvet általában globálisan de�niált Lagrange függvényb®l szokás származtatni, ezért az
inverz probléma esetén is természetes ennek feltevése. A szakirodalomban ez az általánosan használt
terminológia. Viszont az is igaz, hogy � különösen a variációs elv létezésére vonatkozó � eredmények sok
esetben lokálisak, melyre fel kell hívni az olvasó �gyelmét (pl. a disszertáció 1.5.3 tétele, [GM00, Thm
6.1], [GM00, Thm 7.2]).

6.

A formulában szerepl® d
dtgij szimbólum a variációs multiplikátornak a fél-spray által meghatározott

görbesereg x(t) görbéi mentén vett totális deriváltját jelöli. Ennek megfelel®en a formulából még id®-
független Lagrange-függvények esetén sem hagyható el

(
d
dtgij =

∑
k ẋ

k ∂gij
∂xk +

∑
k ẍ

k ∂gij
∂yk

)
.

7.

A fél-sprayhez tartozó variációs multiplikátor létezése ekvivalens a fél-spray variációs tulajdonságával, így
[78, 79] cikkek témája és eredményei az általunk is (más eszközökkel és más oldalról) vizsgált problémára
vonatkoznak. [79]-ben W. Sarlet és szerz®társai valóban azt állítják, hogy az általuk talált feltételek (a
Jacobi tenzor és deriváltjai, illetve a görbületi tenzor és deriváltjai) a variációs multiplikátorra vonatkozó
összes algebrai feltételt tartalmazzák. Ez ellentmondásban van az 1.3.5 tételünkkel. A W. Sarlettel
folytatott beszélgetéseken többször felmerült ez az állításuk, különösen a Transactions of AMS-ben
megjelent [STP02] cikke után, ahol eredményeiket részben erre alapozva kapták. Az igazság az, hogy [79]-
ben a szerz®k tévesen állítják az általuk kapott feltételek teljességét. Kés®bb ezt ®k maguk is belátják,
hiszen [79]-beli állításukat az �Addendum to: �The integrability conditions in the inverse problem of

the calculus of variations for second-order ordinary di�erential equations� cím¶ [SC00] cikkükben már
árnyalják: a 223. oldalon azt találjuk, hogy �The completeness of the scheme only applies when the

ordering which is selected is proper and no degeneracy occurs in the second-order passivity conditions�.
W. Sarlet és szert®társai [APST06]-ben az általa [79]-ben még teljesnek vélt algebrai feltételeken túl
további algebrai feltételeket talál (Proposition 4.2). Ezeket az algebrai feltételeket tartalmazza az 1.3.5
tételünk, és erre Sarlet cikkében találunk is utalást [APST06, 12. oldal 8-9 sor].
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8.

Valóban ” > ” kell, hogy szerepeljen az állításban.

9.

Konkrét példát nem ismerek, de elképzelhet®, hogy lehet ilyet konstruálni az alábbi alapján [GTM04]:
tekintsünk egy olyan ∇ lineáris konnexió autoparallel görbeseregét, melynek R 6= 0 görbületére ∇R =
= 0. Ekkor a sprayb®l származó tagok közül egy jelenik meg az els® szinten (Φ ∈ A1

S), és kett® jelenik
meg a második szinten (R, [Φ,Φ] ∈ A2

S). Ennek mintájára olyan esetben, ahol a görbületnek valamilyen
magasabb rend¶ szimmetriája van elképzelhet®, hogy az els® szinten megjelen®

{
Φ1, . . . ,Φk

}
esetén

ezek rangja még a kritikus érték alatt, de a kommutátorokat tartalmazó A2
S rangja már a kritikus érték

felett lesz. Nem a konkrét kérdésre ad példát, de mégis érdemes itt megjegyezni, hogy lehet olyan példát
adni, ahol az A1

S szintjén megjelen® algebrai feltételek nem zárják ki a variációs elv létezését, de a A2
S

algebrai feltételei igen ([GTM04, 12. oldal], [APST06, 18. oldal]).

10.

Jól ismert jelenség, hogy vannak olyan másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszerek, melyekhez nemcsak
egy, hanem akár több variációs elv is tartozik. Természetes módon merül fel tehát a kérdés, hogy ez
milyen geometrai tulajdonságokon múlik, és hogyan lehet ezt geometriai eszközökkel meghatározni. Erre
a problémára vonatkozó eredményeket a szakirodalomban nem találtam, ez motiválta a variációs, illetve
metrizációs szabadságfok fogalmának bevezetését és vizsgálatát.
Ahogy az a de�nícióban szerepel, az ES elemei globálisan (a TM -en) értelmezett Lagrange-függvények,
melyekre nincs el®írva regularitási feltétel. Ennek megfelel®en természetesen nem igaz, hogy ennek a
halmaznak egy tetsz®leges eleme egy variációs elvet származtatna a fél-spray számára. Még az sem igaz,
hogy ha ES nem üres halmaz, akkor lenne S-hez variációs elv. Viszont igaz a bírálatban is említett
vektortér struktúra és igaz, hogy amennyiben van megoldás, akkor az ennek egy eleme. A ν abban az
értelemben ad információt a reguláris Lagrange függvények halmazának a méretér®l, hogy amennyiben
a fél-spray variációs � azaz van egy E reguláris eleme ES halmaznak � akkor megmondja, hogy hány
független variációs elv létezik. (Az E-t az ES elemeivel lehet mintegy �deformálni� és a megfelel® feltételek
mellett új, független variációs elvet kapni.)

4



11.

A kérdésben használt jelölést követve a Φ sima függvényre a dΦ 6= 0 feltételt szokás el®írni. Az f1, . . . , fk
függvények függvény függetlensége ekvivalens azzal, hogy a parciális deriváltjaikból álló mátrix rangja
k ([Fik65, 209.o], [Arn92, 127.o]). Di�erenciálegyenletek és mechanikai rendszerek vizsgálatában ez egy
viszonylag gyakran felmerül® fogalom [Pon62, Arn78].

12.

Valóban el®fordulhat, hogy a kívánt tulajdonságú (globálisan de�niált) ν nem létezik. Eredményünk
egyik érdekessége éppen az, hogy rávilágít arra, mi az a geometriai struktúra, aminek segítségével a
ν (akár lokálisan, akár globálisan) meghatározható. Ez pedig nem más, mint a sprayhez asszociált
konnexió görbületi tenzorának képterét is tartalmazó DH holonómia disztribúció, melyet az (1.35)
formula de�niál. A 2-homogén függvények esetén ugyanis az Euler�Lagrange-tulajdonság megegyezik
a holonómia-invariáns tulajdonsággal (1.4.1. állítás), és a holonómia-invariáns függvényeket jellemezni
lehet azzal, hogy a DH elemei ezek in�nitezimális szimmetriái. Így a DH segítségével lokálisan is
vizsgálhatjuk a ν értékét, és a DH disztribúcióra megfogalmazott globális feltételek mellett garantálni
tudjuk a metrizálható (általánosabban a variációs) sprayk esetén a ν globális létezését.

13.

A Finsler-metrika de�níciójában globálisan de�niált Finsler-függvény szerepel, így az inverz probléma
esetén is általában a globális metrika létezését szokás szerepeltetni. Az viszont igaz, hogy az eredmények
általában lokálisak. A 2.5.1 tételben a TM = TM \ {0} megjelenésére az a magyarázat, hogy Finsler-
függvények esetén a TM zérus metszésén � azért, hogy ne redukálódjon Riemann esetre � csak gyengébb
(C1) di�erenciálhatósági feltételt lehet el®írni. Ezért a számításainkat a TM -en tudjuk elvégezni, és a
lokális eredményeket a nemzérus vektorok környezeteire kapjuk.

14.

Abban az esetben, ha a parciális di�erenciálegyenlet-rendszer kvázilineáris, akkor a szimbólum lineari-
tását felhasználva a lineáris esethez hasonlóan lehet a kompatibilitási feltételt számítani. A kváziline-
áris esetben szintén használható (a lineáris szimbólum magjának segítségével bevezetett) involutivitás,
illetve 2-aciklikusság, mely arról ad információt, hogy van-e magasabb rend¶ kompatibilitási feltétel
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vagy nincs, azaz teljesül-e, hogy a prolongált rendszer kompatibilitási feltétele megegyezik a kompati-
bilitási feltétel prolongáltjával. A 4. fejezetben a P2 egyenletrendszere nem involutív, ezért magasabb
szinten a prolongált rendszernek új kompatibilitási feltétele jelenik meg (a (4.12) egyenlet), míg a P3

rendszer már involutív. Ezek alapján meg lehet mutatni, hogy abban az esetben, ha a szövet Chern-
konnexiójának görbülete zérus, akkor P3 formálisan integrálható. Meg kell jegyezni, hogy itt a rendszer
meglehet®sen egyszer¶, így direkt számolással is megmutatható, hogy tetsz®leges k-ad (k ≥ 3) rend¶
megoldás felemelhet® egy k + 1-ed rend¶ megoldássá, azaz a P3 formálisan integrálható.

15.

A 2.4.2. tétel valóban tulajdonságok két csoportjának ekvivalenciájáról szól, de a bírálatban megfogalma-
zott értelmezéssel ellentétben mindkét tulajdonságcsoport egy adott S sprayre vonatkozik. A kérdésben
használt jelölést követve a (P) tulajdonság az S spray görbületére mond ki feltételeket, az (i) . . . (v)
tulajdonságok pedig az S-hez tartozó metrizálhatósági tulajdonságokat sorolja fel. Azért, hogy ez utóbbi
egyértelm¶ legyen, minden egyes (i) . . . (v) tulajdonságnál explicite fel lett tüntetve az S spray. A tétel
tehát azt mondja ki, hogy amennyiben az S spray rendelkezik a (P) tulajdonsággal, akkor rendelkezik
az (i) . . . (v) tulajdonságokkal is, és fordítva: ha az S rendelkezik az (i) . . . (v) tulajdonságokkal, akkor
rendelkezik a (P)-vel is.
A 2.4.2. tétel következményeként görbületi feltétellel tudunk jellemezni sprayk olyan osztályát, melyek
egyszerre rendelkeznek bizonyos speciális metrizálhatósági tulajdonságokkal.

16.

A Szabó Zoltán tételében szerepl® Riemann-metrika meghatározható a Berwald-metrika indikátrixon
vett integrálja segítségével [Vin05, Theorem 1.]. Ennek következtében amennyiben a Berwald-metrika
baleltolással szemben invariáns, akkor az eredményül kapott Riemann-metrika is baleltolással szemben
invariáns.

17.

A Riemann esettel szemben a konstans görbület¶ Finsler-terek igen nagy változatosságot mutatnak.
Ez még akkor is igaz, ha a konstans értékét K = 1, K = 0, illetve K = −1-ben rögzítjük [She02],
illetve további geometriai megszorításokat teszünk. Z. Shen például megmutatta, hogy végtelen sok,
egymással nem lokálisan izometrikus, konstans görbület¶, síkprojektív Finsler-metrika létezik [She03].
Ezért a konstans görbület¶ Finsler-terek holonómia-tulajdonságainak általános vizsgálata egy igen nehéz
probléma. Ugyanakkor vannak már eredményeink, melyek segítségével a kompaktság feltételezése nélkül,
a holonómiacsoport lezártjának Lie-csoport tulajdonságával tudjuk jellemezni a konstans görbület¶ sík-
projektív esetet. A disszertáció 3.7.5 tétele alapján ugyanis igaz, hogy egy nemzérus konstans görbület¶,
síkprojektív Finsler-metrika holonómiacsoportja pontosan akkor (véges dimenziós) Lie-csoport, ha a
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metrika Riemann típusú. Megjegyezzük, hogy ilyen karakterizációra az általános esetben nem lehet
számítani, hiszen vannak olyan nem Riemann típusú Finsler-metrikák (például a Berwald- és Landsberg-
metrikák), melyeknek a holonómiacsoportja Lie-csoport [Koz00].

18.

Valóban, a 3.7.1. megjegyzés els® mondatában a projektív faktor linearitására vonatkozó �akkor és csak
akkor� észrevétel után következ® mondat már csak az egyik irányra vonatkozó állítást fogalmaz meg,
pedig a projektív faktor és a Finsler-függvényre vonatkozó [CS05, Lemma 8.2.1] alapján itt is �akkor és
csak akkor� típusú kapcsolat van a projektív faktor linearitása és a Finsler-metrika energiafüggvényének
kvadratikussága (és így a metrika Riemann-tulajdonsága) között. Ha ez így szerepelt volna a megjegy-
zésben, akkor lett volna korrekt a (3.53) formula utáni hivatkozás.

19.

Valóban elhagyható az egyszeres összefügg®ség feltétele, és így általánosabb tételt kapunk. Köszönöm a
tétel kiterjesztésére vonatkozó észrevételt.

20.

A 3.8.2 állítás arra a speciális esetre vonatkozik, amikor az x pontban az indikatrix ténylegesen egy
euklideszi norma által meghatározott egységkör, és az in�nitezimális holonómia-algebra tartalmazza
a Fourier algebrát. Ez az állítás szükséges ugyanis ahhoz, hogy a 3.8.3 tételt bizonyítsuk: a tételben
megköveteljük egy speciális x0 pont létezését, amir®l kiderül, hogy a feltételek miatt x0-ban az indikatrix
egy euklideszi normára vonatkozó egységkör, és az in�nitezimális holonómia-algebra tartalmazza a
Fourier-algebrát. Azonban általánosabb keretek között is meg lehet fogalmazni a tétel állítását: amennyi-
ben egy irányítható Finsler felület egy x pontja környezetében van olyan koordinátarendszer (di�e-
omor�zmus az R2 egy nyílt tartományára), melyre igaz, hogy az indukált érint®leképezésnél az Ix
indikatrix képe az S1 és az in�nitezimális holonómia-algebra képe tartalmazza a Fourier-algebrával
izomorf részalgebrát, akkor a holonómiacsoport lezártja izomorf a kör irányítástartó di�eomor�zmusai-
nak csoportjával.

21.
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A végtelen dimenziós holonómia stabilitásával kapcsolatban egyenl®re annyit tudtunk bizonyítani, hogy
minden Cm (m ≥ 8) topológiára nézve van a végtelen dimenziós holonómiacsoporttal rendelkez® Finsler-
metrikáknak egy olyan mindenütt s¶r¶ F részhalmaza, ami nyílt [HMM20, Theorem 1.1]. Magának
a végtelen dimenziós holonómiacsoporttal rendelkez® Finsler-metrikák halmazának a nyíltságát még
nem sikerült belátnunk. Az [HMM20, Theorem 1.1] eredményei ugyanakkor azt mutatják, hogy az F
halmazban lév® metrikák holonómiacsoportját érint® holonómia algebra, mint az indikatrix vektormez®-
inek egy részalgebrája meglehet®sen generikus: az indikatrix vektormez®inek egy tetsz®leges k-ad rend¶
jet-je esetén van olyan eleme, amely az adott k-ad rend¶ jet-et realizálja. Ez alapján megalapozottnak
t¶nik a sejtés, miszerint generikus esetben az irányítható Finsler-sokaság holonómiacsoportjának a
lezártja megegyezik az indikatrix irányítástartó di�eomor�zmusainak csoportjával.

22.

Z. Shen eredménye valóban lokális izometria létezését garantálja. A pontatlan hivatkozás ellenére ezt
a tényt használjuk fel a 3.8.5 állítás bizonyítása során. A bizonyítás ugyanis a pontbeli in�nitezimális
holonómia-algebra segítségével történik, ami egy lokális objektum abban az értelemben, hogy a pont
egy tetsz®legesen kis környezetére lesz¶kített Finsler struktúra már meghatározza.

23.

A szövegben helyesen szerepel a �reduced algebraic curve� kifejezés. Egy ilyen görbe több irreducibilis
komponensb®l is állhat, de ezen irreducibilis komponensek multiplicitása 1. (Az algebrai szövetek konst-
rukciójáról : [Hé01, 16.o], [PP15, 5.o].)

24.
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A T nyaláb valóban az alapsokaság érint®nyalábját jelöli és ennek általános esetben valóban nincs
algebrai struktúrája, de a jelen esetben a szövet geometriai struktúrája kijelöli T egy természetes
felbontását horizontális és vertikális alterekre, mely a tenzorok természetes paraméterezését eredményezi
a megfelel® adaptált koordináták segítségével. Erre a természetes struktúrára illetve koordinátákra nézve
(akárcsak az R2 esetén) beszélhetünk algebrai struktúráról.

Az algebrai sokaság kifejezést olyan értelemben használjuk, hogy minden rögzített pontban a �brum-
koordináta eleget kell, hogy tegyen a felírt algebrai feltételeknek. Hasonló terminológiával találkozunk a
[GL05, 172.o 13.sor] és [GL06, 70.o 2. sor] cikkekben, ahol a szerz®k a megoldhatóság leírásánál algebrai
egyenletekr®l és algebrai rendszerekr®l írnak. Természetesen ez itt is csak azt jelenti, hogy a projek-
tív invariáns �brumkoordinátákra vonatkozóan algebrai a feltétel. A névhasználat viszont valóban nem
szerencsés, hiszen például az algebrai geometriában ez a terminológia mást jelent.

25.

Talán félreérthet® a megfogalmazás, de az alfejezet els® mondatában nem a 3-szövet de�níciója szerepel,
csak fölteszi, hogy adott egy három szövet, melyben az egyes fóliázásokat (amelyek transzverzálisak)
rendre F1, F2, F3 jelöli. A 3-szövet de�níciója megtalálható például az ennek a témának szentelt
�Geometry and Algebra of Multidimensional Three-Webs� cím¶ könyvben [AS92b, 1.2 fejezet]. A disszer-
tációban a 3-szövetek egy ekvivalens, számunkra célszer¶bb jellemzése szerepel a h, v, j tenzormez®k
segítségével (88. oldal vége és 89 lap teteje) [Nag01]. A 3-szövetekben szerepl® fóliázásokhoz tartozó
disztribúciók alterei páronként direkt komplementumok, amib®l következik, hogy a 3-szövettel rendelkez®
sokaság dimenziója páros, és az egyes fóliázások dimenziója a sokaság dimenziójának a fele.

26.

Valóban érdemesebb az E-t a Hom(T ⊗ T, T ) résznyalábjaként bevezetni. Viszont az el®-linearizáció
tenzormez®ként való bevezetése azért el®nyös, mert így könnyebben meg lehet fogalmazni az el®-linea-
rizáció és a linearizáció közötti kapcsolatot: a linearizáció olyan el®-linearizáció, mely teljesíti a 4.2.1.
állítás 4) pontjában szerepl® parciális di�erenciálegyenlet-rendszert.

27.

Az el®-linearizációt karakterizáló egyenletekben, azaz a 4.2.1. Állítás 1), 2), 3) egyenleteiben szerepl®
h, v, j leképezések (1,1)-típusú tenzormez®k, így ezek az egyenletek pontonként homogén lineáris egyen-
letrendszert adnak az el®-linearizáció komponenseire. Mivel a h, v, j tenzormez®kre tett megszorítá-
sok miatt az egyenletrenszerek rangja konstans, így ezek a Hom(T ⊗ T, T ) egy rész-vektornyalábját
határozzák meg.
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28.

A Frobenius-rendszerek a parciális di�erenciálegyenlet-rendszereknek egy speciális osztálya, ahol a meg-
oldás visszavezethet® közönséges di�erenciálegyenlet-rendszerek megoldására [Spi99, 6.fejezet]. Ezért
a Frobenius-tételben megfogalmazott kompatibilitási feltételek teljesülése nemcsak szükséges, hanem
elegend® is a megoldás létezéséhez. Az egy meglep® eredmény, hogy a (4.8) egyenletrendszer kompa-
tibilitási feltételei � némi algebrai átalakítás után � kifejezhet®ek az s projektív invariáns segítségével
((4.9) egyenletek). Így ha s egy olyan 2-változós függvény, amelyik teljesíti ezeket az egyenleteket, akkor
a (4.8) egyenletrendszernek egyértelm¶en létezik t és z megoldása.

29.

Valóban nem egyszer¶síti ennél a lépésnél az állítás igazolását az invariáns absztrakt tárgyalás, de talán
az egységes szemlélet miatt nem érdemes áttérni ennél a lépésnél egy másik tárgyalási módra.

30.

Ezeknek a polinomoknak az együtthatói általában igen bonyolult kifejezések (a 3-szövet görbülete és
deriváltjai jelennek meg a függvényekben), melyekr®l nem tudjuk kijelenteni, hogy speciális esetekben
nem lehetnek nullák, ezért valóban úgy kellett volna fogalmazni, hogy a polinomok fokszáma legfeljebb
az adott érték.

31.
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