A biralobizottsag értékelése

Muzsnay Zoltan doktori értekezésében a sokasagok differencidlgeometriajanak olyan
problémaival foglalkozik, amelyek targyaldsaban kdzponti szerepet jatszanak a problémakra
jellemz6  differencialegyenlet-rendszerek. Ezen kutatasi teriiletek kozé tartozik a
variacidészamitas inverz problémaja, a Finsler-geometria és a holonémia elmélet, melyeknek
fizikai hattériik is van. Az vizsgalt problémakban elért eredményei alapjan a jelolt hat tézist
fogalmazott meg a tézisflizetben. A bizottsag allaspontja a tézisek elfogadasaval kapcsolatosan
az értékelés masodik részében szerepel.

Az értekezés négy fejezetbdl all, melyek koziil az els6 kettd a varidcidoszamitas inverz
probléméjahoz kapcsolodik. A sokasdgok esetében a probléma targyalasahoz az
érintényalabokon vett spray mezoket alkalmazzak, mivel ezek geodetikus gorbéit lokalis
térképezésben egy masodrendii kozonséges differencidlegyenlet megoldasaként nyerjiik. A
témaban a jelolt egyik alapveté eredménye az 1.3.5. Tétel, amelyben a vektorértéki
differencidlformak Lie-algebrajat alkalmazva sziikséges feltételeket ad meg a variacios spray
mezore, illetve a keresett Lagrange-fiiggvényt meghataroz6 varidcidos multiplikatorra.
Vizsgalatainak tovabbi targya, hogy amennyiben egy spray mezd variacids, akkor a neki
megfeleld Lagrange-fiiggvények halmaza lokalisan hény fiiggvénnyel generalhatd. Ennek
kapcsan bevezeti a variacios szabadsagfok fogalmat. A jelolt 1.4.3. Tétele azt mondja ki, hogy
metrizalhato spray mez6 esetén a 2-homogén Lagrange-fiiggvények variacios szabadsagfoka
megegyezik a holonémia disztribucié kodimenzidjaval.

A Lie-csoportok esetében a kanonikus balinvarians spray mezokre is vizsgalhato az inverz
variacios probléma. A jelolt az 1.5.3. Tételben egy sziikséges ¢és elégséges feltételt ad meg a
baloldali csoporthatdssal szemben invaridns Lagrange-fliggvény létezésére.

A disszertacié masodik fejezete azt a problémat vizsgalja, hogy egy spray mez6 geodetikus
gorbéi mikor esnek egybe egy a sokasagon vett Finsler-metrika geodetikus gorbéivel, illetve
mikor igaz az, hogy ezek a geodetikusok iranyitastartoan atparaméterezhetéek egymasba. Az
ilyen tulajdonsaggal bir6 spray mezéket nevezik metrizalhatonak, illetve projektiv
metrizalhatonak. A jeldlt egyik eredménye a 2.3.3. Tétel, amely egy sziikséges és elégséges
feltételt ad arra, hogy a spray mezd lokalisan metrizalhatdé legyen. A szerzd kiterjeszti
vizsgalatait a Landsberg-metrizalhatosag kérdésére €s a 2.3.5. Tételben erre a specialis esetre
is ad egy kritériumot. A spray mez6 projektiv metrizalhatosagara pedig a 2.5.1. Tételben mond
ki egy sziikséges és elégséges feltételt.

Az értekezés a metrizalhatosag kérdését bizonyos gorbiileti kovetelmények estében is
targyalja. A 2.4.3. Tételben a jel6lt megadja annak egy kritériumat, hogy egy spray mezé mikor
metrizalhatd nem zérus skalar gorbiiletli Finsler-metrikaval. Ezen tétel bizonyitasa egyben egy
algoritmust is ad, melynek segitségével a spray mezO6hoz tartozo skalar gorbiiletti Finsler-
metrika megkonstrualhaté. A modszerek alkalmasak olyan Finsler-metrikak keresésére,
amelyek megfelelnek a Hilbert negyedik problémajaban szerepld kovetelménynek. Muzsnay
Zoltan lényegi eredményt ért el azon kérdés vizsgalataban is, hogy amennyiben a Finsler-
metrikabol nyert geodetikus spray mezon projektiv transzformécidt hajtunk végre, akkor az igy
nyert spray mez0 metrizalhatd lesz-e. Az értekezés 2.6.2. Tétele szerint a geodetikus spray
mez0 merev, mivel a transzformacioval nyert spray mezok altalaban nem metrizalhatoak.

A harmadik fejezet a Finsler-sokasagok holonémia csoportjara vonatkozo eredményeket
mutatja be. A jelolt az altala bevezetett j fogalmakat és eszkozoket alkalmazza vizsgalataihoz.
Az egyik fontos eredmény a 2-nél nagyobb dimenzidju esetre vonatkozo 3.6.5.

Tétel, miszerint ha a konstans (de nem 0) gorbiiletli Finsler-sokasdg holonémia csoportja
megegyezik egy kompakt Lie-csoporttal, akkor az egy Riemann-sokasag. Ily modon a jelolt



megvalaszolja két neves matematikus, S. S. Chern és Z. Shen, 2005-b6l szarmazé problémajat,
hogy van-e olyan Finsler-sokasag, amelynek holonomia csoportja nem egyezik meg egyik
Riemann-sokasag holonémia csoportjaval sem. A jeldltnek a témaban elért masik fontos
eredménye a konstans gorbiileti és lokalisan sikprojektiv Finsler-sokasagokra vonatkoz6 3.7.9.
Tétel, miszerint a holonomia csoport akkor és csak akkor véges dimenzids, ha a metrika
Riemann-féle vagy a gorbiilet 0. A 3.8.3. és 3.8.4. Tételek specialis Finsler-feliiletekre
vonatkoznak és azt mondjak ki, hogy azok holonomia csoportjanak lezartja izomorf az
egységkor iranyitastartd diffeomorfizmusainak csoportjaval. A 3.8.6. Tétel ezt az eredményt
terjeszti ki a nem Riemann-féle, konstans (de nem 0) gorbiiletli és sikprojektiv Randers-
feliiletek holonémia csoportjara.

Az értekezés negyedik fejezete a sikbeli 3-szovetek linearizalhatosaganak problémajat
targyalja, vagyis azt a kérdést, hogy egy sikbeli tartomanyon vett transzverzalis f6liazas mikor
vihet6 at diffeomorfizmussal egy egyenesek altal alkotott 3-szdvetbe. A probléma egy parcialis
differencialegyenlet-rendszer vizsgalatara vezethetd vissza az un. Chern-konnexio
segitségével. A jelolt a 4.3.5. Tételben egy sziikséges és elégséges feltételt mond ki a nem
parallelizalhato 3-szovetek linearizalhatosagara. Ezt kdvetden egy fels6 becslést hataroz meg a
linearizalo transzformaciok szamara a 4.3.6. Tételben.

A jelolt alabb felsorolt tézisei koziil harom a disszertacid harmadik fejezetében szerepld
eredményekhez kotddik, a tovabbi tézisek kiilon fejezetek eredményeihez kapcsolodnak.

1. Tézis. Megadjuk a variacids multiplikatorra vonatkozo algebrai feltételek széles rendszerét
¢s meghatarozzuk homogén sprayk 2-homogén variacids szabadsagfokat, karakterizaljuk Lie-
csoportok kanonikus strukturajanak variacios tulajdonsagat.

2. Tézis. Megadjuk a Finsler- és Landsberg-metrizalhatosag feltételét, karakterizaljuk a
konstans ¢és a skalar gorbiileti Finsler-metrizalhatosagot, valamint Lie-csoportok, illetve
geodetikus orbit struktirak invaridns metrizalhat6sagat és projektiv metrizalhatosagat.

3. Tézis. A diffeomorfizmus-csoport részcsoportjaihoz tartozo érint6 Lie-algebra
bevezetésével uj modszert adunk a diffeomorfizmus-csoport részcsoportjainak vizsgélatara,
melyet sikeresen alkalmazunk Finsler-sokasagok holonomia csoportjanak vizsgalataban.

4. Tézis. Megmutatjuk, hogy a Riemann- és Finsler-sokasagok holonomia struktiraja nagyon
eltérhet egymastdl azonositva olyan Finsler-feliileteket, melyek holondmia csoportja
maximalis, azaz lezartja izomorf a kor iranyitastartd diffeomorfizmus-csoportjaval.

5. Tézis. Karakterizaljuk a véges illetve végtelen dimenzios holondomia csoportl konstans
gorbiiletti, sikprojektiv Finsler-sokasadgokat és megadjuk a konstans gorbiiletii, sikprojektiv
Randers-feliiletek holondmia csoportjait.

6. Tézis. Megadjuk a sikbeli 3-szovetek linearizalhatdsaganak feltételét és megmutatjuk, hogy
egy nem parallelizalhaté 3-szdvet esetén legfeljebb 15 kiilonb6zd linearizacio 1étezhet.

A biralobizottsag elfogadja a jelolt elsd Ot tézisét és részben a hatodik tézisét.
A 6. Tézisnek csak a masodik részét fogadja el, miszerint ,,megmutatjuk, hogy egy nem
parallelizalhat6 3-szovet esetén legfeljebb 15 kiilonb6z6 linearizéacio 1étezhet.”

A bizottsag allaspontja, hogy a jelolt Iényegi eredményeket ért el a spray mezok Finsler-
metrizalhatosaganak és a geodetikus struktirdk merevségének kérdésében, tovabba a
Finsler-sokasagok holonémia csoportjanak vizsgalata terén. A Finsler-sokasagok holonémia
csoportjaira vonatkozo tételeinek sulyat nagyban ndveli, hogy ezen a tertileten korabban igen
kevés eredmény sziiletett és a jelolt 0j, effektiv modszereket vezetett be a vizsgalatokhoz.
Ezaltal konkrét Finsler-feliiletek esetére tudta igazolni, hogy a holondémia csoportjuk
végtelen dimenzids. A hatodik tézis részleges elfogaddsanak oka az, hogy a 4.3.5. Tétel
bizonyitasaval kapcsolatban feltett egyik kérdés nem lett kielégitéen megvalaszolva.



