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riiletével foglalkozik, jelentds részben Finsler-sokasagokon. A bemutatott munkét olyan
kérdések koré épiti fel, melyek megoldasdban kozponti szerepet jatszanak a probléméra
jellemz§ differencidlegyenletek és -rendszerek.

A négy fejezetbdl az elss kettd a variacioszamitas inverz problémajahoz kapcsolodik,
vazlatosan szolva tehat ahhoz, hogy egy differencidlegyenlet-rendszer mikor szarmaz-
tathato variacios elvbdl, azaz Lagrange-fliggvénybdl. Itt el6bb az altalanosabb, majd
a metrizalhato esettel foglalkozik. A masik két fejezetben részletes vizsgalatokat végez
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Amint a szerzé bemutatja, a vizsgalt kérdések jelentds multra visszatekintd klasszi-
kus problémak, melyek azonban ma is intenziv kutatasok targyai, mivel a kérdések
teljeskord megoldasatol egyelére messzebb vagyunk. A dolgozat tobbek kozott Hilbert
negyedik problémajaval kapcsolatban is 1j eredményeket ad. Megemlitendd, hogy a
vizsgalt témakorok matematikai szépségiik mellett részben fizikai modellekhez is ko-
tédnek: a variacios elv és energiafiiggvények jol ismert klasszikus mechanikai vonat-
kozasaik mellett megjelennek a relativitaselméletbeli geodetikusoknél is, a disszertacio
fontos alkotorészét jelentd holonémia fogalma pedig a kvantummechanikaban, s6t kvan-
tumszamitasok vizsgalatdban is érdemi szereppel bir. A dolgozatban kdzponti szerepet
jatszo Finsler-metrikak egyik szemléletes motivacidja Zermelo navigaciés problémaja,
ahol a szél hatasa vezet a tavolsidgok aszimmetriajahoz.

Az eredmények elsé csoportja a varidcidszamitas inverz problémajahoz kapcsolodik
sokasagokon. Az alapkérdés az, hogy egy masodrendii kézonséges differencialegyenlet-
rendszer mikor szarmaztathaté variaciés problémabol, azaz mikor all el alkalmas
Lagrange-fiiggvényhez tartozé Euler-Lagrange-egyenletként. Bar a kérdésfeltevés és
a kétdimenzios eset karakterizécidja is klasszikus, magasabb dimenziéban a probléma-
kor joval szerteagazobb és szamos kés6bbi eredmény sziiletett, azonban csak részleges
esetekre. Ezek ugyanis a varidciés multiplikatorra alapulnak, mely a keresett Lagrange-
fiiggvény mésodik derivaltjaibol képezhets és teljesitenie kell az tin. Helmholtz-egyenlet-
rendszert, utobbi viszont a dimenzi6é novelésével nagyon elbonyolodik.

Muzsnay Zoltéan vizsgalataiban elGszor szintén a varidcios multiplikator, utana vi-
szont kozvetleniil a Lagrange-fiiggvény vizsgéalatéaval ad j eredményeket, melyek tar-
gya a szoban forgo differencidlegyenlet-rendszer koordinatamentes megadésahoz tar-
tozod spray, amely a sokasagon értelmezett alkalmas vektormezs. ElGszor tetszéleges
dimenzidban sziikséges feltételeket ad a spray variacios elvbdl valod szarmaztathatosa-
gara. A {6 feltétel a varidcios multiplikatorra eléirt algebrai egyenletrendszer, mely-
nek egyiitthatéi a sprayhez rendelt alkalmas gradalt Lie-algebra elemeibdl szérmaz-



nak. Ebbdl kdvetkezményként tobb, kozvetleniil ellenérizhetd dimenziofeltételt is meg-
ad. A kovetkezd vizsgalat targya az tn. variacios szabadségfok: ha létezik Lagrange-
fliggvény, akkor lényegében hany ilyen van, azaz a Lagrange-fliggvények halmaza lo-
kdlisan hany fiiggvénnyel generalhato, ez az érték ugyanis nem mindig 1. Ezen be-
lil az eredmények a Riemann/Finsler-geometriak szempontjabol relevans 2-homogén
Lagrange-fiiggvényekre vonatkoznak. A szerz6 megmutatja, hogy a sprayhez tartozo
holonomiadisztribticioé kodimenzidja adja meg a keresett variacios szabadségfokot. Bér
a disszertacioban nem emliti, az alapul szolgalo cikkben tobb példat is mutat a fenti
érték explicit meghatarozasara. Megemlitjiik, hogy a holonomiadisztribtcié fogalma
a dolgozatban kés6bb is hasznosnak bizonyul a metrizalhatésagi fejezetben. Végiil a
variacios elv specialis eseteként Lie-csoportokon vizsgélja az invaridns esetet, azaz hogy
a kanonikus balinvaridns geodetikus strukturahoz mikor talalhato szintén balinvaridns
Lagrange-fiiggvény. A fizikai szemlélet szamara ez azt jelenti, amikor mozgasegyen-
letek adott szimmetriai a Lagrange-fliggvénye is érvényesek. A szerzd sziikséges és
elégséges algebrai feltételt ad ennek fennallasara, majd tobb kdvetkezményt mutat az
eredmény alkalmazaséara, ezen beliil jellemzi a legfeljebb 4-dimenzids Lie-csoportokat
aszerint, hogy melyek kanonikus spray-jéhez létezik variacios elv, és ezen beliil ez mikor
invarians is.

A szerz§ kiterjedt vizsgalatokat végzett a variacios probléma azon specialis teriile-
tén, amikor a vizsgalt sprayhez tartozé gorbék elGallnak egy Riemann- vagy Finsler-
metrika geodetikusaiként, vagy legalabb iranyitastartéan atparaméterezheték ezekbe.
Ez a metrizalhatoség ill. projektiv metrizalhatosag problémaja, melynek a disszertéacio
mésodik fejezetét szenteli. Itt elGszor feltételt ad a Finsler- és Landsberg-metrizalha-
tosagra, ahol utobbi a metrika parhuzamos eltolassal szembeni invarianciajat is el6irja.
A feltételek tobb konkrét esetben ellendrizhetéek, de ezen alkalmazasokat most sem ta-
laljuk a disszertaciéban, csak az alapul szolgal6 cikkben. A variaciés szabadsagfokra az
el6z6 fejezetben kapott eredményét itt kiterjeszti a metrizalhato esetre is. A kovetkezd
eredmény a Finsler-metrizédlhatosag specialis eseteként a konstans, majd a skalar gérbii-
leti esetre ad szintén sziikséges és elégséges feltételt, melynek alkalmazasaként Hilbert
negyedik problémajanak kritériumét teljesité Finsler-metrikakat konstrual, azaz ahol a
geodetikusok egyenesek. A Finsler-metrizalhatosag tovabbi speciélis kérdéseként a pro-
jektiv esetre olvasunk mély eredményeket, koztiik a formélis integralhatosag elméletére
tamaszkodokat, melyek nem izotrop sprayk egy osztalyara is kiterjednek. Ezutan tobb
esetben igazol projektiv merevséget, azaz hogy a spray atparaméterezése soran elvész
a Finsler-metrizalhatosag. Végiil ez a fejezet is Lie-csoportok kanonikus sprayjének
invarians metrizalhatosagaval zarul, kiegészitve Lie-csoportokhoz tartozé homogén te-
rek geodetikus orbit-struktirdinak vizsgalataval: a Riemann- és Finsler-féle, valamint
a projektiv és a (szigort) metrizalhatosag kapcsolatrendszerét térképezi fel.

A harmadik fejezet a szerzd Finsler-sokasagok holonémiacsoportjarol szold eredmé-
nyeit mutatja be. Riemann-sokasdgok esetén a holonémiacsoportokat mar kimeritGen
megvizsgaltik. E fogalom jelent&sége tobb szemponthoz koéthetd: a holondémiacso-



port, melyet a zart gorbék mentén vett parhuzamos eltolasok indukalnak, a sokasag
gorbiiletének egyfajta globalis mértéke, mellyel fizikai (pl. kvantummechanikai) rend-
szerekben is jellemezhets, hogy az eredetitél mennyire kiilonbo6zd allapotokba térhet-
nek vissza. Finsler-sokasagok esetén kevesebb korabbi eredmény sziiletett, és Muzsnay
munkai sok irdnyban tesznek el6relépést. A vizsgélat eszkdzeként bevezeti sokasagok
diffeomorfizmus-csoportjaban a részcsoportokhoz rendelt érinté Lie-algebra ill. gorbii-
leti és infinitezimalis holonémia-algebrak fogalmat, és kidolgozza ezek tulajdonséigait
holonémiacsoportok esetén. Konstrukciokkal igazolja, hogy a holonémiacsoport lehet
nemkompakt, ill. végtelen dimenziés. Ha egy Finsler-sokasig konstans gorbiileti és lo-
kalisan sikprojektiv, akkor jellemzést is ad a dimenziéra, mely nem 0 esetben pontosan
akkor véges, ha a metrika Riemann-tipusi. Az ilyen sokasagokon beliil egy (allando
gorbiiletd nevezetes példékat tartalmazo) specialis osztalyra konkrétan meg is adja a
holonémiacsoport lezartjat, ez a kor irdnyitastarto diffeomorfizmusaibol all; ill. hasonlo
eredményre jut kétdimenziés Randers-sokasédgok esetén is.

A dolgozat révidebb zaro fejezete érdekes kitérét tesz az el6zGektdl némileg eltérd
teriiletre, az un. szovetgeometriaba, itt sikbeli 3-szévetekrél van szo, azaz harom gor-
besereg altal alkotott folidzasokrol. A f6 kérdéseket a szovetek linearizalhatosiga ill.
parallelizalhatosaga jelenti. E témakor alkalmazhaté nemlinearis egyenletek grafikus
megoldasa vagy fliggvénykapcsolatok szintvonalas megadésa sordn. A szerzd az el6z6
fejezetekben hasznalt elméleti eszk6zoknek jo hasznét veszi e vizsgalatokban. A lineari-
zalhatosag problémaja egy parcialis differencidlegyenlet-rendszer vizsgalatara vezethetd
vissza az Un. Chern-konnexi6 segitségével. Ennek megoldhatosaganal kompatibilitési
feltételek meriilnek fel, melyek a korabban emlitett formalis integralhatosag elméle-
tével kezelhet6k. A vizsgédlatban felléps algebrai részsokaségot alkalmasan bevezetett
polinomok ko6z0s zérushelyei alapjan jellemzi, és ezzel sziikséges és elégséges feltételt
ad 3-szovetek linearizalhatosagara a nem parallelizalhato esetben. Kovetkezményként
felsé becslést is kap a linearizaciok szamara, a kordbbiaknal kozelebb keriilve a sejtett
egyértelmtiséghez. A fejezetet zard érdekesség egy linearizalhatosagarol szolo vita is-
mertetése, amely a teriilet neves kutatoival meriilt fel: egy konkrét példa segitségével
Muzsnay megmutatta, hogy a hiba a két masik kolléga eredményében van.

A disszertaciobol a szerzének a differencidlgeometridban valo széles kort, igényes
munkassaga rajzolodik ki. Eredményeit, melyeket 31 cikke alapjan foglal 6ssze, a dol-
gozat fejezeteivel jelzett {6 témakorok koré csoportositva attekinthets szerkezetben mu-
tatja be, és vilagosan kideriilnek a silypontok. Az eredmények jelentGségét az alabbi
szempontok is alatamasztjak. A vizsgalt klasszikus és sok helyen nyitott problémakd-
rokben érdemi elérelépéseket tesz, ezen beliil szdmos kérdésre ad sziikséges és elégséges
feltételt. A megvalaszolt kérdések tobb esetben explicit médon kapcsolodnak a terii-
let kiemelt kutatoihoz: az emlitett Hilbert-problémén mint klasszikus témakoron til
ilyenek a sokasédgok két szaktekintélyének, S.S. Chernnek és Z. Shennek a dolgozatban
idézett kérdései projektiv deforméciokrol ill. holonémiacsoportokrél. A dolgozat az
eredmények hatteréiil szolgald eszkozokben valo jartassagot mutat, itt emlithets pl. a



Frolicher-Nijenhuis-formalizmus és a Spencer-Goldschmidt-féle formalis integralhato-
sagi elmélet.

Osszességében a disszertacio véleményem szerint szépen képviseli a témakor hosszt
miulttal rendelkezé debreceni iskolajat is.

A szerz6 6 tézisben foglalja Ossze f6 eredményeit, ezeket elfogadom megfelels 1j
tudoményos eredményként, akarcsak a dolgozat tovabbi részeit is. Megjegyzem ugyan-
akkor, hogy szamomra nem deriil ki egyértelmten, hogy a tézisekben miért éppen a 3.
fejezet végének bizonyos eredményeit emeli ki a tobbihez képest részletesebben, kiilon
tézispontokat adva nekik.

Néhény kisebb kritikai észrevétel még az eredmények prezentalasarol. Toébb eset-
ben, lasd 1.4.3. tétel ill. a 2.3 szakasz tételei, az (alapul szolgalo cikk tantséga szerint
megléves) alkalmazasokat ill. példakat nem talaljuk a disszertacioban, pedig ezek ala-
tamasztjak az altalanos feltétel hasznalhatosaganak értékét. A 2.5 szakasz végén pedig
pont a nem-izotrop eset nincs részletezve, ehelyett csak rovid vazlat szerepel, pedig a
bevezetés és az alapul szolgalo cikk szerint is ez itt a {6 jdonsag.

Kérdések:

1. A jellemzéseket szolgaltatdo tobb f6 eredmény esetében is érdemi megszorito
feltételt kell tenni a gorbiiletre (konstans, ill. egyikben lehet skalar): 2.4.1., 2.4.3., 3.8.3.
és 3.8.6. tételek. E megszoritasok lényegesek-e, mennyire van esély ezek enyhitésére?

2. Az 1.4.3 tétel altal le nem fedett esetekben is igaz-e, hogy egy variacios szabad-
sagfok sziikségképpen csak véges lehet?

Osszességében az eredményeket megfelelének tartom az MTA doktori cim elérésé-
hez, javaslom a disszertacio nyilvanos vitara bocsatasat és a cim odaitélését.
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