Biralat Gulyas Andras "A Function-Structure Approach to Complex Networks" cim{ akadémiai doktori
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A dolgozat célja és témaja az un. kis vilag haldzatok mélyebb, funkcionalis megértése. Ehhez a szerzé
alaposan tanulmanyoz kilonb6z6 teriiletekrdl vett valds grafokat (Internet, replilési Utvonalak, az
agyban torténd kapcsolatok, szé transzformaciok).

Igazolja, hogy a ténylegesen hasznalt tvonalak illetve navigacio ezekben a grafokban nem minden
esetben egyezik meg a "legrévidebb utak" null-modellje altal feltételezett navigaciéval. Uj
stratégidkat vezet be, majd olyan modellt fejleszt, amely paramétereiben jél tiikrozi a vizsgalt valds
grafokat.

A modell egy graf formdacids jaték, NNG, ahol a jatékosok a tobbi pont elérését akarjak megvaldsitani
a lehetd legkisebb koltséggel. A jaték Nash egyensulyat a navigacids vaz képezi. Ez a modell
Osszekapcsolhaté egy korabban [141] megadott modellel, ahol a véletlen grafot a hiperbolikus sik
Poincaré modelljén valésitjak meg.

A graf paramétereinek analitikus becslése a szerz6 komoly teljesitménye. A kapott elméleti
eredmények meggy6z6 egyezést mutatnak a valds grafokkal.

A disszertdcié egy masik jelentGs eredménye a hierarchian alapulé utkeresésekhez kapcsolddik.
Ennek két fontos (és eltéré mechanizmusu) példajat dolgozza ki a szerz6.

Az internet esetében a koltség a vezérls elv; itt a costumer-provider illetve a peer kapcsolat
mintazatainak feltarasa torténik. A szerz6 megallapitja, hogy volgy-mentes utak varhatok, majd erre a
feltevésre alapozva ad meg egy jaték modellt HNG (Hierarchial Network Model). Leirja a megoldas
szerkezetét, a varhatd numerikus paramétereit, majd 6sszehasonlitja az adatbazisbdl felépitheté
tényleges graffal, illetve a megvaldsult utakkal. A kapott becslések jol tiikrozik a valdsagot.

A masik vizsgalt probléma a "word-morph game" (illetve a bel6le elGallithaté "word-morph graph")
melyhez a szerz§ sajat applikaciéjabol nyert adathalmazt hasznal. Ebben angol harombetds szavak
grafjan keresnek utakat jatékosok, és kiderl, itt sem a legrévidebb utak a rendezé elv. (Két szé akkor
van 0sszekotve, ha csak egy karakterben kilonboznek.) A vizsgalat szerint az emberi tanulds olyan
"magaslatokat" (scaffold) hoz létre, amelyeken keresztiil hatékonyan transzformalja a szavakat. A
magaslat |ényegében egy olyan részfa, melynek élei sok kiilonboz6 feladat megoldasanal
felhasznalhatok. Ezt a tényleges, nagyszamu felhasznalo jatékanak 6sszegyljtott adataibal allitjak eld.

A megoldasokat (teljes legrévidebb utak készlete, nagy centralitasi pontbdl inditott BFS fa, valamint
az ezekbdl képezhetd hierarchiak + rajtuk futé algoritmusok) a megnyulas és az entrdpia szerint
elemzi. Igazolja, hogy az emberi tanulds igyekszik a "trade-off"-ot minimalizalni, azaz kis entrépidval
jo kozelité megoldast adni. Ez a megkozelités érdekes lehet az ember gondolkodasi folyamatanak
megértésében, feltehetd, hogy mas helyzetben is hasonlé stratégidkat alkalmaz az agy.



A szerz6 a disszertdcio elsé két fejezetében hasznos, bar nem hibatlan attekintést ad a grafelmélet
fejl6désérdl és problémairdl. Bevezeti az altaldnosan hasznalt fogalmakat, paramétereket és szé6t ejt
néhany graf generdlasi modellrél, melyek fontosak a tovdbbi munka megértéséhez.

A harmadik fejezetben feltart empirikus megallapitasok képezik az alapjat a disszertacidban leirt
eredményeknek. A f6 kérdés, hogy mennyire igaz az a gyakran evidensnek tekinthetd feltételezés,
miszerint a halézatokban az informdcidk aramlasa a legrovidebb utak mentén toérténik. A szerz6
megvizsgal ténylegesen hasznalt utakat négy valds grafban. (Air transport, Human brain, Internet,
Metabolic, Word). Igazolja, hogy, ezek nem minden esetben a legrévidebb utak. A hasznalt és a
legrovidebb utak dsszehasonlitdsara a megnyulast paramétert veszi figyelembe, azaz hogy egy x-y
haszndlt it hany éllel tartalmaz tébbet, mint a legrévidebb x-y ut. Megallapitja, hogy van megnyulas
(a hosszabb utakon nagyobb) és a kilonb6z6 grafokban nagyon hasonld ennek az eloszlasa. Ez egy
fontos észrevétel és igazoldsahoz a szerz6 sok munkat végzett. Megfogalmazddik az is, mi lehet az
oka, hogy ennyire kilénb6z6 helyzetekben hasonld strukturaju grafok Iépnek fel? Erre a szerz6 egy
paradigmat javasol, miszerint a hdlézatokban a navigalhatdsdg, az utak megtaldlasanak lokalis
menete lehet a kdz0s nevezd. A 3. fejezetben leirt munka az 1.1 tézis igazoldsanak tekinthetd.

A negyedik fejezetben a szerz6 véletlen grafokat haszndlja fel az el6z6 fejezet megfigyeléseinek
magyarazatara. A [141] hivatkozasban leirtakat kbvetve a hiperbolikus sik Poincaré modelljén vesz
véletlen pontokat, az éleket viszont masképpen valasztja. Olyan élek |étét feltételezi, hogy
tetszGleges x, y par esetén legyen monoton x-y Ut, azaz minden lépésben kozelebb kertljink y-hoz (a
hiperbolikus sik tavolsagdban). A |étrejohets grafokat egy n-személyes jaték NNG (Network
Navigation Game) Nash egyensulyaként fogja fel. A jaték definicidja az 1.2 tézis.

Ennek a konkrét kiszdmolasa a halmazfedési problémdahoz vezet, ami dltaldban NP-nehéz. A fejezet
tovabbi része az igy kaphaté megoldas statisztikai vizsgdlatat (a véletlen pontok miatt a keletkezé
Nash egyensuly grafja egy véletlen graf) késziti elS. Ez olyan valdszin(iségi mez6, amely a
megfigyelhetd valtozdk varhato értékeinek rogzitett értékei mellett a legnagyobb entrdpiaju.

A jatékban szerepelnek végtelen koltségek (minusz végtelen kifizetés), ami nehézséget okozhat (a
Nash tétel nem alkalmazhat6 kézvetleniil). Ha a végtelent elegendGen nagy értékkel helyettesitjik,
egy masik problémat vet fel: ha a v ponthoz az u pont van legkdzelebb, akkor melyikiik fizet, ha nem
|étesil az (u, v) éI? Itt ugyanis egy Galamb-Héja részjaték varhatd, aminek a szerz6 az egyik tiszta
Nash egyensulyat veszi. Ugyanakkor a stabil Nash egyensulya egy kevert stratégia, ahol mindkét fél
nagy valdszinlséggel kapcsolatot kezdeményez. Ez a 4.3 pont spontan egyensuly bedllasanal kritikus,
hisz igy ESS-okrél (Evolucidsan Stabil Stratégiakrol) van szd, amik egy populacids modellben képesek
maguktdl beallni. Egy tovabbi probléma lehet, hogy a G(s) graf kordbban iranyitatlan volt, itt viszont
irdnyitott, ha a halmazfedést kdvetkezetesen akarjuk venni.

Az 1.2 tézis a lehetséges kommunikaciok jatékelméleti modelljét definidlja. Az Ujszer(isége az [59]-es
referencia modelljéhez képest a jatékosok kifizetés (koltség) figgvényeiben van. A tézis
megfogalmazdasa nem teljesen preciz, de az eredmény helyes igy a tézist elfogadom.

1. Kérdés: Mivel a megoldas szerkezete koltségminimalizalasra (Pareto optimumra) vezet, nem
volna szerencsésebb a Nash egyensuly helyett Korreldlt egyenstlyokat (Correlated equilibra)
hasznalni a modellben?



Az 5. fejezetben a szerzd azt vizsgalja meg, hogy ha hiperbolikus modellre kiszdmitjuk a Nash
egyensulyi vazakat, akkor ezek segitségével j6 kozelitések kaphatdk-e valds grafok paramétereire?
ElGszoOr a véletlen geometria modellben becslést ad az élekre, amit aztan a tovabbiakban, a fokszam
varhatd értékének, a fokszam eloszlasdnak illetve a klaszterezettség becslésére hasznal fel. Ez az 4.
fejezetben leirt véletlen modell analitikus elemzésének tekinthets. Az elméleti szamitasokon tul a
szerz6 szimulacidkat is végzett a modelleken. Az 5.11 dbra és 5.2 tdblazat 6sszehasonlitja az elméleti
becsléseket és a szimulacid eredményeit néhany valddi haldzattal. A taldlati pontossag meggy6z6.
Hasonlé torténik a 5.12 abrdn és 5.3 tablazatban, itt a navigdlhatdsag 6sszehasonlitdsa illetve a
modellben és a valdsagban 1évé élek 6sszehasonlitdsa valdsul meg. A Nash egyensulyi vaz jobbara
megvan a valds grafokban is, a tobbletet a hibat(irés/robosztussag szamlajara irja a szerzé.

Ezek az eredmények tekinthetSk a 2.1, 2.2 és 2.3 tézisek kisérleti igazolasanak.

2. Kérdés: Végeztek-e szimulaciét arra, hogy a Nash egyensulyon kiviili élek mennyire névelték
a robosztussagat a valés grafoknak, illetve milyen a struktarajuk? (Egyenletesen oszlanak-e el
a graf pontjain, vagy s(rlisodnek? Hasonld-e a szerkezetiik a valds grafokban?)

A hatodik fejezetben a navigalas masfajta (nem térbeli) aspektusait vizsgalja a szerzé. A legfontosabb
példai az Airport haldzat (és az ezen futd Utvonalak), az internet (és a rajta zajld tényleges
adatforgalom), az altaluk kifejlesztett "word-morph game"-bél felépithet6 graf illetve a felhasznaldk
navigacioja a jaték soran. A megfigyelések szerint ezekben a hdlézatokban a pontokhoz és élekhez
rendelet Ujabb valtozdk adhatnak kielégité magyarazatot a jelenségekre. Az Airport (és egyéb
utvonaltervezG) esetében egyfajta "conform hierarchy", CH lesz ez a valtozd. Egy centralitas (pont)
paraméterre nézve a tényleges Utvonalak szerkezete legfeljebb két monoton darabbdl all, névekszik,
majd csokken. A perifériarél a centrum felé halad, majd onnan Ujra a periféria felé. (Mas
sz8hasznalattal "volgy-mentesek" az utak, azaz egy centralitds indexre nézve monoton névé majd
csokkend, vagy siman egy csokkend részbdl allnak. Azaz ha elkeriilhetd az elsé szakasz, akkor ez a
preferdlt dtvonal.) Nem meglepd, hogy az ilyen tipusu navigacié éppen a kis tavolsagokon pontatlan:
pl a varoson belil lehet jobb Ut, de ahhoz, hogy egy masik varosba jussunk bizonyosan egy féutat
célszerd minél gyorsabban elérni. Osszeségében: a szerz6 kisérleti Gton igazolta, hogy a CH (és a
sullyedés preferalasa) megelGzi a legrovidebb utak keresését. Ez még nem az igért "function ->
structure" leiras, hisz egy mar felépult graf részgrafjait rajzolja ki (4j élet nem tehet hozza). Erre utal
is a navigability -> structure széhasznalattal. Az internet esetén az élekhez kapcsolhato valtozd. Egy él
vagy "costumer-provider" illetve a forditottja, vagy "peer" jellegl. A megfigyelt Utvonalak szerkezete:
néhany costumer-provider él, majd egy vagy nulla peer él, végil néhany provider-costumer. Az
egyszer(iség kedvéért ez a feltétel hivhatd volgymentes Utnak. Az megfigyelés magyarazhatd
gazdasagi okokkal, u.i. a costumer-provider forgalom esetén fizet a felhasznald, a peer esetén nincs
pénzforgalom a pontok kozt. A funkcid -> struktira elemzéséhez az internetre egy, az 1.2 tézishez
hasonlo jatékelméleti modellt, a HNG (Hierarchical Network Game) javasol a szerzé. Itt a
koltségfiggvényben akkor van véges koltség, ha volgymentes utak Iéteznek a pontok kdzt. A Nash
egyensuly helyett egy Uj fogalmat, a PNE-t (Pairwise Stable Nash Equilibrium) véve belatja, hogy a
megoldas un. Spider graf lesz. (A "peer" élekre tovabbi feltétel mellett néhany plusz megallapitas
van.) A CAIDA-bdl nyerhetd graf megeréGsiti a HNG hipotézist. Ez a 3.1 tézis meggy6z6 igazolasanak
tekinthetd.



A 6.2 alfejezetben a "word-morph game" elemzését adja meg a szerz6. Harombet(s szavak grafjan
kell navigalni valtozé x, y pontok k6zott, az (u, v) él, ha a Hamming tavolsag H(u, v)=1. A nagyszamu
kisérlet szerint nem a legrévidebb utakat, hanem a hierarchikus navigaciot preferaljak az emberek.
Olyan emelvény (scaffold) felé térekszenek, ahol hatékonyan cserélhet6k a szavak massal- és
maganhangzoi. Ugyanakkor ezek az "emelvények" egyediek, az adott személy tanuldsi folyamatat
képzik le. A megnyulas és a szlikséges memoaria igénykozt "trade-off" van, ez lehet az oka a
felépitésnek. A kapott eredmények alapjan a 3.2 és 3.3 téziseket elfogadom.

Osszességében a doktori disszertacié tudomanyos eredményeit elegendének tartom az MTA doktora
cim elnyeréséhez és jelen formdjaban alkalmasnak itélem a nyilvdnos védés lebonyolitdsara. A
dolgozat téziseit elfogadom és sikeres védés esetén tdmogatom a doktori fokozat odaitélését.
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