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Bevezetd

ElGszor is szeretném megkoszonni Dr. Kertész Janosnak, hogy elolvasta a dolgozatomat és ramutatott
annak hidnyossagaira és erényeire. Kiilon koszonom, hogy a dolgozat formai és tartalmi hidnyossagai
ellenére is értékesnek talalta a dolgozatban leirt eredményeket annyira, hogy a fokozat odaitélését ja-
vasolta. A biralatban van harom visszatéré gondolat, amelyekre szeretnék itt 6sszefoglaloan is reagalni
amellett, hogy a biradlatra adott részletes valaszokban is kitérek rajuk.

e A biralat tobb ponton is kifogasolja azt az allaspontot, miszerint a halozatkutatokbol allo ko-
z0sség nagy része valamilyen formaban elfogadja, hogy a halozatokban megvalosulo utvonalak
valamiféle legrovidebb utvonalat kivalaszto algoritmusboél szarmaznak. Itt nem arra gondolok,
hogy minden cikk ezt az allitast explicit feltevésként (bar az ilyen is meglehetGsen gyakori, pl.
Potamias, Michalis, et al. "Fast shortest path distance estimation in large networks." Procee-
dings of the 18th ACM conference on Information and knowledge management. 2009., Van Den
Heuvel, Martijn P., et al. "Efficiency of functional brain networks and intellectual performance."
Journal of Neuroscience 29.23 (2009): 7619-7624., Domingues, Guilherme S., Cesar H. Comin,
and Luciano da F. Costa. "Shortest Paths in Complex Networks: Structure and Optimization."
arXiv preprint arXiv:2003.12180 (2020), Bassett, Danielle Smith, and E. D. Bullmore. "Small-
world brain networks." The neuroscientist 12.6 (2006): 512-523., Kabbara, Aya, et al. "The
dynamic functional core network of the human brain at rest." Scientific reports 7.1 (2017): 1-16.,
Yang, Yajun, et al. "Finding the shortest path with vertex constraint over large graphs." Comp-
lexity 2019 (2019).), vagy akar mérésekkel alatdmasztva tényként elfogadné. Inkabb arr6l van
sz0, hogy mivel az dtvonalak szerkezetérdl, illetve az ttvonalakat kivalasztd héattér-algoritmus
miikédésmodjarol, véleményem szerint elég keveset tudunk, legtobbszor jobb hijan a legrévi-
debb utakkal szamolunk legyen sz6 akar a halézat atmérGjérsl, centralis csomoépontjairdl, vagy
példaul a halozat terheltségi viszonyainak feltérképezésérdl egy adott forgalmi matrix mellett.
Tehat nem explicite, de az olyan szamolt tulajdonsdgokban és olyan el6rejelzésekben ahol a be-
jart atvonal szerkezete fontos tényezd az altalam olvasott irodalom jelentGs része a legrévidebb
atvonal hasznélataval dolgozik. Részben ide sorolanddk véleményem szerint a moho algoritmu-
son és metrikus tereken alapulé navigacidval kapcsolatos publikicidk is, amelyek nem a valds
tatvonalak tulajdonsdgaihoz igazitjak a modelleket, hanem olyan metrikus tereket hasznalatéra
tesznek javaslatot, ahol a moho navigacié a legrévidebb utvonalhoz minél hasonlébb eredményt
ad. Ugy gondolom, hogy a szakirodalom-e jelentGsnek mondhato része tgy foglalhato Gssze,
hogy a valds utvonalakban megtapasztalhatd nyulast egy anomélianak, esetleg véletlen hibanak,
“bug”™nak tekintik. Természetesen nem minden cikk tartozik ebbe a kategériaba. Kiilonosen
az utébbi par évben, ahogy egyre tobb, ttvonalszerkezetet tartalmazé adatbazis elérhetévé valt
sziilettek olyan publikiciok, melyek az Gtvonalak méréssel megfigyelt tulajdonsagaibol kiindulva
probalnak kovetkeztetéseket levonni a hattérben dolgozo utvalasztési stratégiakrol, illetve olyan
halozati metrikakrol, melyeket az itvonalak valos szerkezetébdl vezetiink le. Ilyen cikk a dolgo-
zatban hivatkozott 171-es cikk is, amely ki is mondja, hogy a megfigyelt iitvonalak a legrévidebb
utaktol nem trividlis mértékben eltérnek. Viszont véleményem szerint az ezen az allasponton
levé cikkek stlya, melyek szerint a nyulas nem “bug”, hanem valamiféle “feature”, tehat egy olyan



tulajdonsaga a hal6zatnak, ami az altala nyujtott funkciora alapvets hatéassal van, joval kisebb az
irodalomban, mint az olyan tanulmanyoknak, amelyek a legrévidebb utak szerkezetébdl vonnak
le valamilyen kévetkeztetést a halozat tulajdonsagaira nézve. A dolgozatban erre a nem kizaro-
lagossagra véleményem szerint t6bb helyen is utalas torténik (pl. a 21. old “seems to dominate”)
kifejezése, de ezzel egyiitt a biralat fényében vitathatatlan, hogy a polemikus hangvétel sajnalatos
modon fennall. Tisztabb fogalmazassal, visszafogottabb hangvétellel és sokkalta jobb angol iréas-
beli kommunikécios készséggel ez elkeriilhets lett volna. Koszonettel tartozom a biradlonak, hogy
a sajnalatosan polemikus hangvétel ellenére az eredmények és a dolgozat elfogadasat javasolta.
Nem szorosan a dolgozathoz kapcsolodik, de érdekes fejlemény az az 1j irdnyzat (Lambiotte, R.,
Rosvall, M. and Scholtes, I. From networks to optimal higher-order models of complex systems.
Nat. Phys. 15, 313-320 (2019)), miszerint nemcsak a legrovidebb utak feltételezésével lehet gond,
hanem béarmilyen olyan utvalasztasi modellel, amely elfogadja a tranzitivitasi relaciot az élekre
vonatkozoan. Az Internet utvalasztasi modelljébdl is latszik, hogy az a — b és a b — ¢ él megléte
a halozatban még nem feltétleniil jelenti azt, hogy az a — b — ¢ utvonal jarhaté, hiszen ha
mindkét él peer tipusi, akkor ez az atvonal pl. nem vilgymentes (valley-free). Ha ez igaz, akkor
hasonléan 0j megvilagitasba keriilhetnek azon hélozattudomanyos ismeretek, melyeket példaul
az adjacencia matrix hatvanyozasaval, sajatértékeket hasznaloé spektralis modszerekkel, egyéb
matrix szorzatokkal vagy éppen elsérendi Markov modellekkel szereztiink.

e A biralat tobbszor megjegyzi, hogy a szakirodalom nincs kellgen kifejtve és a dolgozat tudomé-
nyos modon nincs megfelelgen beagyazva a tudoményteriiletbe. Ezek a megjegyzések a téziseket
tartalmazo részek el6tt levs bevezetSk kapcsan fogalmazodnak meg. Hélaval tartozom a biralo-
nak, hogy azt is megjegyzi, hogy az eredmények “referalt, részben kivalé folydiratokban, illetve
konferencia kiadvanyokban lettek kozzétéve, azokra a tudoméanyos kozosség pozitivan reagalt. ”
Tehat itt a birdloval egyetértve nem azzal van a gond, hogy az eredményeknek nincs megfelel
helye a szakirodalomban, hanem az, hogy a dolgozat ezt a helyet nem jeldli ki tudoméanyos pon-
tossaggal. Ezzel az allitassal nem lehet és nem is szeretnék vitatkozni. Azt tudom elmondani,
hogy milyen jelleggel és milyen céllal irtam meg a tézisek koré az 6sszekots és bevezets részeket.
A dolgozat megirasakor altalanos, egyszert, konnyed, széles k6zonség szamara kovethets és talan
élvezetes bevezetd gondolatokat szerettem volna irni a tézisekhez. A célom az volt, hogy barki
szamara révid aton megkozelithetGek legyenek a dolgozatban szerepld eredmények és elismerem,
hogy ez valoéban sokszor a precizitas, vagy a nem teljes kori bemutatéis rovasara megy. A bira-
lat ismeretében ez a torekvésem valoszintileg hiba volt. A hiba kovetkezményeinek enyhitésére
készitettem egy révid Osszefoglalot, ahol az altalam k6zolt eredmények helyét pontosabban meg-
jelolom. Ugy gondolom, hogy a hiba nem terjed ki viszont a tézisekre, amelyek elétt minden
esetben van egy rovid rész, mely kijeloli a tézis helyét a sziikebb értelemben vett szakirodalom-
ban. Pl. az Internetre vonatkozo6 allitasok el6tt a 6., illetve a navigalhatd hélozatokrol szolo
irodalom a 4. fejezetben.

e A biralat tobb helyen ramutat elirasokra, formai, jelolésbeli illetve szerkesztésbeli hidnyossagokra.
Ezeket a megjegyzéseket maradéktalanul elfogadom és a dolgozat ebbéli hidnyosségait elismerem.

Részletes valaszok

Gulyas Andras doktori dolgozata érdekes és idGszerti tudoméanyos problémaval foglalkozik: hogyan
lehet hatékony hélézati modelleket alkotni a csomoépontok ,jigényeire” tamaszkodva, és hogyan ala-
kul a halozati miikodés soran megfigyelt utak statisztikdja. A szerz6 eredményeit referalt, részben
kivalo folyoiratokban, illetve konferencia kiadvanyokban tette kozzé, azokra a tudomanyos kozosség
pozitivan reagélt. A dolgozat helyenként polemikus hangvétele az ugynevezett ,halozattudoméanyi”
megkozelitéssel szemben nem indokolt. A bevezetSben szerzd ezt irja: ,In network science [134], the
observable structure of a network forms the basis of the analysis over which dynamic processes such
as navigation, search, or spreading as functions hosted by the network are investigated. In this case,
the structural properties of networks are modeled in a function-agnostic manner since the function is
only considered after the structure is well-identified.” Ez azonban a hélézattudoményi modellek egy
részére igaz csupan. Nagy irodalma van a halézattudomanyon belill a funkci6 altal meghatarozott
szerkezet vizsgélatanak — elegendd itt a halozati optimalizaciora utalni. Az alkalmazott megkozelités



emlitett elénye, hogy mindeniitt jelenlévs (,omnipresent”) strukturakat és kapcsolodasi valoszintisége-
ket szolgaltat, megtalalhaté mas megkozelitésekben, pl. olyan generativ hal6zatmodellekben, mint a
sztochasztikus blokkmodell. Nem vall elmélyedésre, ha a szerz6 az egész kérdéskort azzal intézi el,
hogy ,a funkciénak az analizishez sziikséges elemi ismerete nem all rendelkezésre" a legtobb teriileten,
mikézben gyakran minden informécionk a halozatrol a funkciobol szarmazik. A szerzé ugyan helyesen
jegyzi meg, hogy a globélis informéciot igényls preferencialis csatlakozas (,preferential attachment”)
nem tekinthets a tényleges ndvekedési elvnek, de megfeledkezik arrél, hogy szamos halozat vizsgalata
bizonyitotta, hogy effektiv médon ez a mechanizmus széles kérben jelen van. Mindezzel nem a dol-
gozatban bemutatott megkdzelités f6losleges vagy hibés voltara kivanok ramutatni, — errdl sz6 sincs
— csak a munkanak a halézattudomanyba valo beagyazasaval kapcsolatos elégedetlenségemnek adok
hangot.

Véleményem szerint egy halézat legelemibb funkci6éja, hogy a csomépontok kézott a
kommunikaciét/informacidcsere lehetdségét megoldja. Természetesen emellett az elemi
funkcié mellett lehetnek egyéb mellék funkcidk is, amik pl. az informaciocserét gyor-
sabba, megbizhatébba stb. teszik. Ilyen értelemben én a halézat f6 funkciojanak a
megjelend utvonalakat, vagy azt az algoritmust gondolnam, ami ezeket az utvonalakat
elgallitja. Mikozben teljesen egyetértek azzal, hogy szinte minden informéaciéonk a halo-
zatrol valamilyen értelemben a funkci6jan keresztiil jut el hozzank, mégis agy latom, hogy
errdl a funkciorol, errdl az utvalaszto algoritmusrdl nagyon keveset tudunk. Véleményem
szerint ennek az az oka, hogy amig a halézat szerkezete altalaban publikus természeti,
kénnyebben megszerezhets adat, egy adott “csomag’ ttvonala viszont sokkal nehezebben
hozzaférhets, alapvetSen érzékeny adat. Erre jo példa a légikozlekedési halézat, ahol a
halézat szerkezetét a publikusan meghirdetett jaratokboél konnyen el lehet Allitani, de
egy adott utas utvonalat mar sokkal nehezebb kinyerni. Ennek megfelelGen tgy latom
az irodalomban, hogy nagyon kevés az olyan elérhetd adatbazis, ami valés halézatokban
megvalosult atvonalakat tartalmaz és igy a hattérben miik6dé utvalasztasi algoritmus-
ro6l informaciot szolgaltat. Az utobbi években Gsszegytjtott ilyen ttvonal adatbazisok
vizsgalata arra enged kovetkeztetni, hogy a valés halézatokban megfigyelheté utvonalak
tulajdonsagai alapvet6en mdédosithatjak azokat az ismereteinket, amelyeket példaul a ha-
l6zatok centralis csomépontjaival kapcsolatban szereztiink (Lambiotte, R., Rosvall, M.
and Scholtes, I. From networks to optimal higher-order models of complex systems. Nat.
Phys. 15, 313-320 (2019)).

Erdemes megjegyezni, hogy a bevezetében keltett varakozastol eltérGen, a dolgozat késébbi ré-
szeiben, elsGsorban az 5. fejezetben kideriil, hogy a bemutatott jatékelméleti modell nem is annyira
alternativ halozatmodell, inkabb a halézati navigalhatésag vizsgalatanak eszkoze kivan lenni, hiszen a
kivalasztott megoldasok a minimalis élszamhoz tartoz6 maximélisan navigalhaté hélozatokat jelenitik
meg. Innen ered a modell és a valodi halozatok élszdma kozotti jelentds kiilonbség, ami egytttal arra
is ravilagit, hogy a navigalhatosagon tul tovabbi generalo elvek is fontos szerepet jatszanak a haloza-
tok létrejottében, ahogy erre az 5. fejezethez kapcsolédo diszkusszidban torténik is utalas. Raadasul
kideriil, hogy a megfelels eredmények eléréséhez alkalmas metrikus beagyazésra és az egyensilyi megol-
dasok koziil egy optimalis kivalasztasara is sziikség van, ami igencsak tulmutat a csomoponti viselkedés
kizarolagos rendezd elvén.

A dolgozatban bemutatott modellek els6dleges célja nem a valés haloézatok szerke-
zetének minél pontosabb reprodukilidsa. Erre vonatkozéan a létezd nagyon hatékony
generativ modellekkel nehéz lenne versenyezni. A dolgozatban targyalt modellek az ut-
valasztas mint funkcié halézati szerkezetre gyakorolt hatasat szeretnék feltarni. Onma-
gaban az, hogy egy egyszeri utvalasztasi algoritmus bizonyos feltételek mellett képes a
valés halozatok szerkezeti tulajdonsagainak egy nem trivialis részét magyarazni vélemé-
nyem szerint fontos eredmény és az, hogy a halézat teljes szerkezete nem kévetkezhet csak
ebbdl az egy funkcidoboél az eredmények hitelességét valamelyest néveli. Habar a dolgo-
zatban val6ban kivalasztasra keriil egy valamilyen szempont szerint optimalis egyensulyi
allapot, ez a lépés elsGsorban egy egyedi megoldas kivalasztasara iranyul és az ered-
mények reprodukalhatosagat igyekszik elGsegiteni, hiszen rengeteg kiilonb6z6 egyensilyi
allapot is kijohet a modellb6l. A modell elemzésénél kifejtett analitikus eredményeink
alapjan viszont lathato, hogy egy tetszdSleges egyensulyi allapot statisztikus tulajdonsa-
gai megegyeznek a kivalasztott optimuméval. Szeretném még megjegyezni, hogy bar a



1. abra. Hiperbolikuis tér parkettazasa

skalafiiggetlen fokszameloszlas megjelenése természetesen Gsszefiiggésben 4ll a hiperbo-
likus metrikus beagyazassal, nem kizardlag annak kévetkezménye. Ha példaul jatékot a
hiperbolikus sik egy parkettazasanak (1. abra) pontleszorasa felett jatszuk, akkor a skala-
fliggetlen fokszameloszlas egyaltalan nem jelenik meg, annak ellenére, hogy az egyenstuly
halézat nem csak navigalhato, de az atmérgje is O(logIN).

A bevezetés utani fejezet célja a komplex halozatok attekintése. Ez a rész egyenetlen és gyakran
felilletes. Hosszasan targyalja pl. a konigsbergi hidak problémajat, de nem ad preciz definiciét a
dolgozatban kozponti szerepet jatszo (legrovidebb) ut fogalmara. Az ilyen kijelentés ,Numerous me-
asurements [5, 57, 134] confirm that the diameter and the average path length of real networks are
proportional to the logarithm of the number of nodes N” tarsalgasi szinten elfogadhatd, de egyrészt
nem pontos, méasrészt nem kozli, hogyan lehet a méretfiiggést valodi héldzatokon értelmezni, hiszen
azok adott mérettiek. A 2.3 jobboldali abra csak tovabb noéveli a zavart, hiszen itt teljesen kiilonb6z6
halozatok vannak Osszehasonlitva a fenti szempontbol. A 2.1 tablazatra a szerzd ugy hivatkozik, hogy
abbol a kiilonbo6zd halozatok klaszterezési egylitthatoinak megleps hasonlosaga olvashato le. A szamok
(0.22, 0.15, 0.28, 0.32, 0.59, 0.437, 0.066) ezt egyaltalan nem tamasztjak ala — és nincs is a halozattu-
domanynak ilyen megallapitasa. Az a szokasos megfogalmazas, hogy a valodi halozatok klaszterezése
gyakran nagy, a véletlen referenciamodellekhez (pl. a konfiguracios modellhez) viszonyitva értendd, és
nem a kiilonb6z6 hélozatok klaszterezési egyiitthatoinak egymashoz képesti kvantitativ hasonlésagat
jelenti. Az Erdgs-Rényi halozat targyalasa pontatlan. A (2.6) formulaban hidnyzik egy 2-es faktor. Az
atmérével kapcsolatos bemutatott gondolatmenet nem igazan a véletlent hasznalja ki a kisvilag jelleg
magyarazatara, hanem a fokszdmeloszlas élességén tul a halozat fa-jellegét, ami csak a p paraméter
(pontosabban az atlagos fokszam) bizonyos tartomanyaban érvényes. A Watts-Strogatz-féle kisvilag
= l-re ,kozel” (?) az ER modellt adja vissza, de az abra a p = 1 esetet nem mutatja. A Barabéasi-
Albert-modellnél tévesen szerepel, hogy ,ismeretes, hogy az atlagos uthossz logaritmikusan névekszik
a mérettel”, ugyanis az atlagos athossz a logaritmikusnal gyengébben, log N/ log log N szerint valto-
zik (ultra-kisvilag). A hélozatelméleti modellekrol sz616, meglehet8sen felilletes dsszefoglald a kb. 20
évvel ezel6tti allapot tiikrozi. Hidnyolok egy alapos attekintést a halozatkialakité jatékok elméletérdl,
ugyanis ez a rész is elnagyolt; a definidlatlan fogalmak és az eredmények csupan felsorolésszerd emli-
tése nem segiti a mi megértését. A fejezet végén altalanosként sugallt megoldas, nevezetesen, hogy a
koltségfiiggvényeket a héalozat felhasznéalasahoz kell illeszteni, nem igazén értelmezhetd halézatoknak
egy széles korén.

A dolgozat megirasakor altalanos, egyszert, konnyed, széles k6z6nség szamara ko-
vethetd és talan élvezetes bevezetd gondolatokat szerettem volna irni a tézisekhez. A
célom az volt, hogy barki szamara révid iton megkozelithetSek legyenek a dolgozatban
szerepld eredmények és ez valdéban sokszor a precizitas, vagy a nem teljeskord bemutatas



rovasara megy. Erre vonatkozbdan a fejezetben tGbbszor is igyekeztem utalasokat tenni.
Példaul a 20 évvel ezel6tti modellek bemutatasanak célja nem az volt, hogy képet adjon
a komplex haloézatok modelljeir6l, hanem az hogy hozzon harom kézismertebb és talan
konnyebben érthets példat a generativ halézatmodellek miik6désmodjaval és halézatok
parameétereivel kapcsolatban.

A dolgozat harmadik fejezete az utvalasztés probléméajat targyalja a szerzd cikkei alapjan. (Meg-
jegyzem, hogy nem tudom altalanosan értelmezni a szerzé altal ,legrovidebb ut feltételezésnek” neve-
zett és ismét polemikusan targyalt fogalmat.) Az empirikusan valasztott utak jellemzésére a szerzd
bevezeti a megnyulas (,stretch”) fogalmat, és azt talalja, hogy annak értéke gyakran kiilonbozik 0-t6l.
Ezt az eredményt a szerz6 meglepdnek nevezi, noha vildgos, hogy akar zaj, akar élsilyok bevezetése
természetesen vezet ilyen eredményre. A navigabilitas diszkusszioja pontatlan. Azt irja, hogy ha a
kapzsi (greedy) navigacio egy metrikus térre tamaszkodhat a keresés kozben, a navigabilitas reménye
nagy valoszintiséggel valosagga valik. Példanak hozza fel Jon Kleinberg hires cikkét a navigabilitasrol,
azonban az a cikk éppen az ellenkezGjét allitja: A navigabilitas kivételes tulajdonsidgként jelentkezik
egyes, euklideszi racsokra tdmaszkodo6 problémak specialis paraméterértékénél.

A legrévidebb 1t feltételezésnek azt a sokszor nem explicit médon kimondott felté-
telezést nevezem, hogy a halézat két pontja kozotti valos kommunikaciéban megvalésuld
utvonal a halézat grafjaban szamolhaté legrévidebb dtvonal. Ez a feltételezés vélemé-
nyem szerint a kapcsolddé irodalom nagy részében nem direkt médon fellelhets. Példaul
ha valaki egy halézat atmérsgjét a graf két legtavolabbi pontja koz6tti legrovidebb ttként
meghatarozza, abban mar részben benne van ez a feltételezés még ha az atmérdét definicio
szerint igy is kell kiszamolni. Ugyanez a helyzet a legrévidebb utakra épité centralitas
metrikakkal is. Ugy gondolom, hogy innen nézve lehet megleps az az eredmény, hogy a
megvaldsult titvonal gyakran tavol esik a legrévidebb uttoél, hiszen ez a megfigyelés példaul
az alapveté centralitas metrikak jelenlegi definicidit és hasznalati lehet&ségeit Gj megvila-
gitasba helyezi. Itt talaAn nem is annyira az allitas érdekes, hanem az, hogy a dolgozatban
rendelkezésre all mérési eredmény ami ezt az allitast alatamasztja és alapot ad arra, hogy
megyvizsgaljuk mi okozza az eltérést. Természetesen egyetértek, hogy akar élsulyok, akar
zaj is okozhatnak ilyen hatast, bar a dolgozat tovabbi része arra vonatkozéan vonultat fel
eredményeket (pl az internet esetében egyértelmtien), hogy valéban az atvalasztas modja
az, ami ezt az eltérést okozza. A navigaci6 sikere alatt a legtGbb publikaciéban azt értik,
hogy a mohé algoritmus talal dtvonalat a forrastél a célig. Ebben az értelemben Jon
Kleinberg cikkében a navigalhatésag a teljes paramétertartomanyban jelen van, hiszen
az euklideszi racs navigalhat6. A hivatkozas maganak a mohé navigaciénak és a metrikus
terek navigacidoban valé hasznalatanak alatamasztasara keriilt be a dolgozatba, mint az
egyik legismertebb példa. Természetesen ha a navigalhatésag arra vonatkozik, hogy révid
utat talal meg a mohoé algoritmus, akkor igaz, hogy ez egy kivételes tulajdonsag.

A kovetkezs fejezet mutatja be azt a jatékelméleti modellt, ami kés6bb a halozatok elGallitasanak
eszkoze lesz. Az a tény, hogy a csomopontok egy hiperbolikus geometridanak megfeleléen vannak elosz-
latva, kozvetleniil az egyébként polemikusan targyalt generativ modellek egy vonasat hozza be, hiszen
azért van erre a lépésre sziikség, hogy a fokszameloszlas megfelel§ legyen. Sajnos ebben a fejezetben
is vannak hidnyossdgok. A tarsadalmi optimum, az éllokalitas fogalma nincs definidlva. Miutén a
kapcsolati métrix o;j elemekkel lett jelolve, felbukkan egy a;j matrix, magyarazat nélkil (36. oldal).
A metrikus térre nem a jatékelméleti modell, hanem a moho utvalasztasi algoritmus miikédésmodja
miatt van szilikség. Ez a tér nem feltétleniil hiperbolikus, a moho algoritmus egyéb metrikus tér felett
is tud miik6dni, a dolgozatban példaul az 5.3-as részben analitikus és szimulaciés eredmények is szere-
pelnek ahol a euklideszi, illetve gombi teret hasznalunk. Természetesen a tér szerkezete nagy hatéssal
van a moho algoritmus altal hasznélhat6 maximaéalisan navigalhatd héldzatra és a hiperbolikus geomet-
ridban miik6dd algoritmus skélafiiggetlen fokszameloszlasu halozatot hoz létre. A masodik fejezetben
szerepel, hogy a dolgozat iranyitatlan, sulyozatlan halozatokra szoritkozik (,,Through this dissertation,
we consider undirected and unweighted networks”) — de ez nem igaz. Valojaban a dolgozat elsGsorban
iranyftott halozatokkal foglalkozik.

Sajnos valoban félreérthetd moédon keriilt be dolgozatba az altalanos értelemben vett
irAnyitatlan megfogalmazas. Ez a félmondat kézvetleniil a legrévidebb utvonal szami-
tasanak modjat vezeti be. Valéban pontatlan a megfogalmazas, de talan a dolgozat
tovabbi részeibdl is kideriil, hogy az irdnyitatlansiag csak az atvonalak szamitasara vonat-



kozik, hogy a linkek iranyitasat az utvonalak szamitiasa esetén nem vessziik figyelembe.
Természetesen az NNG graf iranyitott, a modell-ben is “arc” szerepel, “edge” helyett,
illetve k,,:-ot szamolunk, igy az analizisbdl talan egyértelmi, hogy iranyitott grafon dol-
gozunk. Ez egy sajnalatos kavarodas a dolgozatban. Bar a skalafiiggetlen fokszameloszlas
megjelenése természetesen Osszefiiggésben all a hiperbolikus metrikus beagyazassal, nem
kizarolag annak kovetkezménye (1. abra).

Elsé kérdésem, K1: Ha iranyitatlan a halézat akkor hogyan lehet az egyes csomopontokat fiigget-
leniil kezelni, hiszen egy létesitett élt mindkét végérsl fel lehet hasznélni utak kialakitasara.

Altalaban véve ha a halézat iranyitatlan akkor nem lehet a csomépontokat fiiggetleniil
kezelni.

A hivatkozasokkal nagyvonalian banik a szerz6. Az exponencialis véletlen grafok definiald egyenle-
teinél nincs utalas az eredeti miivekre vagy tankonyvre. A bemutatott példak sem eredeti eredmények
—nem mintha a szerzének szandékaban allt volna ilyen benyomast kelteni, de a tudomanyos szévegiras
szabalyai szerint jelezni kell, honnan vesziink &t tartalmat. Az 6t6dik fejezet targyalja a dolgozat egyik
f6 eredményét jelenté modellt. Ugy vélem, hogy a 38. oldalon szerepld allitas tul ltalanos: ,létezik egy
olyan, jol definialt Gframe kerettopologia skdlamentes kifok-eloszlassal, ami jelen van minden Nash-
egyensilynal”, mert ez nem lehet fliggetlen a hattérben 1év6 metrikus tértsl. Tekintettel arra, hogy a
hiperbolikus beagyazasrol még a statisztikus fizikai attekintés el6tt értekezett a szerzd, az egzaktnak
szant kijelentésnél a feltételeket illett volna felsorolni. A modell lehet6vé teszi a tavolsagfiiggd csatla-
kozasi valoszintiség also és fels becslését, illetve egy ezeken alapuld kozelitd formulat. A levezetésbdl
az atlagos fokszamra korlatok addédnak. Az egyenletes ponteloszlassal meghatarozott NNG nem elég
rugalmas, hogy a komplex halézatok valtozatossagat visszaadja, hiszen egy meghatarozott atlagos fok-
szamot és a fokszam-eloszlas egy adott exponensét hatéarozza meg. A nem egyenletes ponteloszlassal
kapesolatos (5.61) eredménynek az (5.9) abraval torténd igazolasa nem meggy6z3, ehhez alaposabb
numerikus munkét kellett volna végezni. A modellbdl a valésdgban meg nem figyelt kapcsolat ado-
dik a gamma exponens és a klaszterezési egyiitthato kozott. Az 5.2 abrabol kittinik, hogy a modell
az atlagos fokszam vonatkozésaban jelentGsen eltér a megfigyelt adatoktol, mikézben ez a halézatok
egyik legfontosabb, széles skalan valtozo jellemzdje. Itt kideriil, hogy valojaban az eljaras nem is a
halézat modelljéhez, hanem inkdbb egy minimélis élszamhoz tartozé maximalisan navigalhat6 hélozat
modelljéhez vezet.

Az 5.9-es abra inkabb csak vizualizalni, nem alatamasztani igyekszik, az 5.61-es ana-
litikus eredményt. Teljesen egyetértek, hogy ha igazolni szeretnénk az 5.61-et numeri-
kusan, akkor sokkal nagyobb halézatra, sokkal tobb numerikus futtatasara és statisztikai
analizisre lenne sziikség. A dolgozatban bemutatott modellek elsGdleges célja nem a va-
16s halozatok szerkezetének minél pontosabb reprodukalasa. Erre vonatkozoéan a létezds
nagyon hatékony generativ modellekkel nehéz lenne versenyezni. A dolgozatban targyalt
modellek az utvalasztas mint funkcié halézati szerkezetre gyakorolt hatasat szeretnék
feltarni.

K2: Milyen &tlagos fokszamok adodnak az o paraméter fliggvényében? Hogyan lehet ezt értelmez-
ni?

Az 5.10-es abra (a) része a v paraméter fiiggvényében (tehat kdzvetetten az « para-
méter fliggvényében) mutatja az Osszes €l szamat a halézatban, mikézben a csomopontok
szama valtozatlan. Mik6zben a v paraméter 3-rél kettS6re cs6kken, az atlagos fokszam kb.
2.27-r61 2.1-re csokken. Ez azt jelenti hogy v ~ 2 kérnyékén a minimalis élszam ami a ma-
ximalis navigacidhoz sziikséges kevesebb. Mivel a nem homogén leszéras miatt nagyobb
eséllyel keriil pont a korong kdzépsé részére, ezek a belsd pontok a halézat egyre nagyobb
részét (akar a teljes halozatot) le tudjak fedni a halézat szélén levs pontok szamara.

A szerz$ a konkrét problémahoz illesztve hol euklideszi, hol hiperbolikus beagyazast tart célszert-
nek. K3: Az internet kis skalaktol eltekintve dominans, huzalos része kvézi-kétdimenzios euklideszi
térbe van beagyazva. Milyen eredményt szolgaltatna a navigacios jatékmodell az internet router szinti
halozatara kétdimenzios térben eloszlatott pontokkal? Mi torténik, ha a geografiat és az internet-
lefedettséget is figyelembe vessziik?

A dolgozat tartalmaz eredményt egy két dimenzids euklideszi tér feletti valés pont-
halmaz esetére, amely a magyarorszagi telepiiléseket adja meg elhelyezkedés szerint, va-
lamint egy rovid analitikus érvelést a fokszameloszlasra homogén euklideszi pontleszo-
ras esetén (5.3). Ebb4l az latszik, hogy a fokszameloszlas gyors lecsengésii tehat nem



hatvanyfiiggvény jellegti, klaszterezettsége toviabbra is magas a hasonl6é paraméterezési
véletlen grafhoz viszonyitva. Ha hasonléan egyenletesen szorunk el routereket, akkor a
modell hasonlé eredményt fog adni. Analitikus Gton belathato, hogy a két dimenzids
euklideszi sikon az egyensulyi halézat maximalis ki-fokszama nem lehet nagyobb, mint
6., pontleszorastol fiiggetleniil.

A dolgozatban silyozatlan halozatokrol van szo. Ahogy a szerzd utal ra, a halozatgenerald ja-
tékoknal figyelembe lehet élstulyokat venni, és megitélésem szerint ez nem iitkézne nehézségbe az itt
ismertetett jaték esetében sem. Pl. biokémiai hal6zatok esetében a motivumstatisztikat lényegesen
befolyasolja, hogy sulyozott vagy binaris halozatot tekintiink.

K: Hogyan valtoztatja meg a generalt halozatok topologiajat az élsilyok figyelembevétele a jatékot
definial6 alapegyenletben?

Tetszbleges élstilyozas mellett sem lehet kevesebb egy pont ki-fokszama, mint az alap-
jaték egyensulyi helyzetében, hiszen a silyozas a lefedé ponthalmazokat nem valtoztatja
meg. Vagyis élsilyozas figyelembevétele nem trividlis médon névelni fogja a behuzott
élek szamat. Egy-egy nagyobb élsily hozzarendelése példaul megakadalyozhatja, hogy
egy pont egy olyan masik ponthoz htzzon be élet, ami a haldézat egy elég nagy részét
képes szamara lefedni. Extrém salyozas esetén véleményem szerint akar egy belsG (hub)
csomoépont éleinek nagy részét ki lehet venni igy a fokszameloszlas torzithatd, és a met-
rikus térszerkezet meghatarozoé szerepe cs6kkenthetd.

Az 5. fejezet diszkussziojaban helyesen szerepel, hogy a navigalhatésédgon kiviil mas szervezd elvek
is lehetségesek. Valojaban ezek ellentmondhatnak a navigalhatésagnak.

A metrikus tér alapt navigacié csak egy lehetséges, a szakirodalomban viszonylag
gyakran hasznalt modell a halézatokban megvalésulé atvalasztas leirasara. Arra vonat-
koz6 bizonyitékrdl, hogy a valés halézatokban megvalésulé Gitvonalak ténylegesen mohé
navigaciobol szarmaznanak nincs tudoméasom, de a modell elterjedtsége miatt a mohd
utvalasztas halézatra gyakorolt hatasat véleményem szerint nem volt értelmetlen meg-
vizsgalni a dolgozatban. Természetesen ezzel a modellel sok kényelmetlen feltételezés
(példaul a moégottes metrikus tér és annak jellegzetességei) jar egyiitt, ezt a dolgozat is
kimondja. A dolgozatban szamos mérési eredményt bemutatok, ami a valés halézatokban
alkalmazott valdszinitileg a kiilonféle hal6zatokban hasonlé elven miik6dé utvalasztasi algo-
ritmus egy-egy lehetséges aspektusara mutat ra (példaul hierarchiakdvetés, segédgrafok).
Mivel véleményem szerint a halézat els6dleges funkci6éja az alkoté6 pontok kézotti infor-
macidéaramlas biztositasa, ennek alapvetSen ellentmond6 halézat-szervez6dési elv sikerét
nem tudom elképzelni. Azt, hogy a mohé navigalhatésagnak ellentmondé szempontok
létezhetnek egyaltalan nem vitatom, viszont ez azt a térekvést véleményem szerint nem
invalidalja, hogy a halézatban alkalmazott atvalasztas mechanizmusat minél mélyebben
megértsiik és az ebbdl fakadoé szerkezeti kévetkezményeket feltérképezziik.

A 6. fejezet az utvalasztas hierarchikus vonatkozasaival foglalkozik. A fejezet cime (,Hierarchikus
struktturak”) kissé félrevezetd. A dolgozat teljesen figyelmen kiviil hagyja a halézatok hierarchikus
tulajdonsagaira vonatkozo, érdekes és tanulsagos irodalmat, amire pedig sziikség lenne, hiszen hivat-
kozik a halozatok topologikus hierarchidjara. Egy jol megirt doktori dolgozat elengedhetetlen része
az elklilonils és a megértést segits irodalmi Gsszefoglalé — sajnos ez itt elmaradt. Ebben a fejezetben
is szdmos homalyos megfogalmazassal, definidlatlan fogalommal talalkozunk. , This informally means
that higher-level nodes do not prefer the exchange of information through their subordinates, even
if there are short paths through them.” A magasabb szintd csomopont, illetve az ala- és folérende-
lés fogalma nem tisztazott, ezeket az Osszefiiggésekbdl kell kihdmozni. A DAG nemcsak, hogy nincs
definialva, de a révidités sincs feloldva.

Hasonléan az altalanos bevezet6ho6z itt is az a torekvés vezetett, hogy barki szama-
ra egyszeriien érthets legyen, hogy itt most az ttvonalak szerkezetre gyakorolt hatasat
vizsgalni képes modell olyan rendszeren lesz alkalmazva, ami alapvet6en hierarchikus
természetid és emiatt az utvalasztasi algoritmusra vonatkozoé elSfeltételek is eltéré jelle-
gliek. Ebben a bevezets részben az egyszertiség ismét a precizitas rovasara ment, viszont
ahol példaul az ala- és folérendeltségnek a megfogalmazott tézisek szempontjabol jelen-
tosége van (az Internet vasarlo-szolgaltaté hierarchidja), ott tgy gondolom definialasra
keriilnek.

A fejezet az Internet szerkezetének néhany érdekes sajatossagat tarja fel és modellezi. K5: Léat-e



a jelolt arra lehetGséget, hogy az altala hasznalt jatékelméleti modszer az Uj Internet kialakitasanak
eszkozévé valjon? Milyen koltségfiiggvényt kellene alkalmazni a nem egyszeri utfiiggd sajatossagok,
mint példaul a redundancia kévetelményének figyelembevételéhez? A komplex halozatok széleskortien
megfigyelt sajatossiaga a modularitas, és ez aldl az Internet sem kivétel. Milyen koltségfiiggvényt kellene
ahhoz definidlni, hogy a modellezett hal6zat moduléris legyen?

A dolgozatban szerepld modellek elsGdleges célja volt, hogy az ttvonalak kivalaszta-
sat elvégzd algoritmust valdés mérésekkel leirja, illetve hogy a lehetséges titvalaszto algo-
ritmusok tulajdonsagaib6l ad6dé halézati szerkezeteket vizsgalja, tehat alapvetSen nem
a jelenlegi halézatok struktiaridjanak minél pontosabb reprodukalasa, vagy Gj halézatok
tervezési metodologiajanak kifejlesztése volt a cél. A jelenlegi koltségfiiggvény két fajta
koltséget definial egy élkialakitasi k6ltséget, illetve egy kommunikacios k6ltséget. A dolgo-
zatban vizsgalt koltségfiiggvények vagy valos megfigyelésbdl, a halé6zatokban ténylegesen
meglévs utvonalvalasztasi preferenciakbol vagy pedig népszeriinek mondhaté atvalasztasi
modellekbdl lettek kialakitva ugy, hogy lehetsSleg egyszert, analitikus formaban is kezel-
het6é rendszert kapjunk. A koltségfiiggvények nem trividlis modositasai a dolgozatban
igazolt egyensiilyi allapotoktol nagy mértékben eltérd eredményekre is vezethetnek, és
egyszeriibb modositasok is ellehetetlenithetik az analitikus vizsgalatot. A Uj Internet
esetében, hasonléan a mostanihoz, nem gondolom hogy azt valamiféle médon a mérndéki
vilag kialakitja. A jelenlegi Internet sikerében véleményem szerint donté jelentése volt
annak, hogy a mérnéki megfontolasok illetve fundamentumok kell lehetséget hagytak
annak, hogy az Internet a maga mdédjan 6nszervezédSen fejl6djon. Ebben az értelemben
azt az allaspontot képviselem, hogy az Internetet nem kialakitottuk egy elgondolasnak
megfelelen, hanem kialakult valahogy bizonyos minimalis technolégiai kényszerfeltételek
mellett. Ebben a megfontolasban véleményem szerint nem trivialis, hogy az Uj Internetet
barmilyen moédon kialakithatjuk-e. A dolgozatban szerepls Internetre vonatkozo jelenlegi
eredmények, habar joval kevesebbet tudnak megragadni a halézat tulajdonsagarol, mint
a generativ jellegi modellek, mindaddig érvényben maradnak, amig az Internet alapja
a véasarlé-szolgaltatdé hierarchia marad a hozza csatlakozé utvalasztasi Okoszisztémaval.
Amennyiben merdben 4j utvalasztasi modszertant dolgozunk ki (akar pl. a (Voitalov,
Ivan, et al. "Geohyperbolic routing and addressing schemes." ACM SIGCOMM Compu-
ter Communication Review 47.3 (2017): 11-18.) cikkben javasolt geohyperbolikus, akar
mast pl. a kompakt atvalasztasi modszerek sorabdl), akkor annak valészintleg szerke-
zeti kovetkezményei is lesznek. Tehat én amellett érvelek, hogy a dolgozatban targyalt
algoritmusok nem az Uj Internet strukturajanak kialakitasaban segithetnek, hanem az
Uj Internet technologiai alapjat jelents j ttvalasztasi 6koszisztéma strukturalis labnyo-
mat segithetnek feltarni. A redundancia kérdésében szaimomra nem egyértelmii, hogy az
nem értelmezheté valamilyen modon utvalasztasi problémaként. Amennyiben a redun-
danciat agy értelmezziik, hogy az utvalasztasi algoritmus két pont kézott képes legyen
tobb, akar éldiszjunkt Gtvonalat is megadni, akkor ezt véleményem szerint beemelhetjiik
a koltségfiiggvénybe. Tehetjiik ezt példaul olyan egyszeri médon, hogy a kommunikacios
koltséget a lehetséges utvonalak szama szerint cs6kkentjiik (ha csak egy ut van akkor a
kommunikacios kodltség magasabb, mint ha t6bb is), de komplexebb esetben a konkrét
atvonalak egymashoz vett viszonya (mennyiben éldiszjunkt utak ezek) is figyelembe ve-
hets. Persze minél komolyabb feltételeket szabunk annal kisebb az esély az analitikus
vizsgalatra, illetve az élkialakitas lokalitasa is sériilhet. A redundancia vizsgalatanak nem
csak a hibattirés, hanem az egyre népszeritibbé valé tobbutas megoldasok térnyerése is
értelmet adhat. A modularitast tigy gondolom nagyon elemi formaban mar most is képes
visszaadni az Internet utvalasztasi sajatossagaira szabott modell. Az Internet tetején
levé Tier-1 gerincszolgaltatokbol allé modul létezését (6.1.3-as rész) és valamelyest a mé-
retét is megadja az amugy igen leegyszeriisitett modell (6.1.4). Ezen feliil az alacsonyabb
rendi szolgaltatok esetében is kialakulnak modulok, hiszen a 6.1.4-ben lathato, hogy az
utvonalvalasztasi algoritmus kévetkezményeként peer élek jelennek meg a nagyobb mére-
ti felhasznal6i bazissal rendelkezd szolgaltatok kézott. Természetesen ez a modularitas
sokkal egyszert(ibb, mint amit a valés halézatokban tapasztalhatunk, de ismét megjegyez-
ném, hogy nem a valdés tulajdonsigok reprodukiliasa, hanem az utvalaszté algoritmus
szerkezetre gyakorolt hatasanak megértése a cél. Ugy gondolom, hogy komplexebb mo-



dulstruktara is eldallhat a modellbél, ha példaul a halézat csomopontjait térbe helyezziik
és az élkialakitasi koltséget a tavolsaguk fiiggvényében noveljiik. Ekkor a kozelben 1évs
csomopontok természetesebb modon szervezédhetnek modulokba.

A fejezet masodik része egy a szavak terében torténd navigaciorol szol. Itt ismét erésen polemikussa
valik a dolgozat. A 79. oldalon azt allitja, hogy a halozattudosok tgy érvelnek, hogy a legrévidebb
ut a valodi utak hasznos kozelitése. Ezzel szemben, pl. a [71] cikkben a kovetkezs allitas szerepel:
,Ugy talaljuk, hogy az emberi titkeresés, mikozben altalaban igen hatékony, jellegzetesen kiilonbozik a
legrévidebb utak azonositasatol.”

K6: Kérem a jeloltet, fejtse ki, miért mutatja be az altala idézett irodalmat szelektiven. Rész-
letesebb Gsszehasonlitas a [71] cikkel azért is indokolt lett volna, mert az ott a talalt effektusok jol
OsszevethetSk a szerzé altal leirtakkal és az adatok mennyisége is meggy6z6, ugyanakkor a modellezés
nagyon eltéré megkozelitésd.

Azt hiszem itt egy eliras lehet a biralatban, mert 71-es cikkben nem talalhaté ilyen
allitas. Viszont abban van olyan allitas, amely az internetes eredményeket mérésekkel is
alatamasztja, tehat amellett érvel, hogy az internet esetében a legrévidebb utvalasztastol
val6 eltérés nem “bug”, vagy anomalia, hanem a rendszer funkci6jaboél ad6doé tulajdonsag.
Az idézett allitas a 171-es cikkben talalhat6. Mar a bevezetd gondolatokban emlitettem,
hogy semmi esetre sem szerettem volna azt allitani, hogy minden cikk kivétel nélkiil vala-
milyen formaban a legrévidebb uttdl valé eltérés egy “bug” nézetet elfogadja. Valé igaz,
hogy ezt a konkrét cikket nem emeltem ki, mint olyat ami ellenkezd allaspontot fogalmaz
meg, de pl. 6.2-es rész diszkusszi6jaban tobb cikket is emlitek, amelyek jelentss eltéré-
sekre hivjak fel a figyelmet a legrovidebb utaktél: “Gao et al. showed that the paths of
packets going through the internet are also detoured to a non-negligible extent [69], and
they showed that the hierarchical policies of internet packet routing may be responsible
for a major proportion of inflation. Detours have been identified in road networks by
Zhu et al. [177] and in cattle pen systems by Grandin [73], while similar phenomena were
also reported in airport [49, 150] and brain networks [8, 49].” A 171-es hivatkozasban
szerepld WikiSpeedia ttvonal adatbazis a kollektiv ember navigaciorél képes képet for-
malni. Azért van ez igy mert az adatbazisban levé adatok gytijtésében részt vevs rendszer
nem teszi lehetGvé a felhasznalok egymastol valdé megkiilonbo6ztetését. Ilyen értelemben
a publikicié nem egy konkrét ttvalasztasi stratégiat tud kérvonalazni, hanem ilyen egye-
di stratégiak statisztikus Gsszegét képes vizsgalni. Ez a megkdzelités rendkiviil hasznos
példaul Internetes tartalmak cach-elésének optimalizalasakor, hiszen remekiil el6rejelez-
hetd, hogy egy adott wikipédia oldal megnyitasa utan a nagy populacié kb. milyen mas
tartalmakra fog révid idén beliil navigalni. A sz6halos vizsgalatunk célja alapvetGen mas
volt. Mi szerettiink volna egy-egy adott ember tutvonasztasi stratégiajarol, halézatban
vett tajékozodasi modszerérdl teljesebb képet kapni. Alapvetd kiilonbség tehat, hogy a mi
rendszeriinkben képesek vagyunk egymastol megkiilonboztetni a felhasznaldokat és tény-
legesen korvonalazni egy-egy egyéni utvalasztasi moédszert. Ha Osszeontjiik az adatokat,
akkor valoszintleg hasonlé eredményeket kapunk, mint a 171-es cikkben (el6rejelzi ezt
a nyulas hasonlé volta), bar az altalunk vizsgalt rendszer sokkal kevesebb csomépontot
tartalmaz. Bar a dolgozatban nem szerepel, de szeretném megjegyezni, hogy a wikipé-
dia jatéknak létezik olyan verzi6ja, ahol a felhasznalok megkiilonb6ztethetk. Most épp
egy ilyen adatbazissal dolgozunk és nagy mintan ( 10M tutvonal) is latszik az altalunk
a sz6haloban megfigyelt, emberi navigaciot segité és azt nagy mértékben leegyszerisits
segédgrafok (scaffold-ok) jelenléte (2.4bra).

A hetedik fejezet egy rovid Gsszegzés, a nyolcadik fejezet pedig a téziseket tartalmazza. Az utéb-
biakkal kapcsolatban a kovetkez6 megjegyzéseim vannak: - Az 1.1 tézisbdl javaslom ,a témateriileten
uralkodo feltevéssel ellentétben” rész torlését. - Az 1.2 tézispont akkor fogadhato el jelen forméjaban,
ha a szerz6 megmutatja, hogyan lehet iranyitatlan halézatokon fiiggetleniil kezelni a csomopontokat.
Ellenkez6 esetben jelezni kell, hogy a modell iranyitott hal6zatokra vonatkozik. - A 2.1-2 tézisek ered-
ményei a dg(s)(u,v) koltség specidlis megvéilasztasanak esetére vonatkoznak. Ezt jelezni kell. - A
3.2 tézispontnal meg kell emliteni, hogy az emberi tajékozodas az (angol, harombetiis) szavak terében
tortént.

A megjegyzéseket kivétel nélkiil elfogadom. Ennek megfelelGen a mdédositott tézis
megfogalmazasok a kévetkezdk:



® @

Inteqr)ne(
Microsoft

&
Television_in_the_United_States
[ N A ®
e

Eahn & g o Music_of_thg United_States
American_footbalb- , Greede y.
\ ~ \\s o8

@

__dapan

ol Q Iniiia;; 1 .
United”Ringdom

& o
Scienceand-technology_in_te_Unifed_States c( ¢

1

@ Galifornia
®
@
® Life_exetancy
Cinenﬁ_of_lhe_unked_slates > ®
< o P W
4 United_States_of_America

2 °® 9

6 /" o ®
List_of_American_films_of_2008
®

@

2. 4bra. Emberi navigacios segédgraf a WikiGame jatékban.

Thesis 1.1: By the analysis of measurements regarding paths in networks from various areas of life
(Internet, biology, air transportation, words), I have shown that the computation of routes in networks
is not due to the shortest path method.

Thesis 1.2: I have developed a game-theoretic model capable of handling the possible navigation
schemes flexibly and unfolding their effects on the structure of the network, as follows.

The possible strategies of node u € P is to create a set of undirected edges or arcs: S, = 27\,
The strategy vector s = (sg, $1...Sn-1) € (S0,51...Sny—_1) of all the nodes defines the G(s) graph as:
G(s) = Ufi_ol(z x 8;). The cost function of node wu is:

o Z das)(u,v) + k(sy), w,v€P (1)
Yu#v

where dg(s)(u, v) is the communication cost from u to v over G(s), and k(s,) is the cost of implementing
the arcs in s,,.

Thesis 2.1: I have shown analytically that the network navigation game (NNG), that is a special
case of the model in Thesis 1.1 with a given dg(s)(u,v) communication cost function, contains a so-
called greedy frame, which is present in all possible equilibrium states. Using analytical methods, I
have given the connection probabilities between all possible node pairs in the greedy frame, which is
a lower bound on the connection probability in the equilibrium state. I have given an upper bound
on the connection probability analytically. Using the lower and upper bounds, I have given a general
formula for the connection probability in the equilibrium state.

Thesis 2.2: I have shown analytically, that the equilibrium network of the network navigation game
(NNG), that is a special case of the model in Thesis 1.1 with a given dg(s)(u,v) communication cost
function, is sparse (average out-degree < 4), which is in good agreement with the observations in
real complex networks. I have proven analytically, that the out-degree distribution of the equilibrium
network is a power-law (v = 3) in case of the homogeneous sprinkling of the nodes. I have shown
analytically that a non-homogeneous sprinkling of the nodes can adjust the exponent of the power-
law. T have shown via simulations that the (y & 2) case gives the lowest cost while the network is
maximally navigable. I have shown with analytic approximations, that the clustering coeflicient of the
network is high (¢ ~ 0.45).

Thesis 3.2: T have shown by the analysis of time series recorded from human subjects, that there
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is an underlying hierarchy guiding human navigation in the word-morph network. I have shown, that
humans tend to simplify the navigation process by using a tree-like hierarchical subgraph (a scaffold)
instead of the whole network.

A dolgozat alapjaul szolgald tudoméanyos eredmények jelentés mennyiségii tudoményos munkéat
tartalmaznak és olykor kifejezetten érdekesek. A fenti megjegyzések figyelembevételével 6nallo ered-
ménynek ismerem el a téziseket.

Ko6sz6n6m szépen!

Sajnos a dolgozat Gsszecsapott, alacsony szinvonala — erre a korabbiakban mar utaltam. A fogal-
mazéas nem éri el a tudoményos szévegektsl megkovetelt szabatossagot, és helyenként az angol nyelv
hasznélata is kivanni valokat hagy maga utédn. Az irodalmi attekintés nem valik el kellsképpen a sajat
eredményektdl. Szamos f6losleges ismétlés talalhatod a dolgozatban. A szimbolumok listdja nem teljes.
Ugyanaz a szimboélum szerepel kiilonb6z8 mennyiségekre, ugyanazt a mennyiséget tobb szimboélum
jeloli. Pl klaszterezés ¢; ill cl(ry,), vagy a korong teriilete (A és T'). A hivatkozasjegyzékben egy tucat
hivatkozas kétszer szerepel kiilonb6z6 hivatkozasi szabélyt kévetve.

Nem a dolgozat, hanem a tudoményos eredmények alapjan a nyilvanos védés kitiizését és sikeres
védés esetén az MTA doktora cim odaitélését javaslom.

Ko6sz6ném szépen!

Alcsutdoboz, 2021. november 4.

Gulyas Andras

Attekintés

A halozattudomany két évtized alatt hihetetlen mennyiségi irodalmat allitott els, melyet valodi ki-
hivas egészében Osszefoglalni, illetve atlatni. A cikkek szamat koriilbeliil 20 ezerre becsiilik [1], de a
téma interdiszciplinaritasa miatt a cikkek szamat megbecsiilni sem trivialis feladat. A hélézattudo-
many egyik koézponti megfigyelése volt, hogy a kiilonféle teriiletekrdl szdrmazé hélézatok szerkezete
hasonlo. Ennek megfelelGen a kezdeti publikaciok zome a valos halozatok szerkezetére vonatkozo ada-
tok Osszegytjtésérdl, feldolgozasarol és elemzésérdl készilt (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,
16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 15, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. Fon-
tos megfigyelés volt, hogy a legtobb valos halozat ritka, atmérsjiik kicsi, fokszameloszlasuk jellegzetes
hatvanyfiiggvény, szerkezetiitkben gyakran modularitas figyelhet6 meg. Az alap tulajdonsagok mellett
renkiviil nagy szamu halozati tulajdonsagot definialtak és figyeltek meg valos halozatokban [40].

A mérésekbdl nyilvanvalo szerkezeti hasonlosagok hatalmas loketet adtak a haldézatmodellek kuta-
tasanak, melyek célja, hogy a mérési eredményeket magyarazza, a halézatok kialakuldsanak alapvetd
mechanizmusait feltarja, illetve szerkezetiiket reprodukalja. A halézatmodellek sokszor alapvet&en el-
térd szemszoghdl és ennek megfelelGen eltérs eszkozokkel kozelitik meg a valés héldzatok szerkezetét.
A halézatmodellek egy része tulajdonképpen egy algoritmus. Egy olyan algoritmus, amelyet tgy ter-
veziink meg, hogy egy adott halozat, vagy egy hélézatcsoport bizonyos megfigyelhetd tulajdonsagait
minél pontosabban reprodukalja. Az algoritmus bemenete az iires, vagy valamilyen egyéb specialis ki-
indulési graf és az algoritmus élek és csomopontok létrehozéasaval, torlésével, esetleg élek atrendezésével
outputként egy mésik haldzatot allit el6. Ezen algoritmikus modszerekre gy gondolom illik a genera-
tiv jelz6, ami arra mutat ra, hogy a héalézat szerkezetét az algoritmus generélja. A generativ modellek
csaladjaba tartozak a halozatkutatés torténelmeét alapvetSen meghatarozo véletlen grafok, [41, 42, 43],
a kisvilag modell és valtozatai [44, 5, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 4, 53|, a Barabasi-Albert modell
és annak verzioi [54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67], de altalanosaban ide tartoznak
az altalanositott véletlen grafok [68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77], sztochasztikus blokk-modellek
[78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91] illetve egyéb valtozatos szerkezeti tulajdonsagot
felhasznalo modellek [92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 52, 109,
53, 110].

Egy masik tipusu filozofia a halozatoptimalizalas, amikor egy halozat egy jol megfogalmazott op-
timalizalasi feladat eredményeként jon létre. A halozatoptimalizalas éltalaban a halozatokkal kap-
csolatos rendkiviil szines optimalizaldsi problémakkal foglalkozik, példaul a legrévideb ut keresése
csomopontok kozott, informécidéaramlas maximalizalasa, informacidaramléas koltségének minimalizala-
sa, szinkronizacié vagy kiilonféle informaciofolyamok egyiittes optimalizalasa megoldasaval foglalkozik
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[111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123]. A halozatoptimalizalas fogalmazhat
meg olyan optimalitési feltételt, amely vonatkozhat a halozat kozvetlen szerkezeti tulajdonségaira, il-
letve olyan optimalizalasi problémét, ahol az optimalizalni kivant valtozok a halozat élei. Nagy méreti
valos halozatok esetében is fogalmazhatok meg olyan optimalizalési feladatok, melyek eredményeképp
a valosagban megfigyelt szerkezetekhez hasonlo halozat jon létre [124, 125, 126, 127, 128, 129, 130,
131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 140]. Ritkan szarmaznak azonban ezek olyan mérésekbdl
vagy modellekbdl, melyek a halozat atvalasztasi funkcidjat figyelembe veszik.

Egy harmadik megkdzelités, amikor nem algoritmusbol, és nem is egy optimalizacios feladat meg-
oldasabol szarmaztatjuk a halozat szerkezetét, hanem arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen 6sztonzé
erGk vezethetnek ahhoz, hogy egy egy csomoépont egy adott élbehizasi struktirat kialakitson. Ebben a
kérdésfelvetésben tehat nem csak az a koézponti kérdés, hogy hogyan htuzzuk be a halézat éleit, hanem
arra is valaszt keresilink, hogy miért. Az alapvetGen 6nzd entitasok interakciojabol kialakult egyensulyi
allapotok lefrasara leggyakrabban hasznalt modszertan a jatékelmélet [141, 142, 143, 144, 145]. A
valos halozatok irant kialakult érdeklédés kovetkeztében a jatékelméleten beliil kiilon részteriilet jott
létre a halozatok jatékelméleti vizsgalatahoz. Ezekben a jatékokban a jatékosok stratégiaja altalaban
egy adott élhalmaz (irdnyitott, vagy irdnyitatlan) behuzasa, a jatékosok koltsége pedig az élhalmaz
koltségébdl plussz valamilyen extra koltségbdl all, melyek altalaban a halozat strukturajaval, vagy fel-
tételezett funkciojaval lehetnek kapcsolatban. A halozatformécios jatékokat eldszor Fabrikant és mun-
katarsai javasoltak [146], melyben a koltségek kozott az élkiépitési koltség mellett a csomoépontparok
kozotti kommunikacios koltség a legrovidebb tut hosszaval aranyos. Egyszertisége miatt a szakirodalom
nagy része az alap halézatformacios jatékok tanulmanyozaséaval és annak egyszerd véltozatainak vizs-
galataval foglalkozik [146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162,
163, 164, 165, 166]. A halozatforméacios jaték egy modosult valtozata a halozattervezési jaték, ahol
a jatékosok kozosen viselik azon élek kiépitési koltségeit, melyek a szamukra fontos terminél csomo-
pontokat a legrévidebb utak mentén osszekotik [167, 168, 169, 170]. A jatékok kozos jellemzdGje, hogy
a kommunikécios koltséget a legrovidebb utak alapjan szamoljak. Joval kisebb részt szakitanak ki a
szakirodalombél az eredeti jaték olyan moédositasai, melyeknél a kommunikéciés koltség nem a legrovi-
debb ttvonal tulajdonsagai alapjan szamolodik, mint példaul a kapesolodasi jaték [171, 172, 173, 174].
A halozatformacios jatékok esetében bar rendkiviil sok analitikus és numerikus eredményt ismeriink,
nagyon kevés olyan tanulmény elérhetd, amely a valos halozatok megfigyelt tulajdonsagait képes ha-
lozatformacios jatékokbol szarmaztatni [175, 176]. Olyan jatékrol, amely a kommunikacios koltségben
a valés halozatokban megjelend utvalasztasi sajatossédgokat tartalmazza nincs tudomésom, ebben a
vonatkozasban a dolgozat Gjdonsagot hoz.

A halozatmodelleken tul a halozatkutatassal kapcsolatos irodalom szignifikdns részét képezik olyan
tanulmanyok, melyek a halozat szerkezetébsl kovetkezd tulajdonsagokkal, pl. a halozatok robusz-
tussagéaval, hibdkkal és tamadéasokkal elleni ellenalloképességével [177, 178, 179, 180, 181, 182, 183],
a halozatban megjelens, a halézat méretéhez képest kisebb, de jellegzetes szerkezeti motivumokkal
[184, 185, 186, 187, 188, 189, 190], fokszam-korrelacioval [191, 192, 193, 194, 195, 196|, a halozaton
beliili csoportosodassal és modularitassal [197, 198, 199, 200, 194, 201, 202], a halézatok és fizikai rend-
szerek kozotti kapesolatokkal [203, 204, 56, 205, 206, 207], vizualizacioval [208, 209, 210, 211, 212, 213],
a halozat struktirajat kihasznalo keresési algoritmusokkal [214, 215, 216, 217, 218, 219, 220, 221], met-
rikus terekkel kapcsolatos beagyazottsagukkal foglalkoznak [92, 222, 223, 224, 93, 225, 226, 227, 228].
A dolgozat szempontjabol kiemelkedd ide sorolhatod rész-teriilet a halozat hierarchikus szerkezetének
vizsgalata. Hierarchikus szerkezet alatt azt értjik, hogy a halozat csomopontjaihoz valamiféle sza-
mot rendelhetiink, amely az adott csomépont halozatban betdltétt szerepét jelképezi. Ez a szam egy
rendezést definial a csomopontok felett, amelynek megfelelGen értelmezhetévé valik két Gsszekapcesolt
csomopont relativ szerepe a halozat mikddésében, illetve az Osszekapcsoltsdguk jellege, ennek megfe-
lelGen ala- és folérendeltségi, vagy éppen mellérendeltségi viszonyt allapithatunk meg. Egy-egy valos
halozat hierarchikus volta gyakran trivialisan kovetkezik a halozat szervez6désébsl. Az Internet példa-
ul alapvetGen olyan élekbdl all, melyek két Internet szolgéltato kozotti vasarlo-szolgaltatd hierarchikus
viszonyt irja le annak megfelelGen, hogy a halozat mely részében végzik tevékenységiiket [229, 230].
Hasonlo természetesnek mondhaté hierarchidk adodnak bizonyos szervezetek [231, 232], taplaléklancok
esetében [233, 234]. Mas halozatokban a hierarchia jelenléte nem ennyire egyértelmd, olykor vitatott.
A hierarchikus halozatokkal kapcsolatos irodalom egy része magéanak a hierarchikus viszonyoknak alap-
jaul szolgalo szdmoknak a definiciojaval (milyen szerkezeti, vagy egyéb tulajdonsaghol szarmaztassuk
a hierarchikus viszonyt) [235, 236, 237, 238, 239, 240, 241], illetve azok alapjan halézat éleinek hie-

12



rarchikus besorolasaval foglalkozik. A szakirodalom, ennek megfelelSen szidmos algoritmust dolgozott
ki, amelyek egy halézat csomopontjait és éleit adott szempontok szerint hierarchiaba tudja rendezni
[242, 243, 244, 245, 246, 247]. A halozatmodellek egy csoportja a hierarchidk kézponti szerepét hang-
salyozza és olyan algoritmus definial, amely hierarchikus szerkezetet general, mikézben a halozat egyéb
megfigyelt tulajdonsagait megtartja [102, 103, 248, 249, 250]. Kiilon alteriilet foglalkozik a hierarchikus
viszonyok kialakulasdnak problémakorével is [251, 252, 253, 254, 255, 256, 239, 257, 258, 259, 260]. A
hierarchidk szerepét szdmos tanulmény vizsgélja a halézatban alkalmazhaté keresési, itvonalvalasztési
problémak kapesan [214, 219, 261, 262, 108, 263]. Szamomra nem ismeretes viszont olyan tanulmany,
amely egy konkrét hierarchikus utvonalvalasztasi stratégia, amelyrdl tudjuk, hogy a halézatban alkal-
mazéasra keriil [264, 265], milyen hatast gyakorol a halozat szerkezetére.

A halozattudomany igen korai szakaszaban megjelent mar a halozaton lezajlodo jelenségek vizs-
galata. Az egyik talan legtObbet vizsgalt kérdés a halozatok feletti terjedési jelenségek vizsgala-
ta (példaul jarvanyterjedés [266, 267, 268, 269, 270, 271, 272, 273, 274, 275], informé4cié terjedés
[276, 277, 278, 279, 280, 281, 282, 283, 284, 285]). Ezen jelenségek fontos vonasa az alapveten szo-
ras (broadcast) jellegtl informacioaramlas, amikor is egy csomopont minden lehetséges szomszédjanak
képes lehet (példaul valamekkora valoszintiséggel) tovabbitani az informaciot. A jarvanyterjedési mo-
dellek vizsgalata hatalmas fejl6désen ment keresztiil a halozattudomany kovetkeztében és olyan fontos
jarvanyok esetében szolgaltatott elérejelzéseket, mint a HIN1 [286, 287] vagy a COVID-19 [268]. Az
informéci6 dramlasanak egy masik modja, amikor a halézatot nem elarasztja az adott informacio, ha-
nem a halozat egy adott pontjabol egy mésikba szervezetten jut el. Ehhez az informéciétovabbitasi
modhoz sziikséges egy utvalasztasi, vagy tn. "routing" algoritmus, amely a két csomdpont kdzotti hé-
lozati utvonal kialakitdsat valahogy megoldja. A utvalasztési algoritmus statisztikus tulajdonsagairol
mér a klasszikus értelemben vett halozatkutatas el6ttrdl is szarmazott informaci6. Milgram [288] hires
levélkiildési kisérlete megmutatta, hogy a halézatok nem csak a kisvilag tulajdonsaggal rendelkeznek
6nmagaban, hanem tartozik hozzajuk egy olyan algoritmus is, ami a kisvilag tulajdonsagabol adodo
r6vid utvonalakat képes megtalalni. Habar Milgram kisérletét mas forméaban is megismételték [217], a
forras-cél parok kozotti utvonalakat elGallité ttvonalvalasztési algoritmus miikédési mechanizmusaba
sokdig nem lehetett mélyebben belelatni, véleményem szerint elsGsorban az adatok elégtelensége mi-
att. Ugy gondolom, hogy az adatok hianyat a valos utvonalakkal kapcsolatos megfigyelési nehézségek
okozzék. Azt hogy két csomoédpont kozott van-e él egy halozatban nagyon sokféle mérés, vagy megfi-
gyelés igazolhatja. Sok halozat esetében az élek meghatarozasa maganak a halozatnak a definicidja
szerint publikus informécié. A hollywood-i szinészek halozata, a kollaboracios halozatok vagy példaul
a transzport halozatok publikusan elérheté adatbéazisok (térképek, filmes nyilvantartas, publikicios
adatbazisok) viszonylag egyszeri feldolgozasaval akar egy egyetemi laborgyakorlat keretei kézott els-
allithatok. Végezhetiink célzott mérést is két pontra vonatkozéan és megnézhetjiik, hogy az egyik
viselkedésének modositasa kozvetlen hatassal van-e a mésikra. Bizonyos esetekben két halozati entitas
kapcsolatat fizikai, vagy logikai torvényekbdl is kikovetkeztethetjiik (pl. fehérje interakcios halozatok,
Rubik kocka allapottere, szohalozatok). Véleményem szerint alapvetSen mas a helyzet az atvonalakkal
kapcsolatban. Ugy gondolom az titvonalak természete alapvetden privat. Az, hogy egy parkban merre
sétalt valaki, vagy milyen repiil6gépekkel utazott, vagy hogy milyen megoldast adott be egy hélozati
utvonalvalasztéasra visszavezethetd feladatra (példaul térbeli navigacio, szojatékok, Wikipédia jatékok)
alapvetGen nem publikus természeti, ezért sokkal nehezebben gytjthets és felhasznalhato adat. Valo-
szintileg ezért az elérhetd és felhasznalhatd valos haldzatokban valos titvonalakat nagy mennyiségben
tartalmazo6 adatbazisok szama nagyon csekély. Pedig ha a hal6zatok szerkezete alapvet&en hasonlo,
akkor van ra esély, hogy maga az utvonalvalaszté algoritmus is hasonlé ezekben a rendszerekben. Egy
érdekes kivétel talan az Internet tobb szempontbol is. Az egyik, hogy az Internetes csomagok ttvonalét
habar nem trivialis moédon és nem kozvetleniil, de mégis nagy szamban lehet becsiilni [289]. Ennek
megfelelGen az Internet esetében a valos ttvonalak legrévidebb utaktol vald szembe6tls eltérése az In-
ternet mérnokeinek mar igen koran felttint [290, 291, 292|. A masik fontos szempont, hogy az Internet
esetében magarol az utvalasztasi algoritmusrol is lehet el6zetesen tudni valamit a jol definialt vasarlo-
szolgaltato architektura és az ebbdl gazdasagi okok mentén kovetkezs egyszerd megkotések formajaban
az utvonalakra vonatkozéan[264, 265]. Szamomra nem ismeretes olyan tanulmany, amely azt vizsgalta
volna, hogy az Interneten tapasztalhaté ttvonal anomalidk jelen lennének egyéb rendszerekben. Csak
az utobbi par év fejleménye az a vélekedés, hogy az utvonalak természete az eddigi halozatkutatésos
eredményeket egy kicsit mas megvilagitasba helyezheti[293].

Az igen nagy szamu és rendkiviili pontossagra képes hélozatmodellek kidolgozasa utan a halozatku-
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tatas hangsilya halézatmodellekrs] attevédott a halozatok iranyitasa[294, 295, 296, 297, 298], illetve
specialis halozatok (id6fiiggs halozatok [299, 300, 188, 301, 302, kozosségi halozatok [303, 304], neura-
lis halozatok [305, 306]) részletesebb vizsgélata felé. Erdekes irdny az tvonalakkal kapcsolatos teriilet,
melyhez a dolgozatom is kapcsolodik.
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