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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Jelolések

C a komplex szamok halmaza

D={zeC :|z| <1} az egységkorlap

T={2eC :|z| =1} az egységkor
e C, ={2eC:Im(z) > 0} a fels6 felsik
o A(D) a D-n analitikus fiiggvények halmaza

e A(C,) a C,-n analitikus fiiggvények halmaza

. ) 1/2
o [frli= (& 5T Ge) dt)

D) az egységkorlapon vett Hardy-tér

H(
o H?(T) az egységkor Hardy-tere
H?(C,) a felss félsik Hardy-tere
H(R) = {f € L*(R), supf = [0, +0)}
o A(D) a diszk-algebra
o K(z,w) = ky(z) = ﬁ z,w € D az egységkor Cauchy-féle magfiiggvénye

e C:C, ->DCw) = j;—g Cayley-transzformalt

o dA.(z) == (1 — [z[})*dady , z = x + iy a D-n vett sulyozott teriiletmértek
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o A = {f e AD) : §,|f(2)|PdAs(2) < 0}, a > =1, 0 < p < o0, a sitlyozott
Bergman-tér

o A% = A a Bergman-tér
o K, (&2) = W az A2 stlyozott Bergman-tér reprodukalé magfiiggvénye

o P, : L[*(D,dA,) — A% P, =, f(
projekcio

———dA,(§) a stlyozott Bergman-

1 fz a+2

e Affin csoport: A = {(a,b) : a€ (0,+0), be R}, (a1,b1) o (az, b)) = (aras, arby + by)
o Uunf(x) =la|7V2f(a "'z — b) az affin csoport L?(R)-re vett reprezentécioja

o Wyf(a,b) ={f, Uqapn) a folytonos affin wavelet transzformalt

e (G,-) lokalisan kompakt topologikus csoport

e (H,{,-) Hilbert-tér

e U,: H— H (x €G) a csoport unitér reprezentacioja a H Hilbert-térre

o (Vuf)(z):={f,Usg) (xe€G,f,ge H)az f, g paraméter és az U reprezentacio altal
generalt voice-transzformaltja

o A, ={ge H: Vyge L,(G)} # {0} egy integralhato reprezentacié w sulyfiiggvény-
hez tartozé elemzé vektorainak a halmaza

o Hi ={feH: V,feLl(G)} alegegyszeriibb Banach-tér, ahol atomos felbontés
érvényes

e B,(2):= 1Z:Bbz (z € C, bz # 1) Blaschke-fiiggvény

e B:=D xTa=(be) e B a paraméter halmaz

|21 —22]
‘1—Z1§2|

o p(z1,29) 1= = |B,1)(21)| (21,22 € D) a pszeudo-hiperbolikus metrika

e Blaschke-csoport a B := D x T paraméter halmaz a B,, o B,, = By 04, fliggvény-
kompozicié altal indukalt mivelettel

o (Upif)(z) := «/ei9(17—|b|2)f (eie(z;b)> (Z = ¢t € T,q = (b, ei@) c B) a Blaschke-

(1-b2) 1-bz
csoport H?(T)-re vett reprezentacioja

o Z(p,0 2n + |6 + me e (e Z,neN akomplex Zernike-polinomok
polarkoordmatas alakja
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. RIZ‘ Lon(p) = plf\PTEO"Z')(sz — 1) a radialis rész a Jacobi-polinomokkal kifejezve
o (Ul f)(z) :=¢ g2y 11 |l;|z)a+2 f( Wz b) (a = (b,e") € B) a Blaschke-csoport

reprezentacidja az Ai stlyozott Bergman—térre

D, = ¢ (n e N), &y(z) = VLU0 ¢ (o) = VP n-lp () 0> 24

- l1—aiz 1—anz

Malmquist-Takenaka (M-T) rendszer H?(T)-ben

[
S
—
—
N
N~—
1

FEE W) = FTCUTLI 55 A= O (a) = i a Malmquist-
(M-T) rendszer a H?(C,)-ben

Affine wavelek és multirezolici6 az L*(R) térben

A "wavelet" fogalméat Morlet vezette be 1982-ban [49]. A "wavelet" kis hullamot je-
lent. A wavelet transzformaéltat legelGszor a szeizmatikus mozgasok tanulmanyozéasara
hasznaltdk. Az inverz wavelet transzforméaltat Grossmann tanulmanyozta. Igy Morlet és
Grossmann [32] kozremiikodésével kezdddott el a folytonos wavelet transzformalt tulaj-
donsagainak vizsgalata és alkalmazasa. Az altaluk vizsgalt transzformaciot affin wavelet
transzforméacionak is szokés nevezni, mert az affin csoport egy reprezentacioja generalja.

A 80-as évektsl kezdGdGen nagyon sok eredményt publikaltak ezen a teriileten: Gross-
man, Morlet [32], Grossman, Morlet, Paul [33|, Daubechies [14|, Meyer [48], Chui [11]
stb.

Egy fontos kérdéskor a folytonos wavelet transzformalt diszkretizacidja volt, azaz olyan
Y fliggvény keresése, amelybdl kiindulva diszkrét dilatécioval és eltolassal

Ui = 27227 — k) (1.1)

alakt (ortonormalt) bazis szerkeszthetd L?(R)-ben, és amely multirezolicié analizist ge-
neral (Daubechies [14], Heil, Walnut [38], Mallat|46] stb.).
Az affin wavelet multirezolicié definicidja a kovetkezd:

1.2.1. Definicié. Az L*(R) tér (V;, j € Z) alterei i wavelet figguényhez tartozé multi-
rezolicio analizist alkotnak, ha a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkeznek:

1. (egymdsba dgyazott alterek) V; < Viiq

2. (sdriségi feltétel) UV; = L*(R)

3. (szepardlhatdsdgi feltétel) nV; = {0}

4. (wavelet bdzis létezése) A 1 fiigguénynek a Vy eleme és a {2727z — k), k € Z}
egy (ortonormdalt) bazis a V,,-ben.
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Kettével valo dilatacioval egy magasabb rezoliciés szintre jutunk, azaz teljesiil a ko-
vetkez6 tulajdonsag:(f(x) € V,, & f(2z) € Vyy1). Egész szammal vald transzlacioval
pedig ugyanazon a szinten maradunk.

A legegyszeriibb multirezoltciot a Haar-wavelet generalja az L? := L?([0,1))-ben. A
Haar-waveletet Haar Alfréd vezette be 1909-ben. Elemeit a kovetkezs fliggvénybdl lehet
generalni transzlacioval és dilatécioval:

1 (z€]0,1/2))
h(z):=< -1 (ze[1/2,1))
0 (zeR\[0,1)),
ho(z) = h(z), hak(z) := 27202z — k), (z € [0,1), n, ke N).
Mivel a Haar-rendszer tagjai nem folytonosak, ezért nem alkalmasak simasagi feltéte-
leknek eleget tevs fliggvények approximalésara. Az 1980-as évektsl kezd6dGen Meyer és
Daubechies - tébbek kozt - kiindulva egy 1 anyawaveletbél

Yag(x) = 2729(2"e — k) (v e R,y € LA(R), [¢]> = 1).

alakt simasagi feltételeknek eleget tevs ortonormalt wavelet rendszerek konstrukcidjat
vizsgalta. A Haar-rendszer kivételével ez a konstrukcié nem konnyd feladat. A konst-
rukcié soran a 1 anyawavelet ¢ Fourier-transzformaltjara lehet kezelhetd Osszefiiggést
megadni. Annak ellenére, hogy a v fliggvényt nem lehet altaldban expliciten megad-
ni, mégis a wavelet-Fourier sorfejtés jo konvergencia tulajdonsiagokkal rendelkezik, ennek
magfliiggvénye és egyiitthatoi jol kozelithetGek.

A wavelet analizist nagyon sok helyen alkalmazzak a matematikaban, fizikiban, mér-
noki alkalmazéasoknal, jel- és képfeldolgozasban.

Regularis (analitikus) affin waveletek és ezek altal generalt multirezolucio szerkesztését
el6szor Meyer fogalmazta meg a H2(R) = {f € L2(R), supf < [0, +o0)} térben. Auscher
1995-ben publikalt erre vonatkozoéan eredményeket [4].

Késébb latni fogjuk, hogy a H%(R)-beli konstrukciot ugy kozelitjiik meg, hogy helyette
tekintjiik ezen fiiggvények felss félsikra vett analitikus kiterjesztését, és a H?(C,.) térben
vezetlink be multirezoluciot. Kiindulasi pontnak az affin csoport helyett a racionalis tort-
fliggvények egy alosztalya altal generalt csoportot tekintjiik, az G.n. Blasche-csoportot.
Ezen csoport reprezentacioi altal generalunk wavelet transzforméltat az egységkor Hardy-
terében és a silyozott Bergman-terekben. Vizsgaljuk ezen transzformaltak tulajdonsagait
és ezen terekben konstrualunk adaptalt multirezoluciokat.

A tézisben feltiintetett eredményeket a kovetkezs cikkekben publikaltam: [20, 21, 52,
53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67|. Ezen cikkek koziil 9 egyszerzss és
9 tarsszerzés cikk.

Koszonettel tartozom szerzétarsaimnak, akikkel kézosen elért eredményeink is szere-
pelnek a dolgozatokban:
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e Schipp Ferenc, professzor emeritus, ELTE IK, Numerikus Analizis Tanszék, a PTE
diszdoktora és professzor emeritusa, aki tanszékvezetémként elinditott ezen a kuta-
tasi teriileten,

e Feichtinger Hans Georg, professzor, University of Vienna, a Numerical Harmonic
Analysis Group (NuHAG) vezetGje, aki a Marie Curie FP7 Individual palyazatom
ideje alatt koordinalta a csoportban toltott 2 évem munkajat.

1.3. Analikus fiiggvényterek

A kovetkezs fiiggvényterek fordulnak elg a tézisben: A(D)-vel jelolom a D egységkor-
lapon analitikus fiiggvények halmazat, A(C,) a C, fels6 félsikon analitikus fliggvények
halmaza. Tovéabbi jelolések: H?(D) az egységkorlapon vett Hardy-tér, H?(T) az egységkor
Hardy-tere, H?(C,) a felsé félsik Hardy-tere, A(DD) pedig a diszk-algebra.

Tekintjiik a dA,(z) := 2= (1—|z[*)*dzdy , z = x +1iy a D-n vett stlyozott teriiletmér-
téket és az altala indukalt A2 := {f € A(D) : §, |f(2)|PdAs(z) < 0}, a > —1,0 < p < o0,
sulyozott Bergman-teret.

1.4. A voice transzformalt

Grosman, Morlet, Paul [33| észrevette, hogy a folytonos affin wavelet traszformalt

Ha az affin csoport helyett kiindulési pontnak egy (G, -) lokalisan kompakt topologikus
csoportot tekintiink, és annak vessziik valamely H Hilbert-térre az U, : H — H (z € G)
unitér reprezentaciojat, akkor egy altalanos transzformaciot, az in. voice transzforméciot
definialhatunk a kovetkezSképpen:

(Vo) (@) :={f,Uzg) (z€G, [ geH). (1.2)

A (V,f)(z) az f elem U reprezentacio altal generalt g paramétertdl fiiggs voice transz-
formaltja, amely egy G csoporton definialt komplex érték fliggvény lesz. A "voice transz-
formalt" nevet el@szor Grossman, Morlet, Paul hasznéltak a [33] cikkiikben.

A gyakorlati alkalmazéasok szempontjabol nagyon fontos Gabor-transzformalt a Heisen-
berg-csoport reprezentéacioja altal generalt voice transzformaltként foghato fel (Heil, Wal-
nut [38], Grochenig [36], stb.). Nagyon gazdag a Gabor-transzformélttal kapcsolatos
szakirodalom is. Ezek koziil kiemelném Feichtinger és Weisz cikkeit [22, 81, 23, 82|.

A kiilénbo6z6 specialis voice-transzformaltak diszkretizécidjat kiilonbozs technikakkal
lehet megvalositani. Az affin wavelet transzformalt esetén a multirezolucié analizis szer-
kesztése egy jarhato ut, amelyet Mallat vezetett be [46]. A Gabor-transzformélt esetében,
un. atomos felbontésok lehetségesek. Feichtinger és Grochenig egy egységes eljarast adott

7
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olyan voice transzformalt diszkretizacidjara, amelyet négyzetesen integralhato és integral-
hato reprezentacio general. Ezzel a modszerrel az Gn. coorbit-terekben kapunk atomos
felbontéasokat (Fiechtinger, Grochenig [17, 19, 18, 35]).

1.5. Az értekezés eredményeir6l

Ezt az értekezést az utobbi 17 évben kifejtett kutatomunkam alapjan irtam. Azokat az
eredményeimet gytjtottem Ossze, amelyeket a legfontosabbaknak tartok és amelyek kap-
csolodnak az 1.4 szakaszban lefrtakhoz. Ezeket az eredményeimet a kdvetkezs egyszerzds
dolgozataimban: [53, 54, 59, 60, 61, 62, 63, 66, 67|, valamint a kovetkezd tarsszerzds
cikkeimben: |20, 21|, (tarsszerz6 Hans Georg Feichtinger), [52, 55, 56, 57, 58, 64, 65]
(tarsszerz6 Schipp Ferenc) publikidltam. Bemutatom az irodalombeli fontosabb elézetes
eredményeket és azokat, amelyek az én dolgozataim utan sziilettek. Kiemelek alkalmazasi
vonatkozésokat is.

Mivel a Blaschke-fiiggvények fontos szerepet jatszanak az analitikus fiiggvények elmé-
letében (példaul a Hardy-térbeli fiiggvények faktorizalasaban), ezért természetesen meriilt
fel, hogy a lineéris fliggvények kompozicioja altal generalt affin csoport helyett tekintsiik
a Blaschke-fliggvények kompozicioja altal generalt csoport voice transzformaéltjait és ezek
diszkretizalasaval szerkessziink multirezoltcié analizist és atomos felbontésokat az anali-
tikus fiiggvények altereiben.

A 2.1 fejezetben bevezetjiik a Blaschke-csoportot és vizsgaljuk a legfontosabb tulajdon-
sagait. Mivel a pszeudo-hiperbolikus metrika és a hiperbolikus kongruenciak kifejezhetsk
a Blaschke-fiiggvények segitségével, ezért a Blaschke-csoport voice transzformaéltjait hi-
perbolikus wavelet transzforméaltaknak nevezziik.

A 2.2 fejezet a Blaschke-csoport egységkor Hardy-terére vett reprezentacioja altal gene-
ralt hiperbolikus wavelet transzformalttal kapcsolatos eredményeket tartalmazza [56, 57].

A 2.2.1 alfejezetben a H?(T) térre vonatkozo, [60, 63] cikkekben publikalt, adaptalt
multirezoliciés analizis szerkesztését és tulajdonsagait mutatom be. Ennek a konstrukci-
onak szamos elénye van, jol alkalmazhato jelek transzferfliggvényeinek approximalésara.
A konstrukcié soran a Fourier-technika helyett a lokalizélt Cauchy-magfiiggvényeket hasz-
naljuk, a bizonyitasban pedig a Cauchy-formulét. A multirezoltuci6 szintjei véges dimen-
zidsak, de mégis eleget tesznek a strtségi feltételnek. Az ortonormalt wavelet rendszer
fliggvényei zart explicit alakban adhatok meg a specialisan lokalizalt polusit Malmquist-
Takenaka rendszer segitségével.

A 2.2.2 alfejezetben az n-edik multirezolicios szintre vett (P,f, n € N) projekcios
operator tulajdonsigait mutatom be. Ez a projekcios operator egyben interpolécios tu-
lajdonsagokkal is rendelkezik, amely nem teljesiil az affin waveletek esetében.

A 2.2.3 alfejezet egy algoritmust tartalmaz a wavelet egytitthatok és P, f kiszamola-
sara, ha ismert a fliggvény értéke a megadott | J,_, Ax halmazon.
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A 2.2.4 alfejezetben igazoljuk, hogy a szerkesztett hiperbolikus wavelet rendszer diszk-
rét ortogonalis tulajdonsaggal is rendelkezik.

A 2.3 fejezetben megmutatjuk, hogy az el6z6 konstrukciot hogyan lehet atvinni a felsg
félsikon vett Hardy-térre (Feichtinger, Pap [20]). Mivel a fels6 félsikon vett Hardy-tér
hatarfiiggvényei adjak a H?(R) teret, igy itt is egy adaptélt multirezoluciot generaltunk.
Ez a wavelet konstrukcio kapcsolodik a Meyer altal megfogalmazott probléméhoz.

A 2.4 fejezet az egységkor Hardy-terén bevezetett hiperbolikus wavelet transzformalt
és a Zernike-fliggvények kapcsolatat tartalmazza. Ezen fliggvényeket Fritz Zernike Nobel-
dijas fizikus vezette be [84|. Igazoltuk, hogy a tanszformaltat generald reprezentécio
matrix-elemei kifejezhet6k a Zernike-fliggvényekkel. Egy fontos kévetkezménye ennek az
eredménynek a Zernike-fliggvényekre vonatkozo addicios képlet, amely nyitott kérdés volt
hosszu ideig (Pap, Schipp [57]).

Zernike-fliggvényeket az optikdban, a hullamfront abberaciok, a szem hibaink leira-
séra is hasznaljak. Ezek kifejezhetGek a Zernike-fiiggvény szerinti sorfejtés egyiitthatoi
segitségével.

Az egylitthatok approximélasara kiillonb6zé mérési eljarasokat javasoltak. Ezzel kap-
csolatosan meriilt fel a Zernike-fiiggvények diszkrét ortogonalitasanak kérdése példaul
Wyant, Creath [80] munkéiban. A 2.4.3 alfejezt a Zernike-fiiggvények diszkrét ortogona-
litasara vonatkozo eredményeket tartalmazza (Pap, Schipp [55]).

A 2.4.4 alfejezetben megmutatjuk, hogy hogyan lehet kozeliteni, bizonyos fiiggvények
esetében pontosan kiszamolni, a Zernike-fiiggvények szerinti sorfejtés egyiitthatoit és bi-
zonyitjuk matematikailag az allitasunkat (Banach-Steinhaus tétel alkalmazaséaval). Ezen
elméleti eredményeket numerikusan implementaltuk és teszteltiik szaruhéartya-szeri teszt
feliileteken is (Soumelidis, Fazekas, Schipp, Pap [72, 73, 74]).

A 3. fejezet a Blaschke-csoport A2 (a = 0) stilyozott Bergman-térre vett reprezenté-
civja altal generalt hiperbolikus wavelet transzformalttal kapcsolatos legfontosabb ered-
ményeket tartalmazza.

A 3.1 fejezetben bemutatjuk, hogy a Blaschke-csoport A? siilyozott Bergman-térre
vett reprezentécioja unitér és irreducibilis (Pap [59]).

A 3.2, 3.3 fejezetek a stlyozott Bergman-téren vett hiperbolikus wavelet transzfor-
malt legfontosabb tulajdonsagait és a stilyozott Bergman-tér projekcids operatora kozotti
kapcsolatat tartalmazza (Pap [59, 61]).

A 3.4 fejezet az A? silyozott Bergman-téren vett hiperbolikus wavelet transzformalt
diszkretizaciojaval foglalkozik. Az o paraméter értékétsl fiiggden kiillonbozs technikakat
kell alkalmazni. ElGszor bemutatjuk a Feichtinger-Grochenig altal bevezetett altalanos
technikat, amelyet négyzetesen integralhato és integralhato reprezentéaciok altal indukalt
voice transzformaltak diszkretizacidjara alkalmaztak.

A 3.4.2 alfejezetben azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor alkalmazhat6 a Feichtinger-
Grochenig elmélet. Ezzel a technikaval tj atomos felbontésokat kapunk ezekben stlyozott
Bergman-terekben (Pap [61]). Megmutatjuk, hogy a B; minimalis M6bius invarians tér
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minden eleme egy 1j atomos felbontast general. Pontosabban, ha f € H!, akkor minden
g € By u {1} egy U g alakil atomos felbontédst general. Tovabba ha p > 2 + %, akkor

AP = H!', és barmely f € AP, elsallithato a kovetkezs atomos felbontés segitségével
F= 3NN, (1.3)

feltéve ha az o > 0 és p > 2 + % feltételek teljestilnek.

Az el6z6 feltételekbdl latszik, hogy a Feichtinger-Grochenig modszer alkalmazéasédhoz
sziikséges integralhatosagi feltétel nem minden esetben teljesiil. Igazoltam, hogy ezek-
ben az esetekben, hasonléan mint az egységkor Hardy-terében, adaptalt multirezolicios
analizis szerkeszthets (Pap [62, 67]). Ezeket az eredményeket a 3.5. fejezetben mutatom
be. ElGszor ezeket az eredményeket a Bergman-térben igazoltam (Pap [62]), majd késébb
kiterjesztettem a stlyozott Bergman-terekre is (Pap|67]). Ebben az esetben a konstrukci-
6hoz el6szor a Blaschke-csoport olyan diszkrét részhalmazat kell tekinteni, amely rendel-
kezik a mérési pontok (sampling set) tulajdonsagaval (3.5.1 alfejezet). Ilyen ponthalmaz
szerkesztése altalaban nem konnyt feladat. Ha a stlyozott Bergman-tér magfiiggvényét
lokalizaljuk egy mérési ponthalmazon, akkor ezaltal framet generdlunk. Ezek segitségé-
vel definidltam a multirezolucié szintjeit (3.5.2 alfejezet). A kovetkezs nehézség ebben
az esetben a multirezolicios szinteken az ortonormaéalt wavelet rendszer szerkesztése. Mig
a Hardy-téren zart alakban meg tudtuk adni, a spcialisan lokalizalt polusi Malmquist-
Takenaka rendszert kaptuk, addig ebben az esetben ez nem lehetséges. De egy algoritmust
adtunk a rendszer fliggvényeinek generalasara.

Hasonléan mint a Hardy-térben, igazolni lehet, hogy bar a multirezolicié szintjei véges
dimenzidsak, de mégis eleget tesznek a strtségi feltételnek. Az n-edik multirezoltcios
szintre vett (P,f, n € N) projekcios operator ebben az esetben is egyben interpolacios
tulajdonsagokkal is rendelkezik, amely nem teljesiil az affin waveletek esetében (3.5.3
alfejezet). Algoritmust lehet itt is adni a wavelet egyiitthatok és P, f kiszamoléaséra, ha
ismert a fiiggvény értéke a megadott mérési halmazon (3.5.4 alfejezet).

A Hardy-téren és a sulyozott Bergman-téren kapott konstrukciok alapjan (|60, 62,
67]) a Nowak, Pap [51] dolgozatban Osszegeztiik a konstrukcio f6bb otletét altalaban
reprodukéld magfiiggvénnyel rendelkezé Hilbert-terekben.

Amint lattuk a 2. fejezetben kapott analitikus wavelet rendszerek specialis polusokkal
rendelkez6 Malquist-Takenaka rendszerek. A 4. fejezetben az egységkoron és félsikon alta-
lanos paraméterekkel rendelkezé Malmquist-Takenaka rendszerek diszkretizaciojaval és a
diszkretizacios pontrendszerek tulajdonsagaival foglalkozunk. Igazoljuk, hogy a diszkreti-
zacioé alapjaul szolgalé pontrendszerek mindkét esetben bizonyos egyensiilyi feltételeknek
tesznek eleget és logaritmikus potencidlok stacionarius pontjai. Ezen eredmények a ko-
vetkez6 cikkekbdl vannak: Pap, Schipp [52, 53, 64], ahol megfogalmaztuk azt a kérdést
is, hogy ezen stacionarius pontok minimumbhelyei lesznek-e a logaritmikus potenciélok-
nak. Specialis esetben pozitiv vilaszt adtunk erre a kérdésre. Az altalanos esetben feltett
kérdésre adott pozitiv valaszt nemrég Gaal, Nagy-Csiha, Révész adtak meg a [27] cikkben.

10
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Az 5. fejezetben néhény eredmény kvaterniokra vett kiterjesztését mutatjuk be. Az
5.2 fejezetben a Pap, Schipp [65] cikk alapjan bevezetjiik a Blaschke-csoport analogonjat a
kvaterniok halmazaban és bemutatjuk a legfontosabb tulajdonségait. Az analitikus fligg-
vények fogalma tobbféle mddon is kiterjeszthetd a kvaterniokra. Ezen kiterjesztések koziil
az un. regularis (slice regular) fiiggvény fogalmat 2006-ban vezette be Gentili, Stoppato,
Struppa [28, 29, 30]). Nagyon sok komplex analitikus fiiggvényekkel kapcsolatos ered-
mény analogonja érvényes ezekre a fliggvényekre is. Az regularis fliggvények terében Pap
a [66] bevezette a Malmquist-Takenaka rendszer altalanositasat. Ez a rendszer egyidében
regularis és zart alakra hozhatd, tovabba rendelkezik a komplex rendszer legfontosabb
tulajdonsagaival. Ezeket az eredményeket az 5.3 fejezetben mutatjuk be.

11
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2. fejezet

Hiperbolikus wavelet transzformalt a
Hardy-téren

2.1. A Blaschke-csoport

Tekintsiik az egységkorlapot és az egységkort: D :={ze C: |z| <1}, T:={zeC:
|z = 1}. A lineéris fiiggvények kompozicioja helyett tekintjik a B := I x T paraméter
tartomanyban a )

z — _
T, (zeC, bz #1)
Blaschke-fiiggvények kompozicidja altal generalt csoportot, az tin. Blaschke-csoportot.

A Blaschke-csoport jelélése (B, o), ahol két elem k6zott a (B,, © Ba,)(2) := B(a;cas)(2)
generalja a miveletet.

A D-n értelmezett pszeudo-hiperbolikus metrika kifejezhets a Blaschke-fliggvényekkel:

B, (2) :=

. |21 - Z2|

p(z1,22) : = Bz (21)] (21,22 € D).

B |]. — 21§2|

Tanulmanyoztuk a Blaschke-csoport reprezentacio altal indukalt hiperbolikus wavelet
transzformaltakat az egységkor Hardy-terén, valamint a stlyozott Bergman-térben. Ezen
reprezentaciok egy kozos formulaval a kovetkezSképpen adhatok meg:

T s LA S S L N
U )) = ( v (1_52)) (i) - memen. e

Ham =1 ¢és f e H*(T), akkor (2.1) a Blaschke-csoportnak a H?*(T) Hardy-térre vett
reprezentacioja.
Ham = a+2és f e A% akkor a fenti a (2.1) formula a Blaschke-csoportnak az A2

)

c stz

12



dc_1842 20

Ertekezésemben a Blaschke-csoport (2.1) reprezentécioi altal generalt voice transzfor-
maltjaival, a

(Vo' F)@™h) = {f, U g), (2.2)

képlettel definialt in. hiperbolikus wavelet taraszformaltjaival kapcsolatos eredményeimet
mutatom be. Kiilonb6z6 esetekben vizsgalom a diszkretizalds kérdését, multirezolicio
analizist és atomos felbontasokat szerkesztek az analitikus fiiggvények altereiben.

2.2. A hiperbolikus wavelet transzformalt a H*(T)-n

2.2.1. Multirezoluacié a H?*(T)-ben

Ebben a szakaszban az m = 1 esetet tekintjiik. Igazoltuk, hogy

R N ) N
(Ug—1 f)(2) := 17 f( _— ) (z=¢"€eT,a=(be") eB), (2.3)

egy unitér reprezentécija a Blaschke-csoportnak a H?(T)-re. Tovabba tanulményoztuk
az altala indukalt hiperbolikus wavelet transzformaélt, a

(VoH)(a™) == {f,Usrg) (f.g€ HX(T)) (2.4)

tulajdonsagait [56, 57].

A 2.2.1 alfejezetben a H?(T) térre vonatkozoan, a [60, 63| cikkemben publikilt, adap-
talt multirezolicios analizis szerkesztését és tulajdonsagait mutatom be.

Tekintsiik a Blaschke-csoport kovetkezd diszkrét részcsoportjat:

2k_2—k
Blz{(rk,l): Tkzm,kEZ}. (25)

Konnyt belatni, hogy (g, 1) o (rp, 1) = (rgan, 1) és p(re, rn) = |rr_n|. Kovetkezésképpen
a (g, k € N) sorozat a [0,1) intervallum egy ekvidisztans felosztésat alkotja a pszeodo-
hiperbolikus metrikdban.

Tekintsiik az egységkorlap kovetkezs diszkrét részhalmazat

- 27l

A={zy=rpe'2, (=0,1,---,2° -1 k=0,1,2,---,00} (2.6)

és rogzitett k € N esetén a k-adik szint legyen az r; sugaru korrél a kdvetkezs pontok
halmaza: s
Ay = {zre = rpe' 2 L€ {0,1,---,2%F — 1} }, (2.7)

13
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Tekintsiik a ¢ = 1 skalazasi fuggvényt és legyen a rezolucio 0-dik szintje: Vo = {cp, ¢ € C}.
A rezoluci6 V,, szintjét a kovetkezé Uj_ A, halmazhoz tartozé lokalizalt és normalizalt
Cauchy-magfiiggvényekkel definidljuk:

B (1- 7’1%) o i(t—22L)y B o 2%k
gpkf(z) - 7T —_N (U((Tk,1)7180>(6 22k )7 k_07 , I, 6_0717 )2 _]-7

(1 — Zpez)
(2.8)
n 22k_1
={f:D—-C, f(2) Z Z Ccrepres cre € C . (2.9)
k=0 =0

A [60] cikkben igazoltam, hogy a {V;, j € N} alterek rendelkeznek az adaptalt multi-
rezoluci6 tulajdonsagaival (MRA):

1. (egymasba agyazottak) V; < Vjq,
2. (siirtiségi feltétel) UV; = H?(T)

(

3. (dilatacié analogonja) Uy, 1)-1(V;) < Viu

4. (bazis létezése) Létezik {tpe, k =0,--+ ,n, £ =10,1,--- ,2% —1} (ortonormalt) bazis
V,-ben.

Az ortonormalt bazis V,,-ben a U}_,A; ponthalmazhoz tartoz6 Malmquist-Takenaka

rendszer ([47], [77]):

12 m—122k_1 2 — 24 -1 ORI
. _V m J ) 2.10
Vme(2) IT11 Ime T (2.10)
(¢t=0,1,---,2°" =1, m=0,1,2,--- ,n).
Igazoltam, hogy Ui, Vj strd az A(D) diszkalgebraban is.

2.2.2. A V,-re vett projekciés operator tulajdonsagai

A 2.2.2 alfejezetben a V,, n-edik multirezolucios szintre vett (P, f, n € N) projekcios
operator tulajdonsagait mutatom be. Ez a projekcios operator olyan interpoléacios tulaj-
donsagokkal is rendelkezik, amelyek nem teljesiilnek az affin waveletek esetében.

Tekintsiik az f € H*(T) fiiggvény V,, multirezolicids szintre vett projekcidjat:

- 5N i) )
k=0 (=0
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2.2.1. Tétel (Pap [60]). Barmely f € H*(T) esetén az f fiigguény V,,-re vett projekcidja
normdban konvergdl f-hez. A P,f(z) — f(z) konvergencia egyenletes az egységkdrlap bdr-
mely kompakt részhalmazdn. Mi tébb, barmely f € H*(T) esetén a P, f egyben interpoldlja
a fligguény analitikus kiterjesztését a korlapon a zp,; = rmei;%, (j=0,---,2m-1, m=
0,---,n) pontokban, azaz P, f(2m;) = f(Zm;)-

Racionélis fliggvények egy osztalyara igaz, hogy P,f a H® norméaban is konvergal
f-hez. (Pap [63]).

2.2.3. Rekonstrukciés algoritmus

A [60] cikkben 1j eljarast vezettem be a P, f egyiitthatoinak kiszamoléasara. Ezeket
az egyiitthatokat, a {bpy = (f,re), £ =0.1,--- .22 —1 k=0,1,--- ,n}, az f fiiggvény
diszkrét hiperbolikus wavelet transzformaltjanak nevezziik. Ha mérni tudjuk az f értékeit
a (Jp_o Ar halmazon, akkor az egyiitthatok pontosan kiszamithatok és P, f is pontosan
felirhat6. Kiindulva a vy, parcialis tortekkel valo felirdsabol és felhasznalva a Cauchy-
formulat az egyiitthatokat a kovetkezSképpen tudjuk meghatarozni:

k—1 22% 1 ¢
{f, Yre) == Z Z Ckfeff(Zk/e/)JrZ%f(ij),
K=0 (=0 =0

ahol a ¢y, cppy meghatérozasét is pontosan megadtuk.

Totik a 78] cikkében HP-beli, illetve diszk-algebra-beli fiiggvények rekonstrukeiojara
adott eljarast, ha ismert ezek értéke egy egységkorlapbeli (2 )ren nem-Blaschke sorozaton.
Megmutatta, hogy léteznek olyan p, ; polinomok, amelyekre 2?21 f(2j)pn; normaban
konvergal f-hez. A p, ; egyiitthato6it azonban nem lehet pontosan meghatarozni f(zj)gen
ismeretében.

Cerejeiras, Chen, Gomes és Hartmann a [8] cikkiikben adott jelek transzferfiiggveé-
nyére adtak tomoritési eljarast a Takenaka-Malmquist rendszer segitségével. Numerikus
eljarasokat vizsgaltak, hogy hol érdemes mérni az fiiggvény értékeit. Az altalam bevezett
(2.6) pontrendszerbdl indultak ki és Matlab 8.5.0(R2015a) szimulacioval jelentsen kisebb
futési id6t értek el és kisebb hibatagot mint Shuang [71].

A [9] cikkben Cerejeiras, Kihler és Legatiuk az R4 egységgombjén monogén fiiggvé-
nyek halmazaban konstrualt interpoléaciés operatort felhasznalva a tér reprodukalé mag-
fliggvényét és egy interpolalé pontrendszert, amely rendelkezik bizonyos egyenletesen sze-
paralhatosagi tulajdonsédggal. Magasabb dimenzidéban ilyen pontrendszer szerkesztése sok-
kal nehezebb feladat. Megjegyezték, hogy a komplex sitkban példa egy ilyen pontrendszerre
az altalam [60]-ben bevezett (2.6) halmaz.
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2.2.4. A hiperbolikus wavelet rendszer diszkrét ortogonalitasa

A 2.2.4 alfejezetben igazoljuk, hogy a szerkesztett hiperbolikus wavelet rendszer diszk-
rét ortogonalis tulajdonsaggal is rendelkezik. Ez a tulajdonsag nem jellemzi az affin-
waveleteket.

2.3. Multirezolicié a H*(C,)-ben

A 2.3 fejezetben megmutatjuk, hogy az el6z6 konstrukciot hogyan lehet atvinni a felsé
félsikon vett Hardy-térre (Feichtinger, Pap [20]). Mivel a felsg félsikon vett Hardy-tér
hatarfiiggvényei adjak a H?(R) teret, igy itt is egy adaptélt multirezolticiot generaltunk.
Ez a wavelet konstrukcioé kapcsolodik a Meyer altal megfogalmazott probléméhoz.

2.3.1. Attérés a felss félsikra
Tekintsiik a felss félsik Hardy-terét:

H2(C,) — {h e A(C,) : sup UR iz +iy) do sy > 0} < oo} |

Ha f e H*(C,), akkor majdnem mindeniitt létezik az f nem-tangencialis hatarfiiggvénye.
A hatérfiiggvények halmaza a H*(R) = {f € L*(R), supf < [0, +0)} teret adja.
A C, fels6 félsik a Cayley-transzforméacioval kélesondsen egyértelmien képezhets le

az D egségkorlapra:
1 —w

Clw) = T weCy. (2.12)

A H*(D) és H?(C, ) kozotti izomorfizmust a kévetkezéképpen definialjuk: f e H*(ID),
1 1

Tf:=— (fo0). (2.13)

Vrw+i

2.3.2. A multirezoliciot generaldé ponthalmaz a felsé félsikban

Induljunk ki az el6z8 konstrukcional bevezetett (2.6) ponthalmazbol
A={z=meB, 0=01,-,2% 1 k=012, 00}

Ak = {zkgzrkei;i’f, (e {0,1, ,22k—1}}.

Tekintsiik ezen pontok inverz Cayley-transzformaltjat: C~1(z) = Z;;
27 sin % ) 1-— 7",%

are = C ™ (z10) =

7 = Qg + 10k 2.14
1—2rpcos 2t +r2 11— 2rycos 2 + r? ’ (2.14)

16
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By, = {ags, L€ {0,1,---,22" —1}}, (2.15)
B={a, (=0,1,---,22* -1 k=0,1,2,---,00}. (2.16)
A B ponthalmaz a felsg félsikon lesz, a By, pontjai pedig (0, 7) kozéppontia Ry = 12%1’3
k

sugart koron helyezkednek el. A B a fels6 félsikon nem- Blaschke halmaz, azaz:

oo 22k—1 oo 22k—1 00
616@ - Tk; 22k

= —_— = 0. 2.17
;};} 1+ |age|? Z;);) 1+r ]§22k+2—2k (2.17)

2.3.3. A H*(C,) térben bevezetett multirezoltci6

A B altal indukalt adaptalt multirezolicié a H*(C,)-ben a kovetkezs tulajdonsagok-
nak tesz eleget:

Definici6 A H?*(C,)-ben a {V/, j € N} alterek multirezolaciot alkotnak, ha:

1. (egymdsban agyazottak) Vj < V/ 4,

2. (stirtiségi feltétel) UV = HQ(C+),

3. (dilatacié analogonja) (TU, n—T "1V, < V)4,

4. (bézis) létezik ¥, , (ortonormalt) bazis V. -ben.

A multirezolicié szintjeit a fels§ félsik Cauchy-féle reprodukilé magfiiggvényének a
B halmazon vett lokalizélciojaval generaljuk. Legyen ¢ = m, Vy = {co, c € C}.
Tekintsiik a multirezolicié n-dik szintjét generald a Uj_; By halmazhoz tartozo lokalizalt
Cauchy-magfiiggvényeket

Bre 1
T Z— Gy

Pre(2) =
és legyen az n-edik rezoltcioés szint:
n 2%F-1
={f:D—C, f(2) =D > crebrs, cecC}.
k=0 £=0

V" rezolicios szinten az ortogonélis wavelet bazis a U}l_,Bj paraméter halmazhoz tartozo
Malmgqiust -Takenaka rendszer lesz, amelynek tagjait a kovetkezs képlet adja:

m12k1 -1
vt - ST ] e [
ml -
T 2= Oml i g z—akjloz—a [

(m=0,1,---,n, £=0,1,---,2*™ —1).

17
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Bar a multirezolici6 szintjei véges dimenziosak, mégis a (2.17) tulajdonsag implikalja,
hogy a stirtiségi feltétel teljesiil, azaz:

| vz = B(C)y).

neN

A dilatacié analogonja ebben az esetben a kovetkezd lesz:

TU(Tl’l)flT_IVA - VT:-‘rl

2.3.4. A multirezolicié n-edik szintjére vett projekcidés operator
tulajdonsagai

Tekintsiik az f € H?(C,) fiiggvény V/-re vett projekciojat:

= Z 2 o W) Vke(2).

2.3.1. Tétel (Feichtinger, Pap [20]). Bdrmely f € H*(C,) esetén P! f interpoldl az
Umj (j=0,---,22" =1, m=0,---,n).
pontokban, azaz
Pl f(am;) = flam;) (G =0,..,2°" =1, m=0,..,n).

A {Up, £ =0,1,---,22 — 1 k = 0,--- ,n} wavelet rendszer szerinti egyiitthatok
meghatarozasara és a P f felirdsara hasonlo algoritmus adhaté meg mint az egységkorlap
esetében (Pap, Feichtinger [20]). Eisner, Pap [15] igazolta, hogy ez a wavelet rendszer is
diszkrét ortogonalis ([16]).

Nemrég Coifman és Peyriére [12]| hasonld szellemben vizsgaltak a Hardy-tér invarians
altereiben explicit wavelet béazis szerkesztését, a Malmquist-Takenaka rendszer kiilonb6z6
altalanositésaival valé kapcsolatukat. Megmutattak, hogy létezik tn. "multiscale analy-
sis" a H?(R)-ben és minden szintén van egy fiiggvény, amelynek transzlatéltjai ortonor-
malt bazist generalnak. A kiilénbség az el6z6 konstrukcidhoz képest az, hogy egy masik
diszkretizacios pontrendszert hasznalnak, amelyre nézve a bizonyitasok kozelebb vannak
az affin wavelet formalizmushoz.
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2.4. A hiperbolikus wavelet transzformalt és a Zernike
polinomok kozti kapcsolat. Alkalmazasok.

2.4.1. A Zernike-polinomok

A Zernike-polinomok olyan egységkorlapon értelmezett kétvaltozés polinomok, ame-
lyek ortogonalisak a korlap teriilet mértéke altal indukalt skalarszorzatra nézve és rotacio
invariansak [84]. Polarkoordinatakkal kifejezve a komplex Zenike-polinomok a

Z(p,0) == \2n + [(| + LR}y, (p)e™, (€ Z, neN (2.18)

alakban irhatoak, ahol Rlé|

0/ +2n(P) a radialis rész kifejezhetd a Jacobi-polinomokkal

l
Riyl 0, (p) = PP (207 — 1),

2.4.2. A reprezentacié matrix elemei

Az U, (2. 3) reprezentacio {e, : n € N} trigonometrikus bazis szerinti méatrixéanak ele-
meit a vy, (a7t := (e, Uy-16, ) formulaval definialjuk. Igazoltuk, hogy ezek kifejezhetsek
a Zernike-fiiggvények segltsegevel. A [57] cikkben igazoltuk, hogy ha a = (re'?, e¥), akkor

oma(a™) = AL pynglnl ()
Vmanl min{nm)

A reprezentécio tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy altalaban a méatrix elemeire érvényes a
kovetkezs addicios formula:

Umn (a1 © ag) = qumk(al)vlm(ag) (a1, a9 € B).

Innen megkapjuk a Zernike-fliggvényekre vonatkozé addicios formulat (Pap, Schipp [57]):

V1—r? o~ i(m+1/2)¢ ln—ml|
Vi m D)1 =) (1 —13) mintmon)
Z (—1)ke—ilm+1/2)n o=ilk+1/2)uz
= /(m+k+1)(n+k+1)
ahol a; := (r;e"¥i e™i), j € {1,2} and a := (re",e™) = a; o ay.
Locsi és Schipp a Zernike fiiggvényekbdl kiindulva, a Poincare vagy a Cayley-Klein mo-
dellben a kongruenciak segitségével, egy még altalanosabb ortonormalt rendszert vezettek

be az egységkorben, az tn. racionélis Zernike fiiggvényeket és vizsgaltak ezek tulajdonsa-
gait [45]. A konstrukcioban hasznaltak az U, (2.3) reprezentacié tulajdonsagait.

(r,p) =

[k—m|

Zmzn{m k} (7"1, gOl)ZT‘mn{]L n} (T27 902)7
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2.4.3. A Zernike-fliiggvények diszkrét ortogonalitasa

Tekintsiik az f hullam front (wave front) Zernike-fiiggvények szerinti sorfejtésének az
egyiitthatoit: A,, = %S(Q)ﬂ Sé f(p, ) ZL(p, &) pdpdg. Az egyiitthatok approximalasara kii-
16nb6z6 mérési eljarasokat javasoltak. Ezzel kapcsolatosan meriilt fel a Zernike-fiiggvények
diszkrét ortogonalitasanak kérdése példaul a Wyant, Creath [80] munkéaiban. A 2.4.3 alfe-
jezet a Zernike-fiiggvények diszkrét ortogonalitasara vonatkozé eredményeket tartalmazza
(Pap, Schipp [55]).

Tekintsiik a 2/N-nél kisebb fokszému Zernike-polinomok halmazat:

{Z8(p,0) = \/2n + [(| + LRyl (p)e™, Le Z neN, |(| +2n < 2N}.

Ez a halmaz N (2N + 1) szamu linearisan fiiggetlen fiiggvényt tartalmaz. Tekintsiik a Py,
N-edfokii Legendre-polinom AN € (—1,1),k € {1,..., N} gyokeit, és j = 1,..., N értékeire
tekintsiik a gyokokhoz tartozo Lagrange-féle interpolacio alap polinomjait:

) = (= AN)(z = A ) (@ = Ao (= A)
ST N AT S AN O N (W AN

j+1

Tekintsiik az ezeknek megfelels Cristoffel-szamokat:
1
AY = f N (x)dr, (1<k<N).
—1

A diszkrét ortogonalitas igazolasahoz a Py, N-edfoku Legendre-polinom gyokei segit-
ségével vezessiik be a kovetkez§ szamokat:

[T+ MY —
pévzz +2 k  k=1N.

Tekintsiik az egységkorlapban a kovetkezd polarkoordinatakkal adott ponthalmazt:

o) S S
X = {zjkzz (pff,m”jl), k=TN, j=0,4N}. (2.19)

Minden ponthoz rendeljiink egy neki megfelels sulyt:

A

v(z) = SAN 1)

Az X ponthalmazon tekintjiik a kovetkezd diszkrét integralt:

' N 4N N 271_] A;]j
Lf(p,cb)dwv .=22f<pk,4N+1) SN T 1) (2:20)
k=17=0
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2.4.1. Tétel (Pap, Schipp [55]). A 2N-nél kisebb fokszami Zernike-polinomok diszkrét
ortogondlisak a (2.20) dltal indukdlt diszkrét skaldrszorzatra nézve, azaz

f Z:ln(pv (15)277{}/(07 ¢)dVN = 6nn’5mm’7
X

ifn+n +|m|<2N —1n+n"+|m/|<2N -1, n,n" eN, m,m' € Z.
A Banach-Steinhaus tétel alkalmazasaval igazolhato a kovetkezd eredmény:

2.4.2. Tétel (Pap, Schipp [55|). Bdrmely zdrt kérlapon folytonos (f € C(D)) fiigguény

esetén,
1 2w 1
dn [ g == [ [ (0. 0)pdpdo,
—0Jx m™Jo Jo

Ez a tétel azt jelenti, hogy a (0,0)— indexd diszkrét Zernike-egyiitthato hatarértéke
egyenls a (0,0) indext folytonos Zernike-egyiitthatoval. Hasonloan igazolhato, hogy al-
talaban a diszkrét Zernike-egyiitthatoé hatarértéke egyenlé a megfelelé indext folytonos
Zernike-egyiitthatoval. Ez az elméleti eredmény képezi az alapjat az altalunk javasolt
eljarasnak a Zernike-egyiitthatok approximélasara vonatkozoan.

2.4.4. Zernike-egyiitthatok, alkalmazasok

A szaruhartya feliiletet tigy képzeljiik el, mint az egységkoron értelmezett g(x,y) fige-
vény grafikus képét. Ez felirthaté a polarkoordinatak segitségével is, z = pcoso, y =
pcos ¢, ahol p € [0,1] és ¢ € [0,20], G(p,p) = g(pcos ¢, pcos @).

A 2.4.2 Tétel alapjan a folytonos mértékre vett Zernike-egyiitthatokat a megfeleld
diszkrét Zernike hatarértékeként kapjuk, ha N — co.

Ha a G(p, ¢) helyett 2N-nél kisebb fokszamu Zernike-polinomok lineéris kombinaciojat
a

TN(p, ¢) = Z Amnzgl(pv ¢)7

2n+|m|<2N -1

tekintjiik, akkor a diszkrét ortogonalitas alapjan A,,, egyenls a megfelel§ indexti diszkrét
Zernike-egyiitthatoval:

f f Tn(p, &) 20 (0 §)pldpldd = A, = LTN@’,cb’)Zmp',qb')va(p',«b').

Ez azt jelenti, hogy az X halmazon vett mérések alapjan a T pontosan rekonstrualhato:

o) = | TWhd) X ZE DN 0l 6,

2n+|m|<2N—1
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Navarro és Arines [50] harom kiilénb6z6 diszkrét mérési ponthalmazon (koztik a
(2.19)-n is) vizsgalta és Osszehasonlitotta a mérések eredménye alapjan a szaruhértya
hibéira kapott eredményeket. Ezek alapjan megfogalmazték, hogy a mérési ponthalmaz
valasztasa nagy mértékben befolyasolja a rekonstrukci6 pontossagat. A (2.19) halma-
zon kapott mérési eredmények nagyon jo kozelitést adnak a gyakorlatban is. Egyediili
hétranya az, hogy tobb ponton kell mérni, mind ahany Zernike-fliggvényt hasznalunk az
approximalasban (oversampling).

Carnicer és Godes [6] vizsgalta az interpolacié kérdését minimélis szamu, tn. krtikus
mérési pontokon (critical sampling). Meghataroztak az altalunk javasolt (2.19) méré-
si pontokra is a Lebesque-konstanst. Ahogy a mi esetiinkben is van, a tobb mérési pont
(oversampling) csokkenti a Lebesque-konstans értékét, de noveli a miiveletigényt. A (2.19)
mérési pontok elénye viszont a Zernike-fliggvények ezekre vonatkozé diszkrét ortogonali-
tasa és ez alapjan a Zernike-egyiitthatokra adott explicit approximécios formula.

Shi, Sui, Liu, Peng, és Yang [70] vizsgaltak a (2.19) halmazon a diszkrét ortogonalis
Zernike-fiiggvények perturbacié analizisét (perturbation analysis). Tovabb folytattak a
mi eredményiinket, vizsgalva az altalunk javasolt ideéalis mérési pontokhoz viszonyitott
nagyon kozel es6 mérési pontokon a perturbécié analizist. Megmutattak, hogy még igy is
nagyon pontos rekonstrukcioét kapunk a hullamfronta.

Gray [31] megvizsgalta a forgdsonként nem szimmetrikus optikai képalkot6 rendszerek
aberracios fiiggvényeinek térfiiggését. Ehhez neki a komplex Zernike-fiiggvények valos és
képzetes részére, az un valos Zernike-fiiggvényekre volt sziiksége. Az altalunk [55]-ben
igazolt diszkrét ortogonalitdas a komplex Zernike-fiiggvényekre vonatkozott. Ezért a [31]
dolgozat III. Appendixében levezeti a valos Zernike-fiiggvények diszkrét ortogonalitésat
és ezeket alkalmazza a vizsgalataiban.

Kaye, Personen [39] 4j MRI eszkozoket fejlesztett ki a fokuszpont megjelenitéséhez
és az ultrahang adaptiv fokuszélasahoz. Ebben a munkdban bemutatja, hogyan lehet
az optikdban aktivan hasznalt Zernike polinomok hasznalataval névelni a az MR-ARFT-
alapi adaptiv fokuszalas hatékonysagat, ezaltal alkalmasabb technika kidolgozasét a klini-
kai alkalmazasokhoz. Nem iterativ adaptiv fokuszald algoritmust szerkesztenek Zernike-
polinomok alapjan. A diszkrét Zernike-polinomokat a Matlab Zernike alkalmazasaval
szamoltak (zernfun.m) (Fricker P., MATLAB Koézponti Fajlcsere, 2005) Az 1j adaptiv
algoritmus szerkesztésében figyelembe vették az altalunk javasolt (2.20) diszkrét minta-
vételt.
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3. fejezet

Hiperbolikus wavelet transzformalt,
atomos és multirezolicios felbontasok a
sulyozott Bergman-terekben

A 3. fejezet a Blaschke-csoport A% (a = 0) stlyozott Bergman-térre vett reprezenta-
cioja altal generalt hiperbolikus wavelet transzformalttal kapcsolatos legfontosabb ered-
ményeket tartalmazza.

3.1. A Blaschke-csoport A2 stlyozott Bergman-térre vett
reprezentacidja

A Blaschke-csoport A2 siilyozott Bergman-térre vett reprezentaciojanak vizsgalatat a
[59], [58] dolgozatokban kezdtiik el. A reprezentaci6 explicit alakja a kovetkezd:

a i (1_‘b|2)%2 o z—b a = (b ) e
Uz )(2) = e w(l_gz)mf( I) @-enen. G

A (3.1) reprezentécio tulajdonsagainak vizsgélatat Pap a [59] cikkben kezdte el.

3.1.1. Tétel (Pap [59]). Tetszdleges o = 0 esetén a (3.1) formuldval megadott U (a € B)
a B Blaschke-csoport A2 silyozott Bergman-térre vett unitér reprezentdcidja.

Az o € N értékeire a [59] cikkben kiszamoltam a (3.1) reprezentacio elemit. Ezek
kifejezhetSk a Jacobi-polinomok segitségével.

3.1.2. Tétel (Pap |59]). Az U, (a € B) reprezentdcid irreducibilis a A2, (o = 0) silyozott
Bergman térben.
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3.2. Az U} altal indukalt hiperbolikus wavelet transzfor-
malt tulajdonsagai

Tekintsiik az (3.1) altal indukalt hiperbolikus wavelet transzformalt értékét az a~'-ben,
aleB, (a=(be?)eB, fpe A2):

(Vo) a™) = (Vo) (=be, &) 1= {f, U1 g)a (3-2)

A 3.1.1 Tétel és a 3.1.2 Tétel alapjan a reprezentacié unitér és irreducibilis. Ezek alap-
jan a voice-transzformaltakra vonatkozo altalanos eredményekbdl kovetkezik, hogy érveé-
nyes a Plancherel-formula analogonja a (3.2) altal definialt hiperbolikus wavelet transz-
formaltra ([38, 69]). Jeloljiik a megengedett elemek halmazat (A2)* = {g € A2 : (V,g) €
L?(B)}-vel.

3.2.1. Tétel (Pap [59]). Ha (A%)* a megengedett elemek halmaza, akkor létezik eqy pozitiv
szimmetrikus bilinedris B : (A2)* x (A2)* — R leképzés, 1igy hogy

(Vo f1, Vi fo] = Blp1, p2){f1, fo)a  (f1s f2 € A2, pr,pa € (A2)"), (3.3)
ahol

[F,G] := JBF(@)G(@) dm(a)

dm(a) a B csoport Haar-mértéke.

A Bergman-térben, o = 0 értékére, Pap, Schipp a [58| cikkben adott egy direkt bizo-
nyitast erre a tételre. Igazoltdk, hogy barmely p a Bergman térbél megengedett elem és
meghatarozték a bilinearis fiiggvényt is ebben az esetben:

[V £, Voagl = 4mlpr, p2) {f. 90 (f.g. 1, p2 € AZ(D)).
Az el6z6 tétel alapjan (lasd [69], [38]) kovetkezik, hogy:

3.2.2. Tétel (Pap [59]). Az UY (a € B) reprezentdcio dltal generdlt (3.2) hiperbolikus
wavelet transzformdlt injektiv az A% -n.

A V,f folytonos korlatos fiiggvény a B-n. A 3.2.1 Tételbdl kévetkezik, hogy a = 0
esetén barmely fiiggvény A2-bol megengedett. Mi tobb, ha f,g € A2, gy hogy g # 0 és
B(g,g) = |Cg|? = 1, akkor érvényes a kovetkezd reprodukeios képlet:

Vof =Vof +Vyg, ie, Vof(y™') = L%f(w_l)vgg(x oy~ )dm(z). (3.4)

A (3.4) konvoluicios operator diszkretizalasaval lehet atomos felbontast generalni az tn.
coorbit-terekben.
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3.3. Ortogonalis racionalis waveletek szerkesztése a su-
lyozott Bergman-térben

Ha a > 0,m = a + 2 € N, akkor eljarast adunk ortogonalis racionalis waveletek
szerkesztésére a stlyozott Bergman térben, és megmutatjuk, hogy a stlyozott Bergman
projekcios operator kifejezhetd ezek segitségével [58, 59|. Legyen

I'(n+m)

(80)(z) = 20(2) (0 € A2), Gunlz) = 4| S pem

(Ua—15n90> (Z)

(az (be) e B,me N,m > 2, goeAi,neN.).

Ha az anyawavelet ¢ = 1 € A% akkor az éltala generalt racionélis wavelet rendszer:

unlz) = L(n+m)[e(1—[p*)]> (e(z — b)>n7 neN.

n!l'(m) (1 —bz)m 1—bz

A reprezentacié unitér voltabol kovetkezik, hogy barmely a € B esetén igy egy ortonormalt
rendszert generaltunk. Ha a = e = (0,1) € B a csoport egységeleme, akkor visszakapjuk
a A% tér kozismert ortonormalt rendszerét:

['(n+m)

n N.
all(m) ~ 0 "°

n(2) = ‘Pe,n(z) =

3.3.1. Tétel (Pap [59]). Barmely ze D, ae B ésm = a+2 > 2,a € N esetén a sulyozott
Bergman projekcids operdtor P, : L*(D,dA,) — A% a kévetkezd alakban irhato:

Pof(z) = Z Vsonf(a_l)@a,n(z) (aeB).

Kovetkezmény: Barmely a € B, m = a + 2, € N esetén a

an(z) = L(n +m) [e(1 —[b*)]= (e(z —b

) n
WTm) (1 o) 1_52) , (2eD,neN)

fiiggvények a A2 térben ortonormélt bazist alkotnak.
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3.4. A sulyozott Bergman-téren bevezett hiperbolikus
wavelet transzformalt és a coorbit elmélet kapcso-
lata

Feichtinger és Grochenig a négyzetesen integralhato és integralhato reprezentaciok al-
tal generélt voice transzformaltak diszkretizacidjara vonatkozoan bevezetett egy egységes
megkozelitést, amellyel a transzformalt dltal generalt Banach-terek tag osztalyaban, az tn.
coorbit terekben lehet atomos felbontésokat adni (Fiechtinger, Grochenig [17, 19, 18, 35]).

A 3.4 fejezet az A? silyozott Bergman-téren vett hiperbolikus wavelet transzformalt
diszkretizaciojaval foglalkozik. Az « paraméter értékétsl fiiggen kiilonbo6z6 technikékat
kell alkalmazni. El6szor bemutatjuk a Feichtinger, Grochenig altal bevezetett altalanos
technikat, amelyet négyzetesen integralhato és integralhato reprezentéaciok altal indukalt
voice-transzformaltak diszkretizaciojara alkalmaztak.

3.4.1. Az egység egyenletes korlatos felosztasa a Blaschke-csoportban

A (3.4) konvoltcios operator diszkretizalasaval lehet atomos felbontast generalni az
un. coorbit terekben. Ehhez sziikséges az tn. "bounded uniform partition of unity"
egység egyenletes korlatos felosztasanak (BUPU) szerkesztése.

3.4.1. Lemma (Pap [61]). Legyenr >0 és Q = Q1 x T, ahol Q1 = {z € D : |z| < tanhr}.
Létezik eqy x,, = (b,,—1) € B sorozat amely jobbrol Q-siri a Blaschke csoportban (azaz
U Qz,, = B) és jobbrol V -szepardlhato (azazVx,nV i, = &,n # m), és ehez a sorozathoz
létezik eqy jobb-BUPU.

Példa jobb-BUPU-ra A [86] 63 oldalan a Lemma 2.28 alapjan van olyan Dy Borel hal-
maz, amelyre igazak a kovetkez6 tulajdonsagok: D(by, ) © Dy < D(by,7),
D Dy =, D =Dy

Ekkor teljesiil a kévetkez: B,,—1)({z € D : |2| < tanh §}) € Dy < By, —n({z e D:
|z| < tanhr}). Tekintsiik a Dy x T halmazok karakterisztikus fiiggvényeit: ¥, = Xp, xT-
A U = {¢p}reny jobb-BUPU, amelyet a @) general. Valoban, barmely ¢ € N esetén,

0 < i) < 1, suppeyy = Quy, 2, ¢hi(x) = 1, v € B, sup,p#{i € N: z € Qu;} <
oo for any ' < B kompakt.

3.4.2. Az U reprezentacio6 altal indukalt hiperbolikus wavelet transz-
formalt integralhatosaga

A hyperbolikus wavelet-transzformalt integralhat6, ha van olyan g € A2, g # 0, amely-
re igaz a kovetkezs: §; [Vyg(a™")|dm(a) < .
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3.4.2. Tétel (Pap [61]). Ha o > 0, akkor teljesiil az integrdlhatdosdgi feltétel, azaz van
olyan g € A%, g # 0 amelyre igaz a kivetkezd:

| gt pdm(@ < .
Az integralhatosagi feltételnek eleget tesz példaul a g = 1 € A2.

Tekintsiik az analitikus fliggvények minimalis Mobius invarians alterét ([2], [3]). Ezt
a halmazt Bi-gyel jeloljiik, és a halmazhoz tartozo g fiiggvények elGallithatok a kdvetkezd

alakban:
o0 ) o0
2_] 1_b bl Z]O|Aj|<oo- (3.5)

Ha 1 <pés —1 < «, akkor B; részhalmaza A?-nak.

3.4.3. Tétel (Pap [61]). Ha o > 0, akkor g € By eleget tesz az integrdlhatdsdgi feltételnek,
azaz By részhalmaza A'-nek.

Innen tovabb legyen g a By u {1} halmaz eleme. Lesziikitjiik a hiperbolikus wavelet-
transzformélt értelmezési halmazat az a = (b, 1) € B alakd elemekre. Megmutatjuk, hogy
a V, f nemcsak a A2-beli f fiiggvényekre értelmezett, hanem a paraméterekre tett bizonyos
kikGtések mellett jol értelmezett akkor is, ha f e Aj.

A kovetkezd tétel a legegyszertibb Banach-térrél ad informaciot, ahol atomos felbontast
lehet adni a Feichtinger-Grochenig technikaval. Ezt a kdvetkezSképpen definialjuk:

H' = {fe A2 V,fe L'(B)}. (3.6)

3.4.4. Tétel (Pap [61]). Legyen g€ Byu{l}, a >0, p=1ésp > max{ﬁH, 4225}. Ak-

kor bdrmely f € Ag estén V, f integrdlhatd, azaz V,f € L'(B). Innen azonnal kivetkezik
a=0p>0,p>2+ é esetére, a AP = H' bennfoglalds.

3.4.3. Uj atomos felbontasok a stilyozott Bergman-terekben

3.4.5. Tétel (Pap [61]). Bdarmely g € A', g # 0, |Cg|| = 1 esetén létezik csak g-tdl
fiiggden a Blaschke csoport eqységelemének eqy () kornyezete és eqy C; > 0 konstans,
gy hogy barmely jobbrol Q-siri (x;)ien elemekre a Blaschke-csoportbol tetszbleges f € H?
elddllithato a kévetkezd atomos felbontds seqgitségével:

Z Ai( _1g ) az egyitthatdkra teljesiil a Z Al < Cy far- (3.7)

A fenti sor H-ben abszolit konvergens. Az egyiitthatok linedrisan figgenek f-tél: \; =
$p 75 (Vo f(y="))ily)dA(y).
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Az €l6z6 eredmények értelmében, ha f € H!, akkor minden g € B; U {1} egy U g
alakt atomos felbontéast general. Ha a g = 1, akkor innen a komplex technikakkal kapzott
atomos felbontéshoz hasonlé ereményt kapjuk vissza (lasd paldaul [86], 69 o.). Az a
kiilonbség, hogy az egyiitthatokra itt ¢* feltétel teljesiil és a konvergenciat H! normaban
értjiik a AP norma helyett. A komplex technikakkal kapott atomos felbontasban az f e Ag
fliggvényre vonatkozéd atomok

(L — Ji)"

(1—-72)"
alaktak. A Feichtinger-Grochenig technikaval azt kapjuk, hogy az f € AP fiiggvény esetén
nemcsak a g = 1 general atomos felbontést, hanem barmely g € By is, az atomok pedig
U™.g. alakiak.

xT

3.5. Multirezolicioé a silyozott Bergman-terekben

Az el6z6 feltételekbdl latszik, hogy a Feichtinger-Grochenig modszer alkalmazasahoz
sziikséges integralhatosagi feltétel nem minden esetben teljesiil. Igazoltam, hogy ezek-
ben az esetekben, hasonléan mint az egység kor Hardy-terében, adaptéalt multirezolicios
analizis szerkeszthets (Pap [62, 67]). Ezeket az eredményeket a 3.5. fejezetben mutatom
be. Elgszor az eredményeket a Bergman-térre vonatkozoan publikiltam (Pap [62]), majd
kés6bb kiterjesztettem a silyozott Bergman-terekre is (Pap[67]).

3.5.1. A Blaschke-csoport diszkrét mérési (sampling) részhalmaza

A konstrukcidhoz elGszor a Blaschke-csoport olyan diszkrét részhalmazat kell tekinteni,
amely rendelkezik a mérési pontok (sampling set) tulajdonsdgaval. Ilyen ponthalmaz
szerkesztése altalaban nem konnyt feladat. Ha a sulyozott Bergman tér magfiiggvényét
lokalizaljuk egy mérési ponthalmazon, akkor ezaltal framet generalunk. Ezek segitségével
fogjuk majd bevezetni a multirezoltucid szintjeit.

Legyen 0 < p < 0. AT = {z : k € N} ponthalmaz az egységkérben mérési pont-
halmaz (sampling set) az AP térben, ha létezik két A és B pozitiv konstans, tgy hogy
AlfIP < D0 1 Ge)P(L— |z *)* T < B||f||P, f € A2.Hap = 2, akkor a fenti egyenl6t-
lenség kifejezhets a mérési pontokon lokalizalt és normalizalt reprodukalé magfiigvények
segitségével
(1 — |z

ka(z) = Ka(Z,Zk)/”Ka(Z,Zk)H = (1 _Z—kz)a+2 :

A {¢r(2), k € N} egy frame rendszer az A%-ban, akkor és csak akkor, ha I' = {z; : k € N}
mérési ponthalmaz (sampling set) A2-ban.
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Tekintsiik a Blaschke-csoport a > 1 paramétertdl fiiggs diszkrét részcsoportjat:

ab —a=F
Bs=<(rg,1): g = ——, keZy. 3.8
o= { s = S ke (35)
A (B3, 0) részcsoportja (B, o)-nek, és a részcsoport miiveletére a kovetkezd tulajdonsag
igaz (rg,1) o (rp,1) = (rgtn,1). Az (ry, k € N) sorozat tagjai a [0,1) intervallumot a
pszeudo-hiperbolikus metrikaban egyenld koziien osztja fel.

Legyen N(a,0) := 1, N(a, k), k = 1, egy névekvs természetes szamsorozat és tekintsiik
a kovetkez6 ponthalmazt az egységkorlapon: zy := 0,

274

A={zgp=me'~, £=0,1,...N(a, k) —1, k=0,1,2,...}. (3.9)
Rogzitett k € N esetén legyen
A = {20 = mee ¥R 00,1, ..., N(a, k) — 1} }. (3.10)

3.5.1. Tétel (Pap [67]). Legyen a > 1, 0 < b < © és (N(a, k) = a®*bk > 1). Ugy
vdlasszuk meg az a,b értékét, hogy N(a,k) € N. Ezen értékeknek megfelelden tekintsiik a
(3.9) dltal definialt A ponthalmazt. Legyen K := 1+ (GRS %7?2. Ha /1 —-1/K <

4
1

1 I »_
e akkor A egy mérési halmaz AP -ban.
+ T

Megjegyzések

1. A szamitasok szempontjabol a legegyszertibb, ha p = 2, = 0, a = 2-t valasztunk.
Ennek megfelelsen N (2,k) = 2278k > 1, B egy természetes szam. A legkisebb érték a
B = 3 teljesiti a fenti tétel feltételeit. Ha a = /2, akkor Ny(v/2, k) = 28+2 egy alkalmas
valasztas, hogy a mérési pontokat kapjunk.

2. Ha p = 2, > —1 ahoz hogy A mérési ponthalmaz legyen A%-ben gy kell megva-

lasztanunk a-t és N(a, k) = a*b-t, hogy (afj_ly - %ﬁ < \/o}7+1 Innen tovabb feltessziik,

hogy ez a feltétel teljesiil, és ezen feltétel mellett generalunk multirezoliciot A2-ben.

3.5.2. Multirezolici6 az A? stlyozott Bergman-térben

Ha a 3.5.1 Tétel feltételei teljesiilnek a (3.9) 4ltal definialt A mérési halmaz lesz A%-
ben. Az A pontjaiban lokalizalt és normalizélt silyozott Bergman reprodukalé magfiigg-
vények

(-
@kf(2>:<_ﬁa ()00021’]{20,1,"',62071,"']\[(@,]{)—1
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frame rendszert alkotnak A2-ban. Ez a frame rendszer egyetlen fiiggvénybdél kiindulva a
Blaschke-csoport reprezentacioja altal generalhato:

ore(2) = (Uékz,nfl%@oo)(z),

a poo = 1 fliggvény segitségével. A Vy := {cppo, ¢ € C} a multirezolucié 0-dik szintje. A
multirezolicié n-edik szintje

n N(ak)—1
V, = {f :D—>C, f(2) = 2 Z Crepre, cre € C } (3.11)

e VpcVicVyc ... V, < ... A2,
i UneNVn:Ai'

e Haa =2és N(2,k) = 2%b,b € N teljesiti a kovetkezs feltételt 0 < b < oo, (2 —
27124725 < A1 akkor f € V, implikdlja, hogy Ug | 1 f € Voy1. Bz a dilatécio
analogonja.

Mig a Hardy téren zéart alakban meg tudtuk adni a Gram-Schmidt ortogonalizacio
eredményét (a spcialisan lokalizalt polusa Malmquist-Takenaka rendszert), addig ebben
az esetben nem ismert ennek a zart explicit alakja. Egy algoritmust lehet adni a rendszer
fliggvényeinek generalasara. Ennek leirdasa érdekében ujraindexeljiik az A halmaz eleme-
it. Legyen a; = zg0,a2 = 210,a3 = 211, " yAN(2,1)+1 = ZIN(2,1)—1; """ ,Qm = Zke " - k=
0,1,....0 = 0,1,..., N(2,k) — 1, és jeloljik K,(z,zk) = W = K(z,a,,). Zhu
eredménye alapjan az ortogonalizacié eredménye kapcsolatos az afterek reprodukald mag-
fuggvényeivel és az tn. kontraktiv zérusosztokkal [85]. Tekintsiik az A, = {a1,az, - an}
halmazt, Hs, a A% tér azon részhalmaza, amelyek az A, halmazon nulla értéket vesz-
nek fel. A Hy, az A2 zart altere, jeloljiik a reprodukalé magfiiggvényét K4 -val. Ez a
reprodukald magfiiggvény eleget tesz a kovetkezd rekurzionak:

Ka,, (Z, @m+1)KAm (aerla w)

K =K - =0, 3.12
Am+1 (Z’w) Am(sz) KAm (am+17am+1) , T ( )
K K, ( ) L
=Ku(z,041) = ————.
A ! (1 —a@z)?te
A Gram-Schmidt ortogonalizacié eredménye az alabbi lesz:
KOé<Z’a’1) KA1(Zva2) - KAnhl(Zva’m) (313>

\/Ka(ahal)’ \/KAl(GQaaQ)? ' \/KAm—l<am7am)’ o
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Ez lesz az ortogonélis hiperbolikus wavelet rendszer a silyozott Bergman-térben. A zp, =
a,, elemnek megfelel§ fiiggvényt jeloljiik

. KAm,—l (27 am)
\/KAm71 (am7 am) '

Hedenmalm [37] igazolta, hogy ez a fiiggvény kontraktiv zérusoszto, amelynek értéke nulla
az A,,_1 halmazon. A Hardy-térben a kontraktiv zérusosztok a Blaschke-szorzatok rész-
szorzataival fejezhetdk ki.

Christensen, Grochening, Olafsson [10] a tobbvaltozos silyozott Berrgman-terekben
vezetettek le atomos felbontasokat és frameket. A cikkbeli 1.2 Tétel n dimenzios altaléa-
nositasa a Pap [61] beli atomos felbontasnak. Frame sorfejtéseket is adtak az n-dimenzios
esetre, amelyet hasonléan mind az el6z6kben egy mérési ponthalmazzal generaltak.

Yre(2) (3.14)

3.5.3. Az n-dik rezolticios szintre vett projekciés operator

Az el6z6 eredmények alapjan igazolni lehet, hogy az n-edik multirezoliciés szintre
vett (P, f, n € N) projekcios operator ebben az esetben is interpolacios tulajdonsagokkal
is rendelkezik, amely nem teljesiil az affin waveletek esetében.

Legyen az A2-ben szerkesztett multirezolicio V;, (3.11) szintjére vett projekciés ope-

rator N1
Puf(2) =D D, < tetne(2). (3.15)
k=0 =0

3.5.2. Tétel (Pap [67]). Barmely f € A2 fiigguény esetén a P, f interpoldl a kivetkezd
pontokban:

s = R TOR, (=0, N(2,k)—1, k=0,...n).

Bdrmely f € A2 figgvény P, f projekcidja A% normdban konvergdl f-hez | f — P.f|| —
0, n — o0, és kompakt egyenletesen konvergdl az eqységkorlap belsejében.

3.5.4. Rekonstrukcioés algoritmus

Hasonloéan mint a Hardy-tereknél algoritmust lehet itt is adni a wavelet egyiitthatok
és P, f kiszamolaséra, ha ismert a fiiggvény értéke a megadott mérési halmazon [67].
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4. fejezet

Malmquist-Takenaka rendszerek

diszkrét ortogonalitasa és egyensulyi
feltételek

Amint lattuk a 2. fejezetben kapott analitikus wavelet rendszerek specialis polusokkal
rendelkez6 Malquist-Takenaka rendszerek. A 4. fejezetben az egységkoron és félsikon
altalanos paraméterekkel rendelkez6 Malmquist-Takenaka rendszerek diszkretizaciojaval
és a diszkretizacios pontrendszerek tulajdonsagaival foglalkozunk.

4.1. Malmquist—Takenaka rendszerek

A Malmquist—Takenaka (M-T) rendszert Takenaka és Malmquist vezette be [47, 77|, és
a trigonometrikus rendszer altalanositasaként foghato fel. Ez a rendszer az a = (aq, as, ...)
sorozattol fligg, melynek a,, elemei a D az egységkorlapon vannak, és a kovetkezSképpen

definialjuk ®,, = &% (n € N*):

— D) — 5 n—1
S R Vil G S UV L1 i 9 SR Y (4.1)
1 )y Xn > aj 9
k=1

1—a1z 1—a,

Ez a rendszer teljes ortonormélt rendszert alkot az egységkor Hardy-terében, ha a para-
méterek eleget tesznek az tn. nem-Blaschke feltételnek: > (1 — |a,|) = +c0.

Az M-T rendszert sok esetben hasznéljak jelek transzfer fiiggvényeinek kozelitésére.
Erre vonatkozoéan a disszertdcioban van irodalmi utalas. Nemrég példéul Fridli, Locsi és
Schipp [25] EKG gorbék elemzésére és adatok tomoritésére hasznaltak az M-T rendszert.
Fridli, Gilian and Schipp bevezették az M-T rendszer analogonjat, amely az egységkorlap
teriiletmértéke altal indukalt skalarszorzatra nézve biortogonalis [24, 26].
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A (2.12) Cayley és a (2.13) transzformaltak segitségével megadhatjuk a felss félsikon
vett Hardy-térben az M-T rendszer analogonjét

U, (2) i (T®,)(2) = (Tf)(2) = \/L%HLZ%(C(Z)) (S2 >0, ne N,

Haa e D, a* := 1/a, akkor a félsikon vett rendszer kifejezhets a kovetkezs paraméterekkel:

1— < 1—Jaf?
Ag 1= Cil(a) =1 ¢ € (C+7 Ao = )\au m SA (42>

(17

1+a |1 +a
Bo(2) = ba(—1)222%  Fo(2) = ra(—1) 2L (zeTy). (4.3)
Z — )\a z— )\a

Ekkor W,, = T®,, (n € N*) a kévetkezs alakban irhato fel:

1

1 &(—1 1 ®,(-1) 72—\
) = =2 ) = P TEe (4.4)
\/%Z—Aal ﬁZ_Aan =1 )\ak
o S
Ha a paraméterek eleget tesznek a félsikon vett nem-Blaschke feltételnek, azaz Z m
k=1 k
w, akkor (¥,, n € N*) egy teljes ortonorméalt rendszer a felss félstk H?(C,) Hardy-

terében.

A Malmquist-Takenka rendszerek diszkrét ortogo-
nalitasa
ElGszor tekintsiik az egységkoron vett diszkrét ortogonalitast. A By = H].V B,
B

Blaschke-szorzat az egységkoron a kovetkezs alakban frhato fel: By (ef) = [T
eBar ) ++fan(®) (e R, N = 1,2...). Ebbdl adodik, hogy az

w—a; W— a W—aN  gus

0eR 4.5
1—aqw 1-—aw 1 —ayw (0€R) (45)

egyenletnek n kiiléonb6z6 megoldasa van az egységkoron és ezek felirhatok a kovetkezd

alakban: 4
wy =€, 7= 04 (2n((k—1)+6)/N) (k=1,2,..N), (4.6)

ahol 05" a kovetkez6 fiiggvény inverze Oy (t) := & (8q, (t)+- -+ B4y (t)) (t € R). Tekintsiik
a fenti (4.5) egyenlet megoldasainak halmazat, ez lesz a diszkretizaci6 ponthalmaza a
koron:

Ty := ']I‘?V {wp=¢™:k=12.,N} (N=12,..), (4.7)

Y )
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A diszkretizéuciés ponthalmaz minden w € T pontjahoz rendeliink egy py sulyfiiggvény
erteket = SV 11 L‘;’;l 5 (weT,N =1,2,..). Az M-T rendszer specidlis eseteire,
a Laguerre i(autz renc‘szereii esetén SChlpp 1gaz01ta a diszkrét ortogonalitast. Késébb az
eredményt Pap és Schipp [52|, kiterjesztették altalanos paraméterekkel rendelkezd M-T
rendszerekre is.

4.2.1. Tétel (Pap, Schipp [52]). Az M-T rendszer ®,, (1 < n < N) részhalmaza diszkrét
ortogondlis a kovetkezd skaldrszorzatra nézve:

[F.Glyi= >, F)Gpx(w),

we']l'?\’,é
azaz, [Ppn, PN = 0 (1 < m,n < N).

Locsi a diszkretizacios pontrendszer numerikus meghatarozésara adott hatékony elja-
rast a cikkében [44]. Kovacs a PhD dolgozatéaban [41] tovabbi, a Blaschke fuggvényekkek és
diszkrét és folytonos M-T rendszerekkel kapcsolatos kozelitésekre szubrutinokat dolgozott
ki, és alkalmazta EKG jelek feldolgozasaban. Ezeket Kovécs és Locsi a |42, 43] cikkekben
publikaltak kozosen. Eisner és Pap [15] az el6z6 tétel analogonjat igazolta a felss félsik
Hardy-terében az M-T fiiggvényekre. Erre a rendszerre vonatkozd diszkretizécids pont-

halmazt az el6z6 diszkretizacios ponthalmaz és az inverz Caley-transzformélt segitségével
adjuk meg: RY := {CH(w) : w e T} = CY (T, jn(t) = w(1+2)pn(C(t)) (t € R).

4.2.2. Tétel (Eisner, Pap [15]). A felsd félsikon vett M-T rendszer ¥,, (1 < n < N)
részhalmaza diszkrét ortogondlis a py sulyfigguény daltal generdlt diszkrét skaldrszorzatra
nézve:

Z U ()0, (2)pn(2) = O (1 <m,n < N).

a,é
zeRy

4.3. Az egységkoron és félsikon vett diszkretizacios pont-
rendszer egyensuly feltétele

[gazoltuk, hogy a diszkretizicidé alapjaul szolgaldé pontrendszerek, mindkét esetben
bizonyos egyensulyi feltételeknek tesznek eleget és logaritmikus potencialok stacionarius
pontjai. Ezen eredmények a kévetkezs cikkekbdl vannak: Pap, Schipp [52, 53, 64], ahol
megfogalmaztuk azt a kérdést is, hogy ezen stacionarius pontok minimumhelyei lesznek-e
a logaritmikus potencidloknak. Specialis esetben adtunk pozitiv valaszt erre a kérdésre.
A bizonyitasban hasznalt technikaval Totik a [79]-ben egy elemi bizonyitast adott az kor
transzfinit atmérgjére.

Teljes altalanossagban, hogy ezen stacionarius pontok minimumbhelyei lesznek-e a lo-
garitmikus potencidloknak a pozitiv valaszt nemrég Gaal,Nagy, Nagy-Csiha, Révész adtak
meg a [27] cikkben.
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5. fejezet

Néhany eredmény kiterjesztése a
kvaternidkra

5.1. Kavaterniok

A kvaternioknak kétféle reprezentécioja hasznélatos: a matrix reprezentacié és az un.
algebrai alak.
Tekintsiik a kévetkezd egység kvaterniokat:

10 0 0 1 0 ¢
E:=Fy:= (0 1), E = ((Z) —i)’ Ey = (_1 0), Es = (Z é) (5.1)

ahol i € C a komplex imaginarius egység. A komplex egység i? = —1 tulajdonsigihoz
hasonléan a kvaternié egységekre igazak a kovetkezdk: EJ2 =—F (j =1,2,3), B1E, =
—E2E1 = Eg, E2E3 = —E3E2 = El,EgEl = —E1E3 = EQ. A {iEJ ] = 0, 1, 2,3} halmaz
zart a szorzasra nézve. Tekintsiik a kvaterniok matrix reprezentaciojat, a
3
Q:= {Z = Z 2Btz = (20,21, 22, 23) € R4} (5.2)
=0
halmazt. Ez egy ferdetest a szokdsos métrix Osszeadésra és szorzéasra nézve. Az egységelem
az F, a null elem a © € C?>*?2 null matrix.
_ 1/2
3 3 :
Legyen Z := 20Ey — 3, % E; = Z*, |Z] := <Zj:0 ij) , Z7Z* = |Z|*E, a konju-
galt analogonja, amelyet a matrixos alakban Z*-al jeloliink, és ez a Z € C?*? adjungalt
matrixa, és az abszolut értéke a Z = Zi‘):o ziE; € Q-nek. A multiplikativ inverze a
Z € Q\O-nak a Z7' = Z*/|Z]*. A komplex egységkor és egységkorlap kvaternios analo-
gonjaa T:={ZeQ:|Z|=1},esD:={ZeQ:[Z] <1}.

A tiszta imaginarius kvaterniokra I, := Z‘;:l ¢iE; (¢ = (c1,09,c3) € R?) érvényes a
kovetkezd tulajdonsag: I2 = —|c|?E. A ¢ — I. leképezés egy linearis izomorfizmus az
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R? és a tiszta imaginarius kvaterniok kozott, J := {Z = I, : ¢ € R3}, tehat R? és J
identifikalhatok.
A Q kovetkezd kétdimenzids altere

Qe ={Qc(2)i=aFE+yl.:z2=2+weC}lcQ (ceR’|c/=1) (5.3)

a Q c vektor iranyaban mutato szeletének nevezziik (slice in the direction of c).

A kvaterniok egy masik gyakran hasznalt reprezentacidja az algebrai alak. Tekintsiik
az 1,7 és k-t agy hogy teljesiiljenek az tin. Hamilton-féle mtveleti szabalyok: i? = j2 =
k? = -1, ij = —ji =k, ki = —ik = j. Egy kvaterni6 algebrai alakja a kovetkezd:
q =20+ 210+ 227 + 23k, (2, € R, n=0,1,2,3). Az algebrai alakban adott kvaterniok
halmazara a koévetkezé jelolést szokas hasznalni:

H:={qg=2z204+ 211+ 2] +23k: 2,eR n=0,1,23}.

A ¢ kvaternio konjugéltja a § = zy — 210 — 225 — 23k, és abszolut értéke (normaja)
lol = Vad = vTa= B+ Z+ F 1 & o

A kvaterniok szorzésa nem kommutativ altalaban, de igaz, hogy a.b = b.a. A nullatol
kiilénboz6 ¢ multiplikativ inverze a ¢~ = q/qq. A (H, +,.) egy ferdetest.

A két reprezentacio ekvivalens, Fy megfelel az 1-nek, E; az i-nek, Fy a j-nek, F3 a
k-nak, Z a ¢g-nak és Z* a g-nak. Mindkettd hasznélatos a szakirodalomban, attol fiiggéen,
hogy melyik kényelmesebb.

5.2. A Blaschke-csoport a kvaterniok halmazaban

c stz

zette a Blaschke-csoportot a kvaterniok halmazaban. Mivel a kvaterniok szorzasa nem
kommutativ, az eredmények kiterjesztése nem trivialis.
Tekintsiik a kvaternié Blaschke-fliggvényt:

BaA(Z):=(Z - A E—-A*Z)"! (AeD,ZeD:={ZeQ:|Z|<1)}). (5.4)

Igazolni lehet, hogy ez a kvaterni6-véltozos kvaternio értéki fiiggvény sok hasonld tulaj-
donsaggal rendelkezik, mint a komplex Blaschke-fiiggvény. Példaul igazolni lehet, hogy:
(L— AP —[2%)

1—|Ba(2))? = B AP (AeD,ZeD). (5.5)

Innen kovetkezik, hogy hasonléan mint a komplex esetben, barmely A € D esetén a
B4 a kvaterni6 egységkorlapot a D-t D-be, a kvaterni6 egységkort a T-t a T-be viszi at.
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Mivel a kvaternié szorzas nem kommutativ, ezért ebben az esetben, hogy a kompozicio
belsé miivelet maradjon, az (5.4) definicioba be kell vezetni egy jobb és egy bal egység
kvaternioval valo szorzast . Tekintsiik Q-ban a kovetkez§ fliggvényt:

E — ZA* —

A Cy a D-t a T-be viszi 4t és Cz(A) = C4(Z) (A,Z e D).
5.2.1. Tétel (Pap, Schipp [65]). Bdrmely A;, Ay € D és Z € D esetén
Ba, (BA2(Z)) = UBA(Z)V*7

ahol
A= B—A2(A1>7 U= O—A2(A1>7 V= Ong‘ (Aik) (57>

A komplex e-nak a kvaternios Blaschke esetében jobb- és baloldalrél egy-egy egység-
kvaternidval valo szorzés felel meg. Mivel a szorzas nem kommutativ, ezért itt a sorrend
nem cserélhetd fel. Komplex esetben viszont a kettd szorzata adja az e faktort.

Tekintsiik a B := T x D x T paraméterhalmazt és a hozza tartozo

B :={B,:=UBsV*:a=(UAYV)eB} (5.8)

fiiggvények halmazat, amely zart lesz a o fliggvénykompoziciéra nézve.
Tekintsiik a a = (U, A, V) — a := UAV* leképzést a B-b6l D-re. Ekkor az inverz
elem a kovetkezdképpen fejezhets ki:

B Y(Z) = U*B_yav«(Z)V = U*B_3(Z)V. (5.9)

a

5.2.2. Tétel (Pap, Schipp [65]). Bdarmely két By, , By, € B
(aj = (Uj’Aj7‘/j) €B,j=12),

fiigguény esetén
By, oB,, =B, (a=(UAYV)eB),

ahol
A= B;;(Al), U=U,C4,(A)Uy, V = ‘/10_(32)*(14’1“)‘/2. (5.10)

Az egységelem a B,, ahol ¢ = (£, 0, E).

A B s a — B, € *B bijektiv leképzés a B paraméterhalmazban indukél egy miiveletet,
a; ®ay = a, amelyre By, o B,, = B,. A paraméterhalmaz az indukalt mtveletre nézve
csoportot alkot. Ezt nevezziik kvaternié Blaschke-csoportnak. A paraméterhalmazban az
a= (U, A V) inverz eleme a~ az az elem, amelyre B,- = B; ', ahol a~ = (U*, —a, V*).

Vizsgaltuk a csoport tulajdonsagait és meghatéaroztuk a legfontosabb részcsoportjait.
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5.3. Regularis (Slice regular) Malmquist-Takenaka rend-
szer

5.3.1. Regularis (Slice regular) fiiggvények

A D kvaternié egységgémbon regularis fiiggvények halmaza a >} _,q"an, a, € H
konvergens hatvanysorok Gsszegfiiggvényei lesznek [29].

Az el6z6 részben bemutatott Blaschke-fliggvény kiterjesztése a kvaterniokra nem re-
gularis. Altalaban két regularis fiiggvény szorzata sem lesz regularis.

A hatvanysoros alakbol kiindulva be lehet vezetni két fliggvény konvoliciés szorzatéat,
amely meg6rzi a regularis tulajdonsagot. Legyen f,g : D — H, f(q) = >, n¢"0n é5
9(q) = X.en @"bn két regularis fiiggvény. Akkor a regularis szorzata az f és g-nek (x-
szorzat) a kovetkezd fiiggvény lesz a D-n:

n

fregla) =) a" ), arbn s (5.11)

neN k=0
Ezen kiviil még két masik miiveletet is bevezettek a regularis fiiggvények halmazaban.
5.3.1. Definicio. Legyen f : D — H reguldris figgvény, f(q) = > en " 0n- Az f reguldris
konjugdltja a kovetkezd figguény lesz a D-n: f(q) = >, nq"Cn - Az [ szimmetrizdloja
az a fligguény, amelyet a kovetkezdképpen kapunk: f° = f = f¢= fC« f.
5.3.2. Definici6. Legyen az Q szimmetrikus tartomdnyon értelmezett f fligguény requld-
ris. Ha f # 0 az Q-n, akkor f-nek van reguldris inverze, és ezt a kévetkezdképpen adjuk

meg: [~ = (f*)7f°
Az el6z6ekben lattuk a Blaschke-fiiggvények egy kiterjesztését a kvaterniokra. FEz
a kiterjesztés nem regularis. Nemrég a kovetkezd cikkekben bevezették és vizsgéaltédk a

Blaschke-fliggvények regularis analogonjat: [1, 5, 75|, amelyet a kiévetkezs formula ad
meg:

5.3.3. Definicié. o
B.(q) =(1—qa) ™ =(¢—a),aeD,qeD. (5.12)

Ez a fliggvény orokli a komplex Blaschke-fliggvények legfontosabb tulajdonsagait.
A regularis fiiggvényekre meg lehet adni a Hardy-tér fogalmanak analogonjat. Legyen
f D — H egy reguléris fiiggvény,

. 1 27 1/2
I7le = sup i o ([ 1e ) Pas ) (5.13)
€

r—1_ 0

Akkor a kiterjesztett Hardy-teret H?(D) a kovetkezSképpen definialjuk:
H*(D) = {f : D — H| f regularis és | f]s < +o0}. (5.14)
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5.3.2. A regularis Malmquist-Takenaka rendszer

A regularis Malmquist-Takenaka rendszert a [66] cikkben vezettem be és tanulméanyoz-
tam a tulajdonségait.

Tekintsiik az a = (ag, as, ...) a kvaterni6 egységgombdl vett elemekkel rendelkezs so-
rozatot |a,| < 1, (n € N*). Ezen paraméterekhez tartozo regularis Malmquist-Takenaka
rendszert a kovetkezGképpen definialjuk:

D(2) =+/1—|a1|?(1 — zay)™ ¥,

®,(z) = 1—\an]2< HB% ) (1—za;)™ (z€B,n=23,..), (5.15)

ahol = | a tagok =-szorzatét jeleti. Mivel B,(q) reguléris és *-szorzat megdrzi a regularis
tulajdonsagot, ezért igy egy regularis fiiggvényrendszert generaltunk.

5.3.4. Tétel (Pap [66]). Ha a reguldris Malmquist - Takenaka rendszer paraméterei eqy
szeleten vannak, azaz van olyan I € S, hogy a, = rpe®! (r, <1, n € N*), akkor ®,, (n e
N*) ortonormdlt requldris rendszer H?(D)-ben.

5.3.5. Tétel (Pap [66]). Ha a paraméterek egy szeleten vannak és nem-Blaschke sorozatot
alkotnak, Y, (1 —|ay|) = 400, akkor a ®,, (n € N*) rendszer teljes a H*(D)-ben.

5.3.3. A projekciés operator tulajdonsagai

Ha f € H*(D) és a regularis Malmquist -Takenaka paraméterei teljesitik az el6z6 két
tétel feltételeit, akkor az f fliggvénynek a {®y, k = 1,--- ,n} fiigvények altal kifeszitett
V,, alterére vett projekcioja

i () F, B, (5.16)

ahol {f, @) a kovetkezst jelenti:

21

(f, ®p) = lim %f . (rel®) f(re'?)do.

0

5.3.6. Tétel. Ha a paraméterek eqy szeleten vannak, azaz van olyan I € S, hogy a, =
e (r, < 1, n € N*), akkor bdarmely f € H?(D) esetén P,f leszikitése a Dj-ra inter-
poldl a ag = rpe®! (L€ {1,--- ,n}) pontokban.
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