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Az értekezés 6 témaja waveletek és multirezolicids analizis konstrudlasa analitikus
fiiggvények tereiben. Az 1980-as évek egyik legfontosabb matematikai-mérnoki teljesitmé-
nye a waveletek megalkotasa volt. Ezek egyetlen alkalmas fiiggvénybdl kiindulva dilatacié
és eltolas segitségével generalnak ortogonalis rendszereket k6lonbozo terekben. Az azonos
dilataciéju elemek a megfelel6 in. multirezoliciés séma egyre boviilé szintjeit generaljak,
és egy szinten beliil az elemek egymas eltoltjai. Az igy el6allé elmélet forradalmasitotta
a harmonikus analizis, jelfeldolgozas és alakfelismerés teriileteit, de ezektol fiiggetleniil
is nagyon sok tudomanydgban bizonyult hatékonynak — nem véletlen, hogy 2017-ben
Yves Meyer eziranyu munk&iért megkapta az Abel-dijat. A waveletek nagy elénye a 200
éve hasznalt Fourier-mddszerrel szemben, hogy jél lokalizaltak (kicsi tartéjuak), igy az
eloallitandé fliggvényben egy szingularitds csak viszonylag kevés wavelet-egytlitthatoban
jelentkezik.

Analitikus fiiggvények tereiben lehetetlen kis tartoju fliggvényekkel dolgozni, ezért
a teljes wavelet-program kivitelezése nehézségekbe iitkozik, és valoban voltak negativ
eredmények, amelyek azt mutattdk, hogy bizonyos dolgok nem is valdsithatok meg. En-
nek ellenére a disszertaci6 f6 eredményei szerint Hardy- és (stilyozott) Bergman-terekben
a program jo része igenis végrehajthatd, sot a megkonstrudlt analitikus waveletek néhany
nagyon szép tovabbi tulajdonsaggal is rendelkeznek, amelyek nem voltak jelen a klasszikus
elméletben.

Az egységkoron ill. korlapon értelmezett Hardy- ill. Bergman-tér a klasszikus har-
monikus analizis alapvetd fliggvényterei, igy ezekben waveletek konstrudldsa széles korii
érdeklodésre tarthat szamot és elméletileg is fontos. A disszertacio elsé fejezete rovid
attekintést ad az el6forduld terekrol és a wavelet-konstrukciét egy altalanos sémaba helyezi,
amelynek kozéppontjaban csoportok Hilbert-térbeli reprezentacioi allnak.

A miésodik fejezet foglalkozik a H? Hardy-térrel és abban wavelet ill. multirezoliciés
analizis megkonstrudlasaval. Itt a csoport az in. Blaschke-csoport, amely az egységkorlap
énmagara torténd konform (tortlinesris) leképezéseibél all. A H? téren a megfeleld repre-
zentaciot ugy kapjuk, hogy az adott konform leképezés inverze altal generdlt hatast tek-
intjiik a H? elemein ha az elemek kompoziciéjat vessziik az inverz leképezéssel. A multi-
rezoluciés analizis V), szintjeit bizonyos
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alaku Cauchy-magfiiggvények generaljak, ahol az A,, alappont-halmazok koncentrikus ko-
rokon egyenletesen elhelyezett pontokbdl dllnak. Az igy megkonstrudlt rendszer teljesiti
a klasszikus feltételeket: a Vj,-ek boviilé alterek amelyek egyiittesen kifeszitik H?-t, és a
dilatacionak és eltolasnak is van megfelelgje. Gram-Schmidt ortogonalizdlassal ortogonalis
béazis adhatoé V,-ben, és egészen meglepden ezt explicit moédon fel lehet irni, és mege-
gyezik az 1925 koriill Malmquist és Takenaka dltal egymastol fliggetleniil definidlt racionalis
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tortfliiggvényekbdl all6 ortogonalis rendszerrel a megadott alappontokra vonatkozdan. A
jelolt azt is megmutatta, hogy az 4ltala konstrudlt rendszer nem csak H2-ben bézis, de az
un. diszk-algebraban is stirii rendszert ad — ezt a tulajdonsagot egy Hayman és Lyons altal
megadott feltétel érvényességével igazolja. Nagyon szép tovabbi tulajdonsagai a megkon-
strualt rendszernek:

— a V,-re valé projekcio operator egyben interpolal is a V,, leirasaban szerepl6 alap-
pontokban,

— a wavelet-egytitthaték viszonylag egyszertien kiszamithatok az adott fiiggvény alap-
pontokban felvett értékeibédl (rekonstrukciés algoritmus),

— minden szinthez tartozé ortogondlis rendszer teljesit egy diszkrét ortogonalitasi
feltételt is, amelyben a diszkrét belsé szorzat explicit médon megadhaté az alappontok
altal.

Ugyancsak a 2. fejezetben a korlapra kidolgozott elméletet a szerzo atviszi a felso
félsikra is — az ottani analitikus waveletek ill. multirezoliciés analizis a fentikhez hasonld
tulajdonsagokkal rendelkezik, és az is igaz, hogy a V,,-re valé vetités minimalis normaju az
interpolédlé operatorok kozott.

A fejezet hatralevo részében az optikaban igen fontos szerepet jatszo, az 1930-as évek
ota sokat hasznalt Zernike polinomokkal valé kapcsolat keriil kibontasra. Ezen kapcso-
lat alapjan a Zernike-polinomokra egy diszkrét ortogonalitasi tulajdonsagot ill. addicids
képletet sikeriilt a jeloltnek és Schipp Ferencnek adni, amelyek létezése kordbban nyi-
tott volt. Részletesen elemzi ez a rész a Zernike-fiiggvények alkalmazasaival kapcsolatos
mintavételi és numerikus problémakat is.

A disszertacié harmadik fejezete targyalja waveletek ill. multirezolicids analizis megal-
kotdsat silyozott Bergman-terekben (ahol tehat a normat a teriiletmértékkel adjuk meg).
Altaldban elmondhatd, hogy a Bergman-tereket joval nehezebb kezelni mint a Hardy-
teret, és ez a jelen helyzetben is igy van. Bar a konstrukcié a fent vazolt utat koveti,
az alappontrendszer megadésa nehezebb, és a kapott eredmények/formuldk t6bb esetben
kevésbé explicitek mint a 2. fejezetben. A Blaschke-csoport reprezenticidja a Hardy ill.
a sulyozott Bergman esetben ugyanazzal a formuldval adhaté meg, csak a formulaban
kell egy paramétert megfeleloen igazitani. Egy &altaldnos elmélet szerint bizonyos in-
tegralhatésagi feltételek mellett a csoportreprezentacio segitségével megadhatd a tér el-
emeinek un. atomos felbontasa. A fejezet részletesen foglalkozik ezzel az integralhatosagi
feltétellel és az atomok konstrukcigjaban szereplé in. @Q-stri de V-szepardlt pontrend-
szer megadasaval. Ezen tilmenden a jelolt megmutatja, hogy akkor is lehet multire-
zolicids analizist csindlni silyozott Bergman-terekben ha az atomos felbontds (vagyis
az integralhatésagi feltétel) nem teljesiil. Itt azonban az alappontrendszer konstrudldsa
jéval nehezebb, a kulcs az tn. mintavételi (sampling) tulajdonsagi pontrendszer, amely
a tér norméjaval Osszehasonlithaté normat general az adott pontokban felvett értékek
Osszeadasaval. Ismert kritériumot felhasznalva a jelolt megkonstrual egy megfelelé pon-
trendszert és abbdl a multirezolicids sémat. A megfelelé projekcidés operator ismét inter-
polalénak adédik.

Az értekezés negyedik fejezete a mar emlitett, a trigonometrikus rendszert altalanosito
Malmquist-Takenaka raciondlis tortfiiggvény-rendszerre igazol egy diszkrét ortogonalitési
tulajdonsagot, és a diszkretizalasban szerepl6 alappontokra vonatkozdan feldllit egy egyen-
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sulyi feltételt, amely egy konkrétan megadott, véges sok ponttoltés altal generalt po-
tencidltérben az egységkoron szabadon mozgd ponttoltések egyensiilyi helyzetére ill. mini-
malis energidjara vontkozik.

A disszertacié utolsé fejezete kvaterniokra vonatkozé édltalanositasokat targyal. Ezt
az indokolja, hogy a kvaterniék az utobbi idében egyre fontosabb szerepet jatszanak az
elméleti fizikdban (kiilléndsen a kvantumelméletben) és a jelfeldolgozasban, és az anali-
tikus fliggvények kvaternidkra torténo kiterjesztésének is egyre béviilo irodalma van. A
nemkommutativitasnak koszonhetoen természetesen minden bonyolultabb, és az analégiak
sem mindig tokéletesek, de a jelolt megmutatja, hogy mind a Blaschke-csoportnak, mind a
Malmquist-Takenaka-rendszernek van kvaterniés megfeleldje, és targyalni lehet a megfeleld
projekcioé operator tulajdonsagait is.

Osszefoglalas

Az értekezés rendkiviil tartalmas munka, minden szempontbdl megfelel a doktori
eljarasban elvarhato kovetelményeknek. A jelolt a kitlizott feladatot elegansan megoldja
beillesztve a megoldast egy altalanos elméletbe. A disszertacidban szereplé eredmények
mér mind kozlésre keriiltek (9 tarsszerzkkel irt és 9 egyszerzés dolgozatban), és azok
az analitikus fliggvények elméletét és a wavelet-elméletet egyidejlileg gazdagitjak. A jelolt
munkai varhatéan késébbi vizsgdlatok kiindulépontjai lesznek — a megalkotott elmélethez
mar eddig is tovabbi kutatasok csatlakoztak.

Mindezek alapjan messzemenden tamogatom az értekezés védésre valo
kitlizését és a doktori cim odaitélését.

Kiilon lapon néhany kérdést fogalmazok meg illetve észrevételt teszek a prezentacidval
kapcsolatban.

Szeged, 2021. november 26. Totik Vilmos



Kérdések

1. A (2.16)-ban szereplé Christoffel-Darboux formula hol szerepelt kordbban? (A
Christoffel-Darboux formula a klasszikus essetben 3-tagu rekurziobdl kovetkezik, de ez itt
nyilvan nem igaz.)

2. A 3.2.1. tételben mit jelent pontosan a pozitivitas?

3. A 3.2.2. tétel elott elhangzik, hogy a Bergman-tér minden eleme ”admissible”. Ha
ez igy van, akkor a 3.2.2. és 3.2.3. tételekre miért van sziikség?

4. Hogyan kell érteni a 3.3.1. tétel 3. kovetkezményét az egységkoron kiviili pélusokkal
kapcsolatban (éltaldban f csak az egységkorlapon értelmezett)?

5. Az 7alsé siisliség” ("low density”) fogalma t6bbszor eléfordul, de nem definidlt. Mi
ennek a definicidja?

Megjegyzések

1. 79: 1 <p<1?

2. 12. oldal: (a 'z — b) helyett nem a~*(z — b) kellene hogy &lljon? (Ugy latom,
hogy ez van a [87] dolgozatban is mivel elGszor van a dilatdcié és utdna az eltolds; a
jelen formajaban nem latom a reprezentdaciét, és vegyiik észre azt is, hogy ax + b inverze
(z —b)/a.)

3. 26. oldal: "principal rank” — ”principal branch”, és késobb ”order of polynomial”
— "degree of polynomial” (”Christoffel number” helyett is gyakran ”Cotes number”-t
hasznélnak).

4. 30-31. oldal (és ugyanez késébb a 84-85. oldalon): nem értem miért kell igazolni
hogy ,,4+1,; ortogonalis minden kordbbi szinten el6forduld ¢y, ;-re. Ez nem automatikus a
-k ortogonalitasabdl (és abbdl, hogy a kordbbi szinteket a kisebb indexti 1-k is kifeszitik)?

5. (2.13) félreérthetd, mivel £ nem fix: ¢ helyett jobb -t irni.

6. 34. oldal: az els6 és harmadik kiemelt formula végén az Osszegzés nem [-re hanem
m-re veendo.

7. 34, _3: valdsziniileg egy negativ el6jel hianyzik a kitevokben.

8. 384_5: a szummacids alsé limitben k£ = 1 kell, hogy &alljon.

9. A ”Blaschke condition” (vagy a ténylegesen hasznalt ”non-Blaschke condition”)
definicigjat meg kellett volna adni mind az egysegkorlapra, mind a fels6 félsikra.

10. 49°: az integrél alatt valéban x‘ kell, hogy alljon negativ f-re is?

11. A 2.4.2. tétel bizonyitasdban tgy tinik, hogy nem kell a Banach-Steinhaus-
tétel, elegendd a funkciondlsorozat egyenletes korlatossaga, a Zernike polinomokon vett
konvergencia és ezen polinomok stirtisége. Az egyenletes korlatossdghoz talan meg lehetett
volna emliteni az AY Cotes-szdmok nemnegativitdsat.

12. 602: "p € A2” — "ge A%,

13. A 3.4.1. definicidoban @) adott, ezért az ”if for an open neighborhood @ of unity”
javitandé (taldn az kellene helyette, hogy ”Q is an open neighborhood of unity”).

14. A 3.4.3. lemmadban specifikdlni kell a V' halmazt (vagy legaldbbis azt mondani,
hogy ”az egység valamilyen V kornyezetére”). Ugyanennek a lemméanak a bizonyitasdban
valészintileg N nem adhat6 meg elére (kiilonben dolgozhatnank N = 1-gyel).



