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c. doktori értekezéséről

Az értekezés fő témája waveletek és multirezolúciós anaĺızis konstruálása analitikus
függvények tereiben. Az 1980-as évek egyik legfontosabb matematikai-mérnöki teljeśıtmé-
nye a waveletek megalkotása volt. Ezek egyetlen alkalmas függvényből kiindulva dilatáció
és eltolás segitségével generálnak ortogonális rendszereket kölönböző terekben. Az azonos
dilatációjú elemek a megfelelő ún. multirezolúciós séma egyre bővülő szintjeit generálják,
és egy szinten belül az elemek egymás eltoltjai. Az ı́gy előálló elmélet forradalmaśıtotta
a harmonikus anaĺızis, jelfeldolgozás és alakfelismerés területeit, de ezektől függetlenül
is nagyon sok tudományágban bizonyult hatékonynak — nem véletlen, hogy 2017-ben
Yves Meyer ezirányú munkáiért megkapta az Abel-d́ıjat. A waveletek nagy előnye a 200
éve használt Fourier-módszerrel szemben, hogy jól lokalizáltak (kicsi tartójúak), ı́gy az
előálĺıtandó függvényben egy szingularitás csak viszonylag kevés wavelet-együtthatóban
jelentkezik.

Analitikus függvények tereiben lehetetlen kis tartójú függvényekkel dolgozni, ezért
a teljes wavelet-program kivitelezése nehézségekbe ütközik, és valóban voltak negat́ıv
eredmények, amelyek azt mutatták, hogy bizonyos dolgok nem is valóśıthatók meg. En-
nek ellenére a disszertáció fő eredményei szerint Hardy- és (súlyozott) Bergman-terekben
a program jó része igenis végrehajtható, sőt a megkonstruált analitikus waveletek néhány
nagyon szép további tulajdonsággal is rendelkeznek, amelyek nem voltak jelen a klasszikus
elméletben.

Az egységkörön ill. körlapon értelmezett Hardy- ill. Bergman-tér a klasszikus har-
monikus anaĺızis alapvető függvényterei, ı́gy ezekben waveletek konstruálása széles körű
érdeklődésre tarthat számot és elméletileg is fontos. A disszertáció első fejezete rövid
áttekintést ad az előforduló terekről és a wavelet-konstrukciót egy általános sémába helyezi,
amelynek kozéppontjában csoportok Hilbert-térbeli reprezentációi állnak.

A második fejezet foglalkozik a H2 Hardy-térrel és abban wavelet ill. multirezolúciós
anaĺızis megkonstruálásával. Itt a csoport az ún. Blaschke-csoport, amely az egységkörlap
önmagára történő konform (törtlineáris) leképezéseiből áll. A H2 téren a megfelelő repre-
zentációt úgy kapjuk, hogy az adott konform leképezés inverze által generált hatást tek-
intjük a H2 elemein ha az elemek kompoźıcióját vesszük az inverz leképezéssel. A multi-
rezolúciós anaĺızis Vn szintjeit bizonyos

φkl(z) =
1

1− zklz
, zkl ∈ An, k ≤ n,

alakú Cauchy-magfüggvények generálják, ahol az An alappont-halmazok koncentrikus kö-
rökön egyenletesen elhelyezett pontokból állnak. Az ı́gy megkonstruált rendszer teljeśıti
a klasszikus feltételeket: a Vn-ek bővülő alterek amelyek együttesen kifesźıtik H2-t, és a
dilatációnak és eltolásnak is van megfelelője. Gram-Schmidt ortogonalizálással ortogonális
bázis adható Vn-ben, és egészen meglepően ezt explicit módon fel lehet ı́rni, és mege-
gyezik az 1925 körül Malmquist és Takenaka által egymástól függetlenül definiált racionális
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törtfüggvényekből álló ortogonális rendszerrel a megadott alappontokra vonatkozóan. A
jelölt azt is megmutatta, hogy az általa konstruált rendszer nem csak H2-ben bázis, de az
ún. diszk-algebrában is sűrű rendszert ad — ezt a tulajdonságot egy Hayman és Lyons által
megadott feltétel érvényességével igazolja. Nagyon szép további tulajdonságai a megkon-
struált rendszernek:

— a Vn-re való projekció operátor egyben interpolál is a Vn léırásában szereplő alap-
pontokban,

— a wavelet-együtthatók viszonylag egyszerűen kiszámı́thatók az adott függvény alap-
pontokban felvett értékeiből (rekonstrukciós algoritmus),

— minden szinthez tartozó ortogonális rendszer teljeśıt egy diszkrét ortogonalitási
feltételt is, amelyben a diszkrét belső szorzat explicit módon megadható az alappontok
által.

Ugyancsak a 2. fejezetben a körlapra kidolgozott elméletet a szerző átviszi a felső
félśıkra is — az ottani analitikus waveletek ill. multirezolúciós anaĺızis a fentikhez hasonló
tulajdonságokkal rendelkezik, és az is igaz, hogy a Vn-re való vet́ıtés minimális normájú az
interpoláló operátorok között.

A fejezet hátralevő részében az optikában igen fontos szerepet játszó, az 1930-as évek
óta sokat használt Zernike polinomokkal való kapcsolat kerül kibontásra. Ezen kapcso-
lat alapján a Zernike-polinomokra egy diszkrét ortogonalitási tulajdonságot ill. addiciós
képletet sikerült a jelöltnek és Schipp Ferencnek adni, amelyek létezése korábban nyi-
tott volt. Részletesen elemzi ez a rész a Zernike-függvények alkalmazásaival kapcsolatos
mintavételi és numerikus problémákat is.

A disszertáció harmadik fejezete tárgyalja waveletek ill. multirezolúciós anaĺızis megal-
kotását súlyozott Bergman-terekben (ahol tehát a normát a területmértékkel adjuk meg).
Általában elmondható, hogy a Bergman-tereket jóval nehezebb kezelni mint a Hardy-
teret, és ez a jelen helyzetben is ı́gy van. Bár a konstrukció a fent vázolt utat követi,
az alappontrendszer megadása nehezebb, és a kapott eredmények/formulák több esetben
kevésbé explicitek mint a 2. fejezetben. A Blaschke-csoport reprezentációja a Hardy ill.
a súlyozott Bergman esetben ugyanazzal a formulával adható meg, csak a formulában
kell egy paramétert megfelelően igaźıtani. Egy általános elmélet szerint bizonyos in-
tegrálhatósági feltételek mellett a csoportreprezentáció seǵıtségével megadható a tér el-
emeinek ún. atomos felbontása. A fejezet részletesen foglalkozik ezzel az integrálhatósági
feltétellel és az atomok konstrukciójában szereplő ún. Q-sűrű de V -szeparált pontrend-
szer megadásával. Ezen túlmenően a jelölt megmutatja, hogy akkor is lehet multire-
zolúciós anaĺızist csinálni súlyozott Bergman-terekben ha az atomos felbontás (vagyis
az integrálhatósági feltétel) nem teljesül. Itt azonban az alappontrendszer konstruálása
jóval nehezebb, a kulcs az ún. mintavételi (sampling) tulajdonságú pontrendszer, amely
a tér normájával összehasonĺıtható normát generál az adott pontokban felvett értékek
összeadásával. Ismert kritériumot felhasználva a jelölt megkonstruál egy megfelelő pon-
trendszert és abból a multirezolúciós sémát. A megfelelő projekciós operátor ismét inter-
polálónak adódik.

Az értekezés negyedik fejezete a már emĺıtett, a trigonometrikus rendszert általánośıtó
Malmquist-Takenaka racionális törtfüggvény-rendszerre igazol egy diszkrét ortogonalitási
tulajdonságot, és a diszkretizálásban szereplő alappontokra vonatkozóan felálĺıt egy egyen-
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súlyi feltételt, amely egy konkrétan megadott, véges sok ponttöltés által generált po-
tenciáltérben az egységkörön szabadon mozgó ponttöltések egyensúlyi helyzetére ill. mini-
mális energiájára vontkozik.

A disszertáció utolsó fejezete kvaterniókra vonatkozó általánośıtásokat tárgyal. Ezt
az indokolja, hogy a kvaterniók az utóbbi időben egyre fontosabb szerepet játszanak az
elméleti fizikában (különösen a kvantumelméletben) és a jelfeldolgozásban, és az anali-
tikus függvények kvaterniókra történő kiterjesztésének is egyre bővülő irodalma van. A
nemkommutativitásnak köszönhetően természetesen minden bonyolultabb, és az analógiák
sem mindig tökéletesek, de a jelölt megmutatja, hogy mind a Blaschke-csoportnak, mind a
Malmquist-Takenaka-rendszernek van kvaterniós megfelelője, és tárgyalni lehet a megfelelő
projekció operátor tulajdonságait is.

Összefoglalás
Az értekezés rendḱıvül tartalmas munka, minden szempontból megfelel a doktori

eljárásban elvárható követelményeknek. A jelölt a kitűzött feladatot elegánsan megoldja
beillesztve a megoldást egy általános elméletbe. A disszertációban szereplő eredmények
már mind közlésre kerültek (9 társszerzőkkel ı́rt és 9 egyszerzős dolgozatban), és azok
az analitikus függvények elméletét és a wavelet-elméletet egyidejűleg gazdaǵıtják. A jelölt
munkái várhatóan későbbi vizsgálatok kiindulópontjai lesznek — a megalkotott elmélethez
már eddig is további kutatások csatlakoztak.

Mindezek alapján messzemenően támogatom az értekezés védésre való
kitűzését és a doktori ćım odáıtélését.

Külön lapon néhány kérdést fogalmazok meg illetve észrevételt teszek a prezentációval
kapcsolatban.

Szeged, 2021. november 26. Totik Vilmos
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Kérdések
1. A (2.16)-ban szereplő Christoffel-Darboux formula hol szerepelt korábban? (A

Christoffel-Darboux formula a klasszikus essetben 3-tagú rekurzióból következik, de ez itt
nyilván nem igaz.)

2. A 3.2.1. tételben mit jelent pontosan a pozitivitás?
3. A 3.2.2. tétel előtt elhangzik, hogy a Bergman-tér minden eleme ”admissible”. Ha

ez ı́gy van, akkor a 3.2.2. és 3.2.3. tételekre miért van szükség?
4. Hogyan kell érteni a 3.3.1. tétel 3. következményét az egységkörön ḱıvűli pólusokkal

kapcsolatban (általában f csak az egységkörlapon értelmezett)?
5. Az ”alsó sűsűség” (”low density”) fogalma többször előfordul, de nem definiált. Mi

ennek a defińıciója?

Megjegyzések
1. 79: 1 < p < 1?
2. 12. oldal: (a−1x − b) helyett nem a−1(x − b) kellene hogy álljon? (Úgy látom,

hogy ez van a [87] dolgozatban is mivel először van a dilatáció és utána az eltolás; a
jelen formájában nem látom a reprezentációt, és vegyük észre azt is, hogy ax + b inverze
(x− b)/a.)

3. 26. oldal: ”principal rank” → ”principal branch”, és később ”order of polynomial”
→ ”degree of polynomial” (”Christoffel number” helyett is gyakran ”Cotes number”-t
használnak).

4. 30-31. oldal (és ugyanez később a 84-85. oldalon): nem értem miért kell igazolni
hogy ψn+1,j ortogonális minden korábbi szinten előforduló φk,l-re. Ez nem automatikus a
ψ-k ortogonalitásából (és abból, hogy a korábbi szinteket a kisebb indexű ψ-k is kifesźıtik)?

5. (2.13) félreérthető, mivel ℓ nem fix: ℓ helyett jobb ℓk-t ı́rni.
6. 34. oldal: az első és harmadik kiemelt formula végén az összegzés nem l-re hanem

m-re veendő.
7. 341−3: valósźınűleg egy negat́ıv előjel hiányzik a kitevőkben.
8. 384−5: a szummációs alsó limitben k = 1 kell, hogy álljon.
9. A ”Blaschke condition” (vagy a ténylegesen használt ”non-Blaschke condition”)

defińıcióját meg kellett volna adni mind az egysegkörlapra, mind a felső félśıkra.
10. 495: az integrál alatt valóban xℓ kell, hogy álljon negat́ıv ℓ-re is?
11. A 2.4.2. tétel bizonýıtásában úgy tűnik, hogy nem kell a Banach-Steinhaus-

tétel, elegendő a funkcionálsorozat egyenletes korlátossága, a Zernike polinomokon vett
konvergencia és ezen polinomok sűrűsége. Az egyenletes korlátossághoz talán meg lehetett
volna emĺıteni az AN

k Cotes-számok nemnegativitását.
12. 602: ”ρ ∈ A2

α” → ”g ∈ A2
α”.

13. A 3.4.1. defińıcióban Q adott, ezért az ”if for an open neighborhood Q of unity”
jav́ıtandó (talán az kellene helyette, hogy ”Q is an open neighborhood of unity”).

14. A 3.4.3. lemmában specifikálni kell a V halmazt (vagy legalábbis azt mondani,
hogy ”az egység valamilyen V környezetére”). Ugyanennek a lemmának a bizonýıtásában
valósźınűleg N nem adható meg előre (különben dolgozhatnánk N = 1-gyel).
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