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Az értekezés 134 oldalas, 5 fejezetből áll. Az irodalomjegyzék 187 tételt tartalmaz. A szerző 

26 saját cikkére hivatkozik, amelyek jó része színvonalas, külföldi folyóiratokban jelent meg. 

A disszertáció voice transzformálttal, hiperbolikus wavelet transzformálttal, multirezolúciós 

analízissel, Zernike-polinomokkal, a Malmquist–Takenaka-rendszerrel illetve ezek 

kapcsolatával foglalkozik. Ezekkel a témákkal intenzíven foglalkoznak a szakirodalomban, sőt 

számos gyakorlati alkalmazással is rendelkeznek.  

Az 1980-as évek egyik legfontosabb matematikai-mérnöki teljesítménye a waveletek 

megalkotása volt. Ezek egyetlen alkalmas függvényből kiindulva dilatáció és eltolás 

segítségével generálnak ortogonális rendszereket különböző terekben. Az azonos dilatációjú 

elemek a megfelelő ún. multirezolúciós séma egyre bővülő szintjeit generálják, és egy szinten 

belül az elemek egymás eltoltjai. Az így előálló elmélet forradalmasította a harmonikus analízis, 

jelfeldolgozás és alakfelismerés területeit, nem véletlen, hogy 2017-ben Yves Meyer ezirányú 

munkáiért megkapta az Abel-díjat. A waveletek nagy előnye a 200 éve használt Fourier-

módszerrel szemben, hogy jól lokalizáltak (kicsi tartójúak), így az előállítandó függvényben 

egy szingularitás csak viszonylag kevés wavelet-együtthatóban jelentkezik. Analitikus 

függvények tereiben lehetetlen kis tartójú függvényekkel dolgozni, ezért a teljes wavelet-

program kivitelezése nehézségekbe ütközik, sőt bizonyos dolgok nem is valósíthatóak meg. 

Ennek ellenére a disszertáció fő eredményei szerint Hardy- és (súlyozott) Bergman-terekben a 

program jó része igenis végrehajtható, sőt a megkonstruált analitikus waveletek néhány nagyon 

szép további tulajdonsággal is rendelkeznek, amelyek nem voltak jelen a klasszikus elméletben. 

Az első részben a szerző ismerteti a szükséges jelöléseket és a már ismert elméleti hátteret, 

rövid áttekintést ad az előforduló terekről és a wavelet-konstrukciót egy általános sémába 

helyezi, amelynek középpontjában csoportok Hilbert-térbeli reprezentációi állnak. 

A második fejezetben a szerző a H2 Hardy-térrel és abban wavelet ill. multirezolúciós analízis 

megkonstruálásával foglalkozik. A diszkrét waveletek előállításához itt nem alkalmazható a 

Feichtinger-Gröchenig-elmélet. A szerzőnek sikerült más úton a H2 térre multirezolúciós 

analízist és waveletet konstruálnia, és megmutatja a szóban forgó konstrukció előnyös 

tulajdonságait. Többek között azt, hogy jól alkalmazható jelek transzferfüggvényeinek 

approximálására. Itt a csoport az ún. Blaschke-csoport, amely az egységkörlap önmagára 

történő konform (törtlineáris) leképezéseiből áll. Egészen meglepően ezt explicit módon felírja 

a szerző, és ez megegyezik az 1925 körül Malmquist és Takenaka által egymástól függetlenül 

definiált racionális törtfüggvényekből álló ortogonális rendszerrel a megadott alappontokra 

vonatkozóan. A szerző igazolta (2.2.1. tétel), hogy a multirezolúció n-edik szintjére vett Pn 

projekciós operátor normában konvergál a függvényhez.  Ugyancsak a 2. (2.3. alfejezet) 

fejezetben a körlapra kidolgozott elméletet Pap Margit Georg Feichtingerrel közös cikkében 

átviszi a felső félsíkra is, az ottani analitikus waveletek ill. multirezolúciós analízis a fentiekhez 

hasonló tulajdonságokkal rendelkezik (interpoláló operátor), és az is igaz, hogy a Vn-re való 

vetítés minimális normájú az interpoláló operátorok között (2.3.1. Tétel). A fejezet hátralevő 

részében az optikában igen fontos szerepet játszó, az 1930-as évek óta sokat használt Zernike-

polinomokkal való kapcsolatot mutatja meg a szerző. Ezen kapcsolat alapján a Zernike-

polinomokra egy diszkrét ortogonalitási tulajdonságot ill. addíciós képletet sikerült a jelöltnek 

és Schipp Ferencnek adni (50. oldal), amelyek létezése korábban nyitott volt. Részletesen 

elemzi a Zernike-függvények alkalmazásaival kapcsolatos mintavételi és numerikus 

problémákat is.  

A szerző hasonló problémákat taglal súlyozott Bergman-terekre a 3. fejezetben. Általában 

elmondható, hogy a Bergman-tereket jóval nehezebb kezelni mint a Hardy-tereket, s ez a jelen 

helyzetben is így van. Ez a fejezet a szerzőnek a Blaschke-csoport Aα
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térre vett reprezentációja által generált hiperbolikus wavelet-transzformálttal kapcsolatos 

legfontosabb eredményeit tartalmazza. A szerző egyik legfontosabb eredménye, hogy ha a 

reprezentáció integrálható, akkor egy új atomos felbontását adja meg a súlyozott Bergman-

tereknek (3.4.9. tétel). Az atomos felbontás egy nagyon fontos módszer, a segítségével számos 

más tétel bizonyítható. Az atomos felbontás első verziója 1970-ben a Coifman-Weiss cikkben 

jelent meg, azóta számos általánosítása született a harmonikus analízis különböző ágaiban. 

Ezen túlmenően a jelölt megmutatja, hogy akkor is lehet multirezolúciós analízist csinálni 

súlyozott Bergman-terekben ha az atomos felbontás (vagyis az integrálhatósági feltétel) nem 

teljesül (3.5. alfejezet). Itt azonban az alappontrendszer konstruálása jóval nehezebb, a kulcs az 

ún. mintavételi (sampling) tulajdonságú pontrendszer (3.5.1. alfejezet, 3.5.1. Tétel), amely a tér 

normájával összehasonlítható normát generál az adott pontokban felvett értékek összeadásával. 

Ismert kritériumot felhasználva a jelölt megkonstruál egy megfelelő pontrendszert és abból a 

multirezolúciós sémát. A waveletre ebben az esetben nem lehet zárt formulát adni, de egy 

algoritmust a konstruálására igen. Hasonlóan a Hardy-térhez, a multirezolúció szintjei véges 

dimenziósak. Az n-edik multirezolúciós szintre vett Pn projekciós operátor most is rendelkezik 

az interpolációs és a norma konvergencia tulajdonsággal (3.5.2. Tétel). 

A negyedik fejezet az egységkörön és félsíkon általános paraméterekkel rendelkező Malmquist-

Takenaka-rendszerek diszkretizációjával és a diszkretizációs pontrendszerek tulajdonságaival 

foglalkozik. A szerző igazolja, hogy a diszkretizáció alapjául szolgáló pontrendszerek mindkét 

esetben bizonyos egyensúlyi feltételeknek tesznek eleget és a logaritmikus potenciálok 

stacionárius pontjai  (4.3.2. tétel).  

A disszertáció utolsó fejezete kvaterniókra vonatkozó általánosításokat tárgyalja. Ezt az 

indokolja, hogy a kvaterniók az utóbbi időben egyre fontosabb szerepet játszanak az elméleti 

fizikában (különösen a kvantumelméletben) és a jelfeldolgozásban, és az analitikus függvények 

kvaterniókra történő kiterjesztésének is egyre bővülő irodalma van. A nemkommutativitásnak 

köszönhetően természetesen minden bonyolultabb, és az analógiák sem mindig tökéletesek, de 

a jelölt megmutatja, hogy mind a Blaschke-csoportnak, mind a Malmquist-Takenaka-

rendszernek van kvaterniós megfelelője, és tárgyalni lehet a megfelelő projekció operátor 

tulajdonságait is. A fejezet legfontosabb eredményei a 5.3.4. és 5.3.5. Tétel. Miszerint, ha a 

reguláris Malmquist-Takenaka-rendszer paraméterei egy szeleten vannak, akkor ϕn (nϵN) 

regularis ortonormált rendszer H2-ben. Továbbá, ha a paraméterek egy szeleten vannak és 

úgynevezett nem-Blaschke sorozatot alkotnak, akkor ϕn (nϵN) rendszer teljes H2-ben. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


