Biraloi vélemény Szegedy Balazs
Limits of structures
cimd MTA doktori disszertaciojarol

A strukturalis limesz-elméletek véges strukturakbol képzett sorozatok konver-
gencidjanak a fogalmat igyekeznek megragadni, és konvergens sorozat esetén
olyan folytonos objektumot konstrualni, amely a sorozat limeszének tekint-
hets. Mivel a grafok a legegyszertibben definialhato, ugyanakkor nemtrivialis
viselkedésti és nagyon sok alkalmazéssal biré véges struktarafajtak kozé tar-
toznak, a graflimesz-elméletek valtak a strukturalis limesz-elméletek prototi-
pusaiva. Kiilonféle graflimesz-elméleteket kiilonboztetiink meg aszerint, hogy
milyen grafosztalyra szoritkozunk, és az oda tartozé grafok mely jellemzdire
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Szegedy Balazsnak kulcsszerepe volt mind a stird grafok limeszelméletének,
mind pedig a korlatos foku grafok lokalis-globéalis limeszelméletének (és to-
vabbi, a dolgozatban nem részletezett graflimesz-elméleteknek) a kidolgoza-
saban. Béar mindkét elmélet kifejlédésében tobben is szerepet jatszottak,
mégis kijelenthetd, hogy ezek Lovasz és Szegedy 2006-os, illetve Hatami, Lo-
vasz és Szegedy 2014-es cikkével valtak igazan jol kidolgozott, hatékonyan
alkalmazhato, kerek elméletté.

Az els6 emlitett cikk a stird grafok limesz-elméletének sarokkove. A szerzék
Fulkerson-dijat kaptak érte; a MathSciNet 326 hivatkozast ad ra. A cikkben
megmutatjak, hogy ha egy (G,,) grafsorozat mentén barmely rogzitett F' graf
G-be mend homomorfizmusainak normalizalt szama, a

t(F,G,) = hom(F,G,)/|V(G,)|V )

homomorfizmussirtség konvergal, akkor a (G,) sorozatnak létezik ,termé-
szetes” limeszobjektuma: egy szimmetrikus, mérhets, a [0, 1] intervallumba
képezs W fliggvény az egységnégyzeten (un. grafon), amelynek természetes
modon definidlhatok a ¢(F, W) homomorfizmusstirtségei, és ezek megegyez-
nek a t(F,G,) homomorfizmusstriségek limeszével. Ez a disszertaciobeli
2.2. kovetkezmény. A bizonyitas grafelméleti, analizisbeli és valoszintiség-
szamitasi modszereket 6tvoz, és elvezet a Szemerédi-féle regularitasi lemma
jelentGségének 1j, mélyebb megértéséhez, kapcsolatba hozva ezt a grafonok
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(ekvivalenciaosztéalyai) terének kompaktsagaval, ami a disszertacio 2.12. té-
tele. Fontos épit6kdve a bizonyitasnak a szerzdk altal felfedezett ,szamlalo-
lemma” (Counting Lemma), azaz a disszertacio 2.16. lemmaéja, amely két gra-
fon homomorfizmusstriiségeinek eltérésére az tun. ,vagas-tavolsag” (cut dis-
tance) segitségével ad becslést. Ez a Szemerédi-particiok elméletébdl ismert
szamlalo-lemmanak nagyon hasznos altaldnositasa.

Bar a disszertacioba nem keriilt be, Lovasz és Szegedy azt is belatjak, hogy
minden grafon el6all egy alkalmas (G,,) grafsorozat fenti értelemben vett
limeszeként. Ennek a bizonyitasa egy 1j, onmagaban is érdekes véletlengraf-
modell bevezetésén és vizsgéalatan alapul: adott grafonbdl természetes médon
generalt végtelen grafsorozat homomorfizmussirtiségei erésen koncentralod-
nak; ezt az Azuma-egyenlStlenség segitségével bizonyitjak. ,Mellesleg” azt is
megmutatjik, hogy minden véletlengraf-modell, amely bizonyos természetes
feltételeknek eleget tesz, megkaphato egy alkalmas grafonbol ilyen moédon.

Targyalja viszont a disszertacié a Szemerédi-lemma kiilonféle alakjait, ezek
bizonyitasat, egymassal valo kapcsolatat, a két szerz6 egy masik kozos cikke
alapjan, amely 2007-ben jelent meg a Geometric Functional Analysis cimii
folyodiratban.
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szol. Alapja a mar emlitett Hatami-Lovasz—Szegedy-cikk, amely 2014-ben
jelent meg a Geometric Functional Analysis cimii folyoiratban.

A lokalis-globalis konvergencia a Benjamini—Schramm-féle lokalis konvergen-
cia finomitasa. Egy (G,,) korlatos foku grafsorozat lokalisan konvergens, ha
a

t*(F,G,) = hom(F,G,)/|V(G,)|

homomorfizmus-gyakorisag konvergal barmely rogzitett, osszefliged F' graf
esetén. Ez a konvergenciafogalom pszeudo-metrizalhaté — két nem-izomorf
graf tavolsaga lehet nulla. A lokalis konvergencia nem feltétleniil tesz kiilonb-
séget két graf kozott akkor sem, ha sok csticsuk van, és globalis tulajdonsa-
gaik alapjan egymastol tavolinak érezziik ket a cstcsszammal valo skalédzas
utan is. (Példaul, egy graf két izomorf példanyanak diszjunkt uniéja nulla
tavolsagra van az eredeti graftol.) Ezért van sziikség a finomitasra.

A lokalis konvergencia, illetve a neki megfelel6 pszeudo-metrika, kézenfekvs
modon altalanosithatoé olyan grafokra, amelyek cstucsai ki vannak szinezve
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k szinnel. A (G,) korlatos foku grafsorozat lokalis-globélis értelemben kon-
vergens, ha minden k-ra igaz, hogy a G, gratbol a csicsok k-szinezéseival
kaphato szinezett grafok halmaza a fenti pszeudo-metrikabol szarmaztatott
Hausdorff-metrikaban konvergens.

A 3. fejezet f6 eredménye a 3.3. tétel: minden lokalis-globalis értelemben
konvergens gréafsorozat lokalis-globalis limesze reprezentalhato egy bizonyos
fajta mérhets graffal, dgynevezett graphinggal. A lokalis konvergenciara vo-
natkozo analog tétel mar ismeretes volt.

A 3. fejezet tovabbi értékes eredményeket is tartalmaz, ezek elsGsorban hi-
pervéges grafsorozatokra vonatkoznak. Egy (G,,) (korlatos foka) grafsorozat
hipervéges, ha minden pozitiv ¢ szamhoz van olyan ¢, hogy végtelen sok n-
re G, szétvaghato ¢-nal kisebb méreti részekre €|V (G,,)|-nél kevesebb cstics
elhagyasaval. A 3.26. tétel kimondja, hogy ha egy (végtelenhez tarté csucs-
szamu) hipervéges grafsorozat lokalisan konvergens, akkor lokalis-globélis ér-
telemben is konvergens, és a lokalis-globalis limesz Gn. Bernoulli-graphinggal
reprezentalhato. Megjegyzendd, hogy ezt a tételt, az emlitett szerz6harmas-
tol fiiggetleniil, Elek Gabor is bebizonyitotta.

A 4. fejezet a szerzs egyszerzds, a Journal of the AMS-ben 2007-ben megjelent
publikici6jan alapul, és a grafelméleten kiviil a statisztikus fizikdhoz is kap-
csolodik. Két kozvetlen elzménye: a tiikrozés-pozitivitas (egyfajta pozitiv
szemidefinitség) fogalma segitségével Freedman, Lovasz és Schrijver karak-
terizaltdk azon t(F') grafparamétereket, amelyek elGallnak ¢(F) = t(F, Q)
alakban alkalmas G valos sulyokkal ellatott graffal (azaz elallnak egy un.
cstcsszinezési modell particiofiiggvényeként); Lovasz és Szegedy pedig azon
t(F) grafparamétereket, amelyek eléallnak ¢(F') = t(F, W) alakban alkalmas
W grafonnal. Ezek az eredmények a valoszintiségi valtozok momentumsoro-
zatai pozitiv szemidefinitséggel vald, jol ismert karakterizacioja ,kétvaltozos”
analogonjainak tekinthetdk.

A tikrozés-pozitivitas Szegedy Balazs 4. fejezetben targyalt eredményében
is kozponti szerepet jatszik. Freedman, Lovéasz és Schrijver sejtését bebizo-
nyitva, karakterizalja az tn. élszinezési modellek particiéfiiggvényeit. A bi-
zonyitéas valos algebrai geometriat (Positivstellensatz) és az ortogonalis cso-
port invarianselméletét hasznalja. Ezeknek a mélyebb, klasszikus algebrai
eszkOzoknek a mozgositasaval Szegedy 1j lendiiletet adott az Erdds, Lovész
és Spencer altal elinditott kutatasi teriiletnek, amelyben kiilénféle tipust
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(altalanositott) grafok homomorfizmus-profiljaként elGallo grafparaméterek
karakterizacioja a cél.

Az 5. fejezet additiv kombinatorikarol szol, és a jeloltnek egy egyszerzds
cikkén alapul, amely 2018-ban jelent meg a Transactions of the American
Mathematical Society cimi folyoiratban. Az additiv kombinatorika egyik
kozponti témaja, hogy linearis konfiguraciok (pl. haromtagi szamtani soro-
zatok) stirtiségét vizsgaljuk kompakt Abel-csoportok részhalmazaiban. Mivel
egy részhalmaz helyett tekinthetjiik az indikatorfiiggvényét, érdemes korlé-
tos mérhet§ fliggvényben is definialni egy linearis konfiguracio stirtiségeét, a
grafonok homomorfizmus-stirtiségeinek analégidjara. Messze nem nyilvan-
valé azonban, hogy mi feleljen meg ebben a kontextusban a grafonok vagas-
tavolsaganak. Szegedy Baléazs elGszor két, egy-egy diszkrét csoporton ér-
telmezett, négyzetesen Osszegezhetd fiiggvény tavolsagat vezeti be, majd két,
egy-egy kompakt Abel-csoporton értelmezett, Borel-mérhetd, négyzetesen in-
tegralhato fliggvény tavolsagat a Fourier-transzforméaltjuk tavolsdgaként de-
finialja. Igy metrikat kap a fiiggvények izomorfia-osztalyain (ha egy fiiggvény
konstans egy zart részcsoport szerinti mellékosztalyokon, akkor izomorfnak
tekintjiik 6t a faktorcsoporton értelmezett, neki természetes moédon megfeleld
fiiggvénnyel).

Az 5.9. tétel kimondja, hogy azon fiiggvények izomorfia-osztéilyai, amelyek
értékeiket a komplex szamsik egy rogzitett, konvex, kompakt részhalmaza-
ban veszik fel, ezzel a metrikaval kompakt halmazt alkotnak (a grafonok
ekvivalencia-osztéalyai terének kompaktsagaval analog modon). Az 5.13. té-
tel szerint pedig — a grafonokra vonatkozo szdmlalo-lemma analogiajara — a
legfeljebb 1 valodi komplexitasu linearis konfiguraciok stirtiségei folytonosak
a fenti metrikaban (e tétel pontos feltételeit itt nem reprodukalom). A valodi
komplexitast Gowers és Wolf definialtak a Gowers-féle uniformitési normak
segitségével, amelyeket Gowers a szdmtani sorozatokrol szolé Szemerédi-tétel
mélyebb megértéséhez, 4j bizonyitasahoz, a magasabbrendi Fourier-analizis
bevezetéséhez hasznalt.

Az 5. fejezet (egyben a disszertacio) legvégén a szerzé bemutatja, hogyan
hasznalhato a fejezetben kiépitett elmélet Roth haromtagt szdmtani soroza-
tokrol szolo tételének bizonyitédsara. Valojaban az egész 5. fejezet csak be-
vezet$ a szerzének a magasabbrendi Fourier-analizisre vonatkozo, a disszer-
tacio kereteit meghaladé munkassagahoz (valahogy ugy, ahogy a Roth-tétel
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bevezets a Szemerédi-tételhez).

Az 5. fejezetbeli bizonyitasok nagymértékben témaszkodnak ultraszorza-
tos technikakra, amelyeket Elek Gabor és Szegedy Balazs vezetett be a (hi-
per)grafelméletbe. Az ultraszorzatok a disszertacio 3. fejezetében is felbuk-
kannak, de ott csak érintélegesen.

A dolgozatban ismertetett eredmények varatlan, mély kapcsolatokat tarnak
fel a matematika latszolag tavoli agai kozott. A jelolt tudésa, bizonyito-
ereje, fogalmi innovéciora és elméletalkotasra vald képessége lenytigozs. Az
eredmények kozvetlen és kozvetett hatasa a graflimesz-elméletre és az ezzel
rokon tudoményteriiletekre (aszimptotikus extremalis kombinatorika, hélo-
zatelmélet, statisztikus fizika, additiv kombinatorika) igen nagy jelentségi.
A disszertacié6 messze tulszarnyalja az MTA doktori dolgozatoktol altala-
ban elvart szintet, mikézben korantsem fedi le a jeloltnek a PhD fokozat
megszerzése Ota elért jelentés matematikai eredményeit, példaul nem szol
az extremélis grafelméletben fontos Sidorenko-sejtésrél, amelyre vonatkozd
legerésebb eredmények szintén Szegedy Balazstol szarmaznak, és még sok
minden masrol.

Szegedy Balazs nemzedékének egyik legkivalobb magyar matematikusa. A
nyilvanos vita kittizését és az MTA doktori fokozat odaitélését a leghatéro-
zottabban tamogatom.

Frudd P
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