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FEJEZET

1

A kutatas témakorének
bemutatasa

Diofantikus egyenletek, egyenlet csaladok esetében fontos kérdés a megol-
dasszam és konkrét esetekben az Gsszes megoldas meghatarozasa. Algebrai
gorbék egész (S-egész) pontjaira altalanos végességi tételt 1929-ben Siegel
[86] bizonyitott. Mordell [66] 1922-ben egy igen fontos sejtést fogalmazott
meg, algebrai gérbéken csak véges sok racionalis pont van, ha a gorbe gé-
nusza legalabb 2. Chabauty [22] igazolta, hogy a sejtés igaz olyan gorbék
esetében, amelyeknek a Jacobianjanak a rangja kisebb, mint a gorbe gé-
nusza. Chabauty modszerét felhasznalva konkrét gorbék esetében korlatot
tudunk adni a pontok szdménak maximuméra és sok esetben ez a korlat
éles. Mordell sejtését 1983-ban Faltings [33| bizonyitotta be.

A diofantikus egyenletek egyik legismertebb problémaja a "nagy Fermat-
tétel". Ez a sejtés tobb mint 350 éven keresztiil megoldatlan maradt, nagyon
sok kutato és amatér matematikus probalta igazolni, végil Andrew Wiles
[106] bizonyitotta be. A bizonyitasban kulcsszerepet jatszott az elliptikus
gorbék elmélete és az tgynevezett Frey-gorbék.

Ezen témakorokkel intenziven foglalkozik tobb szamelméleti kutatocso-
port a vilag kiilonb6z6 orszagaiban. Az elmilt évtizedekben 1j modszere-
ket dolgoztak ki, amelyek kozott viszonylag kevés kapcsolat volt. Ilyenek
példaul az elemi modszerek, Runge-modszer [40], [52], [81], [105], aritmeti-
kai geometriai eszkézok (Chabauty-modszer [21], [22], [25], [34], elliptikus
Chabauty-modszer [15], [16], [14], Demjanenko-modszer [27], [37], [51], [59]),
Baker-modszer [5], [6], [7], [43], [88].

A kovetkez6 részben attekintiink néhéany klasszikus diofantikus szémel-
mélethez kapcsolodd problémat, amelyek a disszertacié témajaval szorosan
Osszefiiggenek.

Euler 1770-ben egy Lagrangenak irott levelében megadott 4 x 4-es négy-
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zetszamokbol allo biivos négyzetet. Lucas 1876-ban megfogalmazta a prob-
lémat, hogy 3 x 3-as esetben létezik-e csupa négyzetszamokbol allo biivos
négyzet. A kérdést 1984-ben LaBar tujra felvetette. Robertson |79] megmu-
tatta, hogy a probléméanak pontosan akkor létezik megoldasa, ha az

E,: v*=z—n%z

elliptikus gorbén létezik 3 egész pont 2, (Q)-ban, amelyeknek x-koordinéatéi
szamtani sorozatot alkotnak. FErdekesség, hogy ez a gorbe csalad lép fel
a kongruens szamok vizsgéalatanal is, igy ezzel kapcsolatban az irodalom
sok szép eredményt tartalmaz, szamtani sorozatokkal kapcsolatban példa-
ul a [13] és [89]. A fenti probléma altalanosithato algebrai gorbék esetére
is. Adott algebrai gorbe pontjai kozott keresiink olyanokat, amelyeknek z-
koordinatai szamtani sorozatot hataroznak meg. Az y*> = f(z) egyenletnél,
ahol f fokszama ketts, Allison 1] adott meg egy végtelen csaladot, amely 8
hosszt szamtani sorozatot tartalmaz. Tobben vizsgaltak a Pell egyenleteken
talalhato szamtani sorozatokat, példaul [29], [73]. Az y? = f(x) egyenlet-
nél, ahol f fokszdma harom, elliptikus gorbe pontjai kdzott keresiink hosszu
szamtani sorozatot az z-koordinatéakban, itt Bremner [12| és Campbell [20]
hataroztak meg végtelen csalddokat, amelyek esetében 8 hosszi szamtani
sorozat 1étezése garantalt. Specialisan a Mordell gorbékkel

v =2"+k

kapcsolatban Lee és Vélez ért el eredményeket [53]. Egy génuszi gorbék
alabbi csaladjait is sokan vizsgaltak,

Edwards gorbék: Ey: 2>+ 9% =1+ da?y?,
Huff gérbék:  H,y @ ax(y® — 1) = by(2? — 1),
negyedfokt modell: @ :y*> = f(z), ahol deg f = 4.

Moody [64] megmutatta, hogy az Edwards gorbék esetében létezik olyan d
érték, amelyre a gorbén taladlhato legalabb 9 hosszu szamtani sorozat. Huff
gorbékre Moody [65] igazolta, hogy 9 hosszu szamtani sorozat létezik a b =
1/2 valasztas mellett. Negyedfoku modellnél létezik olyan gorbe, amelyen
14 hosszi szamtani sorozat talalhato, illetve létezik olyan végtelen csalad,
ahol ez a hossz 12, ezen eredmények a kovetkezs publikaciokban targyaltak:
[3], [58] és [102]. Génusz kettes esetben a két vizsgalt hiperelliptikus modell
az y* = f(z) alakban adhat6 meg, ahol f fokszama 5, illetve 6. Amikor f
fokszama 5 a [2] és [104] eredmények alapjan tudjuk, hogy létezik 12 hosszu
szamtani sorozat egy végtelen csalad esetében. Amikor pedig f foka 6 [104]
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alapjan létezik 18 hosszi szamtani sorozat és végtelen csalad esetében 16
hosszt sorozat. Erdekes kapcsolodd eredmény talalhatd szimultan szamtani
sorozatokrol a (83| cikkben. A gorbe valés pontjait tekintve olyan (xy, yx)
sorozatot keresiink, ahol az z-koordinatak és az y-koordinaték is szamtani
sorozatba rendezhet&ek. A szerz6k megmutattak, hogy ebben az esetben
4319 fels6 korlat a pontok szédmara.

Lineéaris rekurziv sorozatokban talalhato négyzetek, kobok, teljes hatva-
nyok vizsgalata mar hosszabb multra tekint vissza. Pethd [71], [72], [70],
Robbins [77], [78], Shorey és Stewart [84], [85] eredményeit emelném Kki.
Kiilondsen népszert téma a Fibonacci és Lucas sorozatokban taldlhato tel-
jes hatvanyok vizsgalata. Itt Pethd eredményei mellett Bugeaud, Mignotte
és Siksek megjelent cikkét [18] emliteném meg, amelyben meghataroztak
a teljes hatvanyokat Fibonacci és Lucas sorozatokban Baker-moédszer és
moduléaris-modszer segitségével. Teljes hatvanyok mellett az tgynevezett
figurativ szamok meghatarozasa is kutatott teriilet. A Fibonacci, Lucas
és Pell sorozatokban el6forduld triangularis, pentagonalis és heptagonalis
szamok vizsgalataval foglalkoz6 matematikusok koziil J. H. E. Cohn [24],
Katayama [49], Ming Luo [62], [63], V. S. R. Prasad és Srinivasa Rao |74,
[75] nevét emliteném meg.

1.1. A kutatas célkitiizései

Az értekezésben sorozatokkal kapcsolatos diofantikus szamelméleti problé-
maéakkal foglalkozunk. Az el6z6 fejezetben példakat adtunk ra milyen kuta-
tasokat, kutatasi iranyokat adtak a tradicionélisan a témakorben felbukkand
sorozatok, a rekurziv sorozatok és a szamtani sorozatok. A konkrét célkiti-
zéseket a kovetkezd két pontban tudjuk Gsszefoglalni:

e sorozatok diofantikus egyenletek megoldéasai korében,
e sorozatok tulajdonsagaival kapcsolatos diofantikus egyenletek.

Az els pont esetében a kovetkezs eredményeket tekintjiik at. Pethd 2010-
ben [69] kittizott néhany szamelméleti problémat, az egyik norma forma
egyenletek megoldésaira vonatkozott. Ezt a kérdést sikeresen megvélaszol-
tuk Ulas lengyel matematikussal kozosen [99]. A bevezets részben emlitésre
keriiltek eredmények algebrai gorbék pontjai és szamtani sorozatok kapcso-
latdra vonatkozoan. Két altalanositott Huff modell esetében vizsgaljuk az
egész pontokat felhasznalva a Runge-modszert és ennek segitségével adunk
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a kapcsolodo szamtani sorozatokra vonatkozo eredményeket [96]. A Markoff
egyenlet esetében felbukkan egy Fibonacci szdmokra épiilé azonossag:

1 + F22n71 + F22n+1 = 3F2n—1F2n+1-

Luca és Srinivasan [54] megvizsgalta léteznek-e mas hasonldé megoldasok,
megoldas csaladok, amelyekben csak Fibonacci szamok szerepelnek. A
modszeriikben egyes 1épések erdsen kihasznélték a Fibonacci sorozat tu-
lajdonséagait. Sikeriilt kiterjeszteni az eljarasukat [97] olyan modon, hogy
Markoftf-Rosenberger egyenletek esetében is meghatarozhatova véaltak a spe-
cialis rekurziv megoldasok.

A masodik részben sorozatok kozos elemeinek vizsgalataval kapcsolatos di-
ofantikus egyenleteket tekintiink. A diofantikus szamelméletben szémos
kénnyen megfogalmazhatd nehéz probléma ismert. Sok esetben a megoldas-
hoz 1j modszerekre, illetve modszerek megfelel kombinélasara van sziikség.
Az értekezés masodik részében egy mai napig igen aktiv szerteagazo témaval
foglalkozunk. Egymast kovets egészek szorzata nem lehet teljes hatvany, ez
Erdss és Selfridge [32] klasszikus diofantikus eredménye. Késébb Erdds és
Graham [31] felvetett egy még altalanosabb problémaét, amely blokkok szor-
zataival kapcsolatos. Négy hossziu blokkok esetén Ulas [103] megmutatta,
hogy létezik végtelen sok megoldas, a varakozasokkal ellentétben. Legalabb
ot darab 5 hossza blokk esetében Bennett és Van Luijk [10] nyert hasonlo
eredményt. A nyitott esetek koziil az értekezésben vizsgaljuk a két négyes
blokk szorzatéaval 6sszefiiggs problémat, azaz az

vz +D(z+2)(@+3)(z+m)(z+m+1)(z+m+2)(z+m+3) =y

diofantikus egyenletet. Hatékony algoritmust adunk az Gsszes megoldas
meghatarozasara rogzitett m esetén. Tovabba vizsgalunk olyan eseteket is,
ahol a blokkok hossza nem feltétleniil azonos:

z(z+ Dyly + 1)y +2)(y + 3) = 2%,

illetve nem egymast kovetd egészek blokkjait tekintjiik, hanem szémtani
sorozat egymast kovetd elemeiét:

(x —b)a(x+b)(y — b)y(y + b) = 2°.

Bevezetjik az Erdgs-Graham probléma additiv altaldnositasat és ezekkel
kapcsolatban igazolunk effektiv végességi eredményeket, illetve bizonyos
specialis esetekben az Osszes megoldést meg tudjuk hatérozni. Az Erdés-
Graham problémakorhoz kapcsolédd eredményeim a kovetkezd cikkekben
szerepelnek: [46, 100, 98, 95].
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Polinomok altal reprezentalhaté linearis rekurziv sorozatok elemeivel
kapcsolatban Nemes és Peths [67] nyert szép eredményt, amelyben meg-
adjak milyen esetekben létezhet végtelen sok egész (n, x) megoldasa a

egyenletnek. A lefrasban szereplé polinomok esetében elGfordulhat, hogy
csak véges sok megoldés létezik, ahogyan a szerzék ezt példaval is illusztral-
tak. Az eredményt olyan iranyban terjesztettiik ki, hogy megadtunk poli-
nomokat, amelyek esetében garantaltan létezik végtelen sok egész megoldas.
A kérdéskorrel kapesolatosan tobb eredmény is talalhaté az irodalomban,
amelyekben konkrét polinomok és konkrét sorozatok esetében hatarozzak
meg az egész megoldasokat. Egy ilyen a binomialis egytitthatokkal kapcso-
latos (i) = R, egyenlet. Tobb sorozat esetén is vizsgaltdk a problémat kis
k értékek mellett: Kovacs [50], McDaniel [61], Ming [56, 57|, Szalay [92, 91].
A vizsgalt esetekben a probléma legfeljebb 1 génuszi algebrai gorbe egész
pontjainak meghatarozasara vezethets vissza. A 2 génuszi gorbékre vezetd
probléméak koziil sikeriilt kezelni az

() e ()

egyenleteket. A kapcsolodd eredmények a [94, 101] publikaciokban talalha-
toak.

1.2. A vizsgalati médszerek

A disszertacidoban vizsgélt problémak egy kozos jellemzdje az adott diofan-
tikus egyenletek Osszes megoldasdnak meghatarozésa, illetve bizonyos ese-
tekben jellemzése. Az eredmények esetében felhasznélt legfontosabb mod-
szereket tekintjik 4t ebben a fejezetben. A modszereket a két célkitiizés
mentén tekintjiik at.

Sorozatok diofantikus egyenletek megolddsar kérében.

A Peths-problémaval kapcsolatos eredmények esetében a kérdést sike-
riilt polinomialis egyenletrendszerre visszavezetni, amelyekre vonatkozdan
tobb hatékony numerikus modszert is kidolgoztak mar. Ezek a numerikus
modszerek viszont a valos vagy a komplex szamok felett tekintett rendsze-
reknél alkalmazhatoak. Esetiinkben a valtozok egészek vagy racionalisak. A
Grobner-bazisok segitségével sikeriilt egy bonyolult, de 6 valtozo helyett
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csak 3 valtozot tartalmazd egyenletre redukalni a problémat. Az eredmé-
nyes numerikus vizsgélatot felhasznalva a negyedfoki feliiletet fliggvénytest
feletti gorbeként kezelve a kérdés 0 génuszu fiiggvénytest feletti gorbe
pontjainak parametrizacidéjara vezet.

A Huff gorbék esetében elliptikus gorbék egy modelljérél beszéliink.
Elliptikus gorbék egész pontjainak meghatarozasara az elliptikus logaritmus
modszer egy hatékony eszkoz. Mivel elliptikus gorbék Mordell-Weil csoport-
jdnak a rangjanak meghatarozasara nem ismert algoritmus, igy a gyakorlat-
ban el6fordulhatnak gorbék, amelyekre nem alkalmazhatoé, illetve nehezen
alkalmazhato ha a csoport generdtorai kozott van nagy kanonikus magas-
sagiu. A Huff gorbék esetében két kiilonb6z6 modellnél is kidolgoztunk egy
Runge-moédszeren alapuld eljarast, amely minden esetben korlatot szol-
galtat az ismeretlen egész megoldasokra. Ezek a korlatok a Runge-modszer
esetében is lehetnek nagyok, ami az 6sszes megoldés meghatarozasat nehéz-
zé teszi, igy megadtunk egy redukcios eljarast, ami kiterjeszti a kezelhetd
problémék korét.

Az

az? + by + c2* = dayz.

egyenlettel megadott tgynevezett Markoff-Rosenberger egyenlet esetében
olyan x,y,z egész megoldasok meghatarozasaval foglalkoztunk, amelyek
egyszerre Fibonacci szamok. Az (a,b,c,d) = (1,1,1,3) egyenletre Luca
és Srinivasan hatarozta meg a megoldéasokat, ahol példaul felmeril az

1 + F22n—1 + F22n+1 = 3F2n—1F2n+1

csalad. A Fibonacci szdmokra vonatkozo alapvetd azonossagokon feliil a
Luca és Srinivasan altal kidolgozott modszert finomitottuk olyan moédon,
hogy az ad6do korlatok meghatarozésa utan egységesen 1 génusza gorbék
egész pontjainak meghatarozasara vezettiik vissza a problémaét.

Sorozatok tulajdonsdgaival kapcsolatos diofantikus egyenletek.

Az Erdés-Graham probléma vizsgalata soran egymést kovets egészek
szorzataival foglalkozunk. Ilyen blokkok szorzata mikor lehet teljes négy-
zet? Ezt a kérdést tette fel Erdds és Graham. Az igen sok kutatast inspiralo
Erdés-Selfridge eredményre alapozva Erdés és Graham azt varta, hogy blok-
kok esetén is negativ valasz sziiletik, azaz nem létezik megoldas. Itt az els6
ellenpélda Ulastol szarmazik. Két négyes blokk szorzata esetén a kérdés
nem tisztazott, itt az egyenlet az alabbi:

z(z 4+ 1)(z+2)(z +3)(z+m)(z+m+ 1) (x+m+2)(z+m+3) =y
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amely egy 3 génuszi hiperelliptikus gorbét definial. Ezt visszavezettiik 1
génuszu gorbére és a Runge-modszer segitségével z-re linearis fels6 korlatot
adtunk a blokkok tavolsdganak fiiggvényében. A teljes megoldashoz kifej-
lesztettiink egy p-adikus redukcids eljarast. Az Erdds-Graham probléma
altalanositasaként vizsgaltuk az alabbi diofantikus egyenleteket:

s+ Dyly+ )y +2) = 2%
vz +Dyy+ 1)y +2)(y+3) = 224

Parameéteres Pell-egyenletekre vonatkozo eredményeket felhasznalva iga-
zoltuk, hogy végtelen sok megoldas létezik Z[t]-ben. Az Erdds-Graham
probléma egy additiv altalanositasa az

Je(z) =y"

egyenlet, ahol

koo
filw) =Y I+

i=0 j=0
Itt a Baker-moédszeren alapulé mély eredmények segitségével nyertiink
effektiv végességi eredményeket. A numerikus eredmények esetében ellip-
tikus gorbék kiilonb6z6 modelljei esetében hataroztuk meg az egész pon-
tokat. A 2 génuszu esetekben a klasszikus Chabauty-modszert felhasz-
nalva hataroztuk meg a racionélis megoldésokat.

Vizsgaltuk a P(r) = R, diofantikus egyenletet, amelyre vonatkozoan
Nemes és PethS egy elegans karakterizacidos eredménye adta a motivaci-
6t. Megadtunk olyan polinom sorozatokat, amelyek esetében végtelen sok
megoldas garantalt. Az irodalomban el6fordul6 eredmények természetes
folytatéasaként kitértiink konkrét esetek vizsgalatara is, példaul az

za:@) %:(9. (1.1)

A kérdés ezekben az esetekben 2 génuszt gorbék egész pontjainak
meghatarozasara vezet. Itt a megoldasokra a Baker-moédszer segitségével
lehet korlatot adni. Ezek a korlatok nem teszik lehet&vé praktikus algo-
ritmus megadasat. Igy itt a Mordell-Weil szita segitségével igazoltuk,
hogy ha létezik nem ismert egész pont a gorbén, akkor annak mérete még
az el6z6 Baker-korlatnal is nagyobbnak kell lennie. Ez a moédszer a Lucas
szamok esetében sikeresen miikodott, a Fibonacci szdmoknal az als6 korla-
tot nem sikeriilt kiterjeszteni ugy, hogy a Baker-korlatnak ellentmondjon. A
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Fibonacci szamok esetében igy a hiperelliptikus logaritmus médszer se-
gitségével kezeltiik a problémat, a korlatot az LLL-algoritmuson alapulé
redukciot (de Weger altal bevezetett tlet) felhasznalva sikeriilt redukalni,
igy a 2 és 4 Mordell-Weil rangii gérbéken a leszdmlalas méar miikodott.
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FEJEZET

2
Tudomanyos eredmények

rovid osszefoglalasa

2.1. Pethd egy problémajarol

Buchmann és Peths [17] a K = Q(«) szamtestben, ahol o — 3 = 0, vizs-
galtédk az
Ngjo(wo+ z1a+ ...+ x6a°) =1

norma forma egyenletet. Megjegyezték, hogy a megoldasok kozott talalhato
a kovetkezd egység:

10 + 9o + 802 4+ 7a® + 6a* + 5a° + 4ab,

azaz létezik olyan megoldas, amelynél az (xg,...,z5) € Z7 koordinatak
szamtani sorozatot alkotnak. A fenti példa alapjan Bérczes és Pethd [11]
vizsgalta a kdvetkezd norma forma egyenletet:

Ng oo+ i+ ...+ Tp1a" 1) =m,

ahol K = Q(«) adott szamtest, az zg, 1, ..., T,—1 egészek pedig szamtani
sorozatot alkotnak. Sikeriilt megmutatniuk, hogy csak véges sok megoldas
létezhet, ha bizonyos feltételek teljesiilnek. Az egyik feltétel, amelyet nem
fed le a végességi allitas az az, hogy a

n

no «

8=

an—1 a—1

szdm egy valds mésodrendd algebrai szam legyen. Cikkiikben egy ilyen
példat adtak: ha az ot + 223 + 522 + 42 + 2 az o definial6 polinomja, akkor
B gyoke az x? — 4x + 2 masodfokt polinomnak. Ezzel kapcsolatban tiizott
ki 2010-ben Pethd [69] egy problémat (Problem 6).

9
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10

1. Probléma (Peths). Létezik-e végtelen sok negyedfoki algebrai egész a,

40(4 _ « 4 - . g Q
T — o7 mdsodfoki algebrai szdam?

amelyre

Legyen f(z) = a* + ax® + ba? + cx + d negyedfoki irreducibilis polinom,
ahol a,b,c,d € Z ¢s g(x) = x>+ px +q polinom, amelyre p, ¢ € Q. Kiindulva
abbol, hogy a gyoke az f(z)-nek és f = do’ =25 gyoke g(r)-nek, adodik

at—1
egy hatodfoku polinom, amelynek o gytke. Azaz a hatodfoku polinom

oszthato az f(r) polinommal. Legyen a maradék e; + esx + e3r? + eq2?,

ahol

e1:  —3dpa® + 5dpa + 3dpb — 6dp — dga® + 2dga + dgb — 3dg — 9da® + 12da +
+9db — 10d + q,

€ : 3dpa — 5dp + dga — 2dq + 9da — 12d — 3pa®c + Spac + 3pbe — 6pe + p —
—qa®c + 2qac + gbe — 3qc + 2q — 9a’c + 12ac + 9be — 10,

e3:  —3dp—dq — 9d — 3pa®b + 5pab + 3pac + 3pb> — 6pb — Bpc + 3p — qa’b +
2qab + qac + gb® — 3gb — 2gc + 3¢ — 9a%b + 12ab + 9ac + 9b* — 10b —
—12¢+1,

€4 : —3pa® + 5pa® + 6pab — 6pa — 5pb — 3pe + 6p — qa® + 2qa® + 2qab — 3qa —

2gb — gc + 4q — 9a® + 12a® + 18ab — 10a — 12b — 9¢ + 4.

Grobner-bazisok segitségével adodik, hogy a kovetkezs szorzatnak nullaval
kell egyenlének lennie:

(%3) (a—2b+c)-

-(233a* — 352ab + 108a’c + 168a® 4 368ab? — 264abc —
—624a%b + 46a*c* — 184a*c — 544a* — 160ab® + 128ab’*c +
352ab® — 16abc® + 64abe + 128ab — dac® — 8ac® + T68ac +
+640a + 48" — 64b%c — 256b° + 32b%c + 288b*¢ + 384b* —
—8bc® — 144bc® — 512bc + ¢* + 24¢® + 96¢* — 640c — 256).

A ¢ = 2b — a esetben reducibilis polinomot kapunk. Az

F(a,b,c) = 233a" — 352ab + 108a%c + 168a> + 368a°b? — 264a’bc —
—624a2b + 46a*c* — 184a*c — 544a® — 160ab® + 128ab*c +
352ab* — 16abc* + 64abe + 128ab — 4ac® — 8ac® + T68ac +
+640a + 48b* — 64b%c — 256b° + 32b%c* + 288b%c + 384b* —
—8bc® — 144bc® — 512bc + ¢* + 24¢® 4+ 96¢* — 640c — 256.
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tényezd vizsgalata marad. Ebben az esetben sikeriil paraméteres megolda-
sokat nyerni és fiiggvénytest feletti gorbék segitségével megvéalaszolni Pethé
kérdését.

1. Tétel (Tengely-Ulas [99]). Végtelen sok a* + aa® + ba® + ca +d = 0
egyenlettel definidlt negyedfoki algebrai egész létezik, amelyre

40t a
=
at*—1 a-—-1

eqy mdasodfoki algebrai szdm. Tovabbd végtelen sok o megyedfoki algebrai

szam létezik, amelyre a fent definidalt 3 mdsodfoki algebrai szdm valos.

2.2. Sorozatok és Huff gorbék

1948-ban Huff [48] egy geometriai probléma vizsgalata soran jutott el az
az(y* —1) = by(«* — 1)

egyenletcsaladhoz. Az igy kapott egyenlet elliptikus gorbére vezet. Az utob-
bi idében a kriptografiai alkalmazasok miatt a kiilonféle modellek nagy nép-
szertiségre tettek szert (Edwards gorbék, Montgomery gorbék, Weierstrass
gorbék, hogy egy parat emlitsiink). Az

v’ =2+ Az + B

rovid Weierstrass alakban adott gérbék egész pontjainak meghatarozasara
az elliptikus logaritmus modszeren alapulé eljarast Gebel, Pethé és Zimmer
[36] és toliik fiiggetleniil Stroeker and Tzanakis [90] dolgoztak ki. Az eljaras
sikere nagyban mulik azon, hogy a gorbe Mordell-Weil rangjat meg tudjuk-e
hatarozni. Erre vannak modszerek, de nincs ismert algoritmus, ami legalabb
elméletben garantalné a rang meghatéarozasat.

Wu és Feng [107] illetve Ciss és Sow [23]| bevezették az alabbi altalano-
sitott Huff gorbéket:

Ha,p:  w(ay* —1) =y(br* — 1)

)

ahol a,b € Z és
Hg:g ©ax(y? —c) = by(a® —d)
ahol a,b,c,d € Z. Ezen modellek esetében megmutatjuk, hogy az egész
pontok meghatarozasara alkalmazhat6 a Runge-modszer [81], amely egy
hatékony algoritmust is szolgéltat.
A H,; modell egész pontjaival kapcsolatban igazoljuk a kovetkezs ered-
ményt.
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2. Tétel (Tengely [96]). A Hup @  x(ay®* — 1) = y(bz® — 1),a,b,2,y € Z
diofantikus egyenlet megolddsai a kéovetkezdk lehetnek:

(a,b,z,y) = (a,b,0,0) ahol a,b € Z,
(a,b,z,y) (a,a,z,z) ahol a,x € Z,
(a,b,z,y) = (1,1,-1,1),

(a,b,z,y) = (1,1, 1,—1)

(@boy) = (—1,-1,-1,1),

(a,b,z,y) (—1,— 1,1, 1),

(a,b,2,9) (a,2 —a,—1,1) ahol a € Z,
(a,b,z,y) = (a,2—a,1,—1) ahol a € Z.

A tétel jol karakterizalja az egész megoldasokat, igy le tudjuk irni az elsd
koordinatakban szadmtani sorozatot alkoté pontokat.

1. Kévetkezmény (Tengely [96]). A H,p egyenletnek tekintsik az

(1, 91), (22, y2), (23, Y3)
megolddsait, amelyeknél (r1, o, x3) szamtani sorozatot alkot és legfeljebb egy
(x;,y;) pont esetében teljesil, hogy x; = y;. Ekkor
(x1,29,23) = (=3,—1,1),(—1,0,1),(1,0,—1) vagy (1,—1,-3).
Vezessiik be a ¢(a, b, c,d) = (a*c — 81)(a*c — 81 — b?*d) jeldlést. A Hg:g
modell egész pontjaival kapcsolatban a kdvetkezd eredményt adjuk.

3. Tétel (Tengely [96]). Legyen a,b,c,d € Z gy, hogy abed(a*c — b*d) # 0.
Az Ly, Ly, Uy, Uy értékeket a kovetkezd modon definidljuk:

Ly = —g5\/d(a,b,c.d), Ui =5/ o(a,b,c,d),

9
L2 - _%\/_qb(aa b7 —C, _d>a U2 = %\/QS(Ga b7 —C, _d)

Legyen mo = min({0}U{L; : i = 1,2, L; € R}) és My = max({0}U{U; : i =

1,2,U; € R}). Amennyiben (x,y) egész pont a HS:Z modell esetében, akkor

vagy

2a%c — 1)(2a%c —t — 26%d
p = 4 YR~ 1) ) teqii61,.. 161}

vagy

ERE
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Diofantikus egyenletek esetében altalaban érdekesnek szamitanak azok,
amelyeknél sok megoldas létezik vagy létezik nagy megoldas. A bevezetd
részben emlitettiink néhany eredményt, amelyekben adott algebrai gorbe
pontjai kozott keresnek az z-koordinataban szamtani sorozatot alkotokat.
A nggl modell esetében ilyen irdnyban pozitiv Mordell-Weil rangu elliptikus
gorbékre épitve igazoljuk a kovetkezd eredményt.

4. Tétel (Tengely [96]). Végtelen sok (a,b,c,d) € Z* létezik gy, hogy a
HCCL:Z diofantikus eqyenlet egész megolddsai kozott létezik 9, amelyeknél az
x-koordindtdk szamtani sorozatot alkotnak.

2.3. Markoff-Rosenberger egyenletek és
Fibonacci szamok

Markoff [60] vizsgalta az
2+ + 22 = 3xyz

diofantikus egyenlet egész megoldésait. Az egyenletnek végtelen sok megol-
désa létezik az egészek korében. Amennyiben (z,y, z) egész megoldas, agy
szintén megoldas az (z,vy,3xy — 2). Igy pédaul az (1,1, 1) megoldasbol ki-
indulva adodik az (1, 1,2) megoldas. Rosenberger [80] bevezette a Markoff
egyenlet kovetkezd altalanositésat:

az® + by* + cz* = dryz. (2.1)

Megmutatta, hogy ha a, b, ¢ paronként relativ prim egész szamok és a, b, c|d,
akkor a (2.1) egyenletnek létezik trivialistol kiillonbozé megoldasa, ha

(a,b,c,d) € {(1,1,1,1),(1,1,1,3),(1,1,2,2), (1,1,2,4), (1,1,5,5), (1,2,3,6)}.

A (2.1) egyenlettel kapcsolatban sok szép eredmény sziiletett, ezek koziil
ragadunk ki parat a kovetkezGekben. Silverman [87| imaginarius kvadra-
tikus szamtestek esetében vizsgilta a (2.1) egyenletet az a = b = ¢ = 1
esetben. Baer és Rosenberger [4] szintén imaginéarius kvadratikus szam-
testek felett tanulméanyozték a (2.1) egyenletet. Gonzélez-Jiménez és Tor-
nero [39] olyan megoldasokat kerestek, amelyek szamtani sorozatot alkot-
nak. Gonzalez-Jiménez [38] cikkében geometriai sorozatokat alkoté megol-
désok esetében nyert eredményt. Példaul megmutatta, hogy az (a,b, ¢, d) =
(1,1,1,3) klasszikus esetben a Q(1/5) szamtest feletti megoldasok esetében
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az (56 — 24/5, 16, 56 + 24\/5) megoldas megfelels. A Fibonacci szamok
esetében egy jol ismert azonossig a kdvetkezs:

]. + F22n71 + F22n+1 - 3F2n—1F21’L+17
azaz a klasszikus Markoff egyenletnek megoldasa az

(17, Y, Z) = (L FQn—l; F2n+1)-

Luca és Srinivasan [54] meghatarozték a klasszikus Markoff egyenlet Gsszes
olyan megoldasat, amelyben a koordinaték egyszerre Fibonacci szamok.
Természetes folytatas a Markoff-Rosenberger egyenletek esetében megad-
ni az Osszes Fibonacci szamokbol allo6 megoldast, azaz ahol (x,y,z) =
(F;, Fj, Fy).. Luca és Srinivasan modszerét kovetve az els6 1épésben korlatot
nyeriink az ¢-re. Luca és Srinivasan a folytatasban a Fibonacci sorozatra
vonatkoz6 eredményekre épitve haladt, ami a Markoff-Rosenberger egyen-
letek esetében nehezebben kivitelezhets. Ehelyett egy 0j utat kovetiink, az
i-re vonatkoz6 korlatot felhasznalva adunk meg korlatot a k — j értékre.
Ez a 1épés lehetévé teszi, hogy a probléméat visszavezessiik y? = f(z) alaki
egyenletekre, ahol f negyedfokt polinom. Igy igazolni tudjuk a kovetkezs
eredményt.

5. Tétel (Tengely [97]). Tekintsik a (2.1) egyenletet az
(a,b,c,d) € {(1,1,1,1),(1,1,2,2),(1,1,2,4),(1,1,5,5),(1,2,3,6) }
paraméterekkel. Az dsszes, csak Fibonacci szdmokbdl dllo
(z,y,2) = (F}, F}, Fi)

megoldas a kéovetkezd tablazatban adott.

megolddsok
{(3.3,3)}

)
)
) {(2,2,2)}
1,1,2,4) {(1,1,1),(1,3,1),(1,3,5),(3,1,1), (3, 1,5)}
)
)

{(1,2,1),(1,3,1),(1,3,2),(2,1,1),(3,1,1), (3, 1,2)}
{(1,1,1),(1,2,1),(1,2,3),(5,1,1)}

2.4. Erd6s-Graham tipust egyenletek

Erdss és Selfridge [32] egy nevezetes tétele szerint egymast kovets egész
szamok szorzata nem lehet teljes hatvany. A probléma altalanositasa d > 1
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differenciaji szamtani sorozatok egymaés utani elemeinek szorzatara a té-
makor nehéz sejtése. A kérdés az

n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by (2.2)

diofantikus egyenletre vezet. Tekintsiik elGszor az [ = 2 esetet. Méar Euler
igazolta (|28] 440 és 635 oldalak), hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldésa,
ha k = 4 és b = 1. Kés6bb Oblath [68] kiterjesztette az eredményt a k = 5
esetre. Erdds [30] és Rigge [76] egymaéstol fiiggetlentil belattak, hogy a
(2.2) egyenletnek nincs megoldésa, ha b = d = 1. Hirata-Kohno, Laishram,
Shorey és Tijdeman [47| teljesen megoldotték a (2.2) egyenletet, amikor 3 <
k < 110 és b = 1. Tengely [93] eredményével kombinalva a fenti probléma
Osszes megoldasat megkapjuk, ha 3 < k < 100, P(b) < k.

Tekintsiik most az [ > 3 esettel kapcsolatos eredményeket. Erdds és Sel-
fridge [32] igazolta, hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldasa, ha b =d = 1.
Altalanosabb esetben, amikor P(b) < k és d = 1 Saradha [82] bizonyitotta,
hogy k > 4 feltétel mellett az egyenletnek nincs olyan megoldasa, amelyre
P(y) > k. Felhasznalva Darmon és Merel [26] eredményét, Gydry [41] hason-
16 tételt igazolt a k = 2,3 esetekben. Abban az esetben, amikor elhagyjuk
a d-re vonatkozo megszoritast is, Gyory [42]| belatta, hogy k = 3, P(b) < 2
mellett nem létezik megoldésa az egyenletnek. Tovabbi altalanos eredmé-
nyeket talalunk a [9], [44] és a [45] dolgozatokban. T6bbek kozott igazolast
nyert, hogy a (2.2) egyenletnek nincs megoldésa, ha b =1 és k < 35.

Legyen f(n, k) = n(n+1)--- (n+k—1). Ahogyan korabban megjegyeztiik
Erdss és Selfridge igazolta, hogy f(n, k) nem lehet teljes hatvany, ha n >
1,k > 2. Tekintsiik a kovetkezs altalanos egyenletet

Hf(njvkj> = 1327

rogzitett r > 2 és {ky,..., k. } mellett, ahol k; > 4,7 € {1,...,r}. Erdds
és Graham [31] felvetették a problémat, hogy a fenti egyenlet esetében vé-
gességi allitas teljesiil-e. Ulas [103] megmutatta, hogy r = 4 vagy r > 6
esetében, ha k; = 4, akkor végtelen sok megoldéas 1étezik. Bauer és Bennett
[8] hasonlo eredményt nyert r = 3 és r = 5 esetében. 2012-ben Bennett
és Van Luijk [10] igazolta, hogy r > 5 és k; = 5 mellett is létezik végtelen
sok megoldés. Az altalanos sejtés az, hogy végtelen sok megoldas léte-
zik, ha r elég nagy az intervallumok hosszanak maximuméhoz képest. Az
Erdés-Graham problémakorben elGszor a két négyes blokk szorzataval kap-
csolatos eredményeket targyaljuk, ez a specialis eset nem lett lefedve Bauer
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és Bennett [8] cikkében és csak részeredmények taldlhatoak Luca és Walsh
[55] publikacijaban, amelyben a Pell-egyenletek elméletét felhasznalva bi-
zonyos feltételek mellett a megoldasszamra adnak korlatot. Mi a blokkok
tavolsaganak fiiggvényében nyeriink korlatot a lehetséges megoldasokra fel-
hasznalva a Runge-modszert. A korlatra épitve egy hatékony algoritmust
adunk az Osszes megoldas meghatarozasara. Az egyenletiink a két négyes
blokk esetében az alabbi moédon irhato:

z(x+1)(x+2)(z+3)(z+m)(z+m+1)(z+m+2)(x+m+3) = 3>, (2.3)
ahol 4 <m € N.

6. Tétel (Tengely [95]). Amennyiben (z,y) € N? megolddsa a (2.3) egyen-
letnek, akkor
1 <2 <1.08m.

A korléatra épiil§ algoritmus segitségével a kovetkezd eredményt nyerjiik.

7. Tétel (Tengely [95]). A (2.3) egyenlet egyetlen (x,y) € N* megolddsa a
4 <m < 10° feltétel mellett a kévetkezo:

(x,y) = (33,3361826160),
amely m = 1647-nél lép fel.

Kiilonb6z6 hosszusagu blokkok esetében Bauer és Bennett 8] nyert ered-
ményeket, megmutattak, hogy bizonyos hosszusagu blokkok esetén létezik
végtelen sok megoldas. A megoldasaik viszont exponencidlisan nének. Egy
természetes 1épés vizsgalni 1éteznek-e polinomokkal paraméterezhets meg-
oldasok. Ebben az iranyban a kdvetkezd eredményeket értiik el.

8. Tétel (Tengely-Ulas [98]). A kovetkezd diofantikus egyenleteknek végtelen
sok megolddsa létezik a Z[t] gydriben:

sz+Dyly+1)y+2) = 22
s+ Dyly+ 1)y +2)y+3) = 2°

Az aldbbi diofantikus egyenletnek létezik legaldbb két megolddsa a Z[t| gyi-
riben.

z(z+Dyly+ Dy +2)(y+3)(y+4) = 2°

Hasonl6 eredményt sikeriilt nyerni olyan esetekben is, amikor a blokkok
szorzata nem teljes négyzet, hanem szintén egy blokk.



dc_1892 21

17

9. Tétel (Tengely-Ulas [98|). A kovetkezd diofantikus egyenleteknek végtelen
sok megolddsa létezik a Z[t] gydriben:

sz +Dyly+1)(y+2) = z(z+1),
rz+Dyly+ Dy +2)(y+3) = z(z+1)

Tekintsiik a kovetkezs additiv valtozatat az Erdgs-Graham problémé-

nak:
fux)=y", k>0,n>2 (2.4)
ahol o
file) =Y T]@+7)
i=0 j=0

Az fi.(x) polinom 1 f6egytitthatos és a foka k+1. Az egyenlettel kapcsolatban
a Baker-modszer segitségével effektiv végességi allitast bizonyitunk.

10. Tétel (Laishram-Hajdu-Tengely [46]). A (2.4) egyenlet megolddsaira
1gazak a kovetkezok:

i) hak>1ésy#0,—1 akkorn < ci(k),
it) ha k>1 ésn > 3 akkor max(n, |z|, |y|) < ca2(k),
iii) ha k> 1, k # 2, ésn =2 akkor max(|z|, |y|) < cs(k).

A c1(k), ca(k), c3(k) konstansok effektive kiszamolhatoak és csak k értékétdl
fliggnek.

Rogzitett k esetén a probléma numerikusan is kezelhetd, ha k£ nem tul
nagy. Ebben az irdnyban az alabbi tételt igazoljuk.

11. Tétel (Laishram-Hajdu-Tengely [46]). Legyen 1 < k < 10 gy, hogy
k # 2 han = 2. Ekkor a (2.4) egyenlet megolddsai a kovetkezdk: (x,y) =
(—2,0),(0,0), k,n tetszdleges; (z,y) = (—1,-1), k,n > 3 tetszdleges;
(2,9, k,n) = (—4,2,1,3),(2,2,1,3), (2, 2,2, 5).

A (2.4) egyenlet esetében az eredeti Erdgs-Graham problémaban szerep-
16 blokkok szorzata helyett blokkok Osszegét tekintettiik. Az alabbiakban
egy még altalanosabb additiv valtozatot tekintiink. Jelolje Ny a nem nega-
tiv egészek halmazat és Nj a k-nal nagyobb egyenl6 nem negativ egészek
halmazat. Legyen a € Nj esetében
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Tovabbé legyen

A, ={(a1,...,ax) €N a; < a1 ahol
i=1,2,...k—1, a,. <néske{l,....n—1}}.

Adott m € Nsg és T = (aq,...,a;) € A, esetén tekintjik az alabbi diofan-
tikus egyenletet

y™ = gr(z), ahol gr(z) :=p,(z)+ Zpai(x)- (2.5)

Megjegyezziik, hogy a T' = (0,1,...,n — 1) € A, vélasztas mellett a fenti
egyenlet megfelel a (2.4) egyenletnek. A (2.5) egyenlet esetében a kivetkezd
eredményt igazoljuk.

12. Tétel (Tengely-Ulas [100]). Legyen n € Nso, T = (ay,...,a;) € A,.
Amennyiben ay > 2 vagy ay = 1,a0 = 3,a3 > 5, akkor az y™ = gr(z)
eqyenlet egész megolddsaira igazak a kévetkezdk:

1. hay # 0, akkor m < c1(n),

2. ha m > 3, akkor max{m, |x|, |y|} < ca(n),

3. ha m = 2, akkor max{|z|, |y|} < c3(n).

Ahol ¢1(n), ca(n), c3(n) effektive kiszamolhato csak n-tél fiiggd konstansok.

2.5. Rekurziv sorozatok és polinom
reprezentaciok

Legyenek A, B, Ry, Ry egész szamok. Az R, binaris linearis rekurziv soro-
zatot definidljuk a két kezdsértékével (Ro, Ry) és a

Ry = AR, — BR,_1,n > 1.

rekurziv relacioval. Egy ilyen sorozatot nem degeneraltnak neveziink, ha
|Ro|+|R1|> 0 és az 2% — Az + B karakterisztikus polinom «y, ay € C gydke-
inek hanyadosa nem egységgyok. Vezessiik be tovabba a kévetkezo jelolése-
ket: C = R?— AR Ry+BR2 és D = A>—4B. Jelolje Ty,(x) a k foka Csebisev-
polinomot, azaz a Ty(z) = 2, T1(x) = v és Tyiq(x) = 2T (2) =T 1(z),n > 1
modon definialt polinomot. Nemes és Pethd [67] elegans karakterizaciot ad-
tak meg milyen esetekben fordulhat els, hogy egy a fenti médon definialt
nem degeneralt masodrendid rekurziv sorozat elemei koziil végtelensok rep-
rezentalhato legyen egy adott polinom segitségével. Eredményiik az aldbbi.
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13. Tétel (Nemes-Peths [67]). Legyen R, a fenti modon definidlt linedris
rekurziv sorozat olyan, hogy |B|=1 és P = ZZ:O AL XF egész egyiitthatos
polinom, amire d > 2. Legyen ¢ = —B™C/D és E = 2(d — 1)A%2_, —
4dAgAq—2. Amennyiben az R, = P(x) egyenletnek végtelensok n,x egész
megoldasa létezik, akkor

-em (28 25).

ahole ésn az 1 vagy —1 értékeket veszik fel. Tovdbbd az x vagy a P'(x) egész
gyoke vagy d|Ag|lx + Aq—1 eleme véges sok mdsodrendd D; diszkrimindnsi
rekurziv sorozat unidgjanak, ahol D/D; négyzetszamok.

Speciélisan a Fibonacci sorozat esetében Nemes és Peths megjegyezték,
hogy a fenti eredmény alapjan az F,, = P(x) egyenletnek csak akkor lehet
végtelen sok megoldésa, ha P fokszama paratlan. Példat adtak arra is, hogy
ha a polinom a tételben szerepld alakt még el6fordulhat, hogy az R,, = P(x)
egyenletnek csak véges sok megoldasa létezik. Igy természetesen adodo
probléma olyan polinomok, polinom csaladok megadasa, amelyek esetében
valoban végtelen sok megoldas létezik.

Adott fokszam esetén Lagrange interpolaciot felhasznalva megadhatunk
adott Fibonacci szamokat reprezentalé polinomokat. Paldaul d = 3 eseté-
ben a (0,0), (1,1),(2,2), (3, F,,) pontokat felhasznéalva adodik az

1 1 1 3 1
—F,— =2+ —=F,+ =) 2*+ = F,u.
(6 2)x+(2 —|—2>x—|—3 x

polinom. A polinom egész egyiitthatés, ha n = 0 (mod 4) és n # 0
(mod 3). Azaz, példaul Fig = 987 esetében a harmadfoku polinom:

164x> — 49222 + 3292

A d =2 esetben a Py i(x) = 32?2+ (6k+2)x+ k(3k+2) formuldval megadott
csalad reprezentélja a 0,1,5,8,21,4181 Fibonacci szamokat:

PQJC(_I{» - 07 P2,k(_k - 1) = ].,P27k(_k + 1) = 5’
Pyj(—k —2) =8, Pyy(—k — 3) = 21, Py (—k + 37) = 4181.

Végtelen sok Fibonacci szam reprezentalhatosagaval kapcsolatban az
alabbi eredményt kaptuk.

14. Tétel (Tengely-Ulas [101]). Adott a € C\ {—1,0, 1} esetén tekintsik a
(P.(a))nen sorozatot, ahol

a» —a "
_1 *

P, =P,(a) = P
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Ekkor barmely k € N esetén létezik 2k — 1 foku négyzetmentes F(a,t) €
Y/ [%] [t] polinom gy, hogy az Fy(a,t) = P, diofantikus egyenletnek végtelen
sok egész n,t megolddsa van.

Fontos megjegyezni, hogy a tételben szereplé polinom konstruktiv mo-
don meg is lett hatarozva, a rekurziv elgallitas a kévetkezs:
1
Fi(a,t) =t, Fy(a,t) = —t((a® = 1)°t* + 3a?),
a

(a? — 1)%t% + 2a?
02

Fk(a,t) = Fk_l(a,t) - Fk_g(a,t), k Z 3.

Specialisan a Fibonacci sorozatra a kovetkezs eredmény adodik.

2. Kovetkezmény (Tengely-Ulas [101]). Legyen a = 2‘[ L aholi* = —1.
Ekkor
Piy—3(a) = Fin-3, Pi-an(a) = Fin-1,

a megadott rekurzidval definidlt Fy(a,t) polinom egész egyiitthatds és az

5—1
Ey, (z\/_ ,t)an

2

diofantikus egyenletnek végtelen sok n,t egész megolddsa létezik.

Az eredményben szerepl6 polinomok kis fokszam esetén az aldbbiak:

Fy(a, (=1)k1)
t (5t* — 3)
5t (5t4 — 5t2 + 1)
025ﬁ-—175ﬁ=+7oﬁ-—7)
t (5% — 3) (125t% — 150t* + 45¢% — 3)
(3125t“> 6875t + 5500t° — 1925¢* + 275¢% — 11)
t(

= IR N IO Y

t (15625¢12 — 40625t 4 40625t% — 19500t° + 4550¢* — 455¢% + 13)

és teljesiil az alabbi azonossag:

V5—1
Fy (2 5 7(_1>k+1F2n—1 :F(Qk—1)(2n—1).

Tekintslink néhany konkrét esetet, amelyben binomiélis egyiitthatok-
kal kapcsolatos polinomokkal szeretnénk Fibonacci szamokat reprezentalni.

xr
=F
<2>-+d n

ElGszor vizsgaljuk meg az
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diofantikus egyenletet, rogzitett d € Z esetén. Felhasznalva a Fibonacci
és Lucas szamok kozotti L2 — 5F2 = 4(—1)™ osszefiiggést a probléma re-
dukalhato hiperelliptikus gorbék egész pontjainak meghatarozasara, ahol a
csalad a kovetkezé:

Cas: > =>5x"—102° + (20d + 5)2* — 20dx + 20d* + 16.
Az alabbi eredményt nyertiik ebben az esetben.

15. Tétel (Tengely-Ulas [101]). Az () +d = F,, diofantikus egyenlet egész
megoldasaira a —20 < d < 20 feltétel mellett az aldbbiak teljesiilnek:

d=—20,n€ {1,2,6,13,15},d = —19,n € {3},d = —18,n € {4},

d=—16,n € {511}, d = —15,n € {0,7,8},d = —14,n € {1,2},

d=—13,n€ {3,6}.d=—12,n € {4}, d = —11,n € {9,10},d = —10,n € {0,5},
d=-9ne{l1,2,12},d=-8ne {3, 7},d=—-7,n € {4,6,8},d=—6,n € {0},
d=—5mn¢c{1,2519),d=—4n¢e {3},d=—3,n¢c {0,4,16},
d=-2.n¢€{1,2,6,7,9,11},d= —1,n € {0,3,5,14},d = 0,n € {0,1,2,4,8, 10},
d=1,n¢€{1,2,3,17},d=2,n € {3,4,5,6,13},d = 3,n € {4,7},d = 4,n € {5},
d=5mn¢c{56},d=6ne{89},d=Tne{6,7).d=8nc {612 24},
d=10,n€ {7,10},d=11,n € {8,11},d = 12,n € {7}d = 13,n € {7,9},
d=15,n ¢ {8,15},d=18,n € {8},d = 19,n € {9,10},d = 20,7 € {8}.

Ahogyan a disszertacié bevezet§jében emlitettiik sok szép eredmény szii-

letett az
T
(+)

diofantikus egyenletekkel kapcsolatban rogzitett k esetén. A Fibonacci so-
rozat esetében is meghataroztédk a binomiélis egyiitthatokat, amelyeknél k
legfeljebb 4, azaz a probléma 1 génuszu gorbére vezet. Itt az elliptikus lo-
garitmus modszer eredményesen alkalmazhaté. A k = 5 eset mar 2 génuszi
hiperelliptikus gérbékre vezethetd vissza. Ezekre vonatkozodan vizsgaljunk
meg két esetet. A Fibonacci és a Lucas szamokra vonatkozoan tekintsiik az
alabbi diofantikus egyenleteket:

és
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A Fibonacci szamokra vonatkozo eredményt a Gallegos-Ruiztol szarmazo
[35] agynevezett hiperelliptikus logaritmus modszer felhasznalasaval sikertilt
kezelni, a Lucas szamok esetében pedig a Baker-modszeren és a Mordell-
Weil szitan alapul6 Bugeaud, Mignotte, Siksek, Stoll és Tengely [19] altal
kidolgozott eljarast alkalmaztuk.

16. Tétel (Tengely-Ulas [101]). A (2.6) egyenlet x > 5 egész megolddsai a
kovetkezdek: (n,x) € {(1,5),(2,5),(8,7)}.

17. Tétel (Tengely [94]). A (2.7) egyenlet x > 5 egész megolddsa a kivet-
kezd: (n,x) = (1,5).
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