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Gyori Kalman iskolateremté tevékenységének kovetkezményeként Debrecenben a dio-
fantikus szamelméletnek prosperdlé miihelye jott létre. Ennek a kozosségnek tagja Ten-
gely Szabolcs, aki doktori munkédjaban a diofantikus egyenletek tertiletén elért kiemelked6
eredményeit mutatja be. A témakor a matematika legrégibb, legszebb, de egyik legnehezebb
fejezetei kozé tartozik, és nagy hatassal volt a matematika egészére, kiilonosen a modern
szamelmélet, algebra, és algebrai geometria fejlodésére. A XX. szazad soran, a kiilso szemlélo
szamara esetleg elszigetelt egyedi problémaknak tind teriilet, néhany egyszertien kimondhato,
de mégis mély alapelv mentén, atlathaté szerkezetbe szervezodott. A modern elmélet széles
korben hasznalhatd, altalanos médszerekhez vezetett, melyek koziil a jelen tézis is szamosat
tartalmaz, ahogy az az alabbiakbdl is kitinik majd.

A diofantikus egyenletek f6 kérdései a megoldasok 1étezése, létezés esetén azok valamilyen
formaban valé leirasa koriil forognak. Példaul kétvaltozds egyenletek esetén Siegel egy tétele
garantalja, hogy jol leirhato kivételes eseteket leszamitva csak véges sok egész megoldasuk
lehet. A kivételes eseteket az egyenlethez tartozé gorbe génusza, a komplex szamok feletti
megoldasok halmazanak topologikus tulajdonsaga irja le. Ha a génusz 1 vagy nagyobb, a
megoldashalmaz véges. Faltings egy hires tétele pedig a racionalis megoldasokra is hasonld
végességet garantdl, ha a génusz 2 vagy annal nagyobb. Mindkét eredmény igaz marad ha a
raciondlis szamok helyett annak egy véges bovitését vessziik.

Ezek a végességi tételek a legmélyebb eredmények kozé tartoznak, de sajnélatos mdédon
nem effektivek, sem elméleti, sem gyakorlati szempontbdl. A megolddsok szaméra csil-
lagdszati fels6 becslések ugyan adhatdk, de a megoldasok méretére mar nem. FEnnek a
problémanak a kezelésére megannyi attorés sziiletett, melyek koziil talan Baker Fields-medallal
jutalmazott médszere a legismertebb.

A doktori mi is ezt az effektivitasi problémat jarja koriil. A legtobb esetben konkrét
egyenletek csaladjaira hatdarozza meg az 6sszes lehetséges megoldast, vagy mutatja meg, hogy
végtelen sok megoldas létezik. Maga a benyujtott mii a tételek megfogalmazasaban elemi. Ez
mindenképp dicséretes, bar a bizonyitdsok mindig komoly elméleti hattérre tdmaszkodnak,
aminek alkalmanként talan lehetett volna nagyobb hangsulyt adni, akar a tézisfiizetben is.

Tengely 17 ilyen jellegili tételt emel ki munkéassagabdl, melyek fontos elérelépést jelentenek
a diofantikus egyenletek elméletében. Ezek koziil csak néhany ismertetésére térek Kki.

A 2. fejezet {6 tétele Pethd egy probléméajara ad kielégité feleletet. A bizonyitas a
szamitégépes kommutativ algebra elméleti sarokkovére, a Grébner bazisokra tamaszkodik.

A 3. fejezet a Huff-féle elliptikus gorbék csaladjat vizsgédlja. Ezek a gorbék egy a sikon
fekvo racionalis tavolsagi pontokkal kapcsolatos probléma sordn meriiltek fel eloszor. A
3.1 tétel explicit listat ad ezen gorbék megolddsaira. A 3.2 ezt messzemenoOen Kkiterjeszti,
explicit korlatokat ad egy 4 paramétertol fiiggd gorbesereg megoldasaira. A 3.3 tétel pedig a
korabbiakra tamaszkodva végtelen sok a, b, ¢, d szamnégyes létezését bizonyitja a paraméterek
koziil, melyekre a megoldasok kozott van 9 hosszu szamtani sorozat.



A fejezet elején Siegel tételének rovid osszefoglaléja taldlhato, kiemelve az ineffektivitas
kérdését. A technikailag legbonyolultabb eszkoz egyes gorbék Mordell-Weil csoportjanak
meghatarozasa; a Birch-Swinnerton-Dyer sejtés bizonyitasanak hianyaban itt altalaban maganak
a rangnak a meghatarozasa is egy rendkiviil nehéz algoritmikus probléma.

A 4. fejezet motivacigjat a diofantikus approximéaciéban fontos szerepet jatszé Markov-
féle szamharmasok adjak. Tengely ismét csak egy lényegesen altalanosabb osztalyt kezel,
amit el6szor Rosenberg vizsgalt. A 4.1 tételben a végesség bizonyitasa ismét egy konkrét
negyedfoku 1 génuszu gorbe egész megoldasainak explicit meghatarozasat igényli.

Az 5. fejezet Erdds-Graham tipusu tételekkel foglakozik. Ilyen példaul az 5.1 tétel ami
egy paramétertol fiiggd 3 génuszi hiper-elliptikus gorbe csalad megoldésaira ad explicit felso
korlatot paraméter fliggvényében. A megoldas Runge egy moddszerén alapszik, amit Ten-
gely tarsszerzoivel egyiitt modernizélt, és lényegesen tovabbfejlesztett. A fejezet tovabbi
eredményeiben a szerzé a Baker mddszert, illetve a Coleman-Chabauty-féle izgalmas p-adikus
geometriai megkozelitést is felhasznalja. Ez a fejezet tovabbi nagyon érdekes kérdéseket
boncol ezeket a feliileteket vizsgalva. Itt egy nagyon érdekes nyitott probléma a racionalis
fiiggvénytestben vett megoldasok leirasa. Erre példak a fejezet 3., 4. és 6. tételei ahol ezen
kérdésen tulmenden végtelen sok egész egyiitthatos polinom megoldas 1étezését bizonyitja a
jelolt. Az 5.5 tételben végtelen sok olyan megoldést taldl amik nem fekszenek megadott egye-
neseken. Ezen és a fejezetben szerepl6 tovabbi tételek mindegyike nagyszert eredménynek
szamit ebben az izgalmas témakorben.

Végezetiil a 6. fejezetben a rekurziv sorozatok polinomidlis abrézolasaval foglalkozik. Az
eredmények bosége miatt inkabb ismét csak kiemelném, hogy a szerz6 a Baker-féle modszer
mellett a Mordell-Weil szitat hasznélja. Ez, a korabban felsoroltakhoz hasonléan a legmo-
dernebb eszkozok kozé tartozik a diofantikus egyenletek vizsgalataban.

Az eredmények magyarositdsa a tézisfiizetben alkalmanként az én izlésemnek tdl mo-
dern, pl. a hagyomanyos Jacobi-varietas helyett a szerzo az angol-szasz Jakobien kifejezést
hasznalja. (Ebben az &tvételben valdszintlileg a kiejtés szerinti atirdst kéne alkalmazni,
ami nem tul szerencsés.) Mindezt leszamitva a tézisfiizet szép Osszefoglaldjat adja a szerzd
munkdassaganak, azt is megmutatva, hogy az miképpen illeszkedik a jelenleg folyé nemzetkozi
kutatasokba. Mind a doktori mii, mind a tézisfiizet rendkiviil esztétikus megjelenésii, amiért
a szerzot kilon dicséret illeti.

Osszefoglalva, Tengely Szabolesnak a disszertdciéban osszegytijtott, a diofantoszi egyen-
letek modern elméletének terén elért eredményei szamosak, kiemelkeddek és a teriilet legte-
kintélyesebb folyodirataiban jelentek meg. A doktori értekezés vitara bocsatasat és a doktori

fokozat megitélését a legnagyobb mértékben tamogatom. | i
I
KL ol

Budapest, 2022. augusztus 12. Toth Arpéd

Kérdés. A disszertacio eredményei, kiilonosen tekintettel a 3., 5. és 6. fejezetre, mennyiben
illeszkednek a magasabb dimenziés problémaékkal kapcsolatban Lang és Vojta altal megfogal-
mazott altalanos sejtések korébe?



