Valasz Gyarmati Katalin biralatara

Koszonom Gyarmati Katalinnak a doktori mu elolvasasara forditott id6t és faradsagot, valamint
a vitdra bocsatds tdmogatasat. A birald két kérdést tett fel a birdlataban, az alabbiakban ezekre
reagalok.

Itt mindjart lenne is kérdésem a jeldlthdz: algebrai gorbék egész pontjaihoz (Q felett)
hogyan kapcsolddnak a lehetséges kriptografiai alkalmazasok?

Vélasz: A szamelmélet és a kriptografia nagyon sok szalon kapcsolodik egymashoz, példaul az
egyik legismertebb titkositasi eljaras az RSA esetében az hizodik meg a hattérben, hogy az egész
szamok faktorizacioja nehéz probléma. Szamelméleti eszkozok a kriptografiai rendszerek ta-
madasanal is fontos szerepet toltenek be, a fent emlitett RSA algoritmus esetében a faktorizacio
iranyabdl kozelitve az elliptikus gorbéken alapuld faktorizacié pontosan a kérdésben megfogal-
mazott algebrai gorbékhez kapcsolodik, érdemes megemliteni a lanctorteken alapulo faktoriza-
cios eljarast. Az RSA vizsgalataban a lanctortek az ugynevezett Wiener-tamadasban is fontos
szerepet jatszanak, bizonyos feltételek mellett hatékony torési eljarast ad.

Az elliptikus gorbék kilonbozé modelljei esetében (Edwards modell, Hessian modell, Huff mo-
dell, Jacobi modell, Montgomery modell, Weierstrass modell) a gorbék pontjain 6sszeaddst lehet
definidlni, igy véges csoportokhoz jutunk (véges testek felett tekintve a gorbéket), természetesen
adodik a diszkrét logaritmus probléma vizsgalata, azaz adott P, Q pontok esetén meghatarozni
olyan n értéket, amire Q = nP (ha létezik ilyen). Néhany kapcsolodd kriptografiai eljdrast em-
litenék meg: Diffie-Hellman kulcscsere, ElGamal rendszer, Massey-Omura titkositas.

Végezetll szeretném még megemliteni a titkositasi eljarasok tdmadasaiban sokszor hatékonyan
bevetheté Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra és Lovasz Laszlé nevéhez fiz6dd LLL-algoritmust. A
Merkle-Hellman hatizsak probléman alapulo titkositasi eljaras esetében és az NTRU titkositas
(bizonyos paraméterek mellett) esetében is hatékony eszkdznek bizonyult.

Itt szeretném megkérdezni a jeldltet, hogy mi tudhatd egy hasonld alaku egyenletrd|,
nevezetesen:
23 + 93 + 23 = 3zyzr6l?

Ez utébbi egyenlet atrendezve az szorzatta bomlik:
By +22 3y = (@ +y+2)(@®+ 9%+ 22— zy — 22— y2),

igy talan a megoldasok keresése egyszerlibb pl. a Gauss egészek korében. Esetleg tud
errél a jelolt valamit mondani?

Valasz: A kérdésben talalhato feliras modositott formaja az alabbi:

2(2° +y° +2° = 3wyz) = ( +y + 2)((z —9)* + (y — 2)* + (2 — 2)?),
ami az egészek felett leegyszerUsiti a kérdést, mivel vagy « + y + 2z = 0 vagy = = y = z adodik.
A polinommal kapcsolatban MacHale [5] cikkében taldlhatunk tobb szép 6sszefliggést. Mindkét
esetben azonossagot kapunk. A Gauss egészek korében az x + y + z = 0 szintén azonossaghoz
vezet. A masik faktor itt érdekesebb, mert

(z—y)?+y—2)7

2 -2 2

= —(z—2)? =i*(z — 2)* = (iz — ix)



adodik, azaz pitagoraszi szamharmasokat kell meghatarozni a Gauss egészek korében. llyen
iranyban torténtek kutatasok, Cross [2] nyert szép eredményt, tovabba Zanardo és Zannier [7/]
eredményeit emliteném meg, akik mas szamtestek esetében is sikeresen vizsgaltak a problemat.
Itt még szeretném megemliteni, hogy az egészek felett ismertek eredmények a még altalanosabb

az® +by® + ¢z’ = dayz

egyenlettel kapcsolatban is [1, 3] 4, [6]. Ismertek csalddok, amelyekre csak trividlis megoldas
létezik, a helyzet szamtestek felett természetesen valtozhat. Aza = b = ¢ = d = 1 esetben az
egészek felett csak trividlis megoldasok léteznek, a Gauss egészek felett végtelen sok megoldas
létezik, példaul
r=1 y=-—1, z=1,
r=14+14 y=1—14, 2=2,
xr =136 +273i, y=—231-—143:, =z = 305.

llyen esetekben a hattérben Iévé elliptikus gorbe rangja Q felett 0, mig az adott szamtest felett
mar pozitiv.

Debrecen, 2022. szeptember 22. Tengely Szabolcs (Debreceni Egyetem)
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