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BEVEZETO

A diofantikus szdmelmélet a matematika egyik leg6sibb, ugyanakkor mind a mai napig egyik
legintenzivebben kutatott 4ga, roviden szélva szamelméletbdl szarmazé (példaul egész egyiitthatds)
egyenletek szamelméletileg relevans (példaul egész) megoldasaival foglalkozik.

A teriilet XX. szdzadi torténetének mérfoldkovei a végességi tételek (Siegel, Faltings, sokan
masok), melyek bizonyos egyenletek esetében azt garantaljdk, hogy a megoldasok szdma véges.
Ezek a tételek azonban csak keveset vagy egydltalan nem mondanak a megoldasokrol, ezért
tovabbra is sokat vizsgdlt kérdés, hogy bizonyos egyenletek esetében hogyan tudjuk a megolddsokat
kiszédmitani.

Magyarorszdgon Gy6ry Kalman iskolateremtd tevékenysége nyomdn aktiv és nagy lélekszamu
csoport foglalkozik a teriilet ilyen kérdéseivel. Ezen k6z0sség eredményeit gyarapitja Tengely
Szabolcs €s munkdssiga.

Az értekezésben Tengely Szabolcs a diofantikus egyenletek terén az utobbi masfél évtizedben
elért eredményei koziil foglal 6ssze néhanyat. Ez a tézisfiizet felépitésében 16 tételt jelent, melyek
mindegyikét elfogadom uij tudomdnyos eredményként. Ez a 16 tétel 9 publikdcidban jelent meg, a
megjelentetd folyoiratok kozott taldljuk az Acta Arithmeticdt és a Journal of Number Theory-t.

Megjegyzendd, hogy Tengely Szabolcs munkdssaga ennél 1ényegesen nagyobb, példdul az eddigi
legnagyobb hatast kivalté eredménye (mely az Algebra and Number Theory-ban, a szimelmélet
egyik vezet6 folyoiratdban jelent meg) nem tartozik a doktori mi f6 szovegéhez (noha eszkdzként
felhaszndlasra keriil a 6. fejezetben).

AZ ERTEKEZES ROVID ATTEKINTESE

A doktori mii 1. fejezete egy rovid bevezets. A 2—6. fejezetek az alabb kiemelteknél tobb
eredményt tartalmaznak, nem tekintek at mindent. A 2—4. fejezetekben inkdbb csak a technikaibb
jellegli eredmények elemzését hagyom ki, az 5-6. fejezetekbdl, melyek tobb, az aldbb emlitettekhez
hasonl6é eredményt ismertetnek, csak néhany példat mutatok be, illusztricids jelleggel.

2. fejezet. A 2. fejezet egy PethOtdl szarmaz6 problémdébdl indul ki. A kérdés a kovetkezo:
l1étezik-e végtelen sok olyan negyedfoku algebrai egész, melyre
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masodfoku algebrai szam? A problémat norma forma egyenletek motivaltak, melyeknek specialis
alaki megolddsait keresték. Tengely Szabolcs egy Ulas-szal kozos cikkében pozitivan vdlaszolja
meg Pethd eredeti kérdésének egy gyengitett valtozatdt, nevezetesen azt bizonyitja be, hogy végtelen
sok, a fenti tulajdonsaggal rendelkezd o negyedfoku algebrai szam van (ez Theorem 2.1 a doktori
m felépitésében). (A Corollary 2.1 szerint még az is elérhetd, hogy o végtelen sokszor S-egész

legyen, ahol S a raciondlis szdmok helyeinek egy halmaza. Ha S C {oo}, akkor ez maga utdn vonnd
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a pozitiv vdlaszt Pethd eredeti kérdésére. A bizonyitdsbdl azonban dgy tlinik, hogy S & {eo} kellene,
hiszen a (0,2) intervallumbdl van sziikségiink végtelen sok S-egészre. Itt vagy van egy elirds, vagy
félreértek valamit.)

3. fejezet. A 3. fejezet az a, b 0-tdl kiilonboz0 raciondlis paraméterek mellett az
ax(y* = 1) = by(x* — 1)

egyenlettel definialt Huff-gorbének (ez a gbrbe geometriai indittatdsu, raciondlis pontjai sok racio-
ndlis tdvolsdgot hatdroznak meg) tekinti két véltozatit nevezetesen a

Hyp={(x,y) € Q*:x(ay* — 1) = y(bx* — 1)}

Hot = {(x,y) € Q% : ax(y* —¢) = by(x* —d)}

gorbéket. Siegel klasszikus tétele értelmében a gorbéken az egész pontok szdma véges. Tengely
Szabolcs a H, ;, gorbék esetében meghatédrozta az 6sszes egész pontot (Theorem 3.1), valamint

bebizonyitotta, hogy végtelen sok olyan a, b, c,d egész négyes 1étezik, melyekre a H;Z gorbének
van 9 olyan egész pontja, melyek x-koordinatai szamtani sorozatot alkotnak (Theorem 3.3).

4. fejezet. A 4. fejezet az a,b,c,d egész paraméteri
ax® + by2 +c = dxyz

Markov—Rosenberger-tipusu egyenletek megoldésait keresi a Fibonacci-szdmok korében (vagyis
ahol x,y,z mindegyike a Fibonacci-sorozat eleme). Tengely Szabolcs ezeket pontosan leirta néhany
konkrét a, b, c,d megvalasztisa esetén (Theorem 4.1).

5. fejezet. Az 5. fejezetben Tengely Szabolcs az Erd6s—Graham-tipusu problémék teriiletén elért
eredményeit tekinti 4t. Ezeket most nem részletezem egyenként, illusztracidképp csak egyet mutatok
be. Tekintsiik, valamilyen m > 4 egész paraméter mellett az

x(x+ D) (x+2)(x+3)(x+m)(x+m+ 1) (x+m+2)(x+m+3) =y?

egyenletet. Tengely Szabolcs bebizonyitotta, hogy minden m-re az egész megoldasok kielégitik az
x < 1,08m egyenl6tlenséget (Theorem 5.1), valamint megoldotta az egyenletet abban az esetben, ha
m < 10° (Theorem 5.2).

6. fejezet. A 6. fejezet olyan tipusu kérdéseket vizsgél, hogy egy adott polinom mikor vesz fel
értékeket egy eldre adott masodrendli, homogén, linedris rekurziébol adédé sorozatbdl, taldn a
legismertebb példa, hogy a Fibonacci-sorozatban mely négyzetszamok fordulnak el6. Tengely
Szabolcs ismét szamos eredményét bemutatja a témdban, példaként kiemelem, hogy Ulas-szal
koz6s munkdjdban meghatdrozta az

(;) +d=F,

Osszes egész megoldasat, ahol F, a Fibonacci-sorozat n. tagja, d pedig befutja a [—20,20] interval-

lumot.
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ERTEKELES
Tartalmi szempontok. Az értekezés konkrét egyenletekkel dolgozik, melyek motivécidja vélto-
zatos, bar — szdmomra, aki nem ezen a teriileten dolgozom — olykor nem teljesen vildgos. Szem
el6tt kell azonban tartani, hogy a diofantikus egyenletek megolddsdnak torténetileg is ilyen volt a
természete: a hires Fermat-egyenlet sem onmagaban 1ényeges, hanem azzal a rengeteg elmélettel és
mddszerrel egyiitt, melyeket a megolddsdra kidolgoztak, és amelyek 6ridsi mértékben fejlesztették a
matematikat.

A Tengely Szabolcs 4ltal bemutatott tételek — amennyire meg tudom {itélni — szintén ink4bb a
megoldasi médszereken keresztiil érdekesek. Ezek a mdédszerek valtozatosak, az elmult b6 szaz év
diofantikus szdmelméletének tobb mély eredményét €s fogalmat hasznaljak (Runge-modszer, Baker-
korlat a logaritmusok linedris formédira, Mordell-Weil-csoport), egytttal a modern szamitégépes
lehetdségeket is kihasznéljak (sok esetben az egyenlet megolddsa az elméleti korlatok felallitasa
utan konkrét szamitasokra vezetddik vissza, melyek emberi 1éptékkel nagyon hosszadalmasak
lennének).

A bemutatott eredmények €s azok utéélete azt mutatjdk, hogy Tengely Szabolcs a téma aktiv és
elismert szakért6jének szamit.

Formai szempontok. A doktori mii nagyon szép munka, lathatéan nagy gonddal kivitelezett.
Taldn a bevezetd lehetett volna egy kicsit részletesebb azt illetden, hogy az egyes egyenlettipusokat
mi motivalja, akdr azon az aron is, hogy kevesebb egyenlet keriil bemutatisra a bevezetdben, de
azoknak indittatdsa vildgosabb.

Osszegzés. Javaslom a nyilvdnos vita kittizését és az MTA doktora cim odaitélését Tengely Szabolcs
szamara.

Budapest, 2022. m4jus 9.

Maga Péter
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