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1, ha m péros
0, ha m paratlan

Kronecker delta, j = {
sarkmagassag, polustavolsag

ellipszoidi foldrajzi hosszsag
mitholdak kozotti tdvolsag

mitholdak kozotti tdvolsagvaltozas

a Fold atlagos stirisége

a viz atlagos stirtisége, pyi; = 1000 kg/m3
ellipszoidi foldrajzi szélesség

éves valtozas fazisa

féléves valtozas fazisa

frekvencia, korfrekvencia

a Fold forgési szogsebességének vektora
éves valtozas korfrekvenciaja

féléves valtozas korfrekvenciaja

differencia az utdna szerepld mennyiségre vonatkozdan; (mitholdak esetén) a
két miiholdra vonatkozé érték kiilonbsége B-A (hats6 minusz els6) eldjellel

tomeganomalia
mintavételezés hossza, egy minta vételéhez sziikséges iddintervallum

Cartan matrix

,habla” skalar-vektor operator, mely egy skaldrmennyiség ortogonalis iranyok
szerinti gradienseit foglalja egy vektorba

kiils6 hatasokbdl (egyéb égitestek tomegvonzasabol, a Fold idében valtozo,
dinamikus tomegeinek vonzasabodl) szarmazo gravitacios gyorsulasok
(térerdsségek) ered6 vektora
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ang Vagy a amiihold feliiletén jelentkezd nem gravitacios eredetli gyorsulasok

(térerdsségek)

bias egy fliggvény eltolasi értéke (lasd Ap)

e egységvektor

]_r térerosség

i,j,k,n (tdbb helyen) pozitiv egész szamok; indexelést, polinom fokszamat, egymast
kovetd pontok szamat is jelolhetik

. . (1, ham paros vagy nulla, kivéve n = 0

J J= {O, ha m paratlan vagy n = 0

. . _ (0, ham paros vagy nulla, kivéven = 0

J J= {1, ha m paratlan vagy n = 0

k Newtoni tdmegvonzasi allando

k, Love-féle szamok

m gombharmonikus (gémbfiiggvény-sor) rendje

n gombharmonikus (gémbfiiggvény-sor) foka

n a normalegyenletrendszer tisztatag vektora

Nmax a gombfiiggvény-sor maximalis foka

p update vektor

r geocentralis tavolsag

S

,haj=0

t 1d6

x fliggetlen valtozo, abszcissza

X a muthold palyajat leir6 helyvektor, a Folddel egytitt forgd, geocentrikus
koordinata-rendszerben

X miuhold sebességvektora, a Folddel egyiitt forgd, geocentrikus koordinata-
rendszerben

X mithold gyorsuldsvektora, a Folddel egyiitt forgo, geocentrikus koordinata-

rendszerben
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Flm

Legkisebb Négyzetek Modszere szerinti kiegyenlités esetén a paraméterek
vektora

Legkisebb Négyzetek Modszere szerinti kiegyenlités esetén az elézetes
paraméterek vektora

fliggd valtozo, ordinata
Low-Low SST elrendezés esetén az els6 mihold

alakmatrix

egy fliggvény eltolasi értéke (lasd bias)

éves valtozas koszinuszos komponensének amplitaddja

féléves valtozas koszinuszos komponensének amplitudoja

éves valtozas amplitidoja

féléves valtozas amplitaddja

linearis trend, regresszios egyenes meredeksége

regresszids parabola masodrendi, kvadratikus tagjanak egytitthatdja

valamely Legendre-fliggvény tiszta szinusz-sora n foku és m renda (nd
periodustl és m szerinti fazisu) tagjanak amplitaddja

éves valtozas szinuszos komponensének amplitudoja
féléves valtozas szinuszos komponensének amplitaddja
Low-Low SST elrendezés esetén a hatsé mithold

valamely Legendre-fiiggvény tiszta szinusz-sora n fokd és m rendi tagjanak
A; ; egyiitthatokbol levezetett amplitaddja

normalizalt [ foku és m rendli gombfiiggvény egyiitthatd, a gdmbfiiggvény-sor
koszinuszos tagjanak egyiitthatoja

erévektor
egy mért fliggvény mérés alatti atlagolodasanak korrekcids tényezdje

egy mért fliggvény mérés alatti atlagolodasanak w; frekvenciara
vonatkoz6 korrekcios tényezdje

egy [ foku és m rendi gbmbharmonikus atlagolédasanak korrekcios tényezdje

Hamilton-fiiggvény
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kinetikus energia

gombharmonikus szintézis és analizis soran a gdbmbfiiggvény-sor maximalis
fokszdma

a Fold 6ssztomege

normalmatrix

sulymatrix

[ foka és m rendli Legendre-fiiggvény
normalizalt [ foku €és m rendli Legendre-fiiggvény

a Fold kozepes sugara

a Foldhoz-kotott és az inercialis geocentrikus koordinata-rendszerek kozotti

transzforméacio forgatasi matrixa

normalizalt [ fokt és m rendii gdbmbfiiggvény egyiitthato, a gdbmbfiliggvény-sor
szinuszos tagjanak egytitthatoja

periodusido
potencial; potencialis energia

a mithold palyajat leird helyvektor, inercialis, geocentrikus koordinata-
rendszerben

mithold sebességvektora, inercialis, geocentrikus koordinata-rendszerben

mithold gyorsulasvektora, inercialis, geocentrikus koordinata-rendszerben
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|. Bevezetés

A miitholdak nagyszamii megjelenése, azok tudomanyos és mérnoki céli felhasznalasa az
1960-as évektdl kezdddden szemléletbeli valtast eredményezett a geodézidban is: a Foldiink
70%-at kitevo 6ceanok, valamint az ember szamara megkdzelithetetlen szarazfoldi teriiletek
az Urbol elérhetdvé, tehat felszini formadi, topografidja meghatarozhatova, egyes feliileti
tulajdonsagai tavérzékelési technikakkal mérhetové valtak. A miholdas technologiak
valamely mérési mennyiséget globalisan azonos technolégidval, az egyes orszdgok geodéziai
szolgalatanak felkésziiltségétol fiiggetleniil, kozel homogén felbontasban szolgaltatjak, amely
a Fold globalis vizsgalatat, a nagyobb léptékli foldfizikai folyamatok értelmezését kvazi
egyenletes eloszlasu mérési adatok alapjan teszi lehetoveé.

A legtobb geodéziai céli miithold (feladatat tekintve) a fizikai foldfelszinre vonatkozo
méréseket szolgaltat. fgy példdul a GNSS mitholdrendszerek (geodéziai céla felhasznalasuk
soran) a foldfelszin helymeghatarozasat végzik; az altimetriai miitholdakkal az 6ceanok és a
jégtakard topografidja hatarozhaté meg; az InSAR technika a fizikai foldfelszin idébeli
vertikalis megvaltozasarol, siillyedésérdl, emelkedésér6l nyujt informaciot stb. Valamennyi
mérési mennyiség jellegét tekintve geometriai adat. Az ezen miiholdas technikakkal
meghatarozott, a fizikai foldfelszinre vonatkoz6 mérések vonatkoztatasi rendszere — a
mitholdas technikak jellegénél fogva — a Fold tomegkozéppontja és forgastengelye altal
definialt kvazi-inercialis koordinata-rendszer. Ezekbdl a gyakorlati alkalmazasok szamdara
¢ésszerl, topocentrikus informacio csak a geoid pontos ismeretében nyerhetd. Elkeriilhetetlen
tehat a Fold geometriajanak megismerése céljabol a Fold belsejének ismerete is [Foldvary,
2004].

A Fold belsejérol miiholdas mérési technikakkal csak korlatozottan szerezhetiink informéaciot,
elsdsorban a Fold magneses terének és nehézségi erdterének mérésével. A Fold belsd
felepitésére vonatkozoan leginkdbb a szeizmologiai mérésekbdl, a rengéshulldmok
terjedésébdl kovetkeztethetiink, amelyhez tovabbi adalékot szolgéltatnak a Fold magneses
terének és nehézségi erdterének foldfelszini és miholdas mérései. Ezért is alapvetd
jelent6ségiiek a 2000-es évektdl megvalosulé miiholdas gravimetriai projektek, melyek
miholdjai az els6é, dedikaltan a foldi nehézségi erdtér meghatarozasa, részleteinek
feltérképezése céljabol palyara éllitott mitholdaknak szdmitanak. A dedikalt gravimetriai
mitholdas kisérletek a CHAMP 2000-es, majd a GRACE miiholdpar 2002-es, végiil a GOCE
mithold 2009-es palyara allitasaval valosultak meg [Balmino et al., 2001]. (Ezen kisérletek
kapcsan emlithetjiik még a GRAIL miiholdat, amely a Hold nehézségi eréterét mérte 2012-
ben egy 3, majd egy 4 honapos iddtartamban, azonban a holdi koriilmények eltérd kihivasai
miatt jelen tanulmanyban nem targyaljuk).

Ezen kiildetések mindegyike néhany 100 km-es LEO (Low Earth Orbit) palyamagassagon
zajlott (zajlik), amely palyak kivalo felbontasu globalis nehézségi erétér modellek levezetését
tettek lehetové. A LEO magassagon egy mithold palyaja — a légkor szamottevd fékezo
hatdsanak kovetkeztében — meglehetdsen szabélytalannak (perturbéltnak) mondhato. Ezen
palyak gravimetriai célu alkalmazasat két technikai fejlesztés tett lehetové: egyrészt a 1égkori
féekezddés méréséhez megfeleld pontossdgi gyorsuldsmérdk, masrészt a palya folyamatos
kovetésének lehetOségét biztositd GNSS miholdrendszerek. Mig korabban palya-
meghatdrozas alatt néhany foldi kovetd allomasrol végzett tdvolsdgmérésbdl meghatarozott
poziciora erdtani megfontolasok alapjan illesztett palyaivet, in. dinamikus palyat értettek,
addig mara a miihold palyaja alatt par masodpercenként GPS-szel mért helyvektorokat, un.
kinematikus palyat értiink, ahol az egyes pozicidk meghatdrozasa egymastol fliggetlennek
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tekinthetd. Ez azt is jelenti, hogy a dedikalt gravimetriai mitholdak kévetkeztében latvanyosan
megvaltozott a nehézségi erdtér meghatarozasanak helyzete, és rovid idon beliil kordbban
nem latott mennyiségli mérési adat allt a szakemberek rendelkezésére. Masrészrél fontos
emliteniink, hogy a korabbi, meglehetdsen kisszamu mérések jorészt inhomogén eloszlasban
alltak rendelkezésre, igy a Fold nehézségi erGterének globalis modellezése nem volt
megoldhatd feltevésmentesen. Osszességében mind az oridsi adathalmaz, mind a korabbi
gyakorlat szamara ismeretlen kinematikus palya j kihivasnak szamitott, szamos alapkutatasi
feladatot generalva.

A jelolt doktori tanulmanyai soran (1998-2001) a késébb megvalosult GRACE miitholdak
palyajanak optimalis kialakitasaval, varhatd6 mérési eredményeinek feldolgozasaval
foglalkozott szimulalt adatok alapjan ([Foldvary és Fukuda, 2001a; Foldvary és Fukuda,
2001b; Fukuda ¢és Foldvary, 2001; Foldvary és Fukuda, 2002a; Foldvary és Fukuda, 2002b).
A PhD fokozat megszerzése ota a kapcsolodo témakordkben a jelolt foglalkozott a nehézségi
er6tér modell meghatarozasaval CHAMP mérési eredmények (Gerlach et al, 2003; Foldvary
et al, 2004; Wermuth et al, 2004a; Sneeuw et al,, 2005; Foldvary és Bokor, 2010; Wermuth et
al, 2004b; Wermuth et al, 2004c]), GRACE mérési eredmények ([Foldvary és Wermuth,
2003; Paizs és Foldvary, 2006; Paizs és Foldvary, 2007; Foldvary, 2007¢], valamint GOCE
szimulalt mérések (Wermuth és Foldvary, 2003; Toth et al, 2004; To6th et al, 2005; Toth és
Foldvary, 2005; Foldvary és Wermuth, 2005; Wermuth et al, 2006; Téth et al, 2006; Toth et
al, 2007]), késobb valodi GOCE mérések ([Polgar et al, 2013; Foldvary et al, 2014b; Foldvary
et al, 2014a]) alapjan. A témahoz kozvetleniil kapcsolo alapkutatasai soran foglalkozott a
mitholdpalya és a palyamenti sebesség €s gyorsulas meghatarozasanak pontossagi kérdéseivel
([Svehla és Foldvary, 2006; Foldvary, 2007a; Foldvary, 2007b; Foldvary, 2008b; Somodi és
Foldvary, 2011; Somodi és Foldvary, 2012]), a mintavételezés kovetkezményei idébeli- és
térbeli torzitasainak kérdéskorével ([Foldvary, 2015a; Foldvary, 2015b; Foldvary és Kiss,
2015; Foldvary, 2018; Foldvary, 2021]), tovabba a levezetett nehézségi erétér modellek
geofizikai és geodéziai céli hasznositasaval ([Foldvary és Mészaros, 2009; Foldvary, 2012;
Téth és Foldvary, 2015a; Foldvary et al, 2015a; Kemény és Foldvary, 2015; Toth és Foldvary,
2015b; Kiss és Foldvary, 2017a; Kiss és Foldvary, 2017b; Kiss és Foldvary, 2018; Foldvary,
2019; Foldvary és Nyilas, 2020; Foldvary et al, 2020]).
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I1. Gravimetriai miiholdak méréseinek feldolgozasa

Mint azt mar emlitettiik, a gravimetriai miholdak 2000-es évektdl tapasztalt felfutasanak
hatterében (szakmai és szakmapolitikai szempontok mellett) a miitholdas gravimetriat lehetévé
tévo technika megjelenése all [Csap6 és Foldvary, 2006]: egyrészt a nem gravitacios eredetii
gyorsuldsok detektalasdhoz sziikséges nagy pontossagii gyorsuldsmérdk kifejlesztése,
masrészt a palya folyamatos meghatarozasat lehetové tévo GNSS mitholdrendszer 1étrejotte.

A CHAMP miihold méréseinek feldolgozasa szempontjabol kulcsfontossaguak a folyamatos,
30 masodpercenként rogzitett palyaadatok. A (gyorsuldsmérével mért) nem gravitacios
eredeti gyorsuldsokra, tovabba egyéb tomegek tomegvonzasara korrigalva a palyat,
eredményiil egy olyan fiktiv palya vezethetd le, amely csak a foldi tomegvonzas hatdsat
tikrozi. A palya ismeretében kovetkeztetni lehet az azt kialakitdo erdtérre, tehat a foldi
tomegvonzasra. Ez utobbi feladat nem egyértelmii, egyrészt a mérések elhelyezkedése miatt
(hiszen pusztan palyamenti mérésekbdl szeretnénk kovetkeztetni az egész erdtérre), masrészt
az idébeli egyenetlensége miatt (a mérések id6étartama alatt az erétér is valtozik).

I1.1. Mérések feldolgozasa a newtoni mozgasegyenletek alkalmazasaval

A miuholdpalyabol a nehézségi erdtérre kovetkeztetni olyan fizikai O0sszefiiggések alapjan
lehet, amelyek tartalmazzak mind a helyet (palya), mind a nehézségi gyorsulast [Foldvary és
Wermuth, 2005]. Ilyen a Newtoni mozgasegyenlet. A mithold mozgasegyenlete Newton II.
torvénye alapjan:

X = ib’ssz (2),

ahol X a miihold gyorsulasa inercidlis, geocentrikus koordinata-rendszerben, f;s, pedig a

miholdra haté valamennyi térer6sség ereddje. (Megjegyezziik, hogy a tanulmanyban
,,F0ldhoz-kotott” koordinata-rendszerként a geocentrikus elhelyezésii, a Folddel egyiitt forgd
koordinata-rendszert értjiik, z tengelye a Fold forgastengelyére esik, eldjele az északi polus
iranyaban pozitiv, X tengelye az Egyenlité sikjaban a Greenwichi kezdémeridian iranyaba
mutat, y tengelye pedig jobb-sodrast rendszerré egésziti ki e két tengelyt. Az ,,inercialis”
koordinata-rendszer kifejezés pedig a geocentrikus elhelyezésti, &m az inercidlis térben
mozdulatlan rendszerre utal; ennek x tengelye az ekliptika sikjaba esik és a Tavasz-pont
iranyaba mutat, z tengelye a kozepes északi polus felé mutat, az y tengely pedig az x ¢és a z
tengelyre merdlegesen jobb-sodrasu rendszert képez. A tanulmanyban a ,,Foldhoz-kotott”
koordinatakat kis X, y és z, mig az ,,inercialis” koordinatakat X, Y és Z valtozokkal jeloljiik.)

A (1) 6sszefiiggés alapjan a CHAMP mérési mennyiségeire Osszefiiggést vezetiink le. Mivel
az (1) egyenlet gyorsulasmentes (inercialis) koordinata-rendszerben érvényes, a foldi
potencialtér azonban a Folddel egyiitt forog, értelemszertien kényelmesen egy Folddel egyiitt
forgd koordinata-rendszerben kezelhetd, a két rendszer kozotti atjarast matematikailag
biztositanunk kell. Jelolje R a Fo6ldhoz-kotott és az inercialis geocentrikus koordinata-

rendszerek kozotti transzformécid forgatasi matrixat; ekkor:

€x (),

&x

E
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tehat valamely egységvektort inercialis rendszerbdl (ey) Foldhoz-kotott rendszerbe (e,) ezen
forgatassal tudjuk transzformalni. A forgatas egy id6t6l fliggd transzformacio, mely t eltelt
1d6 alatt a Fold forgasanak megfelelé w szogsebességgel torténd a szogelfordulas értékétol
fligg, azaz

a = wt (3).
A (2) szerinti transzformaciot egy x = xe, vektorra alkalmazva:

x=rRX (4),

amibdl kovetkezik, hogy

[><

=

Tx (5),

figyelembe véve, hogy a forgatdsi matrix ortogonalis, tehat R™1 = RT. Az (1) bal oldalan a

helyvektor iddszerinti mdésodik derivaltja szerepel, ennek Foldhoz-kotott koordinata-
rendszerbeli megfeleldjének szarmaztatasa végett a (5) egyenletet két 1épésben id6 szerint
derivaljuk. Az els6 1d6 szerinti derivalt:

X=

1=

"t +R"x (6).
Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva R-rel kapjuk, hogy

X=x+

1=
=
=

—i+Qx (@),

ahol Q az un. Cartan matrix. A Cartan matrix bemutatasa végett a Folddel egyiitt forgo

koordinéta-rendszer z-koordinatatengelye koriili, (3) egyenlet szerinti szog adott iranyu
komponensével (w,) torténd elforgatasrol belathatd, hogy

RRT = |—sinw,t cosw,t O|| w,cosw,t —w,sinw,t 0 w, 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

cosw,t  sinw,t O] [—a)zsinwzt —W,CoSwW,t 0] [0 —w, 0]
= (8)

A térbeli transzformacidt harom egymast kovetd elforgatas Osszegeként megadva a Cartan

matrix
0 —W; Wy
Q=] w, 0 —w ©)
o —Wy Wy 0

alakura adodik, ahol a w; mennyiségek a szogsebesség vektor egy-egy koordindtatengely
iranyu Osszetevoit jelolik.

A masodik 1d6 szerinti derivalt képzése el6tt szorozzuk meg a (7) egyenlet minkét oldalat R”-
tal.
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X=RTi+RQx (10),
A (10) egyenlet id6 szerinti derivaltja:
X=R"%+R"¥+R"Qx+R"Qx+R"Qx (11).

crer

az egyenlet az alabbi format veszi fel:

x+Qx (12).

1=

X=x+20%+

If=)
If=)
If=)

A Cartan matrix (9) szerinti alakja alapjan belathato, hogy tetszéleges r helyvektorra igaz,
hogy

Qr=wXr (13),

ezt felhasznalva a Foldhoz-kotott rendszerbeli gyorsulas végleges formaja

[
[><:

=i+20xx+wx(@xx)+oxx (14).

A (14) egyenlet alapjan elmondhat6, hogy az X inercialis rendszerbeli gyorsulast Foldhoz-
kotott rendszerbe transzformalva a forgatds harom tovabbi taggal egésziil ki, amelyek (az
egyenlet szerinti sorrendben) a Coriolis-gyorsulas, a centrifugalis gyorsulas, valamint az Euler
gyorsulas. A miitholdas mérések feldolgozasanak alapjaul szolgaldé (1) mozgasegyenletbe
behelyettesitve (14) egyenletet, Foldhoz-kotott koordinata-rendszerben:

E+20xx+wx(@Xx)+@Xx= fi (15).

Ennek jelentdsége, hogy a f6ldi nehézségi erdteret a gyakorlatban Foldhoz-kotott koordinata-
rendszerben irjuk le. Az egyenlet jobb oldaldn szerepld eredd térerdsség az alabbi
Osszetevokbdl all:

]_‘;')'ssz =VW+a,+ Qng (16),

Tekintettel arra, hogy a nehézségi erétér konzervativ (tehat pontencidlos), a Fold kiilsé
terében a nehézségi gyorsulds a potencialtér (V) gradiensével egyenld, ahol a V operator a tér

. . 1 . . a o o
fliggetlen iranyai mentén képzett gradienseket foglalja vektorba: V= (&’5’67)' Az a,
vektor az egyéb égitestek (elsdsorban a Nap és a Hold, de esetenként a Jupitert is figyelembe
vettiilk) mitholdra gyakorolt tdmegvonzasanak koézvetlen és kozvetett hatasait 6sszegzi, mig

ang a mithold felszinét éré nem gravitacios eredetii térerésségek eredoje.

A nehézségi erdtér meghatarozasa szempontjabol a (16) egyenletben a V f6ldi potencial
tekinthetd ismeretlennek. A foldi potencidltér leirasara szamos matematikai eszkoz
rendelkezésre all, hagyomanyosan a legelterjedtebb a foldi potencial gombfiiggvény-soros
alakt megadasa.
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kM o, n R\" = = : = .
V= — Zn=0 Y=o (;) (Cpm cOsmA + Sy, SinmA ) Py (sin ) a7,

ahol a jelolések az aldbbiak: V potencidl, k a Newtoni tomegvonzasi alland6, M a Fold
Ossztomege, R a kozepes sugara, L a maximalis fokszam, r, ¢ ¢és A a foldrajzi
koordinataharmas, C,,, és S,, a gombfiiggvény egyiitthatok, P,, pedig a Legendre-
fliggvény.

A (16) egyenletben szerepld a, vektort leginkabb modellezéssel tudjuk figyelembe venni.
Egyéb égitestek kozvetlen tomegvonzasa okozta gravitdcios térerOsséget a newtoni
gravitacios torvény alapjan tudjuk meghatarozni,

Me 1T

Qe = k51

(18),

amely felhasznalasaval az a, térerdsség nagysaga az égitest tomege (M,) és Foldtol vett
pillanatnyi tavolsaga (r), mig irdnya az égitest latszo éggdmbi koordinatai (¢, 1) segitségével
hatarozhato meg. Az egyes égitestek latszd €ggdmbi koordinétdi és tdvolsaga csillagaszati
ismeretek, csillagaszati adatbazisok alapjan vehetdk figyelembe.

Az egyes égitestek tOmegvonzasa egyrészt kozvetleniil hat a mitholdakra, masrészt a Foldon
is okoz olyan mértékli tomegatrendezddéseket, amelyek hatdsa a miihold palydjaban,
méréseiben is tlikrozodik, ezek az arapalyhatdsok. Mivel a foldi nehézségi erdtér
meghatarozasakor az idében (hosszabb vagy rovidebb tavon) valtozatlannak tekinthetd
nehézségi formak modellezése a cél, ezen idoben gyorsan, dinamikusan fellépd hatasokra
korrigdlnunk kell a mithold palyakat, méréseket. Az drapalyhatdsok Osszetevoi a (1) merev
Fo6ld arapalya, az (2) oceani arapaly, és a (3) polus arapaly (Petit és Luzum [2010] 6.
fejezete). Az els6é két Osszetevd (a merev Fold és az Oceani arapaly) a tomegek
atrendezOdésén keresztliil hat a nehézségi erdtér megvaltozasara. A poOlus arapaly a
pélusmozgas centrifugalis hatdsanak a merev Fold és az 6cedni arapalyokra gyakorolt hatasa.
Valamennyi arapalyhatas esetén a modellezés elterjedt és elfogadott modszere az arapaly
geopontecialra gyakorolt hatasanak meghatarozasa [Petit és Luzum, 2010], mely a potencial
(17) egyenlet szerinti gombfiiggvény-soros alakjanak megfeleld egyiitthatéinak
meghatarozasat jelenti, igy értelemszeriien a (16) egyenletben is ennek gradienseként adhato
meg:

Qjag = VVa' (19)’

ahol az da also6 index az emlitett ,,egyéb” hatasok koziil kizarélagosan az ,,arapaly” hatasaira
utal. A V,, arapalyjelenségeknek a potencialra gyakorolt hatasa szamitasanak formalizmusat
Petit és Luzum [2010] (6.6), (6.7), (6.15), (6.16) és (6.22) egyenletei adjak meg, a valtozok
ismertetésével és részletes magyarazattal ellatva.

A (16) egyenletben szerepld a,, valtozé a miihold felszinét éré nem graviticios eredetii
térerdsségek ereddjét jelenti. Ezen erdhatdsok egyrészt feliileti er6k (tehat nem a miihold
tomegére, hanem a feliiletére hatnak), masrészt disszipativak (azaz a miithold energiaszintjét
csokkentik). Ilyen példaul a 1égkdri fékezéhatas vagy a Nap sugarnyomaésa. Ezen er6hatasok
nem, vagy csak erds kozelitésekkel modellezhetdk, ezért ezek kikiiszobolésére a nehézségi
erétér meghatarozasa céljabol felbocsatott miitholdak fedélzetén kapacitiv gyorsulasmérd(ke)t
hasznalnak, amelyek felhasznalasaval a mérési iddsor kozvetleniil korrigalhato.
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A modszer Osszegzéseként a (15) és (16) egyenletek alapjan a nehézségi potencial
meghatarozasanak a kozvetito egyenlete:

W=i+20xx+wX(@Xx)+®dXx—a +an, (20).

Mivel a (20) egyenlet baloldalan a potencial gradiense szerepel, ezeket képezve az alabbi
Osszefliggéseket kapjuk:

vV BV dr av de 6V d/l
x or dx do dx 92 dx
av ovdr  ovd av da
w=l=l=[EE+ o2+ S (1),
dy ar dy 0d¢dy oA dy
laV ovdr | dVde  9vda
0z or dz dp dz a1 dz
ahol
v _ n+l = . = .
5 = —oom—oN ( ) (Cpm cosmA + Sy, sinmA ) Py, (sin @) (22),
v _ kM n_ - = . dPpm(sin
— —0 2= ( ) (Cpm cosmA + Sy, sSinmAi ) 9Pum(S1n @) (23),
6(,0 R dp
v _ kM n = . = = .
7= g &n=0 Y= (=mCpy, sinma + mS,,,,, cosma ) By, (sin ) (24),
¢s
dr dr dr 2 ini .
dx dy az cosgcos COS(pSlp sing
dp g d¢ _ singcosAd _ singsind  cosg
a g E = .r r r (25)
a1 a1 ai _ sind cosi 0
Iz a 7 rCOS® rCOSQ

Ezek levezetését lasd Foldvary és Bokor [2010]. A (21)-(25) osszefiiggések mar linearis
fiiggvénykapcsolatot teremtenek az ismeretlen C,,, és S, gombfiiggvényegyiitthatokra,
megoldasuk a Legkisebb Négyzetek Modszerével mar kdzvetleniil elvégezhetd.

1. tablazat. Néhany CHAMP modell 6sszehasonlitasa az EIGEN-GRACEOQLS modellel. A
tablazatban atlagos geoid undulacié kozéphiba értékek szerepelnek cm mértékegységben.
[Foldvary és Bokor, 2010]

modell EGM96 EIGEN-1S EIGEN-2 sajat modell

kozéphiba [cm] +38,2 +61,9 +41,1 +52,9

A levezetett Osszefiiggés gyakorlati alkalmazhatosaganak validacidja megtortént [Foldvary és
Bokor, 2010], azonban az eredmények azt mutatjak, hogy CHAMP miihold esetén nem éri el
az energia integrallal elérhetd pontossagot. Az 1. tdblazatban az igy szamolt €és egyéb
CHAMP mérések alapjan levezetett modellek pontossagi dsszehasonlitasa lathato a CHAMP
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modelleknél jobbnak tekinthet6 EIGEN-GRACEO1S, csak GRACE méréseken alapulo
modellel. Az értékek azt mutatjak, hogy a megoldas elfogadhatd, de nem kiemelkedd. Lathato
tovabba az is, hogy a CHAMP modellek eltérése a GRACE modelltél nagyobb, mint a
GRACE modellek eltérése egymastol, lasd fentebb a sajit GRACE modellel végzett
Osszehasonlitds +4,4 cm-es atlagos geoid undulécid kozéphiba értékét. (A Newtoni
mozgasegyenlet alkalmazasat foglalja 6ssze a 2. tézis).

11.2. Mérések feldolgozasa az energia integral alkalmazasaval

11.2.1. CHAMP-mérések feldolgozasa

A Newtoni mozgasegyenlet mellett egyéb elvek alapjan is torténhet a feldolgozas, igy példaul
a muholdra felirt energia integral is hasznosithatd. Az energiamegmaradas torvénye alapjan

K+V=H (26),

amely szerint egy zart rendszerben a K kinetikus (mozgési) energia és a V potencialis
(helyzeti) energia 6sszege allando, ennek értékét a H Hamilton-fiiggvény adja meg. Egy
mithold nem egy zart rendszerben kering, valtozik tehat a teljes energiaja, igy egy miitholdra
felirhato az energia integral, amelynek értelmében a miihold testére hato erék altal végzett
munka megvaltoztatja a miihold teljes energiajat, tehat a potencialis (helyzeti) és a Kinetikus
(mozgési) energidjanak dsszegét:

K+V—H=[Fdx 7).

A (27) egyenletben F a miiholdat ér6 erdket, x pedig azt az utat jelenti, amelyen az erd

munkat végez. Az energia integralt F6ldhoz kotott koordinata-rendszerben egy miiholdra
felirva az alabbi alakot 6lti [Foldvary et al, 2004]:

1. 1 2
4 =E£2 _H_E(QXE) _fgedx_fgngdx (28),

ahol (csak az 1j jelolésekre kitérve) x és X a miihold palyaja és sebessége Foldhoz-kotott,
Folddel egyiitt forgd koordinata-rendszerben, w a Fold forgasi szogsebessége, a, a kiilsé (pl.
Nap vagy Hold tomege okozta) graviticidos gyorsulasokat, a,, pedig a nem gravitacios
eredetli gyorsulasokat jeloli (ez utobbi két mennyiség értelmezését részletesebben lasd a (16)-
(20) egyenletek kozotti részen). A (28) egyenlet jobb oldalan a mennyiségek fizikai tartalma
az alabbi: az %gz tag a kinetikus energia, H a Hamilton-fiiggvény, az %(9x£)2 tag a
centrifugalis energia, az utolso két tag pedig az a, €s a,4 térerdsségek altal végzett munka.

A (28) egyenlet alkalmas arra, hogy egy folyamatosan ismert palyaja LEO mthold (igy a
CHAMP miihold) mérései (x palya, a,, nem graviticios eredetli gyorsulasok) és a V
nehézségi erdtér potencialja kozott megteremtse a matematikai kapcsolatot. A (28) egyenlet
baloldalan szereplé V potencial linedris kapcsolatdt az ismeretlen Cp, és Spn
gombfliggvényegyiitthatokkal a (17) egyenlet adja meg, amely behelyettesitésével az energia
integral szerinti megoldas kozvetitd egyenletét nyerjiik.
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A levezetett (28) osszefiiggés gyakorlati alkalmazhatosagat a felhasznalasaval meghatarozott
TUM-1S [Gerlach et al, 2003], TUM-2Sp [Foldvary et al, 2004] és TUM-2S [Wermuth et al,
2004b; Wermuth et al, 2004c] nehézségi erétér modellek mutatjak. Az egyes nehézségi erdtér
modellek modszertanilag egymastdl kissé eltéré modszerrel, eltérd kiegyenlitéssel késziiltek,
ezen modszertani eltéréseket 6sszegzi az 2. tablazat.

Alapvetd eltérést az egyes modellek feldolgozasa soran a kinematikus palyabol szarmaztatott
sebesség, X meghatarozasanak a modja eredményez. Mivel a (28) egyenlet szerint ez
négyzetesen szerepel a mérésekbdl levezetett potencidl iddsoraban, ennek meghatarozasara
érzékeny a végeredmény is. A TUM-1S esetében a sebességek meghatirozasit az un.
Lremove-restore” modszerrel végeztiik. Ekkor a kinematikus palyabol egy (valamely
korabban meghatarozott nehézségi erétér modellbdl szamitott) dinamikus palya levonva a
kinematikus palya egyenetlenségeit, a mérési hibadk okozta szabalytalansagait latjuk a
rezidualok id6soraban (,,remove” 1épés). Mivel a sebesség meghatarozas soran cél, hogy a
pozicid mérési hibdi az eredményt minél kevésbé befolyasoljak, a palya-rezidudlokat egy
simitd spline fliggvény illesztésével szabalyosabba tettiik. A simitd spline-nal kozelitett palya-
rezidualokat analitikusan differencialtuk, azaz a harmadfoku fliggvények megfeleld
egylitthatoinak felhasznalasaval masodfoku fiiggvénnyel allitottunk eld sebesség-rezidualokat.
A kinematikus sebességeket a sebesség-rezidudloknak a dinamikus palya sebességekhez
adasaval kapjuk (,restore” 1épés). A TUM-2Sp és TUM-2S modellek esetén a sebesség
meghatarozast kozvetleniil a pozicié adatokon végeztiik analitikusan; a legalkalmasabbnak a
célra a Newton-Gregory interpolaciot talaltuk (részletesen a kapcsolodo vizsgalatokat lasd a
11.3 fejezetben).

2. tablazat. A CHAMP mihold palyajabol meghatarozott nehézségi erdtér modellek
modszertani jellemz6i. [Foldvary et al, 2004]

sebesség

modell idétartam meghatarozas refe,rencla kiegyenlités nrlegjelenes
sdi palya éve, helye
modja
szemi- 2003
TUM-1S 1/2 év simitd spline dinamikus - [Gerlach et
analitikus
al, 2003]
TUM-15f 1 év simito spline dinamikus Szemi- 2004
analitikus []
Newton-Gregor szemi- 2004
TUM-2Sp 1év terpold ? y nincs aralitikys  LFOldvary
PP et al, 2004]
2004
TUM2S 14 Newton-Gregory nincs ocoma  [Wermuth
interpolécio et al,
2004c]

Az eredményiil kapott modellek fokvarianciajat mutatja az 1. abra. Ez alapjan elmondhato,
hogy a sebességmeghatarozasra simitd spline fliggvényt alkalmazé modellek (TUM-1S,
TUM-1Sf) magasabb foku ¢s rendii hullamhosszakon kevesebb energiaval rendelkeznek, mint
a Newton-Gregory interpolaciot alkalmazé modellek (TUM-2Sp, TUM-2S), ami annak a jele,
hogy a simito spline alkalmazasa rovid hulldmhosszakon informaci6 vesztést eredményez.
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1. abra. A TUM-1S, TUM-1Sf, TUM-2Sp és TUM-2S modellek fokvarianciaja

A 2. abran napjaink egyik legkorszerlibb modellje, az EGM2008-hoz [Pavlis et al, 2012]
viszonyitott eltérések fokvariancidit jelenitjiik meg. Tekinthetjiik ezeket a TUM modellek
hibajanak is.
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2. abra. A TUM-1S, TUM-1Sf, TUM-2Sp és TUM-2S modellek EGM2008 modellhez

viszonyitott eltérésének fokvarianciaja
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A 2. abra alapjan latszik, hogy a révid hulldmhosszakon az informdaciotartalma a TUM-2Sp és
TUM-2S modelleknek valds, 30 fok és rend felett lathatéan jobban produkalnak, mint a
TUM-1S és TUM-1Sf.

Ezen modellek kiilonb6z6 kiterjedésti mintavételezéshez (tavolsagokhoz) rendelhetd
magassagi hibavarianciait mutatja a 3. abra. Az abran lathatd, hogy a TUM-1S modellhez
képest az 1 évvel késobbi, joval tobb mérési adaton alapuld TUM-1Sf jellegében nem, csak
pontossagaban tér el (kis mértékben), és hogy mindkét modell a referencia modellként
hasznalt EIGEN-2 lefutasat koveti. Ezzel szemben a szintén 1 éves adatot felhasznalo TUM-
2Sp szamottevd pontossagi javulast mutat, amely jellegét tekintve egy CHAMP modellektol
teljesen fiiggetlen forras, egy korai GRACE modellel, az EIGEN-GRACEOQ1S [Reigber et al,
2003] modellel mutat hasonlosagot.
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3. abra. A TUM nehézségi erdtér modelleknek kiilonbozo stirliséggel vett mintavételezésli
geoid undulacio hibaabraja. [Foldvary et al, 2004]

A nehézségi erétér modellek mindsitésére fliggetlen lehetdséget jelent a GPS/szintezési
halozati pontokban ismert geoid undulécio értékekkel torténd Gsszehasonlitas. Egy-egy ilyen
Osszehasonlitasba regionalis, tobb teriiletre vonatkozo adatokat érdemes bevonni — jelen
esetben az Amerikai Egyesiilt Allamok, az EU, Ausztralia és Japan GPS-szel és szintezéssel
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egyarant meghatarozott pontjait hasznaltuk fel. Az eredményeket a 3. tdblazat Osszesiti; az
egyes szorasok cm mértékegységben értendok. Lathatéoan tobb dm-es eltérésekrdl van szo,
azonban az nem meglepd: a mitholdas modszerekkel meghatarozott nehézségi erétér modellek
durva, par 100 km-es felbontastiak, amelyek igy nem tiikrozik a nehézségi erdtér helyi
valtozatossagat, finomszerkezetének formait. A tablazatban szerepel a szintén CHAMP
mérések feldolgozasan alapulé EIGEN-2 modell, illetve fiiggetlen 6sszehasonlitas céljabol
szerepel a GRACE-mérésekbdl meghatarozott EIGEN-GRACEO1S modell is. Lathatéan a
TUM-2Sp jelentds pontossagi fejlodést jelentett, mely az akkori CHAMP modellek koziil a
legjobban teljesitett, csak a joval kifinomultabb méréseket szolgaltato GRACE modellek
tudtak feliilmulni.

3. tablazat. A TUM modellek és egyes GPS/szintezési pontokban a geoid undulacié eltérések
szorasa. Mértékegység: cm [Foldvary et al, 2004]

pontok TUM-1S TUM-1Sf TUM-2Sp EIGEN-2 EIGEN-

szama GRACEO01S
USA 5168 +64,1 +56,4 +47,1 +60,2 +41,5
Eurdpa 180 +56,4 +55,7 +33,1 +59,3 +19.4
Ausztralia 197 +63,3 +63,8 +52.7 +67.4 +50,3
Japan 837 +65,5 +66,7 +54.8 +69,5 +51,5

Osszességében az eredmények azt mutatjdk, hogy a TUM-1S modell esetén a simité spline
fiiggvény tulsdgosan hozzasimitotta a méréseket a ,,remove-restore” modszer alkalmazésa
soran referencia modellként felhasznalt EIGEN-2 nehézségi er6tér modellhez [Reigber et al,
2003], emiatt a végeredményiil kapott modellben kdzvetve megjelenik a referencia modell is.
Ugyanezt a sebesség meghatarozasi modszert hasznaltuk 1 évnyi adatsor rendelkezésre
allasakor is, azonban mivel az eredmények csak kis mértékben javultak, az ebbdl levezetett
TUM-1Sf modellt nem publikaltuk, ehelyett a sebesség meghatarozas modjat a fent
ismertetett modszerrel megvaltoztattuk. A Newton-Gregory interpolacid felhasznalasaval
levezetett TUM-2Sp modell a k6zép- és rovid hullamhosszakon jobban teljesit, de tovabbi
elérelépést a kiegyenlités modszerének megvaltoztatasa eredményezett: a nagy
adatmennyiség mellett is PC-ken kényelmesen és gyorsan futtathaté szemi-analitikus eljarast
[Sneeuw, 2000] a (PC-ken szintén kényelmesen és gyorsan futtathato) a Preconditioned
Conjugate Gradients Method for Adjustment (PCGMA) moédszere [Han, 2003] valtotta fel
(részletesebben ezekr6l a modszerekr6l a Il fejezetben). A PCGMA-rél vizsgalatainkkal
kimutattuk, hogy a teljes alakmatrix felhasznalasaval végzett id6- és memoriaigényes,
ellenben kozelitésmentes kiegyenlitéshez képest nagyon kis eltéréseket szolgaltat [Wermuth
et al, 2004c], ami az eredményekben is megjelent, és a TUM-2S a TUM-2Sp-nél valamelyest
pontosabb nehézségi erdtér modell lett.

11.2.2. GRACE-mérések feldolgozasa

A GRACE kisérletben két teljesen megegyezd kialakitast, azonos palydji miihold koveti
egymast mintegy 220 km-es eltéréssel. A palya-meghatarozas mindkét mithold esetében (a
CHAMP-pel megegyez6 modon) GPS-mitholdak alapjan torténik. A GRACE miiholdak
kiilonlegessége, hogy a két mithold kozott a K-Band Ranging System (KBR) elnevezési
miszerrel folyamatosan nagy pontossagl tavolsagvaltozas-mérés zajlik (jelolése a
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tovabbiakban p), ennek megbizhatosaga 1 um/s alatti érték. A nagypontossaggal végzett
tavolsagvaltozas-mérés (KBR-mérés) nélkill két CHAMP-mihold jellegii megoldassal
rendelkeznénk, ez a mérés azonban lehetdvé teszi, hogy a nehézségi erdteret joval finomabb
felbontasban érzékeljiikk. Az ilyen miihold-elrendezést alacsony-alacsony miihold-miihold
kovetésnek (Low-Low Satellite-to-Satellite Tracking, Low-Low SST) nevezik, utalva arra,
hogy két LEO miihold kozott kdvetés, folyamatos tavolsagvaltozas-mérés torténik.

A GRACE miiholdakra minden tovabbi nélkiil felirhat6 az energia integral, a két miitholdra
felirt (28) egyenlet kiilonbségét képezve,

Vi = Ve —Va =3 (15" — 24%) — Hap — [ (@ x 25)" =2 (w x )| = [ (ankp — @ais)at
(29),

ahol az A ¢és B index az elsd, illetve a hatsé miiholdra vonatkozik, a BA alsoindex pedig
valamely mennyiség két mitholdra vonatkoz6 értékének a kiilonbségét jelenti, B-A eldjellel.
Az a jelolés (az eddig a,-t €s a, -t egyarant magaba foglaloan) a kiils6 er6hatisokra okozta
gyorsuldsokra utal, magaba foglalva az egyéb égitestek tdomegvonzasat és a nem gravitacios
eredetli gyorsulasokat is.

A GRACE-mérések lényege azonban a két mithold kozott folyamatosan végzett
nagypontossagu p tavolsadgvaltozas-mérés. Ahhoz, hogy ezt a nagypontossagu mérést

hasznositani tudjuk, az alabbi egyszerii levezetésre van sziikség. A mitholdak kozotti p
tavolsag az egyik mitholdrél a masikra mutat6 vektor hossza,

X4p = Peup (30)

Az (30) egyenletben x,5 = x5 — x4, mig e45 az A miholdrél a B-re mutatd egységvektor.
Ennek id6észerinti derivaltja mar tartalmazza a p tdvolsagvaltozast:

Xap = peap + Péan (31),

ahol az egyes valtozok geometriai jelentését a 4. 4bra mutatja be.

4. abra. A GRACE miiholdak kozotti p tavolsag, e,p egységvektor és annak iddszerinti
derivaltja, é,5 geometriai értelmezése.
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Képezziik (31) négyzetét:

. . . . . T.
%55 = p2ean’ e + 2pPean” € + PPeup €an (32),

felismerve tovabba, hogy

7% ((xaz % %a5) X ea5) = p2 ((Pean X Peas + Peas X péas) X eaz) == p~2(pece X

EAB) = P_Z(PZQAB) = €4B (33),

az alabbi egyszeri alakra jutunk:

2
i2p = p2 +p~2 ((xan X Zap) X €48) (34)

Ezen Osszefliggés nagy eldnye, hogy a négyzetesen szerepld kevésbé pontos x5 valtozot a
joval pontosabb p mérésre cseréli, mig a x,p sebességkiilonbség mar csak linedrisan jelenik

meg. Felhasznalva a (34) Osszefiiggést, az energia integralt Low-Low SST elrendezésre az
alabbi formaban kapjuk [Paizs és Foldvary, 2006; Paizs és Foldvary, 2007]:

1 1 1
Vas = 50% +50 (X as)’” — Han + 24705 — 2 [ (0 ¥ 2)° — (w % 24)7] -

X4)
— [(apis — aaia)dt (35).

A (29) és (35) egyenletek baloldalan szereplé V,p potencialkiilonbség linearis kapcsolatat az
ismeretlen C,., és S,n gombfiiggvényegyiitthatokkal az egyes miiholdakra felirt (17)
egyenletek kiilonbsége adja meg, amely behelyettesitésével a GRACE mérések energia
integral szerinti feldolgozasanak kozvetitd egyenletét nyerjiik.

Mind az x,p bazisvonalon alapuld (lasd (29) egyenlet), mind a p mikrohullamu KBR-
mérésen alapuld (lasd (35) egyenlet) feldolgozast elvégeztiik. A kiegyenlitést a PCGMA
modszerrel végeztik. Az igy szamolt nehézségi erétér modellt [Paizs és Foldvary, 2007] a
szintén GRACE mérések alapjan szamolt EIGEN-GRACEOQ1S [Reigber et al, 2005] modellel
hasonlitottuk 6ssze 12 fokig és rendig (azért csak ilyen alacsony fokszamig tortént az
Osszehasonlitas, mert az akkori szamitogépes kapacitas mellett a bazisvonalon alapuld
megoldast nem tudtuk magasabb fokszamig elvégezni). A teljes Foldre kialakitott 1°x1°-0s
racshalora szamolt geoid unduldcio értékek eltérése az EIGEN-GRACEQ01S-bdl szamolt
hasonlo értékektdl a mikrohullamit KBR-méréseket hasznositd moddszer esetén +4,4 cm-es
kozéphibat, mig a bazisvonalon alapuld modszer esetén +7,4 cm-es kozéphibat mutat. Az
eredmény egyértelmiien aladtdmasztja a kidolgozott moddszer elvi helyességét. Azonban a
masok altal kidolgozott ,,short arc” modszer [Ilk et al, 2005] annyira meggy6zden teljesitett,
hogy felhagytunk a gyakorlati feldolgozads lépéseinek finomitdsaval, a modszer tovabb
fejlesztésével. (Az energia integral alkalmazasara vonatkoz6 eredményeket Osszegzi az 1.
tézis).
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I1.3. Sebességek és gyorsulasok szarmaztatiasa numerikus differencialassal

Az energia integral hasznalatanak egy fontos tényezdje, hogy a feldolgozas soran a miithold
pozicidja mellett annak sebességét, x is hasznalja bemeneti adatként, lasd (28) és (35)
egyenlet. Hasonloan, a Newtoni mozgasegyenlet alkalmazasa esetén a mithold palyaja mellett
annak sebességét, x, és gyorsulasat, ¥ is felhasznaljuk, lasd (20) egyenlet.

A miholdpalya ismeretébdl a sebesség és a gyorsuldas numerikus differencidldssal, vagy
valamilyen fiiggvényillesztéssel és annak analitikus derivalasaval hatarozhatdo meg. A derivalt
szamitdsdnak pontossaga dontd szerepi a moddszerek pontossdga szempontjabol.
Megjegyezziik tovabba, hogy a CHAMP-re és a GOCE-ra végzett vizsgalatok eredményei
valdjaban az egyszeri alkalmazasoknal sokkal altalanosabb eredményeket szolgaltatnak,
ugyanis semmi nem mutat arra, hogy ezen miitholdak altal végzett palyameghatarozas alapelve
a kozeli jovoben megvaltozna: LEO-k esetén a palyameghatarozast a kovetkezé néhany
évtizedben pontosan ¢és koltséghatékonyan tovabbra is GNSS-miiholdrendszerekkel lehet
végezni. Mivel ezen LEO-k 500 km koriili palyamagassagukkal a troposzféra és a ,,stri”
ionoszféra folott keringenek, a GNSS-mitholdakra végzett tavolsagmérések a foldfelszinrdl
végzett méréseknél joval pontosabbak, a gravimetriai miithold pillanatnyi helyzete néhany
masodperces felbontassal +1-2 cm-es pontossaggal hatarozhaté meg [Svehla és Foldvary,
2006]. Azonban a ciklustobbértelmiiség feloldasa soran, a vivohullam egész periddusali
meghatarozasanak ellentmondasai miatt, a mért palyak mégis ,,szakaszosak” lesznek,
szakadasokat mutatnak. Az igy el6alld szakaszok dnmagukban ugyan pontos palyaiveknek
tekinthet6k, de abszolut értelemben hibaval terheltek. Fontos szem el6tt tartanunk, hogy a
vevOk tovabbi fejlédésével sem kiiszobolheté ki ez a hibaforras. Egyes esetekben a
ciklustobbértelmiiség feloldasa soran adodo hiba szembetling (és az adatsort utdlag vizsgalva
beazonosithatd) akar tobb méteres ugrasokat eredményez a mitholdpalydban, més esetekben
azonban csak néhany cm-es eltérést okoz, amely hiba igy belesimul a palyaképbe, nem
azonosithatd be. Mindezek fényében a gravimetriai miiholdak palyajanak numerikus
differencialasara kapott eredményeink altaldnos érvénylinek, tetszéleges LEO palyabol
sebesség- és gyorsulas-meghatarozasra vonatkozo eredményeknek tekinthetok.

A sebesség- és gyorsulds-meghatarozas céljabol empirikusan vizsgaltuk az id6 szerinti
derivalast, melyet elvégeztiink:

(@) numerikusan véges differenciahanyadossal kozelitve,

(b) a palyaivre egy magas fokszamti polinomot illesztve, majd ennek derivaltjat

analitikusan képezve,

(c) a Newton-Gregory interpolacio alapjan analitikusan levezetett derivalt 6sszefiiggéssel,

(d) a palyaivre kobos spline fiiggvényt illesztve és azt derivalva analitikusan,

(e) magasabb fokszamu polinomos simitassal,

() kobos spline simitassal.

A kovetkezéekben roviden attekintjiilk a vizsgalt eljarasokat, ismertetjiik és értelmezziik a
sebesség €s a gyorsulds értékeinek szamitasa sordn felhasznalt 6sszefiiggéseket.

(@) A véges differenciahanyados (mas néven elsérendii osztott differencia) képzése soran az
elsd derivaltat, x, az egymast kovetd x fliggvényértékek kiillonbségét a At iddintervallummal
osztva nyerjiik:

. _ Xi+1™Xi
Xivr/2 =7 (36).
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crer

(allando 1épéskodzii mintavételezés esetén a szamtani kozép képzésével) jutunk. A masodik
derivaltat hasonloan kapjuk:

i = Xiv1/2=Xi-1/2 37).
tiv1/2—ti—1/2

A véges differenciahanyados egy durva kozelitése a derivaltnak, eredménye egyrészt a
mintavételezés finomsagatol, masrészt a véletlen hibak mértékétdl is erdsen fligg.

(b) A fiiggvényértékek lefutasat jobban tiikroz6 kozelitést kapunk, ha a fliggvény valahany
egymast kovetd pontjara (n), egy (az adatsor valtozatossagatol fiiggd) valamilyen foka (n —
1) polinomot illesztiink. Az n — 1. foka polinomoknak a monomok (1, t,t2,t3, ..., t""1, ahol
t jelolje a fiiggetlen valtozot) egy linearis bazisat alkotjak; ennek megfeleléen a polinom
valamely t; pontban az alabbi alakban megadhato:

Xi = Qo1 t! P+ ap o th 2+ -+ ayt? + agt; + aq (38),

ahol a; a polinom egyiitthat6i j = 0,1,2,...,n — 1 értékekre. El6zetes vizsgélatok alapjan 6.
foku polinomillesztést végeztiink, ahol az egyiitthatok meghatarozasara 7 pont egymas kovetd
pontot, az i=j—3,j—2,j—1,j,j+1,j+2,j+3 indexti pontokat haszndltuk. A
derivaltak képzését mar az egyiitthatok ismeretében analitikusan végeztiik, mely szerint

X =M= Dap1tF 2+ M —2)ap_ot! >+ -+ 2a,t; + a4 (39),

¥i=mn-1n- Z)an_lti"_3 +(n-2)(n— 3)an_2ti”_4 + -+ 2a, (40).

Ennek a médszernek a hatranya, hogy kornyez6 pontok hibai is terhelik a sebesség-, illetve a
gyorsulas becslését.

(c) A polinomillesztés monomokra felirt formaja a (38) Osszefliggés. A Newton-Gregory
interpolacio soran a polinom illesztéséhez Newton-féle bazist, azaz a 1, (t — t;), (t — t1)(t —
ty), ...,H’};ll(t - tj) bazist hasznaljuk, amely segitségével a polinom valamely t; fiiggetlen
valtozé helyén a

xp=ag+a;(t; —ty) + ap (G —t) (& — b)) + -+ an 1 (G — ) (& — ) o (& — tp1)
(41)

alakot olti. A (41) egyenlet a (38) Osszefiiggéssel ekvivalens: ugyantgy egy n — 1. foka
polinomot ir le, mely ugyanugy n szamu egyiitthato ismeretét igényli. Ezen egyiitthatok tehat
n egymast kovetd pont fiiggvényértékei alapjan meghatarozhatok. Az i index megfeleld i =
1,2, ...,n — 1 behelyettesitéseivel belathato, hogy az egyiitthatok az

X4—X1 X2—X1 X3—X1 X2—Xq

X3—X1_X2—X1 ta—tq tp—ty t3—-tg tp—tg
X3—X1 tz—t; Lt ta—t ta—t
g =X, 4 =——; a, ==">—2"L:q, = 22 2 .. (42)
0 L™ ¢ 2 ta—t 3 ta—t
2 1 3 2 4 3

formaban eldallithatok. A (38) egyenlet szerinti polinomillesztéshez hasonldoan a Newton-
Gregory interpolacio esetén is 6. foku polinommal dolgoztunk, amelyhez az egyiitthatok
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meghatarozdsdra az i = j—3,j — 2,j— 1,j,j+ 1,j + 2,j + 3 indexli 7 pont egymas kdvetd
pontot hasznaltuk. Valamely szakaszra igy az egyiitthatok

xj—l - Xj_3 _ xj—2 - Xj_3

_ Xj—2 — Xj-3 i-a—t-3 Y2tz
Ao = Xj-3; A1 = — ;a2 = £ — ;
ti—2 — tj—3 -1~ tj—2
x]'—x]'_3 x]'_z—x]'_s xj_l—xj_S x]'_z—x]'_3
tj—tj_3 tj_z—tj_3 tj—l_tj—S tj—Z_tj—S
ti—ti_o, ti_q1-tj_o
a3 = —2 =T I (43)
tj_tj—l

formaban adddnak. A fiiggetlen valtoz6 éllandé At =t;., —t; Iépéskdze esetén ez

egyszerlisodik
_ ) _ Xj—2 — Xj-3 _Xj-1— Xj-3  Xj—2 — Xj-3_
Go=Xj-3 M= T T T T a2
ay =2 T (44),
majd
Ao = Xj—3; A1 = %F Az = x,-_l—ZZxA,-t_22+xj_3; az = xj_3xj_16-:’;?_2_xj_3 s (45)

alakra. Lathatdan a formula altaldnosithato

1 Akx i—3
Ue =4 Atjk (46)

formaban, ahol a Akxj_g a k. rendii differenciat jeldli az x;_; helyen. A k. rendii differencia
az k — 1. rendii differenciabol

Akx]' = Ak_lx]'+1 - Ak_lxj (47)
modon allithato el6, amely k 1épésben levezethetd az 1. rendi differenciabol, tehat a
AXj = x]'+1 - Xj (48)

kiilonbségbdl. A (46) osszefliggés figyelembevételével (41) leegyszerlsithetd
11 ARx;_
Xp =X+ ot =t — 6) (49)

formara, ahol a | | operator a lefelé kerekitést (vagy floor figgvényt) jeloli, tehat EJ =3 A

(49) szerinti polinom a (46) szerint megadott egyiitthatokkal mar linearis alakban megadhato,
amelyeket derivalva a sebesség és a gyorsulds meghatarozhat6. A 6. foku Newton-Gregory
interpolacio esetén a (49) derivalasabol kapott formulak az alabbiak:
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. 1
X = ——(=Xij_3 + 9% — 45X;_1 + 45X;41 — X1y + Xis3) (50)
és
. 1 (1 3 3 49 3 3 1
X, =——=x;_3 ——x;_ X4 ——X; =X — —X; —X; 1).
i At2 (90 xl 3 20 xl 2 + 2L 1 1871 + 2x1+1 20 xl+2 + 90 xl+3) (5 )

(d) A mérmndki gyakorlatban az egyik legelterjedtebb interpolacids eljaras a spline-
interpolacio. Leginkabb a kobos spline fliggvényt hasznaljak, mivel ez kozeliti legjobban egy
pontseregre szabad kézzel huzott folytonos gorbe alakjat. A spline fliggvények olyan
szakaszonként értelmezett (jelen tanulményban harmadfokt) polinomok, amelyek a szakasz
hatdrokon folytonosak, tovabba az egyméshoz csatlakozd polinomoknak az elsérendi
(egyenes) ¢€s a masodrendil (simulokor) érintdje is azonos, tehat egy csatlakozé pont t; helyén
jobbrdl (+) vagy balrol (—) kozelitve a ponthoz minden esetben fennallnak a

gt = g(t)- (52)
g+ = 9g(t)- (53)
g+ = g(t)- (54)

egyenldségek. Mivel harmadfoka gorbékrdél beszélink, ennek harmadik derivaltjai
szakaszokként egy-egy konstanst eredményeznek; a harmadik derivaltak mar nem
folytonosak, hanem az un. 1épcsds fiiggvényt adjak. Altalanositva, k. fokd spline esetén az
k — 1-szeri differencialhat6sag és folytonossag biztositott.

A spline figgvény esetén a ,,szakaszonkénti” harmadfokt polinomok a lehet6 legkisebb
szakaszokra értelmezettek: valamennyi pont kozott eltéréek ezek, egy-egy polinom
értelmezési tartomanya csak a [t;, t;4,) intervallumra korlatozodik. Ertelemszeriien ez azt
jelenti, hogy n pont esetén n—1 darab kiilonb6z6 harmadfoku fiiggvényt jelent,
intervallumonként

gi(®) =atd+bt?+ct+d (55)

fiiggvény formaban. Az i als6 index a kezdépont indexe, igy a [t;, t;441) intervallumra utal.
Fiiggvényeként tehat négy egylitthatod jellemzi a gorbe alakjat, ami 0sszesen n — 1 fliggvény
esetén 4n — 4 egyiitthatd ismeretét igényli, tehat joval tobb az ismeretlen, mint ahany
egyenletiink van. Az 0sszes lehetséges megoldas koziil a harmadfoka spline fiiggvény az,
amelyik a teljes idésorra a méasodik derivaltak négyzetosszegét minimalizalja, tehat a

ftzngz(t)dt = min. (56)

feltételes szélsoérték keresési feladatot teljesiti, ahol a feltételeket a (52)-(54) peremfeltételek
adjak.

A (55) egyenlet egyiitthatdinak meghatarozasat nem ismertetjiik, egyrészt azért, mert a
szakirodalomban részletesen megtalalhato [Reinsch, 1967; Greville, 1969; Schonberg, 1964],
masrészt azért, mert a legtobb szoftver beépitett programokkal rutinszertien kezeli a spline-
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illesztést. A vizsgalatok szempontjabol a fontos az, hogy a (55) egyenlet egyiitthatoit
ismerjiik, mert ezek ismeretében lehetdségiink van a derivaltak analitikus meghatdrozasara,

g;(t) = 3at? + 2bt + ¢ (57)
gi(t) = 6at + 2b (58).

A vizsgalatok késébb kimutattak, hogy a gyorsulas szdmitasat érdemesebb két 1épésben, az
(57) Osszefiiggés kétszeri alkalmazasaval végezni, mint egy Iépésben az (58) egyenlet
felhasznalasaval.

(e) A vizsgalatok soran szimulalt és valodi mihold palyakat egyarant felhasznaltunk. A
szimulalt palydk esetében volt zajmentes és zajjal terhelt eset is, a valodi palya pedig
jellegénél fogva mérési zajjal terhelt. A zaj a becsiilt sebesség és gyorsulas értékeit is terheli.
Kisérletet tettiink a zaj hatasanak csokkentésére valamilyen simitasi eljarassal. Simitast
eredményez, ha egy k. foki polinomot n >k — 1 pontra illesztiink. A simitds optimalis
paraméterezését szimulalt, zajjal terhelt palydkra végzett eldzetes vizsgalatok alapjan
hataroztuk meg [Foldvary, 2007b], amely eredményeként 7. fok polinom 12 pontra torténd
illesztése mellett dontottiink. Az illesztésb6l meghatarozott polinom egyiitthatokkal a (39) és
(40) osszefliggésekkel végeztiik a sebességek és a gyorsulasok meghatarozasat.

(f) A spline fiiggvények meghatarozasa alapvetden egy feltételes optimalizacios feladat,
amelynek fiiggvénye (56) egyenlettel adott, feltételi egyenletei pedig (52)-(54) egyenletek. A
simitod spline fliggvények esetén egy tovabbi feltételi egyenlet megadasaval irhatjuk el a
kivant simit6 hatast, ez pedig:

s (M)2 <s (59).

Sxi

A (59) egyenlet tehat a fuggvényértékek helyén (amelyek egyben szakaszok hatarait jelentd
pontok is) definidljak a fiiggvényértékek, x; és a simitd spline fiiggvényértékek, g(t;)
eltéréseinek a megengedett mértékét, ehhez a filiggvényértékek J&x; kozéphibait is
figyelembevéve. A simitas mértékét egy onkényesen felvett S simitasi paraméterrel lehet
szabalyozni, felvételét koriiltekintden kell végezni. A simitasi paraméter felvételét szimulalt,
zajjal terhelt palyakra végzett elézetes vizsgalatok alapjan hatdroztuk meg (lasd Foldvary
[2007Db]); tapasztalataink alapjan a simitasi paraméter értéke részletesebb mintavételezés,
illetve magasabb zajszint mellett nagyobb. A simit6 spline fliggvény egyiitthatdéinak
meghatarozasa utan a sebességek €és a gyorsulasok értékeit a (57) és (58) Osszefiiggésekkel
hataroztuk meg.

Valamennyi bemutatott eljarast (lasd (a)-(f) alpontok) vizsgaltuk eldfeldolgozott poziciok
iddsorara, valamint egy ismert nehézségi erdétér modellbdl integralt palyahoz viszonyitott
eltérések, un. rezidualok idGsorara egyarant. A vizsgalatokat elvégeztiik valos CHAMP
[Foldvary, 2007a; Foldvary, 2008b; Svehla és Foldvary, 2006] és szimulalt GOCE [Foldvary,
2007b] palyakra egyarant. A gyorsulas meghatarozasara két megkozelitést is vizsgaltunk:
valamely modszerrel nyert interpolacios fliggvény masodik derivaltjat analitikusan képezve,
illetve az elsd derivaltat két egymast kovetd 1€pésben alkalmazva. A vizsgalatok tehat sokféle
esetre, kiilonb6zd mintavételezésekre €és szdmos megoldasi modszerre kiterjedtek; az egyes
vizsgélatok eredményeinek részletes ismertetése helyett a kapcsolddo cikkekre hivatkozunk
([Foldvary, 2007a; Foldvary, 2007b; Svehla és Foldvary, 2006; Foldvary, 2008b]), és a
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konnyebb értelmezhetdség céljabol a tobb vizsgalatbol levonhatd altalanos tapasztalatokra,

megallapitasokra, kovetkeztetésekre szoritkozunk.

A vizsgalat Osszességében a 7 epochara illesztett Newton-Gregory interpolacidt talalta
legcélravezetobbnek, amely alkalmazasaval a 60 masodperces mintavételezési CHAMP

palyakbdl (becsiilt kozéphiba ~2 cm) a sebességet 0,3 mm/s pontossaggal sikeriilt eldallitani
[Svehla és Foldvary, 2006]. A pontossagi becslés alapja a fél-dinamikus palyaval végzett
Osszehasonlitas volt (5. abra). A szimulalt GOCE palyabdl mind a sebesség, mind a gyorsulas

eloallitasara a 7 epochara illesztett Newton-Gregory interpolacid bizonyult a legjobbnak
[Foldvary, 2007b]. A vizsgalatok kimutattak tovabba, hogy el6zetesen ismert nehézségi erétér
modell felhasznalasa pontos fiiggvényillesztést alkalmaz6é mddszerek esetén nem befolyasolja
a megoldast, azonban simit6 eljarasok esetén igen, mert a megoldast a felhasznalt modellhez

simithatja [Foldvary, 2007b; Foldvary, 2008b]. A gyorsulasokra vonatkozdan kimutattuk,

hogy az elsé derivalt képzése két egymast kdvetd 1épésben joval pontosabb eredményt

szolgaltat, mint a masodik derivalt meghatarozasa kozvetleniil, egy lépésben [Foldvary,

2007b]. (A sebesség- és gyorsulas-meghatarozasra vonatkozo eredményeket a 3. tézis

tartalmazza).
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5. abra. Newton-Gregor interpolacioval eldallitott CHAMP kinematikus sebességek

Osszehasonlitasa a fél-dinamikus sebességekkel. [Foldvary, 2007b]
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I1.4. Gradiometriai mérések feldolgozasa

Mig a CHAMP ¢s a GRACE miiholdak kozvetett mérések (a palya, illetve a mitholdak k6zotti
tavolsagvaltozas-mérések) alapjan teszik lehetové a nehézségi erétér meghatarozasat, addig a
GOCE fedélzetén a nehézségi erdtér gradienseinek kozvetlen mérése folyik [Foldvary et al,
2015b]. Ilyen szempontbol a GOCE altal végzett gradiens-mérések (vagy a szakirodalomban
hasznalt nevén a Satellite Gravity Gradiometry (SGG) mérések) kozvetlen linearis
fiiggvénykapcsolatba hozhatok az ismeretlen gdmbfiiggvény egylitthatokkal, a gyakorlatban
azonban az SGG-mérések savkorlatosak, igy elkeriilhetetlen ezek el6feldolgozasa.

A mérési mennyiség tehat a 6 fiiggetlen V;; gradiens. A gradiens értékek pontossiga a

gradiométer két tengelye mentén, a mérési savszélességen beliil 10 — 12 mE /vHz, mig a
harmadik tengely kisebb érzékenységii, mintegy 20 — 25 mE /v/Hz [Bouman et al, 2011]. Az
Eotvos-tenzor féatlojaban elhelyezkedd hdarom gradiens (Viy, V,,, V;;), valamint a V,,
gradiens érteke nagy pontossaggal meghatarozott, mig V,,, és V,, értékei kisebb pontossagtiak.
Ez a foldfelszini kalibracié elkeriilhetetlen kovetkezménye, ugyanis a kalibracid soran az
egyik tengely nagysagrendekkel nagyobb gyorsulasnak van kitéve, mint az arra merdleges
iranyokban [Bouman et al, 2009]. A miszer technikai paraméterei, tovabba a palya kialakitasa
kovetkeztében rendkiviili pontossagot csak a mérési savban, a 5-100 mHz mérési
frekvenciatartomanyban lehet elérni.

A mért gradienseket ezért valamelyik savkorlatos szlir6vel a mérési savra sziirjikk. Schuh et al
[2010] véges impulzusvalaszii (Finite Impulse Response; FIR) szlir6t javasolt és hasznalt,
amellyel hasonld képességli tovabbi FIR sziirék eldallithatonak bizonyultak, de annal
latvanyosan jobb megoldast nem sikeriilt szolgdltatnunk, ezért végtelen impulzusvalasza
(Infinite Impulse Response; IIR) sziirdvel oldottuk meg a feladatot [Polgar et al, 2013;
Foldvary et al, 2014b]. A FIR-sziir6k elénye a linearis fazisatmenet, ezaltal alakhi atvitel
valosithatd meg, hatranya azonban a sziiréparaméterek nagy szama. Az IIR szlirdkrol
elmondhatd, hogy kevés paraméterrel is Osszetett feladat megoldasara képesek, a
fazismenetiik azonban nem linearis. Az IIR szliré kedvezdtlen, nemlinearis fazismenete nem
okoz gondot, ha a szlirendé mintasorozat offline rendelkezésre all, mint az SGG mérések
esetén is (az adatok offline elérhetésége arra vonatkozik, hogy nem valds idejli sziirési
feladatrdl van sz6, hanem korabban rogzitett mérések utolagos feldolgozasardl). Ez esetben az
IIR sziir6t ,,oda-vissza” lehet alkalmazni, azaz a jelet meg kell sziirni a szokasos modon, majd
a szlirés eredményeként kapott mintasorozatot ,,visszafelé”, az idében utols6 mintaval kezdve
is meg kell szlirni. A ,visszafel¢” szlirés amplitidomenete megegyezik a normal sziirés
amplitidomenetével, fazismenete viszont a normal szlirés minusz egyszerese. A teljes szlirési
folyamat amplitidomenete a megtervezett IIR szlird amplitidomenetének négyzete,
fazistolasa pedig zérus, amely alakhil atvitelt biztosit.

4. tablazat. Szlr6specifikaciok GOCE-SGG mérések sziirésére [Polgar et al, 2013]

mintavételezési elnyomas a elnyomas a ingadozas az
frekvencia 0..5mHz 100...500 mHz 5...100 mHz
tartomanyban tartomanyban tartomanyban

(zarotartomany) (zarotartomany) (ateresztétartomany)

1Hz 80 dB 80 dB 0,05 dB
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A sziirére vonatkoz6 specifikaciokat Shuh et al [2010] alapjan allitottuk fel, amelyet ésszerii
megfontolasok alapjan tovabbi feltételekkel egészitettiink ki. A sziirdspecifikaciok a 4.
tablazatban lathatok. Az IIR sziir6t a fentieket figyelembe véve lehet tervezni (40 dB
elnyomas, 0.025 dB ingadozas), amely segit az egyébként igen szigori specifikacid
teljesitésében. Ezen kiviil az er0sen aszimmetrikus savszirdt egy feliil- és egy alulatereszto
szir0 soros kapcsoldsaval tervezziik, illetve valdsitjuk meg. Az egyenletes ingadozas
érdekében elliptikus kozelitést alkalmaztunk. Ennek eredményeként a tervezett szliré egy 5-
Odrendii aluléteresztd €s egy 9-edrendi feliilateresztd szlird kaszkadjaként all eld. A tervezett
IIR sziird, valamint a Schuh-féle FIR sziir6é [Schuh et al, 2010] amplitidomenetét a 6. adbra
szemlélteti (az IIR sziird esetében valdjaban az oda-vissza szlirésbol kapott amplitidomenet
négyzetét mutatjuk). A fliggdleges, szaggatott vonalak a levagasi frekvenciat jelolik (5 mHz,
ill. 100 mHz). Az IIR szir6t megvizsgalva lathato, hogy az ateresztd tartomanyban +0.02 dB
mértékii ingadozast mutat (Schuh-sziir6 esetén ez mintegy +0.07 dB), mig a
zarotartomanyokban az elnyomas mértéke 80 dB (a Schuh-féle sziir6hoz teljesen
hasonlatosan). Sziirdnk ezzel teljesitette a specifikacioban el6irtakat (4. tablazat). A sziir6k
viselkedését vizsgalva az atmeneti tartomanyban azt tapasztaljuk, hogy az IIR sziiré joval
rovidebb atmenetet biztosit, mint a Schuh-féle FIR szlird, tovabba az ateresztd tartomany
szélein joval kisebb a Gibbs-oszcillacié mértéke. Osszességében az IIR sziiré viselkedése az
atmeneti tartomanyban joval kedvezdbbnek mondhato.

20 T
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IR

L]
—] — — — — —
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-20 B
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6. abra. A tervezett IIR sziir6 és a Schuh-féle FIR sziir6 karakterisztikaja [Polgar et al, 2013]

Alkalmazva a sziir6t GOCE-mérésekre (tesztnap: 2009. november 2.) vizualisan
Osszehasonlitva nagyon hasonld képet tapasztalunk Schuh et al [2010] eredményével,
kiilonosen a fazisok terén nem lathato eltérés. Statisztikai 6sszehasonlitas (5. tablazat) alapjan
lathatd, hogy a sztrt jelek nagysagahoz képest az egyes szlirékkel kapott jelek mintegy egy
nagysagrenddel kisebb eltéréseket eredményeznek.
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5. tablazat. A sziirt jelek statisztikai 6sszehasonlitasa. Mértékegység: mE [Polgar et al, 2013]

lIR-szlird FIR-sziir6 A két sziirt jel

eltérése

VXX 3,67 3,65 0,34

Vyy 3,40 3,32 0,52

Vzz 6,78 6,72 0,68

Vxy 177,52 176,89 14,18

Vxz 6,96 6,92 0,60

Vyz 263,79 262,54 22,87

Osszességében két olyan sziird all rendelkezésiinkre, amelyek megfelelnek a specifikacionak,
¢s egymashoz képest szdmottevd, mintegy 10%-kal eltéré eredményt produkalnak. Az
amplitidomenet tekintetében az IIR sziir6 kedvezdbbnek tiinik. Tovabbi 6sszehasonlitasként
megemlitenénk az egyes szlrdk egyiitthatoinak a szamat, amely a szlrék szamitasi
hatékonysagat, eleganciajat jellemzi. A FIR szlird 2001 egyiitthatot, mig a két IIR szlird
kaszkadja 6sszesen 30 egyiitthatot hasznal. (Az 1IR-szlir6 alkalmazasat irja le a 4. tézis).
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I11. A mérések kiegyenlitése

A 1l. fejezetben a ,nyers” mérések (valdjaban a nyers mérésekbdl visszafordithato mdodon
szarmaztatott mennyiségek) eléfeldolgozasat mutattuk be, amely a nehézségi erdtérrel
kozvetlen kapcsolatban allo6 mennyiségeket eredményezett. Ezek a mennyiségek linearis
kapcsolatban allnak a Fo6ld nehézségi erdterének potencialjaval, vagy annak valamilyen
formajaval (lasd az energia integral esetén a (28), a newtoni mozgasegyenlet esetén a (20)
egyenleteket, mig SGG esetén a mérés kozvetlen eredményei a V;; gradiensek), ezért a
nehézségi erdtér modell szdmara kozvetité egyenletként alkalmazhatok. A feldolgozési
folyamat kovetkezd 1épése a kiegyenlités, amely a potencial géombfiiggvénysoranak (17)
egyenlet szerinti megoldasat jelenti, eredménye pedig egy nehézségi erétér modell, ami alatt a
potencial C,,, és S,n gombfiiggvény egyiitthatoit értjiikk (figyelembevéve, hogy a Fold
Ossztomegének és a Newton-féle tomegvonzasi allandonak a szorzata nagysagrendekkel
pontosabban ismert).

A (17) egyenlet Legkisebb Négyezetek Modszerének II. kiegyenlitési csoportja szerinti
kiegyenlitése soran a feladat egy linedris egyenletrendszer megolddsa, az 1n.

normalegyenletrendszeré, mely szerint

X=n (60),

1=

ahol N a normalmatrix, x az ismeretlenek paraméter vektora és n a normalegyenletrendszer

tisztatag vektora. Az egyenlet megoldasa alapvetden az N normalmatrix invertalasat igényli.

A kiegyenlités soran a rendelkezésre allo teljes adatsorbdl a mérések szamaval megegyezd
szamu kozvetit egyenlet keletkezik. Amennyiben a kiegyenlitést egy n, ., értékig végezziik,
ugy az ismeretlen paraméterek szama (n ma"+1)(nma"+2), ez tehat 120 fokig és rendig

kiegyenlitve 7381, 180 fokig 16471, 300 fokig mar 45451 paramétert jelent. Ez pedig a
mérések szama Szorozva a paraméterek szima dimenzidju A alakmatrix felirasat igényli, ami

kellden hossza iddsor esetén szamos programnyelvben kritikus, de kiilondsen az azt kovetd
lépés, az ismeretlenek szdmdval megegyezd méretii, négyzetes N = AT P~1A norméalmatrix

invertaldsa valik a programozéas szempontjabol memoria- és 1d01genyesse [Foldvary és
Wermuth, 2005].

A hivatalos feldolgozé kdozpontok (CSR, GFZ, JPL) a fenti mddszerek barmelyike esetén a
végleges produktumnak szant nehézségi erétér modellt a Legkisebb Négyezetek Modszerének
kozvetett mennyiségek kiegyenlitésének megfelelden, a II. kiegyenlitési csoport szerint, a
teljes alakmatrix felirdsa mellett és a normalmatrix invertaldsaval végzi. Ez azonban idd- és
szamitasigényes, igy csak honapokkal a mérések utan bocsajthatd a felhasznalok
rendelkezésére. Felmeriilt az igény gyorsan eldallithatd, de mégis megfeleld pontossagu
kiegyenlitési modszerek eldallitasara, ezeket tekintjik at Han [2003], Sneeuw [2000],
Foldvary és Wermuth [2003], Foldvary és Wermuth [2005], Wermuth és Foldvary [2003],
Wermuth et al [2004b], Wermuth et al [2006] és Foldvary et al [2014a] tanulmanyok alapjan.

Az egyszeriisitd modszerek hatterében Colombo [1981] felismerése all, mely szerint kozel
koralaka péalyan végzett miiholdas mérések esetén, azokat racshdloba rendezve, tovabba
amennyiben a gdmbfliggvény-egylitthatokat az ismeretlenek paraméter vektorat névekvo rend
szerint
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x=[% X1 - Xm o Xngg] (61),

ezen beliil névekvd fok szerint, C,,y, és S, sorrendben

Xm = [Cm,m Cm+1,m Cnmax,m Sm,m Sm+1,m Snmax,m] (62)

épitjiik fel, akkor a normalmatrix blokk-diagonalis elrendezésii lesz. Ezek a feltételezések
geodéziai, gravimetriai mitholdak esetén realisnak tekinthetdk, mivel a kis excentricitasu,
kozel koralaku miiholdpalya gyakori a foldtudomanyokban (ezek biztositanak homogén
felbontast), tovabba a palydk kialakitdsa soran jellemzOen homogén térbeli eloszlasra
torekednek (tehat szabalyos fokhaldra interpolalhatok).

Példaként a 7. abran bemutatjuk egy szimulalt LEO palyanak az energia integral szerinti
megoldasanak normalmatrixat [Foldvary és Wermuth, 2005], ahol a szinskala logaritmikus,
igy a nagysagrendi kiemelkedése az atlo blokkjainak szembetiing.
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7. abra. Szimulalt GOCE palyabol energia integral szerinti megoldas normalmatrixa
[Foldvary és Wermuth, 2005]
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Két ilyen modszert mutatunk be, amelyeket a nehézségi erétér modellek meghatarozasa soran
rendszeresen alkalmaztunk, és bizonyitottdk, hogy alkalmasak a kellden pontos nehézségi
er6tér modell meghatarozasara egyszerii PC-ken is, néhanyszor 10 percnyi futasi idé mellett.

Az egyik ilyen a kiegyenlitési mod az un. Elofeltételes Konjugalt Gradiens Modszer
(Preconditioned Conjugate Gradients Method for Adjustment; roviden PCGMA), amely soran
iterativ modon, valamilyen -elézetes feltétel figyelembevételével eldallitott konjugalt
gradiensek felhasznalasaval, és azok iterdciés moddon torténd pontositdsaval kozelitik a
normalmatrix inverzét a valodi inverzhez [Han, 2003]. A PCGMA modszer alkalmazasakor a
normalmatrix blokk-diagonalis része szolgal eldfeltételként, ezt pontositjuk iterativ jelleggel,
fokozatosan konvergalva a pontos egyiitthatokhoz.

A PCGMA modszer a megvalositas soran az egyes iteracios 1épésekben megvizsgalja a (60)
normalegyenletrendszerben az egyenldség teljesiilésének mértékét, azaz, hogy az iteracid
soran fokozatosan konvergal-e a megoldas. A szamitas a két oldal eltérését jelentd dn vektor
(Gn. tisztatag eltérések vektora), illetve az egyes iteracios 1épések kozotti aktualizalast leird p

update vektor folyamatos frissitésével torténik, a leallasi feltételt is ezek szabalyozzak. A
PCGMA megoldasi sémaja [Han, 2003] utan az alabbi:

(1) A kezdeti (0. iteracio) tisztatag eltérések dn vektora és p update vektora a paraméterek x,
elézetes értékei alapjan:

Sng=n-N-x (63),
Po = 6N (64),

(2) az i. iteracio x paramétervektora

« =L (65),

Xi = Xi—1 t QiPi-1 (66),
(3) Az i. iteracioban a tisztatag eltérések én vektora és p update vektora

ni=n—-N-x (67),

po= S (68),

pi = 0n; + Bipi—1 (69),

(4) Az iteracio folytatasa a (2) 1épéstdl addig, amig a p update vektor egy kelléen alacsony
kiiszobérték ala nem megy.

A masik emlitett megoldas is a normalmatrix blokk-diagonalis tulajdonsagait hasznositja. A
PCGMA modszerrel szemben, a szemi-analitikus modszer [Sneeuw, 2000] soran magukat a
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méréseket, pontosabban a mérésekbdl levezetett potencial értékeket interpolaljuk a blokk-
diagonalis normalmatrixot jelentd racshald pontjaiba, leegyszerlsitve ezzel a ténylegesen
blokk-diagonalis normalmatrix invertalasat egy inverz Fourier-transzformaciora.

A szemi-analitikus moddszer pontossaga attol fligg, hogy milyen és mekkora hibakat
eredményez a mérések interpolacidja egy atlagos palyamagassagban felvett gomb felszinén
egy szabalyos racsra. A hibat az interpolacio eredményezi, és emiatt ez a modszer is iteraciot
igényel: az eredményiil kapott nehézségi erdtér modellt visszaforgatva a mérések

8. abra. Miiholdpéalya mentén szamolt potencidl értékek gombre vetitése

Els6 1épésben a mérések (vagy a potencial) vertikalis értelmii vetitését végezziik el (8. abra).
A vetitést a lefelé/felfelé folytatas szerint szamitjuk [Toth és Foldvary, 2005]:

aV(rgb-mb,fp,/l)

162V Tagom ,(p'/’l
V(rgi)'mb: ®, /1) = V(T, Q, /1) + TA‘]" + M

1 2
> P Are+... (70),
ahol a V(r,¢,A) potencial értékei és a Ar radialis eltérések mérésekbdl meghatarozott

OV(rgb-mb,q),/'l)
or

mennyiségek, azonban a potencial elsé és masodik radialis gradiense, illetve

aZV(rgémbr‘P'/‘l)

or2
utobbi szamitas nem feltevésmentes, a vertikalis vetitést a lehetdség szerint minimalizalni
kell, ezért a feldolgozashoz hasznalt gdmbot a mitholdpalya altagmagassagaban érdemes (és
szokas) felvenni.

, egy mar korabbrol ismert nehézségi er6tér modellbdl szamolhatok. Mivel ez

Ezt egy masodik 1épésben a gomb felszinére vetitett mérések vizszintes értelmil interpolacioja
koveti. Ennek eredményeképpen tetszéleges A és AA felbontasu

Pgria = kA ahol keZ (71)
Agria = mAA ahol meZ (72)

fokhaléra kapunk potencialértékeket. A célra gyakorlatilag barmilyen feliileti interpolacids
eljarast alkalmazhatunk, akar a linearis interpolacio is teljesen megfelel, tekintettel arra, hogy
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hatalmas adatmennyiségrdl van sz0, igy az interpolacié soran minden egyes racshaldé ponthoz
egészen kozel is szép szammal taldlhatoak mérések. A nagy adatsiirliség szemléltetésére a 9.
abran a CHAMP miihold 2 évnyi méréseit jelenitettiik meg, ami mintegy félmillio6 mérést
jelent (az elméleti 525.600 értéknél a hibas mérések miatt valamivel kKisebb a darabszam), ami
mintegy 30 km-es felszini felbontasnak felel meg.

9. abra. 2 évnyi CHAMP miiholdpalyaadatok (piros pottyok) és interpolacidjanak (fekete
pottyok) szemléltetése

A szabalyos racshalora interpolalt potencialértékekre a (17) egyenlet mar egy egyszer(ibb
formara hozhat6é [Wermuth et al, 2006]:

cos kv

+1
GM S Lmax R .
V== Z(—) Y o2k (Chpcosm A + Sy, sinm A) {sinkﬁ

R Tgomb (73)’
ahol 9 = 90° — ¢ a sarkmagassag, vagy polustavolsag. A (73) egyenlet egy feliileti Fourier-
sornak felel meg, ennek invertalasa egy egyszeri inverz Fourier-transzformaciéval végezhetd.
Az igy meghatarozott nehézségi erétér modell azonban az interpolacio miatt jelentds hibakkal
terhelt, viszont jo eséllyel az eldzetesen felvett nehézségi erétérmodellnél jobban irja le egy
adott mithold méréseit. Emiatt az eredményiil kapott modellt el6zetes modellként felhasznalva
a (70) oOsszefiiggéssel elvégezziikk a radialis vetitést, a gombfeliileten megismételjiik az
interpolaciot, és ujra invertaljuk az adatainkat a (73) Osszefiiggéssel. Az iteraciot egészen
addig folytatjuk, amig a mérésbdl és a modellbdl szamolt potencialértékek kiilonbsége el nem
ér egy altalunk megadott hatart.

Korabban szamos mérési tipus, beleértve a CHAMP megoldast jelenté High-Low SST és a
GRACE megoldast jelenté Low-Low SST elrendezéseket is, tobbé-kevésbé kidolgozasra
kertiltek [Sneeuw, 2000]. A modszer kidolgozasa soran mindig az a kritikus, hogy az iteracio
sordn az eredmény konvergédl-e. Ez pedig nemcsak a nyers méréseken, de a mérések
feldolgozasa soran alkalmazott matematikai eszk6zokon is mulik. A gyakorlat azt mutatja,
hogy konvergencia esetén mintegy 5 iteracido utan mar megfeleld pontossaggal érhet6 el a
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mitholdak méréseib6l kinyerheté informacidé [Foldvary és Wermuth, 2003; Wermuth és
Foldvary, 2003].

Wermuth et al [2006] kidolgozott egy szemi-analitikus megoldast a High-Low SST
elrendezés (mint a CHAMP) ¢és az SGG mérések (mint a GOCE gravitacids gradiensek)
kombinalt feldolgozasara. Mayrhofer et al [2010] a moddszert tovabbfejlesztette annak
figyelembevételével, hogy a mért GOCE gradiensek savkorlatosak, a mérések az 5-100 mHz
tartomanyban tartalmaznak értékes informéciot. A mddszer kulcsa a GOCE mérések mérési
savszélességre szlirése céljabol felhasznalt ARMA szlird, ami egy FIR sziird, tovabba a két
mérési tipus (SST és SGQG) egylittes feldolgozasa. A két mérési mennyiség egylittes
feldolgozasa azért hasznos, mert a két mérési tipus kiegésziti egymast: mig az SST a
nehézségi erdtér hosszu- és a kozép-hullimhosszusadgi, addig az SGG mérések a
rovidhullamu formairél hordoznak magukban informaciot.

Kutatasaink soran az SGG mérések informacidtartamat dsszetevonként elemeztiik, tovabba 1j
megoldasként az altalunk bevezetett 1IR szlir6t alkalmaztuk, amely vizsgalataink alapjan az
ARMA sziir6nél jobban teljesit (lasd Il1.4. alfejezet). Az IIR sziir6 hasznalatara fejlesztett
modszerrél elmondhatd, hogy hatdsa a hosszahullamu tagokat mintegy 40 fokig és rendig
érinti, valamint a kozel zonalis egyiitthatok esetén regularizaciot igényel, illetve, hogy
mintegy 150 fokig és rendig szolgaltat j6 megoldast, amely f6lott a modszer simitd hatasa
érvényesiil. Az SGG mérések feldolgozasaval, kiegyenlitésével kapcsolatos eredményeinket
részletesen lasd Foldvary et al [2014a].
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IV. Idében valtozé nehézségi erétér modellek alkalmazasai

A GRACE miiholdpér palyait ugy tervezték, hogy egy honap alatt a mérések eloszlasa a Fold
felszinén homogén legyen. Egy honapnyi mérés igy elegend6é arra, hogy (ha csak kis
felbontassal is, mintegy 60 fokig és rendig) honapos (havi rendszerességii) globalis nehézségi
erétér modelleket hatarozzunk meg. A hoénapos nehézségi erétér modellek pedig lehetéveé
teszik a nehézségi er6tér (egyben a tomegeloszlas) id6beli valtozasanak vizsgalatat [Foldvary,
2007c; Foldvary és Kiss, 2015]. A honapos idobeli felbontas elsdsorban az éves- és féléves
periodusi [Kiss ¢és Foldvary, 2015; Kiss ¢és Foldvary, 2017b], masodsorban a
hosszuperiodusu, szekularis valtozasok [Foldvary, 2012; Foldvary et al, 2015a; Foldvary és
Mészaros, 2009; Kiss és Foldvary, 2017a; Foldvary és Nyilas, 2020; Foldvary et al, 2020]
vizsgalatara ad mddot. Ez utdbbi kiilondsen érdekes €s hasznos a napjainkban tapasztalhato
globalis felmelegedés hatasanak, példaul a sarki jégsapkak tomegatrendez6désének vizsgalata
szempontjabol [Foldvary, 2008a]. Nem meglepd, hogy miutan a GRACE befejezte a
mitkddését, a GRACE-FO palyara allitasaval a honapos felbontasu nehézségi erétér modellek
meghatarozasa tovabb folytatodik [Foldvary és Nyilas, 2020], még ha egy kozel egyéves
megszakitassal is [Foldvary, 2019].

A tapasztalatok alapjan elmondhatd, hogy az éves- és féléves periddusu tomegatrendezédéssel
jéaré valtozasokat leginkdbb az atmoszféra, az 6cednok €s a hidrologiai folyamatok okozzék.
Ezek mindegyike magassagi értelemben egy szik, par 10 km-es vastagsagi zonaban (a
foldfelszinen, a hidroszféraban vagy az atmoszféraban) zajlo folyamat, igy a Fold méreteihez
képest elhanyagolhaté magassagi kiterjedéssel bir, kvazi foldfelszini tomegatrendezédésnek
értelmezhetd. Ennek szellemében a tomegatrendezd folyamatok leirdsara bevezették a felszini
tomeganomalia fogalmat, mely megadhaté a potencial gombfiiggvény egyiitthatoival is
[Swenson és Wahr, 2002].

2n+1
1+k,

Ao(p, ) = Rpg"ld o " —0(Cpm cosm A + S, sinm A)P,,,, (sin @) (74),

ahol a valtozok jelentése megegyezik a (17) egyenletnél leirtakkal, uj valtozok a pggq, ami a
Fold atlagos strliségét, illetve a k,, ami a Love-féle szamokat jeloli. A felszini
tomeganomalia abszolut értelemben nem, csak relative jellemzi két idépontban a
tomegeloszlas megvaltozasanak mértékét. Mértékegysége kg/m?, tehat feliiletegységre esd
tomegvaltozast ir le, de megadhaté az adott tomegnek megfeleld, feliiletegységre esd
vizoszlop magassagaként is, ez az un. ekvivalens vizoszlop magassaga (,,equivalent water
height”, vagy EWH), amely a viz stirtiségével (p,;; = 1000 kg/m3) osztva szarmaztathato,

igy értelemszeriien Ao ([%D = EWH ([mm]).

A (74) egyenlettel meghatarozott tomegatrendezédések iddsoranak elemzését GRACE és
GRACE-FO honapos nehézségi erdtér modellek alapjan egy legkisebb négyzetek
minimalizalasanak alapelvén végzett fliggvényillesztéssel hatarozzdk meg. Bar a
fliggvényillesztés egyenlete elméletileg barmilyen periodus é€s tetszéleges fokszdmu polinom
figyelembevételét lehet6vé teszi [Baur, 2012], a gyakorlatban ennek egyenlete néhany, az
iddbeli valtozasok szempontjabol relevans tagot szokott tartalmazni:

AO’(t) = Aé sin(wét + (,Dé) + Afé sin(wfét + q)fé) + Alt + Ab (75),

AO'(t) = Aé Sin((l)ét + (pé) + Afé Sin((,l)fét + (pfé) + Alt + %Amtz + Ab (76),
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Ac(t) = Ay cos(wgt) + Agq sin(wyt) + Ay cos(wfét) + A, sin(wfét) +At+ A4, (77).

(Referenciaként (75)-h6z Foldvary és Mészaros [2009], Kiss és Foldvary [2015], (76)-hoz
Kiss és Foldvary [2017a], Steffen et al [2012] és (77)-hez Steffen et al [2009], Gido et al
[2019] adhato meg). A (75)-(77) egyenletekben Ao a tomeganomalia idésora, t az idévektor,
As, wg €s @, az éves periddusu valtozasok amplitiddja, korfrekvencidja €s fazisa, Ag;, wps €s
@rs a féléves periddus ugyanezen jellemz6i, A; az idésor lineéris trendje, A,, a masodrenddi,
kvadratikus tag egyiitthatdja, A, a fiiggvény eltolasa; a fazis helyett szinuszos és koszinuszos
tagokat figyelembe vételekor A.; és Agq az éves periddus szinuszos ¢és koszinuszos
komponenseinek amplitadoi, A., és A, pedig a féléves periodus szinuszos és koszinuszos
komponenseinek amplitadoi.

A tomeganomalia id6sorokbol, az (75)-(77) egyenletekkel végzett fliggvényillesztés
eredményeként kapott egyiitthatokbol a Fold tomegatrendezéssel jar6 geofizikai
folyamatainak elemzésére, idébeli valtozasainak szamszer(sitésére és megértésére adodik
lehet6ség. A feladatot neheziti azonban, hogy a GRACE és GRACE-FO modellek altal
kimutathatd tomegatrendezodések magassagilag 6sszemosddnak, az egyes kivalté okok nem
kiilonithetok el egymastol vertikalisan [Kiss és Foldvary, 2017a)]. Szamos teriileten, igy
példaul a globalis éghajlatvaltozas szempontjabol fontos antarktiszi jégtakard iddbeli
valtozasainak észleléseibdl nem kiilonithetd el a kontinens feliszasi folyamatainak hatasa (n.
Glacial Isostatic Adjustment, roviden GIA), amely egyrészt a litoszféra (a legutobbi
jégkorszak levonulasa oOta tartd) lassi, maradand6 feluszasi folyamatainak, masrészt a
jelenkori olvadasok kovetkeztében fellépd hirtelen jellegii feltiszasi folyamatainak Gsszessége.
Az Antarktisz esetén a GIA feluszas mértéke szamottevd, azonban kozvetlen méréssel nem,
csak foldtorténeti aramlas-modellek alapjan becsiilhetd. A gyakorlat azt mutatja, hogy a
kiilonbozé GIA modellek (eltérd foldtorténeti hattérbdl kiindulva, eltérd paraméterezést
feltételezve, valamelyest eltérd modszertannal dolgozva) jelentds eltéréseket mutatnak
[Shepherd et al, 2012; Foldvary és Kiss, 2016]. Nincs adekvat mérészama valamely modell
helyességének a tobbi felett, ennek folyomanya pedig az, hogy az antarktiszi jégtakard idébeli
véaltozasanak meghatarozasa sordn hasznalatos GIA modell kivalasztdsa egyfajta
meggyozddésbeli kérdéssé valt, és a kutatok kvazi onkényesen dontenek arrél, hogy az ,,ICE”
modellek aktualis verzidjat [Peltier, 1994; Peltier et al, 2015], vagy valamelyik ,,13” modellt
[Ivins et al, 2013], vagy ezek valamilyen kombinacidjat [Whitehouse et al, 2012; Shepherd et
al, 2012] valasztjak és hasznaljak korrekciora.



dc_1919 21

10. abra. A felszini tdmeganomalia GRACE hénapos modellekbdl szamolt lineéris trend
értékeinek szintvonalai kg/m?/év mértékegységben.

Az antarktiszi jégolvadas becslésére vonatkozd vizsgalatokhoz a CSR (Center for Space
Research, University of Texas at Austin) honapos nehézségi erétér modelljeit [Bettadpur,
2003] egy bd 7 éves idészakra (2002 aprilisatol 2009 majusaig) hasznaltuk fel. Antarktisz
teriiletére egy 100 kmx100 km-es racshalot vettiink fel, melynek valamennyi pontjaban
meghataroztuk a (75) egyenlettel a regresszios egyenesek meredekségének, A; értékeit. A 10.
abran a racshalé pontjaiban meghatarozott lineéris trend értékekbdl interpolalt szintvonalakat
jelenitjiik meg. Ezen értékek a GIA-folyamatokkal terheltek, kozvetleniil ezekbdl nem lehet a
jégolvadas mértékére kovetkeztetni, csak egy GIA modellel torténd korrigalas utan.

A GIA modell megvalasztasanak onkényességét elkeriilendd, a jégtakard iddbeli véaltozasanak
meghatarozasdra modszert dolgoztunk ki, amely a GIA modelltl fiiggetlen megoldast
szolgaltat [Foldvary, 2012; Foldvary és Mészaros, 2009]. A modszer lényege, hogy a
tomeganomalia iddsorara, annak szekuldris valtozasainak meghatarozasara nem egyetlen
regresszios egyenest illesztiink (mint egyébként teszik ezt a gyakorlatban a (75)-(77)
egyenletek valamelyikével), hanem részintervallumokra illesztiink regresszids egyeneseket, a
részintervallumokat pedig egy-egy epochaval a teljes iddtartamon végigtolva, az Un.
mozgbdablak (,moving window”) technikaval, azok meredekségének valtozasdbol a
tomeganomalia-valtozas idObeli alakuldsat hatdrozzuk meg ¢€s értelmezziik. Az eredménytil
kapott trend-idésorra wjabb trendet illesztve, a trendvaltozast kapjuk, amelybdl mar
differencialisan kiejtettiik a (néhany éves idOtartamon beliil linedrisnak feltételezhetd) GIA-
folyamatok hatésat.
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11. abra. Egy tomeganomalia iddsor linearis regresszio becslései 2 éves ablakokkal. A 2 éves
ablakot egy-egy idéponttal elcstisztatva kismértékben eltérd regresszios egyeneseket kapunk
(ablakokban a szaggatott vonalak), amelyek 0sszességében nagyon eltérhetnek a teljes
id6intervallumra becsiilt regresszids egyenestol.
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A moddszer végrehajtasanak lényegét szemlélteti a 11. dbra. A megoldas soran a teljes iddsor
els6 elemeinek Osszefiiggd részhalmazat vessziik, amelyet elég nagynak vélasztunk ahhoz,
hogy a regresszids egyenes illesztését (a linedris trend meghatarozasat) megbizhatéan el
lehessen végezni (a 11. abra péld4jan ez 2 év, ami ald nem is igazan lehet menni). A trendet
meghatarozva, az idésoron egy elemet cstisztatva, Gijabb trendet hatarozunk meg, majd a trend
meghatarozast egy-egy elemmel cstisztatva az egész idétartamra elvégezziik a vizsgalatot. Az
egyes trendértékekhez a becslés soran hasznalt iddintervallum kozepét rendeljiik idépontként,
igy a trendértékek iddsorat kapjuk (lasd 11. abra alsé abraja). A trendek a GIA hatasaval
terheltek, azonban a trendek idOsorara trendet illesztve, az eredményiil kapott trendvaltozas
értékébdl a GIA mar differencidlisan kiesik. A trendvaltozas jelentése az éppen zajlo
tomegvaltozasi (csokkend vagy gyarapodd) folyamat tendenciajat irja le: negativ eldjel esetén
a tomegcsokkenés felgyorsulasat, vagy a tomeggyarapodas lelassulasat jelenti, mig pozitiv
eldjel estén a tomegesokkenés lassuldsanak vagy a tomeggyarapodas gyorsulasanak lehetiink
tanui.

A modszert az antarktiszi jégolvadas becslésére alkalmaztuk a 10. abran bemutatott
trendbecsléshez hasznalt adatsorral, az ott leirt modon a (75) egyenlettel [Foldvary, 2012;
Foldvary és Mészaros, 2009]. A modszer egyik Onkényes paraméterezési lehetOsége a
mintavételezési ablak hosszanak megvalasztasa. Egy 7 éves adatsort vizsgélva a regresszios
egyenes illesztését 2, 3, 4 és 5 éves ablakokkal elvégezve megkaptuk az antarktiszi kontinens
terliletére felvett 100km>100 km-es racshalé valamennyi pontjaban a regresszios egyenesek
meredekségét.

Mivel az eredményiil kapott trendértékek tobb-dimenzidésak térben ¢és idében, az
értelmezéshez terilileti és/vagy iddbeli atlagolasra van sziikség. Valamennyi pontban és
valamennyi idOpontban kiszamoltuk a trend értékét, ezek iddbeli atlagat képezve hataroztuk
meg a 12. abran lathato linearis trend értékeket.
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12. abra. A felszini tomeganomalia GRACE honapos modellekbdl szamolt lineéris trend
értékeinek szintvonalai kg/m?/év mértékegységben kiilonbdzd mozgodablakkal szdmolt trendek
atlagaként, ahol a mozgoablak mérete (bal feliil) 2 év, (jobb feliil) 3 év, (bal alul) 4 év, (jobb

alul) 5 év.

Az atlagként kapott trendek egymashoz hasonld képet, de eltérd nagysagu valtozasokat
mutatnak. A valtozatossag mérésére a 12. abra modelljeinek id6beli atlaga mellett a szorasat
is meghataroztuk, amelynek teriileti atlagait mutatja a 6. tablazat.

6. tablazat. Antarktiszra szamolt trendek tertileti és idébeli atlagainak statisztikéi

ablakméret

trend

a trend szOrasa

2 év
3¢v
4 év
5¢v

-6,5 kg/m?/év
-8,1 kg/m?/év
-8,6 kg/m?/év
-8,3 kg/m?/év

+£21,3 kg/m?/év
+13,0 kg/m?/év
+6,9 kg/m?/év
+2 8 kg/m?/év
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A 6. tablazat alapjan elmondhatd, hogy novekvd ablakméret mellett csokkend szorast
tapasztalunk, ami a trendbecslés id6szaktol vald fliggésérdl nyujt informéciot: minél rovidebb
id6szak all a rendelkezésiinkre, annal esetlegesebb a becsiilt trend hasonlatossdga a valodi
trendhez képest. Ez részben nyilvanvald eredmény, azonban a nagysagrendeket nézve
lathatjuk, hogy egy 7-éves idGszak tavlataban is 2-éves, illetve 3-éves id6szakot becsiilve a
trend megbizhatdsaga joval nagyobb, mint maga a trend, tehat a trend jellege (jégtakard
esetén: olvadd vagy gyarapodd volta) sem nyilvanvaléd. Ez egyrészr6l felhivja a figyelmet az
idésorokbol végzett becslések esetlegességére, masrészrol pedig a mindenkori mérési
id6sorok folytatasanak igényére a minél hosszabb id6sor elemzése végett.

30 T T T T T
20+ a
10 F B
= .
;‘i, D | Frrrq |,' |
g w\-‘
ﬁ -
-g -10 i ’:;o Y :',lll\‘l"l“‘. i
g il TR
20 F ]
2év
3 év
30F 2
(AN ENN 4 éV
— 5 6V
_40 1 1 1 1 1
2003 2004 2005 2006 2007 2008 2008
idé [év]

13. abra. Regresszios egyenes meredekség értékek teriileti atlaga 2, 3, 4 és 5 éves ablakokkal
végzett illesztések alapjan. [Foldvary, 2012]

Mig a 12. abra a linedris trend id6beli atlagait, addig a 13. 4bra a teriileti atlagokat mutatja. Az
abrarol lathatd, hogy a 2, 3 és 4 éves ablak esetén is a szamitds helyétdl fliggden hol pozitiv
(gyarapodd), hol negativ (olvado) trendet kapunk. Ezen iddsorok rdadasul még a GIA-
folyamatok hatdséaval is terheltek, ami valamennyi gorbének ismeretlen mértékii eltolasat
jelenti. A Foldvary [2012] tanulmany altal javasolt modszer szerint a linearis trendek helyett
azoknak az iddébeli valtozasat érdemes meghatarozni, tehat linedris trendeket illesztettiink a
13. abra gobéire. A trendvaltozasok értékeit 6sszegzi a 7. tablazat.
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7. tablazat. Antarktiszra szdmolt trendvaltozasok idobeli atlagai

ablakméret

trendvaltozas

2 év
3¢év
4 év
5¢v

-3,6 kg/m?/év?
-4,1 kg/m?/év?
-3,2 kg/m?/év?
-1,8 kg/m?/év®

A trendvaltozéasok azt mutatjak, hogy az Antarktiszon a jégtakard valtozasai (abszolut értékiik
pontatlan ismerete ellenére), a kontinens teriiletét egy egységként kezelve, alapvetden olvadod
tendencidjuak. A trendvaltozdsok hasznélata informativ egyrészt azért, mert azok a
trendillesztés idotartamatol kevésbé fliggenek (lasd 7. tablazat értékei), masrészt pedig a GIA-
folyamatok hatasatol mentesek. (A GIA modell alkalmazasa nélkiili differencialis modszert a

5. tézis mutatja be).
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V. A mérések feldolgozasanak elvi nehézségei

Shannon mintavételi térvénye [Shannon, 1949; Shannon, 1998] értelmében elviekben
savkorlatos jelek mintavételezése soran bekovetkezd jelveszteség teljesen visszaallithato:
mivel az id6tartomanyban a savkorlatos jel mintavételezése (azaz Dirac-impulzusokkal
végzett szorzas) a frekvenciatartomdnyban a jel egyéb frekvenciatartoményokra
sokszorozodasat eredményezi, a mintavételezett jel a frekvencia tartomanyban ablakozassal
(boxcar szlir6vel szorozva) az eredeti jel visszaallithato (lasd Marks [1991]). Ez a
megkozelités azonban meglehetdsen idealizalt, mivel a valdsagban a savkorlatossag nem
pontosan biztositott, és a legtobb esetben a frekvenciasavok kozott spektralis szivargas (un.
aliasing) tapasztalhat6. Bar a gyakorlatban Shannon formuldja — a sinc fliggvény lassa
lecsengése miatt — a legritkabban hasznalatos, a Shannon mintavételi torvény jelentdsége
oOriasi, mivel elméletileg barmilyen Lebesgue-integralhato fiiggvény (jel) végtelen szamu
periodikus fiiggvénnyé¢ alakithatd Fourier-transzformacio segitségével:

f®) = XetoAcsin 2mfet + ¢c) (78)

Mivel a gyakorlatban a Fourier-transzformacié csak véges frekvenciakra hatarozhatdé meg,
egy-egy jel Fourier-sora nem teljesen felel meg az eredeti fliggvénynek. A (78) Gsszefliggés
azonban értékessé teszi a periodikus fliggvények vizsgalatat, hiszen a Fourier-spektrum egyes
frekvencidinak ortogonalitdsa miatt az egyes periddusokra (frekvencidkra) meghatarozott
valamely jelenséget komponensenként Osszegezve az egy tetszbleges Lebesque-integralhatd
fliggvényre altalanosithatd eredményre vezet.

V.1. A honapos modellek simité hatasanak rekonstrukcidja

A GRACE honapos nehézségi erétér modellek foldtudomanyi felhasznalasanak elsdédleges
célja az éves- és féléves periddust tomeganomalia valtozasok meghatarozasa, amelyeket a
gyakorlatban a (75)-(77) egyenletek valamelyikével szoktak leirni. A tomeganomalia
idésorokra az illesztés eredményeként kapott periodikus tag amplitiddja a Fold egyes
tomegatrendezéssel jard folyamatainak (hidrologiai folyamatok, dceani aramlatok) az adott
periddusu valtozasban résztvevd tomegek nagysagat irja le.

A GRACE mihold méréseibdl levezetett nehézségi erétér modellek, amelyek alapjan a
tomeganomalia iddsort szamitjuk, nem egy iddpillanatra, hanem egy egész hoénapra
vonatkoznak, egy teljes honap méréseibdl lettek meghatarozva. A (75)-(77) egyenletek szerint
azonban a t idévektor elemei nem egy idOtartamra, hanem egy idépillanatra vonatkoznak.
Altaldnossagban levezetheté, hogy egy periodikus fiiggvényt részintervallumokra
mintavételezve, a részintervallumon beliili energiat (gorbe alatti teriiletet) meghatarozva,
annak értéke (fszier) abszolut értékben kisebb, mint a fliggvény értéke a részintervallum
kozépsé idopillanataban  (fasai, ldsd 14. abra). Technikailag a mérés iddtartama
(részintervallum) alatt a fliggvény id0 szerinti integraljanak értéke tekintheté a mérés
eredményének, azonban a (75)-(77) egyenletek szerinti illesztést alkalmazva ezt a
részintervallum kozépso iddpillanatara vonatkozé értéknek tekintjiik. Ezek alapjan a valtozas
amplitadojat a (75)-(77) osszefiiggések barmelyikével becsiilve alulbecsiiljiik a valodi értéket.
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sin(x)

¥ [rad]

14. abra. Egy f(x) fuggvény valamely (a képen a x € [6,8] intervallumara) vonatkoz gérbe
alatti integralja kevesebb, mint az intervallum kézepén (x = 7) a fiiggvény értéke. [Foldvary,
2015a]

Levezettilk, hogy az alulbecsiilt amplitadot a két fliggvényérték aranyaval szorozva
megkapjuk a megfeleld amplitudot, igy az illesztés fliggvényére az atlagolddas (integralas)
hatasat kikiiszobolend6 az alabbi alakban adhatéo meg [Foldvary, 2012]:

AO'(t) = F((A)é)Aé Sin((l)ét + gDé) + F((A)fé)Afé Sin(wfét + (pfé) + Alt + Ab (79),

ahol a F(w;) szorzdtag tartalma a vizsgalat T periddusanak és a mintavételezés AT hosszanak
aranyabol szamithato:

Fo) = —5 (80).

T

A GRACE hoénapos nehézségi erdtér modellekbdl szdmitott tdmeganomalia esetén az éves
1 honap

periodus meghatarozdsa soran a ?T = hanyados figyelembevételével F(wy) =

12 honap
1,0115, tehat 1,15%-os eltérést jelent, mig a féléves periodus becslése soran a F (a)fé) =
1,0472, tehat 4,72%-os kiilonbséget eredményez a korrekcid alkalmazasa.
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Az Osszefiiggés (a mintavételezés kovetkeztében fellépd korlatokon beliil) tetszdleges
fliggvény atlagolt értékeinek modositasara altalanosithato, mivel egy tetszéleges fliggvény a
Fourier-spektrum eléallitasaval periodikus fliggvények oOsszegére alakithatd. A Fourier-
spektrum egyes frekvenciaihoz kiilon korrekcio hatarozhaté meg. Valamely i. frekvencidhoz,
f; tartozo korrekcios szorzoé tényezo, F; az alabbi:

1 1
Fi= sincAL = Ji (81)’
T, Sineil

ahol AT a mintavételezés idétartama, far = 1/AT ennek frekvenciaja, hasonloképpen, a
Fourier-spektrum i. frekvenciaja és annak periddusideje kozott a f; = 1/T; kapcsolat all fenn.
Nyilvanvaloéan a Nyquist-frekvencianal magasabb frekvenciaji tagok adott mintavételezéssel
nem meghatarozottak, igy nem is korrigalhatok. Emiatt barmely fliggvény amplitidojanak
visszaallitasa az atlagolodas hatasa aldl csak a mintavételezésnek megfeleld felbontasig
végezhetd. Osszességében ezen hidnyossdg miatt elsdsorban savkorlatos alkalmazasok
szamara lehet hasznos ez az eljards. A miiholdas geodéziai gyakorlatban gyakori a hasznos
meérési savszélességgel kialakitott mérési megoldas, igy pl. a GOCE mihold altal mért
gravitacidés gradiensek teljes mérési spektrumabol feldolgozasra csak az 5-100 mHz-es
intervallum adatait tartjdk felhasznalhatonak.

Tovabbi altalanositas az abszcisszara vonatkozoan is megadhat6: az id6 szerinti abszcissza a
tér valamely iranya is lehet, ami térbeli atlagolas visszaallitasara ad lehetdséget (a felbontassal
megegyez0 vagy anndl nagyobb hullamhosszi valtozdsok esetében). Mivel a geodéziai
gyakorlat egydimenzidés problémaval ritkdn foglalkozik, életszeribb ennek feliileti, 2D
alkalmazasa. Erre jo példa a digitalis terepmodell (DTM). Egy Ax és Ay mintavételezési
atlagolt értékekkel adott feliileti fliggvény 2D Fourier-transzformaltjanak i. frekvenciajan az
alabbi szorzoval elldtva javithatjuk az adott frekvencidhoz tartozo jel amplitidojat:

1 1
i— sinc(fidx)  sinc(fiAy)

(82),

Megjegyezziik, hogy a geodéziai gyakorlat a Fold kézel gomb alakja miatt eldszeretettel
hasznalja a gombfiiggvényeket valamely feliileti valtozé (potencial, geoidundulécio,
nehézségi anomalia, gravitacios gradiens, stb.) globalis leirasara. A gdmbfiliggvény-sor esetén
a térbeli felbontast a gombharmonikusok foka (n) és rendje (m) szabalyozza. A
gombfiiggvény-sor hagyomanyos alakjat (v.6. (17) egyenlet) a korrekcid érdekében elébb
pusztan szinuszos tagokat tartalmazo alakra kell hozni, ami a potencidlon szemléltetve az
alabbi:

kM R\" = = . = = = .
V== L oyn o (;) VC2y + SZsin (mA + atan2(Chm, Snm)) Pum (Sin @) (83),

ahol a jelolések a geodéziai gyakorlatnak megfeleléen az alabbiak: V potencial, k a Newtoni
tomegvonzasi allandd, M a Fold 0ssztomege, R a kdzepes sugara, L a maximalis fokszam, r,
@ és A a foldrajzi koordinataharmas, C,,, és Sp,, a gombfiiggvény egyiitthatok, P,,, pedig a
normalizalt Legendre-fliggvény.

Atlagolodasra korrigalni akkor lehet igény, ha az adatok foldrajzi koordinatik szerinti
raszterben allnak rendelkezésre. A potencidl gombfiiggvény-sorat az atlagolodast visszaallitd
korrekcioval egy fok és rend szerinti szorzé beiktatasaval lehet megoldani, melyet a kétszeres
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szumma mogott kell alkalmazni, és ¢ szerinti tagjat egy tovabbi (i indexszel jel6lt) tiszta
szinusz-sorra kell alakitani:

Fum = 2 Fun (@) - Fr() = 3 — 5 —mr (84).

1
sinc sinc™
2T 2T

A (84) egyenletben Ap és a AL a blokkok felbontasa a megfelelé foldrajzi irdnyban. (Az
idében vagy térben atlagolt adatok szélséérték-simitd hatasanak csokkentésére kidolgozott
eljarast az 6. tézis ismerteti).

V.2. A Legendre-polinomok szinusz-soros alakja

A (84) egyenletben szerepel a foldrajzi szélesség (¢) szerinti tiszta szinusz-sor. A Foldvary
[2015b] tanulmany kiilonb6z6 rekurzids formulakat felhasznalva teljes indukcioval bemutatja,
hogy minden Legendre polinomnak létezik véges taggal megadhatd tiszta szinuSz-SOros
alakja, majd egy iteracios eljarast ad meg ezek eldallitasara. Az emlitett szinusz-soros alak
altalanosan az alabbi formaban irhato le:

Py m(cosd) = A, sin (n19 +jg) + A2 sin ((n —2)9 +jg) + .-+ bias (85)
ahol . {1, ha m péaros vagy nulla, kivéve n = 0
J =10, ham paratlan vagy n = 0

A (85) egyenletben 9 = 90 — ¢ a sarkmagassag, n és m pedig a Legendre polinom foka ¢és
rendje (egyben a gombfiiggvény-sor foka és rendje is), A, ,, egyltthatok pedig racionalis
szamok. A bias értéke csak paros fok és paros rend esetén nem nulla.

A (85) szerinti alak 1étezése alacsony foku és rendli tagokra belathatd, tetszoleges magasabb

fokt és rendli tag (85) egyenlethez hasonld alakja teljes indukcioval meghatarozhatd. A
levezetett formula a fokszam novelésére az alabbi:

Pri1m(cos?9) = Byyqm sin ((n +1)9 +j§> + B, —1m Sin ((n - 1)9 +j§) +

Bugm sin ((n = 3)9 +5) + - (86)
ahol
(2n+1) Ap- mTAn—2km (n+m)
Bn—2k+1,m = (n_m+1) S 2 = - (n_m+1) n—-2k+1m (87)

A (86) egyenlet utolso tagja kiilon figyelmet igényel, mely paros n + 1 esetén Bg ,sin (0 +
]'g), mig paratlan n + 1 esetén B, j,sin (8 + ]g) alakban adhat6 meg, melyek értéke:

_ (2n+1) 8?moclol)Al,m_ (n+m)

Bom = (n-m+1) 2 (n-m+1) O™ (®9)
_ (2n+1) Aym+2A0m _ (n+m)

Bim = (n—-m+1) 2 (n-m+1)" L™ (®)

ahol S?m odd) @z Un. Kronecker delta, mely paros m esetén 1, egyébként 0 értekii.
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Létezik egy (86)-hoz hasonlé formula a rend novelésére is. Ez az alabbi:
Py m+1(cos9) = By, 4, sin (m9 + jg) + Bp—2m Sin ((n —2)9 +]§> + Bp—4m Sin ((n —
49 +J2) + -+ Bosin (0 +75) (90)

ahol

An—skm _ _
Boaim = 257 |(n —m) (282 4 TEAAL 1) = (0 m) T Aaioam] (91)
ebben j aj inverze, tehat

~_{1, haj=0

=10, haj=1

, _{ 1, haj=0ésj=1
S5 T1-1, haj=1és7=0
tovabba k = 0,1,2 g

A (90) egyenlet utolso tagja ismét kiilon figyelmet igényel, mely paros n esetén By ,sin (O +

j §)° mig paratlan n esetén By ,sin (9 +j g) alakban megadhat6, melyek értéke:

-Aim _
Bim = 55 [(n— m) 22 — (n + m) TK Anaictm] (92)

Bom = 0—1)n(2n-1)u§%(n?2) (93)

ahol a !! jelolés a kettGs faktorialisra vonatkozik. A (86)-(93) egyenletek lehetévé teszik a
Legendre polinomok tiszta szinusz-soros leirasat zart alakban, valamennyi egyiitthatot
racionalis szamokkal megadva.

Poo
Pig | Py
Po | P21 | Py
W,
1 1 L | > \“
\adNAAANEAE w';--" 51 M
1" 1w .w | 1_3 L N
WJRAAIREIREAINELINELZ <1
Yv| Yy wy| YV VY W E _B

15. abra. A rekurzidos formulak alkalmazasanak javasolt sémaja. [Foldvary, 2015b]
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A kapcsolddo pontossagi vizsgalat alapjan a szdmitasokhoz javasolt sémat a 15. dbra mutatja
[Foldvary, 2015b]. Az abran a fekete nyil a (86) egyenlet hasznalatat, mig a piros nyil a
numerikusan kevésbé stabil (90) egyenlet hasznalatat javasolja. A levezetett Osszefiiggések
gyakorlati jelentoségére példa a (84) egyenlet. (A Legendre-fiiggvények teljes szinusz-soros
alakjanak rekurzids 0sszefiiggéseire vonatkozo eredményeket a 7. tézis 0sszegzi).

V.3. A mintavételezés hibahatasa

Ebben a részben analitikus formulat vezettiink le periodikus fliggvények mintavételezési
hibahatasanak becslésére, Foldvary [2021] alapjan. A mintavételi hiba becslése négy
paraméterrel torténik: amplitddo, fazis, eltolds és periodicitds. Ezek ismeretében a
mintavételezés tervezése sordn annak felbontasa optimalizalhato.

Induljunk ki egy periodikus jelbdl, melyet egyértelmiien meg lehet adni az A amplitadoval, az
w jelfrekvenciaval és a ¢ fazissal az alabbi formaban:

f(x) = Asin (2nw x + ¢) (94),
ahol x jeloli a fliggetlen valtozot.

Egy szabalyos T periddusu (tehat w = 1/T frekvenciaju) jelet mintavételezziink szabalyos
AT = 1/f; 1épéskozzel, ahol f; jelolje a mintavételezési frekvenciat. A T periddussal valtozo
jel jellegét, nagysagat és hullamhosszat tekintve tetszéleges lehet, igy gondolhatunk akar
idében valtozé folyamatra masodpercekben, drdkban, években vagy évezredekben mérve azt,
vagy akar helyhez kotott mennyiségekre milliméterben, méterben, kilométerben vagy
csillagaszati egységben lépéskdzokkel mintavételezve. A jel és a mintavételezés relativ
kapcsolatat (a jel jellegétdl és mértékegységétdl fiiggetleniil) jellemzi, hogy egy periddus alatt
hany mintavételezésre keriil sor, tehat a jel, w és a mintavételezés, f; frekvencidinak az
aranya:

N=—=— (95)

Mivel a jel jellege és nagysaga barmilyen lehet, az altalanositas jegyében az A amplitadot
egységnyire vessziik, és a mintavételezés okozta hibat az w jelfrekvencia és az N arany
fliggvényében az amplitid6 szazalékaban jellemezziik. Jelen vizsgdlat soran felhasznaljuk,
hogy a gyakorlatban (a gazdasagossagi és technologiai szempontokat figyelembevétele
mellett) a mintavételezést olyan gyakorisdggal végezziik, hogy az a jelet megfeleléen vissza
tudja adni, és két mintavételezés kozotti részét linearisnak feltételezhessiik. Ha a gyakorlatban
ez nem teljesiil, akkor kiilonféle matematikai interpolacios technikakkal finomitjuk az
interpoldcid pontossagat. A jelen vizsgalat a legegyszeriibb linearis interpolaciora
korlatozodik. Tessziik ezt egyrészt azért, mert a mérnoki gyakorlatban ez a leggyakrabban
hasznalt eljaras, masrészt azért, mert (szemben egyéb interpolacios eljarasokkal) lineéris
interpolaciot feltételezve kovetkezetesen alul-becsiiljiik a periodikus jel nagysagat, tehat
szabalyos hibat vétiink.
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Vizsgaljuk a 16. abranak megfeleléen azt az esetet, amikor a fiiggetlen valtozo, Xk két
mintavételezett érték kozé, X; és Xi+1 esik. Ekkor a mintavételezés hibaja a valodi érték, f(xk) és
az interpolalt érték, fin(Xx) kiilonbsége, €.

Ek

f(xin1)

Xi Xk Xir1
16. abra. Periodikus jel mintavételezésének hibdja lineéris interpolaciot feltételezve

Az interpolalt fiiggvényérték, fin(xk) egy osztopont, amely a ( Xi, f(Xi)) ) és ( Xi+1, f(Xi+1) )
pontok kozotti szakaszt (Xk-Xi) : (Xi+1-Xk) ardnyban osztja. Igy:

Fr(00) = Ocipr—xp) f () +Qee—x) f (xi41) (96).

Xi+1—Xi

Az 16. abra alapjan a (96) osszefiiggés figyelembevételével a mintavételezés hibaja:

Kip1—x1) f )+ ee—x) f (xi41)
€1 = F(0) = fine Oti) = f () — Lin I T2 i @7).

Xi+1—Xi
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A (97) egyenletben két egymast kdvetd abszcissza kiilonbsége (az egyenlet jobb oldalan a
nevezO) a mintavételezés 1épéskoze, AT = x;,.1 — X;.

A mérndki gyakorlatban a hiba (igy a mintavételezés hibaja) becslésére leginkabb az 1.2-
normat (eseténként L1-normat vagy Loo-normat) hasznaljuk, amelyet az L1-normara kapott
Osszefiiggés felhasznalasaval nyeriink. A mintavételezés hibajanak L1-normaja az [Xi, Xi+1]
intervallumban az ¢, eltérések (lasd 16. abra) atlagértékeként hatarozhat6 meg, azaz

Xi+1 Xit+1
CL(xpxieg]) | Zxg ekl e eolax

op1 ([xy, xi41]) = (98).

n n AT

A (98) egyenlet utobbi tagja folytonos valtozo esetén irja le a hibat a valddi és az interpolalt
gorbék kozotti teriilet formajaban. Foldvary [2021] leirasa alapjan a mintavételezés L1-norma
szerinti hibajara (a (94) és (97) egyenletek (98)-ba helyettesitésével)

. i+1—x)Asin (2 i+@)+(x—x;)Asin (2 i1+
f;,‘+1|Asin (27w x+3) (%j41—x)Asin @rw x; ¢)AT(x x)Asin (21w x4 1 ¢>)|dx
i

o1 ([, xi41]) = AT (99),

az alabbi eredményre vezet:

011 ([x, xi41]) = |C - cosQrwx; + ¢) + S - sin 2nwx; + ¢)|  (100),

ahol
C = —— —Zsin (2MWAT) — ——=— cos(2mwAT) (101)
és
$ = =2+ ——sin(2nwAT) — % cos (2mwAT) (102).
Bevezetve a
n = 2nN = 2nwAT (103)
jelolést (101) és (102) egyszeriibb alakot 6ltenek:
C= % - %sin (n) — %cos (n) (104)
és
S=- 2 + %sin(n) - %cos (n) (105).

Felhasznalva tovabba a C-cos(a) + S -sin(a) =R -sin(a + ¢) konverziét, a C és S
paraméterek R és ¢ paraméterekre alakithatok, tehat:

o1 ([x5, Xi41]) = R - |sin Crwx; + ¢ + ¢)| (106),
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ahol

R= \/fs\/(l + %2) — nsin (n) — (1 - nTz) cos(n) (107)
¢s

1—% sin(n)—cos (n)

@ = arctg (108).

—§+sin(n) —%cos n)
Fontos eredmény, hogy a (107) és (108) egyenletek kizardlag a mintavételezési 1épéskoz és a
jel periodusanak n hanyadosatol (lasd (103) egyenlet) fiiggenek. A (85) egyenletben szerepel
még az A amplitado is, amely a jel méretaranyat és mértékegységét hivatott definidlni R
értékében.

Hasonldan, a mintavételezés hibajanak L2-norméja is levezethetd, ahol az L2-normat jelentd
négyzetes kozéphibaként,

n

x; X
L2([xpXi41]) Yo ek fxi‘“e(x)zdx
GLZ([xi'xi+1]) = [x\/%c == \/ = AT (109).

Behelyettesitve (94) és (97) osszefiiggéseket a (109)-ben szerepld hatarozott integralba

Lz([xii xi+1])2 =

Xi . (xj41—x)Asin 2w x;+P)+(x—x;)Asin 2Ttw x4 1+P) 2
fxi‘“ (Asm 2rw x + ¢) — —= e v AT R ) dx (110)

Osszefliggést nyerjiik, melybdl szintén egy kompakt 0sszefiiggés nyerhetd

L2([x;, xi+11)% = C - cos(4nwx; + 2¢) + S - sin(4nwx; + 2¢) + B (111)
alakban, ahol
C = —Azi{élnza)zATz — 6+ (4m%w?AT? — 6) cos(4mwAT)
2412 w?AT?
+ (4m?w?AT? + 12) cos(2rnwAT) — 9nwATsin (4nwAT)}
(112),
S = APAT (9mWAT — (472w2AT? — 6) sin(4mwAT)
=~ SImTaIATE O m’w sin(4nw
— (4m?w?AT? + 12) sin(2rwAT) — 9mrwATcos (4nwAT)}
(113),

és
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_ o Anar _ 2, 2AT2 _ 2,2 A2
B = — o= 512 = 20m°w"AT* — (4m°w*AT* + 12) cos(2nwAT)}
(114).
Felhasznalva (103) 6sszefiiggést n definicidjara, ez az alabbi alakra egyszeriisodik:
A%AT 9
C=-%n3 {nz — 6+ (n* — 6) cos(2n) + (n* + 12) cos(n) — S nsin (Zn)}
(115),
= A (2 6)sin(zn) — (r? + 12) sin(n) — 3mcos (2)]
e Zn n sin(2n n sin(n chos( n)
(116),
¢s
B = —f,ff{lz —5n% — (n® + 12) cos(n)} (117).

Ismét felhasznalva a C -cos(a) + S -sin(a) = R -sin(a + ¢) konverzidt, a C és S
paraméterek a veliik egyenértékii R és ¢ paraméterekkel is megadhatok

L2([x;, xi+1])? = R - sin(4nwx; + 2¢ + @) + B (118)
alakban, ahol
A?AT 2 . 2 2 2 1
R = = ((n + 12 — 9nsin(n) + (2n* — 12) cos(n))* cos“(n) + " (—=9n + 9ncos(2n) +

1

(2n? —12) sin(2n) + (2n* + 24) sin(n))z)E

(119),

n?-6+(n?-6) cos(2n)+(n?+12) cos(n)—%nsin (2n)
@ = arctg —s

En—(n2—6) sin(2n)—(n2+12) sin(n)—%ncos (2n)

(120)

¢s B marad a (117) szerinti formaban. A (115)-(120) osszefiiggések alapjan a (109)
egyenletben megadott L2([x;, x;41]) szerinti mintavételezési hiba igy alakul:

L2([x3Xi41]) L2([x;,xi311)? R-sin(4nwx;+2¢+¢)+B
JLZ([xini+1]) = m+1 = J AT+1 = J AT

(121).

Erre az esetre tehat nincs zart formaban megoldas. Mindazonaltal a (107) és (108)
egyenletekhez hasonldan, (119) és (120) egyenletek is csak a mintavételezési 1épéskoz és a jel
periodusa n aranyatol fliggenek, illetve itt is az R szolgaltatja a méretaranyt és a
mértékegységet a (119) egyenletben a A%AT szorzo formajaban.

Az Ll-norma szerinti hibara levezetett (100), (104)-(108) Gsszefiiggések, valamint az L2-
normara levezetett (111)-(121) Osszefiiggések lehetové teszik valamely mintavételezett
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periodikus jel mintavételezése okozta hibaja mértékének és periodicitasdnak meghatarozasat.
Példaképpen a levezetett Osszefiiggéseket alkalmaztuk a GRACE és GRACE-FO nehézségi
anomalia id6soraira az Amazonas vizgyljtdjére. Az éves periodust jelnek a mintavételezés
honapos idébeli felbontasa okozta mintavételezési hiba L1-norma szerint maximalisan 2,27%-
re alakul, mig L2-norma esetén ugyanez a jel 2,49%-a. (A periodikus fliggvények
mintavételezési hibahatasanak L1- és L2-norma szerinti becslésére kidolgozott eljarast a 8.
tézis ismerteti).
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VI. Az ij tudomanyos eredmények alapjan megfogalmazott tézisek

1. tézis.

Kidolgoztam ¢és a gyakorlatban els6k kozott alkalmaztam az energia integral Osszefliggését a
globalis nehézségi erétér meghatarozasa céljabol (fontosabb kapcsolddd publikaciok:
[Gerlach et al, 2003; Foldvary et al, 2004; Wermuth et al, 2004a]).

1.1 altézis. Az energia integral modszert kidolgoztam és alkalmaztam High-Low SST
mitholdakra (pl. CHAMP) [Foldvary et al, 2004; Gerlach et al, 2003; Wermuth et al, 2004a;
Wermuth et al, 2004c]

1.2 altézis. Az energia integral modszert Kidolgoztam és alkalmaztam Low-Low SST
mitholdakra (pl. GRACE) [Paizs és Foldvary, 2006; Paizs és Foldvary, 2007]

2. tézis.
Uj eljarast dolgoztam ki a nehézségi erétér meghatarozasara a Newtoni mozgasegyenletek
alapjan (fontosabb kapcsolodo publikacio: [Foldvary és Bokor, 2010]).

3. tézis.

Meért diszkrét adatsor derivalasara alkalmas technikak vizsgalata alapjan optimalis eszkozt
talaltam LEO tipusti miiholdak sebességének és gyorsulasanak meghatarozasara (fontosabb
kapcsolodo publikaciok: [Svehla és Foldvary, 2006; Foldvary, 2007a, Foldvary, 2007b;
Foldvary, 2008b]).

3.1 altézis. Kimutattam, hogy a 7 epochara Newton-Gregory interpolacioval fliggvényt
illesztve, azt analitikusan derivalva a kapott fliggvény haszndalata célravezeté modszer.

3.2 altézis. Kimutattam, hogy el6zetesen ismert nehézségi erétér modell felhasznalasa pontos
fliggvényillesztést alkalmazd mddszerek esetén nem befolydsolja a megoldést, azonban simitod
eljarasok esetén az eredmény az ismert modell hatasat tiikkr6zheti.

3.3 altézis. Kimutattam, hogy gyorsulasok meghatarozasara az elsé derivalt képzése két
egymast kovetd 1épésben joval pontosabb eredményt szolgaltat, mint a masodik derivalt
meghatarozasa kozvetleniil, egy 1épésben.

4. tézis.

Elséként alkalmaztam IIR-szlir6t a GOCE-gradiensek savkorlatos jellegének sziirésére. Az
[IR-szlird a hivatalos eljardsban hasznalt FIR-sziirdvel hasonld eredményre vezetett,
hasznalata azonban hatékonyabbnak tekintheté (kapcsolddd publikaciok: [Foldvary et al,
2014b; Polgar et al, 2013]).

5. tézis.

Uj eljarast fejlesztettem ki a permanens jég- és hotakard napjainkban tapasztalhatd
megvaltozasanak becslésére GRACE honapos nehézségi erétér modellek alapjan (fontosabb
kapcsolodo publikaciok: [Foldvary és Mészaros, 2009; Foldvary, 2012]).

6. tézis.

Eljarast dolgoztam ki id6ben vagy térben atlagolt adatok szélséérték-simitd hatdsanak
csokkentésére, ¢és kimutattam ezek gyakorlati jelentdségét a geodéziai gyakorlatban
(fontosabb kapcsolodo publikaciok: [Foldvary, 2015a; Foldvary, 2018]).

6.1 altézis. Eljarast fejlesztettem mért periodikus idGésorok amplitiddjanak pontositasara
(alkalmas GRACE honapos nehézségi erdtér modellek alapjan végzett éves- és féléves
periddusu tomegatrendezodések vizsgalatara).
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6.2 altézis. A modszert altalanositottam tetszOleges mérési adatsor vizsgalatara annak
Fourier-spektruma alapjan (felhasznalhaté mért GOCE gravitacios gradiensek energia
spektrumanak pontositasara).

6.3 altézis. A modszert adoptaltam feliileti fiiggvényekre (alkalmas blokkokba éatlagolt DTM-
ek sz¢ls6értékeinek a felbontasnak megfelel hullimhosszhoz rendelheté visszaallitasara).

6.4 altézis. Levezettem az eljaras gombfiiggvény-soros alakjat (felhasznalhato a fizikali
geodéziai valtozok térbeli atlagolédasanak pontositasara a Fold feliiletére szamolt szintézis
soran).

1. tézis.
Uj rekurzids osszefiiggéseket vezettem le a Legendre-fiiggvények teljes szinusz-soros alakja
meghatarozasara (fontosabb kapcsolddo publikacio: [Foldvary, 2015b]).

8. tézis.
Uj analitikus formulét vezettem le periodikus fiiggvények mintavételezési hibahatisdnak mind
L1, mind L2-norma szerinti becslésére. (fontosabb kapcsolodo publikacio: [Foldvary, 2021]).
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VIl. Tudomanyos hozzajarulas a tézisekben megfogalmazott eredményekhez

Az egyes tézisek esetén az Uj kutatdsi eredményeket aldtdmaszté publikaciok listajat
bongészve lathatd, hogy esetenként azok tarsszerzOkkel kozosen végzett kutatas
eredményeként adodott. Ezekben az esetekben sziikséges letisztazni a jeldlt szerepvallalasat,
tudomanyos hozzajarulasat a kutatasokhoz.

Az 1. tézis 1.1 altézisének kutatasait alatamasztd publikaciok alapjan lathato, hogy azok a
Technische Universitit Miinchen Institute fiir Astronomische und Physikalische Geodisie
intézményében egy kutatdcsoport keretében sziilettek. Az egyiittmiikddés sordn az egyes
kutatoknak meghatarozott szerepiik volt, a feldolgozas egyes 1épései szerint egymastol
elkiilonitve. Els6 1épésben a nyers mérési adatokbdl Drazen Svehla allitott el6 kinematikus és
fél-dinamikus muholdpalyakat. A nyers gyorsulasmérd mérésekbol nem gravitacios eredetii
gyorsuldsokat Bjorn Frommknecht és Helmut Oberdorfer allitottak eld. Masodik 1épésben a
mithold palyak és a nem gravitacios eredetii gyorsulasok idésorai alapjan a jelolt feladata volt
az energia integral szerinti feldolgozas, tehat a CHAMP-mérések mitholdas palyaadataibol a
kiegyenlités bemeneti adatat jelend potencidlzavar idOsor szamitisat végezte. A harmadik
Iépés a kiegyenlités, ezért Martin Wermuth felelt. Ezt kovetéen a negyedik 1épésben az
eredmények értékelését jelentd validaciot Thomas Gruber végezte. Osszességében
elmondhat6, hogy az 1.1 altézis a fent leirt méasodik 1épésre vonatkozik, mely alapvetden a
jelolt munkaja, amelyhez kisebb mértékben hozzajarult Christian Gerlach, akitdl a jeldlt a
feladatot intézményen beliil ,,megdrokolte”, tovabba a kutatohely senior kutatdi, Reiner
Rummel és Markus Rothacher.

Az 1. tézis 1.2 altézise a jeldlt és a jelolt akkori doktoranduszanak kozos munkdja. A jelolt az
elméleti alapozést, az Osszefliggések levezetését és a szamitasok egyes moduljainak
fejlesztését végezte, mig Paizs Zoltan doktorandusz a szamitasok kivitelezéséért felelt. Az
alapelv kigondoléasa és kidolgozasa okan a jeldlt az 1.2 altézist teljes egészében sajatjanak
tekinti.

A 2. tézist alatdmasztd publikacio tarsszerzdje Bokor Zsolt diplomézo hallgato. A jelolt ebben
az esetben is Onalloan végezte az elméleti alapozast és az Osszefiiggések levezetését, igy a
jelolt 2. tézist is teljes egészében sajatjanak tekinti.

A 3. tézist alatamaszto publikaciok koziil csak a Svehla és Foldvary [2006] publikacio
tarsszerz6s. Ebben az esetben a cikk egyértelmiien két részre oszthatd: az elsd rész, a
palyameghatarozas Drazen Svehla munkdja, mig a masodik részt ado sebességmeghatarozas a
jelolt 6nalldo munkéja. A 3. tézis teljes egészeében a jelolt onallé munkajanak tekinthetd.

A 4. tézis esetén szamottevd hozzdjarulast jelentett Sujbert Laszlo €és Polgar Zsuzsanna
munkdja. A probléma felvetése és megfogalmazasa, a teszt adatok eldallitasa, a sziirés utdn a
gradiensek megfeleld koordinatarendszerbe transzformalasa €és az eredmények értelmezése a
jelolt munkdja. A sziir6tervezést Sujbert Laszlé docens ur Polgar Zsuzsanna hallgatoval
kozosen végezte. A k6zos munka Polgar Zsuzsanna TDK dolgozata kapcsan indult meg, €s
egy intézményen beliili, szakteriiletek kozotti szakmai egylittmiikodéssé formalddott.

Az 5., 6., 7. és 8. tézisek egyértelmiien a jeldlt 6nallé munkai, amelyet a sok egyszerzds cikke
is alatdmaszt. Egyediili tarsszerzdje az egyik cikkben Mészaros Péter, aki a téma kidolgozéasa
soran egy kisebb részfeladathoz jarult hozza, de az elméleti rész kidolgozasat onalloan a jelolt
végezte.
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VIII. A kutatas és a bemutatott eredmények hatasa, visszhangja

A nehézségi erétér modellek pontossaga napjainkban — a folyamatosan boéviilé miiholdas
adatmennyiség kovetkeztében — nagyon gyorsan nd. gy egy 10 évvel ezeltti modell méara
mar elavultnak tekintheté. Azonban a maga idejében, a jelolt részvételével az energia integral
alkalmazasaval (1. tézis) késziilt TUM-1S modell [Gerlach et al, 2003], majd annak késébbi
generacioi, a TUM-2Sp [Foldvary et al, 2004] és TUM-2S [Wermuth et al, 2004a] modellek
nemzetkozi szinten korszerli, nagypontossagii modelleknek szdmitottak. A fontosabb
nehézségi er6tér modelleket az International Centre for Global Earth Models (ICGEM)
honlapjan foglaljak 0Ossze, a kordbbi és az aktudlis Ujabb modelleket itt teszik kozzé
[Barthelmes és Kohler, 2012]. A folyamatosan boviilé nehézségi erétér modellek kozott az
emlitett TUM nehézségi erdtér modelleket is nyilvantartjdk, a felhasznalok szaméara
elérhetové teszik. Az MTMT alapjan a kapcsolddd publikaciokra ([Foldvary et al, 2004;
Gerlach et al, 2003; Wermuth et al, 2004a; Paizs és Foldvary, 2006; Paizs és Foldvary, 2007;
Wermuth et al, 2004c]) kapott fiiggetlen hivatkozasok szama dsszesen 107.

A llk et al [2005] altal kidolgozott ,,short arc” modszer sikeresnek bizonyult; minden egyéb
modszer feletti sikerét bizonyitja, hogy az EGM2008 kombinalt nehézségi erétér modell
[Pavlis et al, 2012] meghatarozasa soran a GRACE méréseket a ,,short arc” modszeren
alapulo ITG-GRACEQ3S modell [Mayer-Giirr et al, 2007] felhasznalasaval végezték. Ekkorra
minden egyéb eljaras a hattérbe szorult, igy a jelolt altal a Newtoni mozgasegyenletek alapjan
levezetett nehézségi erétér modell meghatarozasi modszere (2. tézis) sem terjedt el, mivel a
vizsgalt mithold esetén (CHAMP) ez alulmaradt a pontossag tekintetében. Fontos
hangstulyozni azonban, hogy a pontossagbeli eltérés nem nagysagrendi, igy a modszer
bizonyitotta alkalmazhatdsagat, csak a CHAMP mithold esetén nem vezetett optimalis
eredményre. Mindenképpen egy alternativ modszerré valhat késébbi miiholdas megoldasok
méréseinek feldolgozasa szamara. Az MTMT alapjan a kapcsolodo publikaciora ([Foldvary és
Bokor, 2010]) kapott fliggetlen hivatkozasok szama 3.

Az energia integral hasznalatdhoz a miihold pillanatnyi pozicidja mellett sziikkség van a
sebesség pontos ismeretére. Az emlitett nehézségi er6tér modellek (TUM-1S, TUM-2Sp,
TUM-2S) szamara a jel6lt numerikus differencialasi technikakra végzett vizsgalatai alapjan
(3. tézis), az altala definidlt paraméterezéssel a simitod spline eljarast és a Newton-Gregory
interpolaciot alkalmaztak. Az MTMT alapjan a kapcsolodd publikaciokra ([Svehla és
Foldvary, 2006; Foldvary, 2007a; Foldvary, 2007b; Foldvary, 2008b]) kapott fiiggetlen
hivatkozasok szama 29.

A GOCE miihold altal mért gradiensek savkorlatos jellegliek, a nagypontossagi mérések az 5-
100 mHz mérési tartoméanyra korlatozodnak. A mért gradiensek szlirésére alkalmazott FIR-
sziir6 [Schuh et al, 2010] mellett j6 alternativat jelent a jelolt altal javasolt 1IR-szlir6 (4. tézis),
mely informacio el is jutott a témaval foglalkoz6, meglehetésen sziik szakmai korhoz, de a
hivatalos feldolgozasi modszer sordn nem alkalmaztdk. Az MTMT alapjan a kapcsolodd
publikaciokra ([Foldvary et al, 2014b; Polgar et al, 2013]) kapott fiiggetlen hivatkozas szama
8.

A foldfelszin és a felszin kozeli rétegek tomegeloszlasanak iddbeli valtozdsa Osszetett
folyamatok eredménye, ami miatt a permanens jégtakar6 olvadasi és gyarapodasi
folyamatainak meghatarozasa GRACE erdtér modellek alapjan (5. tézis) nem tekinthetd
egyértelmilen megoldhato feladatnak. A hibdk egy jelentds részét adja az egyes teriiletek
legutobbi jégkorszak ota tartd6 maradandd feliszasi folyamata. Ez ugyanis szintén a
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tomegeloszlas atrendezddését eredményezi, amit el kell tudni kiiloniteni a jégtakaro
tomegvaltozasaitol. Az MTMT alapjan a kidolgozott differencialis moddszer kapcsolddod
publikaciokra ([Foldvary és Mészaros, 2009; Foldvary, 2012]) kapott fiiggetlen hivatkozasok
szama 6.

Az id6ben és/vagy térben atlagolt adatok szélséértékel ellaposodasanak csokkentésére a jelolt
altal kidolgozott modszer (6. tézis) elméleti jellegli, a kapcsolddd publikaciok kevésbé
keltették fel a szakmai ko6zonség érdeklodését ([Foldvary, 2015a; Foldvary, 2018]), eddig
csak 1 fiiggetlen hivatkozast kapott a téma. Azonban a médszer kidolgozasa soran levezetett
rekurzids Osszefliggések, melyek a Legendre-fiiggvények Fourier-soros alakjat adjak meg (7.
tézis), illetve az ebbdl irt publikacio ([Foldvary, 2015b]) dsszesen 4 (ebbdl 3 nivos) fliggetlen
hivatkozast kapott. A periodikus fliggvények mintavételezési hibahatasanak L1- és L2-norma
szerinti becslése (8. tézis) egészen friss, egyelére nincs visszhangja ([Foldvary, 2021] frissen,
2021-ben publikalva). Az MTMT alapjan a kapcsolodd publikaciokra ([Foldvary, 2015a;
Foldvary, 2015b; Foldvary, 2018; Foldvary, 2021) kapott fiiggetlen hivatkozasok szama 5.
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Koszonetnyilvanitas

Tobb évtizedes kutatdi munka szamara elengedhetetlen a megfelelé tamogatas, a megfeleld
csaladi és barati hattér. A csalad és a baratok tamogatasaért végtelen halaval tartozom.
Azonban a mu jellegénél fogva itt a kollégaktol kapott szakmai és emberi tamogatast
szeretném  kiemelni. Elsdsorban szeretném megkoszonni a ,,megkdszonhetetlent”
¢desanyamnak, Varga Magdolnanak, akin keresztiil kiskoromtél kezdve ismerkedtem a
foldmérd és egyetemi oktatdé munkdjaval, a mérnoki szemlélet alapjaival, a kutatds és
szakpublikacié iras modszertandval. Szeretném megkdszonni tdmogatasat és iranymutatasait
doktori tanulmanyaim konzulensének, Prof. Fukuda Yoichinek, tovabba a posztdoktori évek
alatt témavezetémnek, Prof. Reiner Rummelnek. Hazatérve mind a BME-n, mind az Obudai
Egyetemen, de altalanossagban az egész szakméban tamogatd 1égkor fogadott. Szeretnék
koszonetet mondani valamennyi hazai kollégamnak, koziiliik kiemelten (fontossagi sorrend
helyett abc-sorrendben, a koszonet okanak részletezése nélkiil) Adam Jozsefnek, Bacsardi
Laszlonak, Balazsik Valérianak, Barsi Arpédnak, Bird Péternek, Busics Gyorgynek, Csapo
Gézanak, Detrek6éi Akosnak, Egetd Csabanak, Karem Fathynak, Fekete Gabornak, Fényi
Istvannak, Ferencz Orsolyanak, Fodor Csillanak, Frey Sanrodnak, Gész Zoltannak, Hegyi
Péternek, Horvai Ferencnek, Horvath Gabor Istvannak, Hudoba Gydrgynek, Ivan Gyulanak,
Jozsa Janosnak, Kenyeres Ambrusnak, Kiss Martanak, Kiszely Martanak, Koppan Andrésnak,
Koseczky Adamnak, Kovacs Annanak, Kovacs Istvannak, Kovacs Kalmannak, Kratochvilla
Krisztinanak, Krauter Andrasnak, Kristof Danielnek, Laky Sandornak, Laky Piroskanak,
Lamar Krisztidnnak, Léazar Lajosnak, Lehoczky Maténak, Markus Bélanak, M¢élykuti
Balazsnak, Mélykuti Gabornak, Mentes Gyulanak, Molnar Gabornak, Nagy Edinanak, Nagy
Gabornak, Nyilas Annamarianak, Paal Davidnak, Palinkas Bélanak, Palya Tamasnak, Papp
Gabornak, P6dor Andreanak, Quang Hop Trannak, Rézsa Szabolcsnak, Somodi Balazsnak,
Stenzel Sandornak, Szabo Gyodrgynek, Szabd Jozsefnek, Szantdo Marcellnek, Szarka
Laszlonak, Sziics Eszternek, Sziics Laszlonak, Suba Norbertnek, Sujbert Laszlonak, Timar
Gabornak, Toth Erzsébetnek, Toth Gyulanak, Toth Zoltannak, Trupka Zoltannak, Tuchband
Tamésnak, Ultmann Zitdnak, Vamossy Zoltannak, Varga Feliciannak, Varga Péternek,
Vekerdy Zoltannak, Virag Gabornak, Volgyesi Lajosnak, Wesztergom Viktornak, Wojtaszek
Malgorzatanak, Zadori Adriannak, Zavoti Jozsefnek, Zentai Istvannak, Zentai Laszlonak.

Kilfoldi tanulmanyaim és vendégkutatd utjaim soran iS sok tamogatast kaptam, ezért
koszonettel leginkabb az alabbi kollégaknak tartozom: Sato Tadahiro, Ateya Ismail Lukandu,
Leni Sophia Heliani, Heki Kosuke, Takiguchi Hiroshi, Christian Gerlach, Martin Wermuth,
Indridi Einarsson, Markus Rothacher, Thomas Gruber, Roland Pail, Harald Schuh, Jirgen
Miiller, Kal-Heinz 1lk, Ulrich Schreiber, Toth Karoly, Christropher Jekeli, CK Shum, Aive
Liibusk, Nico Sneeuw, Vita Norbert, Wang Guangcai, Su Zixiao, Meng Qingyan, Huang
Xiangzhi és Wang Dong. A koézelmultban zarult EU-s projektekben a kozos munkaért
koszonettel tartozom a kovetkezo kollégaknak: Nga Duong, Thomas Bauer, Markus Immitzer,
Reinfried Mansberger, Jacek Kozak, Ivan Oliveira, Arno van Lieshout, Sarawut Ninsawat,
Chitrini Mozumder, Pipat Reungsang, Ilhom Abdurahmanov, Mamanbek Reimov, Polat
Reymov, Medetbay Oteuliev, Otabek Avezbaev, Malika Aminjanova, Azizjon Ruziev, Sabine
Henning, Josef Strobl, Stefan Lang, Erika Blaschke, Max Hoffman és Florian Schierhorn,
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