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2022 Budapest



A DISSZERTÁCIÓ RÖVID ÖSSZEFOGLALÓJA

Az ı́rott történelem előtti művészeti alkotások, például barlangrajzok, használati

eszközökbe vésett ábrák és népművészeti emlékek tanúśıtják, hogy a természetben meg-

figyelhető geometriai formák és mintázatok kezdetektől fogva mély érdeklődésre tartot-

tak számot. A modern tudomány születése matematikai eszköztárat, azaz nyelvet adott a

formák tanulmányozásához. A matematikai léırás egymástól távol eső jelenségekről mutat-

ta ki, hogy a hozzájuk köthető forma (közel) azonos. Jó példa erre a logaritmikus spirál,

amit Jacob Bernoulli, a XVII. század kiemelkedő matematikusa részben matematikai tulaj-

donságai, részben talán univerzalitása miatt nevezett csodálatos spirálnak (spira mirablis).

A névválasztás indokolt: egyes spirális galaxisok alakjától a csigahéjak középvonalának

felülnézetéig a logaritmikus spirál meglepően sok természeti formában megfigyelhető [12].

Az értekezésben egyedi formákat létrehozó mechanikai rendszereket és élettelen

természeti folyamatokat vizsgálok. A formát, hasonlóan az emĺıtett logaritmikus spirálhoz,

mindegyik példában a rendszerhez rendelt matematikai modell magyarázza. Ezen mo-

dell jellemzően egy nemlineáris közönséges, vagy parciális differenciálegyenlet rendszer

(rövid́ıtve: KDE, PDE) alakjában foglalható össze. A természetben vagy ḱısérletekben

megfigyelhető formák ezen egyenletrendszer adott kezdeti- és/vagy peremfeltételek mellett

számı́tott, stabil megoldásaival állnak kapcsolatban, ezért fontos hangsúlyt kap a megoldás

stabilitásának vizsgálata. Egyaránt szó lesz statikus, az időtől nem függő mechanikai rend-

szerek megoldásairól, és időben fejlődő természeti formákról.

Fontos kiemelni, hogy a valóság összetett formái a matematikai modellnek gyak-

ran elemi eszközökkel nem számı́tható megoldásait jelentik. Ha prećız módon igazolni

is lehet egyes megoldáshalmazok egzisztenciáját (pl.: posztkritikus egyensúlyi utak léte),

egyes konkrét megoldások előálĺıtása numerikus eljárást igényel. A numerikus módszerekkel

szembeni óvatosság miatt fontos, hogy (akár egyszerűśıtő feltételezések mellett) analitikus

eredmények is rendelkezésre álljanak. Ez indokolja azt, hogy az értekezés elsősorban a mo-

dellek léırására és az analitikus eredmények bemutatására törekszik. Az egyes megoldások

számı́tására használt numerikus eljárást minden, bemutatásra kerülő modell esetében a

hivatkozott publikációk tartalmazzák.

A formák és mintázatok szakirodalmának összegzése meghaladja ezen ı́rás kereteit, a

természeti formavilág matematikai magyarázata kiemelkedő ı́rásokat inspirált [2, 10, 12]. Az

értekezés egy szerkezeti mechanikai kérdéseket tárgyaló és kettő, a természeti morfológiában

gyökerező problémákat vizsgáló fejezetet tartalmaz, a vizsgált kérdésekre utalnak az 1. ábra

képei.
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1. ábra. Az értékezésben érintett problémák képes összefoglalója. Kavicsok

egyedi és kollekt́ıv kopása (a), vékony filmek ráncosodása (b), puha robotka-

rok maximális kinyúlása (c), korlátozott húzószilárdságú ı́vek formája (d)-(e),

ooid részecskék alakja (f).

Mechanikai eredetű formák

A mérnöki mechanika egyszerű, linearizált modelljei a szerkezeti elemek szabad szem-

mel éppen látható deformációinak közeĺıtő számı́tására alkalmasak. Jelentősebb mértékű

alakváltozás vagy összetettebb alakokat formáló mechanikai rendszerek a geometriai és

anyagi viselkedés egzakt léırására törekvő elméleteket igényelnek. A disszertációban

tárgyalt vékony rudak és héjak tekintetében különösen a geometriai nemlinearitás egy-

szerűśıtésektől mentes kezelése kiemelendő. A geometriailag egzakt rúd- és héjelméletek

alapjait a Cosserat testvérek [5] és S. Timoshenko [14, 13] fektették le a XX. század első
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felében ı́rt műveikben. Ezen elméletek matematikailag egzakt összefoglalását nyújtja [1].

Az értekezésben vizsgált első, mechanikai eredetű kérdés a robotika területén felmerült

problémát jár körbe. A puha robotkarok (soft robotic arms) az elmúlt évtizedben váltak

különösen népszerűvé, gyakran természeti inspirációt (pl.: polip karja, 1.(c) ábra) használva

a tervezéshez [11]. Arra a kérdésre keresek választ, hogy milyen módon határozható meg

egy vékony, befogott konzol maximális kinyúlása, azaz milyen távoli pontokat tud elérni

egy adott mechanikai és geometriai paraméterekkel rendelkező robotkar? A 2. fejezet

puha robotkar maximális kinyúlása ćımű része rámutat arra, hogy a kérdésre adandó válasz

eredendően térbeli, geometriai értelemben egzakt rúdmodellel adható meg. Megmutatom,

hogy az irodalom śıkbeli modelljei a biztonság kárára tévednek, a kifordulás jelensége miatt

a robotkar maximális kinyúlása az ott közölt értékeknél kisebb. Ugyanakkor a rúd kezdeti

görbületének megfelelő szabályozásával a robotkar kinyúlása érdemben növelhető [T2].

2. ábra. A húzott, két végén befogott, vékony film rugalmatlan viselkedése ε mak-

roszkopikus nyúlás mellett: az első megnyújtás során a film ráncmentes (bal oldali

képsorozat), de a leterhelés (és az ezt követő ciklikus terhelés) folyamán a ráncok meg-

jelennek, illetve eltűnnek a nyújtás mértékének függvényében (jobb oldali képsorozat).
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Az értekezés vékony filmek ráncosodásával foglalkozó részei egyszerű mechanikai rend-

szerben mutatnak példát a geometriai mintázat (hullámos alak) megjelenésére és eltűnésére

(1.(b) ábra). Egy, a két végükön befogott, húzott, vékony filmek ráncosodására vonatkozó

elméleti előrejelzés [8] ḱısérleti igazolása során felmerült kérdésekre keresek választ. A

ḱısérleti eredmények szerint a húzott filmek nyújtásuk során anyagi átalakuláson mennek

keresztül. Milyen módon lehet a megjelenő ortotróp viselkedést és a terhelés miatt bekövet-

kező károsodást figyelembe venni az eredetileg lineárisan rugalmas, izotróp kontinuumme-

chanikai modell kiterjesztésével? Levezetem Kármán Tódor nagy lehajlású, vékony lemezek

elméletének véges nyúlásokra kiterjesztett modelljének ortotróp változatát, ami tisztán ru-

galmas elméletként magyarázza az előfesźıtett filmeken rögźıtett ḱısérleti eredményeket.

Az L hosszúságú film ∆L megnyújtásának mértékét a ε = ∆L/L makroszkopikus nyúlás

jellemzi. A ḱısérletek folyamán a 2. ábra szerinti érdekes jelenséget tapasztaltuk: az első

megterhelés idején ráncmentes film a tehermenteśıtés és a soron következő ciklusos terhelés

folyamán ráncosodik. A teljes, előfesźıtést is tartalmazó folyamatot, illetve az emĺıtett

jelenséget egy új, pszeudoelasztikus modellel magyaráztuk. A ráncosodással kapcsolatos

részek végzett doktoranduszommal, Fehér Eszterrel közös munka eredményei [T1,T3].

A ḱısérletekben, vagy a természetben megfigyelhető alakot a szerkezet anyagi nem-

linearitása is jelentősen befolyásolja, beleértve a képlékenyedés, és a károsodási folyama-

tok szerepét. Húzószilárdság nélküli testek és szerkezetek repedései a mérnöki gyakor-

lat meghatározó jelenségei, egyidejűleg izgalmas természeti mintázatok. A repedéskép

vizsgálatának kiemelkedően gazdag irodalma van, gondoljunk csak a repedéskép szerepére

a szerkezeti földtan gyakorlatában, vagy a tartószerkezeti mechanikát modern formában

útjára ind́ıtó problémára, a Szent Péter Bazilika kupolájának repedésére [9]. Ezzel együtt

összetett esetben a kialakuló repedéskép elméleti magyarázata mind a mai napig komoly

kih́ıvást jelent [6]. Valamivel egyszerűbb kérdés az elemekből éṕıtett szerkezet állékonysága

és formája között meglévő kapcsolat elemzése. Az éṕıtőelemek egymással érintkező felüle-

tei egy geometriai mintázatot adnak, ezt sztereotómiának nevezzük. Tekinthetjük a szte-

reotómiát a szerkezetben mesterségesen létrehozott repedési mintázatnak. Húzószilárdság

nélküli kapcsolat esetén a kapcsolódási felületeken dominánsan nyomóerőnek kell átadódnia,

ez a feltétel meghatározza az ilyen módon éṕıthető szerkezetek formáját. Az értekezés utolsó

mechanikai problémája – Falazott ı́vek alakja ćımmel – az anyagi nemlinearitás formát

meghatározó szerepére mutat rá (1.(d) és (e) ábrák). Ez a rész egy klasszikus mérnöki

problémát, az önsúlyával terhelt falazott ı́v viselkedését vizsgálja. Megmutatom, hogy

függőleges és radiális sztereotómia esetén egy köŕıvekből szerkesztett, állandó vastagságú,

szimmetrikus csúcśıvben maximum hét darab csukló alakulhat ki, továbbá igazolom, hogy

tetszőleges, előre rögźıtett C > 3 csuklószámhoz létezik olyan, önsúlyával terhelt ı́v, amely-

nek tönkremenetele során pontosan C csukló alakul ki [T4].
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Az értekezésben bemutatott mechanikai modellek a karcsú szerkezetek gazdag ipari

alkalmazása miatt gyakorlati jelentőséggel b́ırnak, akár a posztkritikus tartomány elkerülése

(pl.: ráncosodás kizárása ipari és űrkutatási alkalmazásokban), vagy ellenkezőleg, a poszt-

kritikus stabil megoldások elérése a cél (pl.: robotkarok alakja).

Természeti morfológia

A természetben megtalálható részecskék (kavicsok, ooidok stb.) alakfejlődése egy-

idejűleg fontos téma a földtudományok és a matematika területén. A XX. században W.J.

Firey 1974-ben megjelent ı́rása [7] meghatározó mérföldkő, ebben a kavics alakfejlődését

a zárt, kompakt felület egy pontjához rendelhető törvénnyel (ún. lokális modellel) ma-

gyarázza a szerző. A Firey-féle modell a befelé mutató felületi normális irányú sebességet

adja meg. Feltételezve, hogy a kopó részecske egy śıkkal véletlenszerűen ütközve kopik, Fi-

rey kopási törvénye a v kopási sebességet a felület K Gauss-görbületével tekinti arányosnak:

v3D = cK, (1)

ahol c > 0 egy rögźıtett állandó. Śıkgörbe esetén a kopási sebesség a κ görbülettel arányos:

v2D = cκ. (2)

Később F.J. Bloore a Gauss-görbülettől függő modellt véges méretű koptató részecskék

feltételezésével terjesztette ki [4]. Az eddig ismertetett modellekben közös, hogy egyetlen

koptatott részecskét ı́rnak le. A kopást számtalan, koptató részecskével történő ütközés

eredőjének tekintik (lásd 3.(a) ábra), a vizsgálatban a koptatott részecske tömegének

és alakjának jellemzésére szolgáló változók idősorát álĺıtják elő. Ezt a megközeĺıtést az

értekezésben egyedi kopásnak nevezem. Az egyedi kopás általánośıtása kettő, egymást

kölcsönösen koptató részecske időfejlődésének vizsgálata a bináris kopás (3.(b) ábra).

3. ábra. Kopási sémák. Egyedi kopás (a), bináris kopás (b) és kollekt́ıv kopás (c).

A tömegveszteséget a szürkével jelölt részecskékre számı́tjuk. A nyilak a részecskék

között (nem egy időpillanatban bekövetkező) ütközési eseményeket jelzik.

A természeti morfológia területére eső vizsgálatokat az egyedi kopási folyamat śıkbeli

modelljeinek elemzésével kezdem. A Śıkgörbe görbület-vezérelt kopásáról ćımű rész fő
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kérdése, hogy a sima, konvex görbék görbület függvényének szélsőérték száma milyen módon

változik a kopási folyamat során? A rész egyben összegzi a śıkbeli kopásmodellek analitikus

léırásának lehetőségeit, a görbe különböző paraméterezései mellett. Ezután egy, a növe-

kedést, az ütközéses kopást és a súrlódást tartalmazó modell magyarázza a meleg, teĺıtett

tengerv́ızben képződő, ún. ooid részecskék alakfejlődését. Megmutatom, hogy az egyszerű

fizikai alapvetésen alapuló modell alkalmas a természetben megfigyelt részecskék szimmet-

riájának magyarázatára, illetve igazolom a a megoldások unicitását (1.(f) ábra) [T5,T6].

A felületek görbület-vezérelt alakfejlődését léıró PDE-k numerikus szimulációjára új,

sztochasztikus algoritmust ismertetek. Az algoritmusban definiált események a Bloore-

féle kopási modell egyes tagjainak feleltethetőek meg. Az algoritmus az alakfejlődést

véletlenszerűen felvett śıkmetszések sorozataként álĺıtja elő. Seǵıtségével rámutatok ar-

ra, hogy az (1) egyenlettel adott Firey-féle kopás poliéder kezdeti alak esetén két fázisú: az

első fázisban a poliéder felületének egy részhalmaza érintett a kopásban, csak a második

fázisban teljesül, hogy a test minden felületi pontja koptatott. A két fázis miatt azon

gyakorlat, amikor részecskék méretét az illesztett ellipszoid tengelyhosszai alapján végzik,

megkérdőjelezhető, hiszen az első fázisban ezek állandóak, ugyanakkor a kezdeti tömeg akár

50%-a is elveszhet az első fázisban [T7,T8].

Az alakfejlődés egyedi modelljein túl a részecskék kollekt́ıv fejlődése is kiemelten

érdekes, mind az elmélet, mind a geomorfológiai alkalmazások szempontjából (1.(a) és

3.(c) ábrák). A kavicsokkal kapcsolatos egyik alapvető megfigyelés, hogy a természetben

fellelhető kavicspopulációk (pl.: kavicsos tengerpart) méret és alak szerint elkülönültek. A

geológiai irodalom ezt a szelekt́ıv szálĺıtás és a kopás folyamataival magyarázza, álláspontja

szerint a tengerparti és folyami környezetben a szálĺıtás és a kopás együttesen határozza meg

a kavicsok tömeg- és alakfejlődését [3]. Az, hogy melyik folyamat domináns, függ a helysźın

geológiai adottságaitól, de jellemzően mindkét folyamat érdemi szerepet játszik. Amı́g

a szelekt́ıv szálĺıtást részletesen elemezték, addig a kopás pontos szerepét egy predikt́ıv

elmélet, és az azt vizsgáló méréssorozat hiányában eddig nem tisztázták. Az elmélet beve-

zetésére tesz ḱısérletet az értekezés 4. fejezete, amely a kollekt́ıv tömegfejlődés elemzésével

mutat rá arra, hogy az egy részecske szintjén determinisztikus modellek szükségszerűen

részlegesek, az alakfejlődés megértéséhez valósźınűségi alapvetés szükséges. Itt az első

kérdés arra vonatkozik, hogy magyarázható-e a részecskék kollekt́ıv kopásával az a meg-

figyelés, hogy mı́g egyes geológiai helysźıneken a kavicsok mérete (közel) azonos, addig

más helysźıneken a kavicsok mérete nagy változatosságot mutat? A kifejlesztett kollekt́ıv

módszer összhangban van az egyedi kopás ismertetett, geometriai modelljeivel és egy-

idejűleg teljeśıti a tömeg exponenciális lecsengését kimondó Sternberg törvényt. A kavicsok

tömegveszteségét kölcsönös ütközésük esetén az ún. környezeti paramétertől függő, egypa-

raméteres ütközési kernel adja meg. A tömegeloszlás időfejlődését léıró, determinisztikus
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Fokker-Planck egyenlet megadása után igazolom, hogy a környezeti paraméternek létezik

kritikus értéke, amely a kollekt́ıv fejlődés fókuszáló és szétszóró tartományait választja el.

A modell eredményei szerint a természetben megfigyelt homogén kavicspopulációk kopási

folyamat eredményeként is létrejöhetnek [T9].

Az értekezés természeti morfológiát tárgyaló részei rámutatnak arra, hogy egy meg-

felelő részletezettségű matematikai modell nem kizárólag a természetben megfigyelhető

alak magyarázatát nyújtja: lehetővé teszi, hogy pusztán a forma megfigyelésével követ-

keztessünk az azt létrehozó folyamatra.

TÉZISEK

1. Tézis. Tisztán rugalmas anyagmodellel és geometriai nemlinearitással jellemezhető ru-

galmasságtani modellekben keletkező formákat és mintázatokat vizsgáltam [T1,T2].

(i) Vékony robotkarok maximális kinyúlását a deformáció és a rúdalak stabilitása

együttesen határozza meg. A robotkarhoz rendelhető térbeli rúdmodellben, a poten-

ciális energia második variációjának seǵıtségével analitikusan igazoltam, hogy az iro-

dalomban szereplő, śıkbeli modellek által elhanyagolt kifordulás csökkenti a maximális

kinyúlás értékét. Rámutattam arra, hogy a kezdeti görbület változtatásával a stabi-

litási kritérium alapján számı́tott maximális kinyúlás növelhető. A modell alapján

numerikus algoritmust adtam a robotkar maximális kinyúlásának meghatározására.

(ii) (Fehér Eszterrel közös eredmény) Két végén befogott, húzott, vékony filmek

ḱısérletben megfigyelt ráncosodásának magyarázatára új, a klasszikus Kármán-féle

nagy lehajlású, vékony lemezek elméletét véges membránnyúlásokra általánośıtó, or-

totróp modellt ı́rtunk le. Előfesźıtett mintadarabokon végrehajtott ḱısérletekkel össz-

hangban a modell helyesen jósolja meg a ráncos mintázat megjelenését és eltűnését.

Ezen jelenség magyarázható egy izola-központ bifurkációval. A modell alapján a si-

ma és ráncos megoldásokat elválasztó stabilitási határ helye a β tengelyarány és a ε

makroszkopikus nyúlás paraméterek terében jelentősen függ az ortotrópia mértékétől.

2. Tézis. A terhelés hatására kialakuló alak és az anyagi nemlinearitás kapcsolatát

vizsgáltam [T3,T4].

(i) (Fehér Eszterrel és Timothy J. Healey-vel közös eredmény.) A két végén

befogott, húzott, vékony filmek ciklikus ḱısérletben megfigyelhető ráncosodásának

megjelenését és eltűnését elemezve az első terhelés során eltérő ráncosodást a

Mullins-hatással magyaráztuk. Új, a Mooney-Rivlin anyagmodellt károsodási

állapotváltozóval (η) kiegésźıtő, pszeudoelasztikus modellt adtunk a jelenség ma-

gyarázatára.
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(ii) Az (i) pontban emĺıtett modellről megmutattam, hogy az a Mullins-hatásra az iro-

dalomban javasolt modellosztály egy speciális, egy állapotváltozót tartalmazó esete.

Továbbá, módszert adtam az első nyújtás során kialakuló ortotrópia mértékének a

ḱısérleti adatokból történő becslésére.

(iii) Húzószilárdság nélküli falazott ı́vek állékonysága függ az ı́vben természetesen kiala-

kuló, vagy mesterségesen elő́ırt repedésképétől (sztereotómia). Az adott terhelésű

ı́v állékonyságának klasszikus geometriai feltételét (nyomásvonal elmélet) térgörbe

referencia vonalú szerkezetre általánośıtottam.

(iv) Igazoltam, hogy az előre rögźıtett C > 3 csuklószámhoz konstruálható olyan, śıkbeli,

önsúlyával terhelt, húzószilárdság nélküli ı́v, amelyben a tönkremenetel pillanatában

kialakuló csuklók száma pontosan C.

(v) A śıkbeli, önsúlyával terhelt, köŕıvekből szerkesztett, állandó vastagságú, szimmetri-

kus csúcśıvről bizonýıtottam, hogy a szerkezetben radiális sztereotómia esetén kiala-

kuló csuklók száma maximum C = 7.

3. Tézis. A körrel homeomorf, konvex görbék alakfejlődését léıró geometriai parciális dif-

ferenciálegyenleteket vizsgáltam [T5,T6].

(i) Bizonýıtottam, hogy a görbület-vezérelt kopási modellek körében az f,κ(κ) > 0

feltételt kieléǵıtő kopási törvénnyel rendelkező, a görbét a befele mutató normális

irányába fejlesztő alakfejlődési modellben a görbületi szélsőértékek Nκ(t) száma mo-

noton csökken.

(ii) Az ooid részecskék növekedést, ütközéses és súrlódási kopást tartalmazó, két állandó

paraméterrel adott modelljéről bizonýıtottam, hogy a modellben szereplő affin tag

ellenére az ellipszis nem invariáns megoldás, kivéve a súrlódásmentes esetet, amikor

az invariáns alak kör.

(iii) Bizonýıtottam, hogy a (ii) pontban emĺıtett modell sima, egyensúlyi megoldásai a D2

szimmetriacsoportba tartoznak.

(iv) Bizonýıtottam, hogy a (ii) pontban emĺıtett modell két paramétere (c1 ≥ 0 és c2 > 0)

és a sima egyensúlyi alak kölcsönösen egyértelműen meghatározzák egymást.
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4. Tézis. A gömbbel homeomorf, konvex felületek alakfejlődését léıró, ún. Bloore-féle

alakfejlődési modellt vizsgáltam [T7,T8].

(i) A kopó testet poliéderrel reprezentáló, a testet sztochasztikusan felvett metsző

śıkokkal fejlesztő numerikus algoritmust ı́rtam le a Bloore-féle alakfejlődési egyen-

let approximációjára. Megadtam a sztochasztikus algoritmus esemény valósźınűségei

és a folytonos geometriai PDE állandói közötti kapcsolatot.

(ii) A sztochasztikus algoritmus felhasználásával numerikusan demonstráltam, hogy a

Firey-féle alakfejlődési modellben poliéder kezdőfeltétel esetén két fázis külöńıthető

el: az első fázisban a kopás által még nem érintett felület területe nem zérus. Ez a

mérték fokozatosan csökken, a második fázisban pedig a test minden felületi pontja

kopásnak kitett. A numerikus eredmények szerint az első fázisban a tömegveszteség

az 50%-ot is elérheti.

5. Tézis. Statisztikai számosságú objektum tömegeloszlásának kopás miatt bekövetkező

időfejlődését vizsgáltam [T9].

(i) Megadtam a kavicspopulációk kollekt́ıv tömegeloszlásának időfejlődését léıró Fokker-

Planck egyenletet.

(ii) Analitikusan igazoltam, hogy folytonos esetben a geometriai alakfejlődési egyenletek-

kel összhangban lévő, az r környezeti paramétertől függő, egyparaméteres ütközési

kernel elsőrendű sorfejtéssel egyszerűśıtett formája a kollekt́ıv modellben r > 1/2

értékeinél fókuszáló, r < 1/2 esetén szétszóró viselkedésű.

(iii) Analitikusan igazoltam, hogy az emĺıtett egy paraméteres ütközési kernel alatt az

azonos méretű részecskéknek megfelelő Dirac-δ tömegeloszlás invariáns. Továbbá

r > 1/2 esetén a Dirac-δ tömegeloszlás stabil, r < 1/2 esetén instabil.

(iv) A Fokker-Planck egyenletet numerikus szimulációjával megmutattam, hogy valós ka-

vicspopulációk esetében az r = 1/2 érték a teljes, nemlineáris modellben is kritikus.
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