Valasz Dr. Bert6ti Edgar professzor ur biralatara

Szeretném megkdszonni professzor tr biralatat, értekezésem gondos atolvasasat, taimogato
birdléi véleményét és elgondolkodtats, lényeglatd kérdéseit. A birdlatban szerepld
észrevételekre és a feltett kérdésekre valaszaim a kovetkezok.

E.1.

K.1.

E.2.

A 2. fejezetben a nyulds és a nyajtas, mint relativ és abszolut alakvaltozasi jellemzk
hasznélataban (és értékében) némi inkonzisztencia teszi prébara az olvaso figyelmét:

* A12. oldal (2.7) képletében megjelend i értékeket a dolgozat nytlasoknak nevezi,
lentebb A1 =22 =0 (?) és A\3 =1 értékeket ad meg rajuk, ugyanakkor a 2.3. fejezetben
A\ mar nyujtasként (stretch) van definialva.

* A (2.58)-ban makroszkopikus nytulasként definidlt ¢ értékei a 12. oldalon mar
nyujtasértékekként vannak emlitve.

Vilasz: Birdlom észrevétele helytallo, a szohasznalat nem konzekvens. Legyen egy
szakasz a referencia &llapotban L, az aktudlis allapotban ! hossztisagu. Ekkor a A nyiijtds
(stretch) A:=I/L és az € nyiilds (strain) e:=(I-L)/ L. Az emlitett helyeken:

- A 2.7képletben a Cosserat-féle radelméletben szerepl6 nytlasokrél van sz6,
ezek a bevezetett definicié szerint: A1 és A, nydlas és As nytjtas. A nem
szokvanyos keveredés a Cosserat-féle riidelmélet sajatja, részeletes levezetése
megtaldlhaté S. Antman hires konyvében [1]. Valéban zavard, hogy az
értekezésben egyarant A jeloli a Cosserat-féle radelmélet emlitett mezdit és
a nyujtast.

- A 23. fejezetben a nyujtas definicidja és haszndlta helyes.

- A (2.58) egyenlet nyulast definidl, 6sszhangban a fenti definiciéval. A 26.
oldalon a széhasznélat valoban hibas.

A 2.2. abra szerint a vizsgalt rad geometriailag erésen nemlinearis alakvaltozast is
szenvedhet, kezdeti gorbiilete jelent6sen megvéltozhat. Milyen korlatot jelenthet a
puha robotkarok kinyuldsanak vizsgéalataban a nyomatékok és a gorbiiletek kozotti
(2.23) szerinti linearis anyagmodell feltételezése, amely a rad hajlitasi és csavarasi
merevségeit — a gorbiilettd] fliggetlentil - allandonak tekinti?

Vilasz: A linearis nyomaték-gorbiilet 6sszefiiggés feltételezése gyakorlati alkalmazas
esetén mindenképpen tovabbi, kisérleti alatdmasztast igényel. Minden bizonnyal
valamely hiperelasztikus anyagtorvény alkalmazésa, esetleg a kezdeti gorbiilettsl
figgd merevségek bevezetése lenne realisztikus. Azonban tényleges kisérleti
apparatus hidnydban indokoltnak ttint a legegyszertibb, linedris modell hasznalata.
Tovabba, ez lehet6vé tette eredményeink Osszevetését az irodalomban publikalt sikbeli
modellel [2].

A 2. fejezet 21. oldaldn L a terheletlen film hosszaként van bevezetve. Célszer(i lett
volna az ugyanezen oldalon el6sz6r megjelené masik, ugyanilyen bettivel jelolt - és a
kés6bbiekben is tobbszor hasznalt - L operator értelmezésére is utalni.

Vilasz: Egyetértek a biraloval, L els6 esetben az $R2—%R2, linedaris operatorok terét jelenti,
ami a dolgozatban sajnos nem definidltam.

-1-



E3.

E4.

ES5.

E.6.

A (2.54) szerinti, linearizalt nytulasi tenzorként bevezetett e tenzor az elmozdulés-
mezének nemlinearis fliggvénye, csak részlegesen linearizélt nyulédsi tenzor.
Bevezetése inkabb zavardnak tlinik, mivel a dolgozat rovidesen attér a Green-
Lagrange-féle E nyulasi tenzor hasznalatara. A 2.2.1. alfejezet gondolatmenete -
megfelel$ feltételezések utan - szerintem egyértelmtibb lenne kizardlag a (2.63) és
(2.55) bevezetésével, majd a (2.64), (2.57) és Wn(E) (2.56) alakt kozvetlen felirasaval.
Ezzel egyrészt elkertilhetévé vélna az e-rél E-re val6 attérés indoklasa (illetve az arra
vonatkozo utalds), masrészt a Saint Venant-Kirchhoff-féle anyagmodell eleve a Green-
Lagrange nyulasi tenzor és a II. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzor kozott tételez fel
linearis kapcsolatot.

Vilasz: A (2.54)-es képlettel a Kdrmdn Todor nagy lehajldsii, vékony lemezek elmélete és az
4j, kiterjesztett modell kozotti kapcsolatot szerettem volna bemutatni. A szoveg id6vel
sokat tomorodott, egyetértek birdlommal, hogy akar ezt az egyenletet is el lehetett
volna hagyni.

A (2.69) képletben megjelené g-t a dolgozat rdgzitett paraméterként értelmezi, amely
télreérthets. A kés6bbiek alapjan kidertil, hogy g az ortotrépia mértékével és
anyagjellemzéivel egyiitt egy folyamatosan valtozé paraméter.

Vilasz: A modell szintjén g valéban anyagi paraméter, az ortotrép lemez G nyirési és
Ey rugalmassagi modulusdnak hanyadosa. A kisérletekben valéban r és g egyidej
valtozasat tapasztaltuk. Az anyagparaméterek valtozasdra mutat modellezési
lehet6séget az értekezés 2.3. fejezete, amelyben - részletes nyirasi kisérletek hianydban
- csak az r paraméter mért és szamitott értékeit vetettem 6ssze a 35. oldalon.

A 23. oldalon (jobb oszlop) a dolgozat (2.73)-ra Euler-Lagrange egyenletként utal,
amely valészintleg eliras, feltételezhet6, hogy (2.65)-(2.66) lenne a helyes hivatkozas.

Vilasz: Igen, valoban elirds tortént, a végeselemes eljaras a (2.65)-(2.66) egyenletek
gyenge alakjan alapul.

A dolgozat a matematikai atalakitdsokat tobbnyire megfelel6en részletezi, a (2.78)-
(2.79) parcialis differencidlegyenletek megoldasat viszont csak kozli, (2.80)-(2.81)
alakjdban. Hidnyolom a megoldasra vonatkoz6 utalast, mert az rdnézésre szerintem
nem kovetkezik.

Vilasz: A (2.78) és a (2.79) egyenletek hasonloak, ezért csak a (2.79)-es egyenlet
megolddsat mutatom be, a (2.78)-as eredménye analég médon kovetkezik. Keresstik a
(2.79)-ben felirt egyenlet megoldast v(x,y)=v1(x)v2(y) alakban! Vegyiik figyelembe, hogy
r>0 és 1v>0! A valtozok szeparalasa elvégezhet6:

_ l V1,xx _
™V v, ' 1)
V2,yy
—_ = m,
v, )

ahol m tetsz6leges pozitiv szam. A kozonséges differencidlegyenleteket megoldva:

v1(x) = ¢ysin (w/ (mrv)x) + c,cos (w/ (mrv)x), ©)



E.7.

K.2.

K.3.

K4.

K.5.

v,(y) = czsinh(Vmy) + cycosh(vVmy) 4)

ahol ci, ¢, c3 és c4 tetsz6leges valos konstansok. Alkalmazva a szimmetriabol kovetkez6
12(0)=0 és a v1(0)=0 peremfeltételeket, kovetkezik, hogy ci=cs=0. Bevezetve a
c=-cocs és a d=ml/2 jeloléseket, az értekezésben szerepld (2.81) megoldas adodik
eredményil.

A 29. oldal 2.3.1. alfejezetének elején a sikbeli alakvéltozasi mez6 helyett a sikbeli
elmozduldasmezd van értelmezve és bevezetve.

Vilasz: Egyetértek biralommal.

A (2.85) szerinti W, energiastirtiség a C alakvaltozasi tenzor fliggvénye, igy Wn, elvileg
a C12 alakvaltozasi komponenstdl is fiigghet. Megjelenik-e ez a komponens a
szamitasokban, illetve milyen szerepe van/lehet ennek komponensnek a rancosodéas
és az anizotrépia (ortotrépia) kialakuldsa sordn?

Vilasz: A (2.85) képletben Ci2 ténylegesen megjelenik (a det(C) tagok mindegyike Ci2
tiggvénye). Cio érdemben a Dbefogasok kornyékén kilonbozik zérustol,
Osszefliggésben azzal, hogy a gatolt harantkontrakcié nyirasi igénybevételt jelent a
befogdsok kornyezetében. Azonban a film teriiletének nagy részén a hosszirdnyu
htizas dominadl, az anyagi kdrosodést és az ortotropia megjelenését elsésorban ez
okozza. A befogasok kornyékén az eltéré mértékd (és esetleg jellegii) karosoddsrol
nincsenek mérési eredményeink, a de Saint-Venant elv alapjan ezt a vizsgalatainkban

masodlagos jelent6séglinek tekintettiik és célzottan nem vizsgéltuk.

A (2.90)-ben megjelend K tenzor azonos-e a kordbban bevezetett és hasznalt k hajlitasi
tenzorral?

Vilasz: Igen, megegyeznek, sajtohiba a nagybetlis szedés.

A 2.3 alfejezetben milyen modellezési korlatot jelenthet az, hogy a membran energia
nemlinedrisan rugalmas anyagmodellel torténd figyelembe vétele mellett a hajlitasi
energia tovabbra is linedris anyagmodellt tételez fel?

Vilasz: A biral6 kérdése nagyon fontos. Mind a 2.2. alfejezetben bemutatott ortotrép
modell, mind 2 3. alfejezet kdrosodast is tartalmazé modellje a hajlitds szempontjabol
izotrop, linearizalt viselkedést feltételez. Ez a 2.2. alfejezetben bemutatott vizsgélatok
alapjan védhet6: a sikbeli (membréan) viselkedés érdemben befolyasolja a
nyomofesziiltségek eloszlasdt a vékony lemezben. A rancosoddst, mint a
nyomofesziiltségek miatt bekdvetkez6 posztkritikus egyenstlyi alakot, els6sorban a
nyomofesziiltségek eloszldsa hatarozza meg. A réncos alak tényleges szdmitdsakor
és/vagy Osszetett terhelési esetekben a modell kiterjesztése anizotrép hajlitasi taggal
elengedhetetlen. Ezen irdnyban jelenleg is végziink vizsgalatokat.

A vékony filmek rancosodasanak vizsgalata soran mennyire helytall6 az a feltételezés,
hogy a hajlitasi energia fiiggetlen a kialakul6 ortotr6piatol és a kdrosodas mértékétol,
példédul a rancos és a sima tartoményok atmeneténél?

Vilasz: A hajlitds modellezése egyszerti, izotrép modellel azért védhets, mert amig az
energiastirtiségben a ym membran tag a h vastagsagtol linedris modon fiigg, addig a
hajlitasi y, energiastirtiség fliggése h3. Tekintettel arra, hogy h kicsiny értékeit
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K.6.

vizsgaljuk, az alkalmazott kozelités nem jar érdemi hibéaval, legaldbbis az egyensulyi
utak helyzetének tekintetében. Amennyiben a konkrét hulldmos alakot (pl. a rdncok
pontos profilja) szeretnénk szamitani, akkor a modell a birdl6 altal jelzett iranyokban
tovabbi finomitdsra szorul.

A 3.4.(a) abran lathat6 ooid részecskék egy része nem latszik tengelyesen
szimmetrikusnak, koziiliik tobbnek is van konkav szakaszokat tartalmazo
hatarologorbéje. Milyen lehet6ségek rejlenek a geometriai parcidlis differencidl-
egyenletekben az ilyen tipusi - nem tengelyesen szimmetrikus és konkav
hatarologorbékkel rendelkez6 - alakzatok fejlédésének leiraséara?

Vilasz: A bemutatott modell invaridns alakjai konvex, tengelyesen szimmetrikus
gorbék. Tekintettel arra, hogy a geometriai parcidlis differencidlegyenlet a részecske
titkozéseinek atlagolt hatasat hivatott leirni, konkav kezdeti alakok esetén a gorbiiletes
és a surlodasos tagot a test aktuélis konvex burkan érdemes hattatni. (Esetleg kizarélag
a test konvex feliileti pontjainak halmazan értelmezni.) Ennek, mdés alakfejlédési
modellekhez hasonléan az a kdvetkezménye, hogy létezik T<co id6pont, amelytsl
kezdve az alakzat minden pontjdban szigortian konvex. A kérdésben rejlé felvetés,
nevezetesen, hogy fizikai megfontoldsok alapjan a konkév feltileteken esetleg mas
evolaciés torvényt érdemes figyelembe venni, véleményem szerint fontos és tovabbi
vizsgalodasra okot ad6 felvetés. Példaul a klasszikus

f(K) =co + 1k ®)

s 20z

Bloore modell fizikai interpreticiéjaban a co konstans tagot a kisméretti részecskék
koptato hatasaval, a c; gorbiiletes tagot a koptatott részecskénél jéval nagyobb koptato
részecske hatdsaval hozzuk osszefiiggésbe. Konvex kopo test esetén konnyti amellett
érvelni, hogy a kett6 megfelel6 stlyozasa adja a véges méretli koptato részecske esetét
(ennek részletes levezetése megtalalhat6 az [3] cikkben). Azonban konkav feliileti pont
esetén az {itkoz6 test mérete feliilrél korlatos. Tehat egy olyan modell mellett is sz6Inak
érvek, ahol az egyenlet egyes egyiitthatoinak értéke mas konvex feliileten (a koptaté
részecskék méretétol fliggd konstansok) és mas konkav feliileten, ahol a kopo részecske
negativ gorbiiletének is fliggvénye az egytitthat6. Azaz egy ilyen megkozelitésben a
Bloore modell linedris fliggése a kopo test gorbiiletétdl elttinik, egy bonyolultabb, a
negativ gorbiilet esetében nemlinearis modellt kapunk eredménytil.

A tengelyes szimmetria az ooid részecskék kopasara hasznalt modellben abbdl
kovetkezik, hogy feltessziik pontosan egy, leghosszabb atlo létezését, amely az
evolicié sordn megtartja iranyat. A sarlédas hatasa ezen atléval parhuzamosan
dominans. Ez a megszoritas a kezdeti alakra més strlédasi modell esetén elhagyhato.
Példaul természetes médon adddna egy olyan kopasi térvény, amely a test stabil
egyensulyi pontjainak kérnyezetében tételez fel dominéns strlédast. Ambar szavakkal
egy ilyen modell konnyen megfogalmazhat6, az ilyen moédon felirt, nemlokalis
egyenlet analitikus elemzésére kevés reményt latok. Az altalunk bemutatott, egyszert
sarlodasi modell meglepben j6 egyezést mutat a természetben és mesterséges
kornyezetben novesztett ooidok Kkeresztmetszetével, beleértve a metszetben
megfigyelhetd, a fak évgytrtire emlékeztets koztes allapotokat. Tekintve a meggy6z6
egyezést, az egyszer(ibb modell vizsgalatat kovettem.



E.S8.

E.9.

K.7.

K38.

A 3.16. Tételben (66. oldal) megjelenik a D, szimmetria fogalma, de értelmezését nem
taldltam meg, a késébbiek alapjan deriil ki, mit ért rajta a dolgozat. Részben azért
emlitem ezt meg, mert a D> szimmetriacsoport fogalma és jele a 3. tézisben explicit
modon is megjelenik, azonban ott mar index nélkiili D2-ként.

Vilasz: A D, diédercsoport a téglalap szimmetria csoportja. Birdlom jogosan veti fel,
hogy ennek bevezetését a dolgozat nem tartalmazza. Mindkét emlitett jel6lés hasznélta
jaratos az irodalomban, azonban keverésiik egy értekezésen beliil valéban nem
szerencsés.

A 4.6. Tétel kollektiv kernelre fogalmaz meg allitast. A tétel bizonyitasa alapjan
feltételezhetd, hogy ez a kernel azonos a korabban dsszetett kernel néven definiélt (4.25)
kernellel. Nem tartom szerencsésnek, ha egy délt bettivel kiemelten definialt fogalmat
(kernel nevet) a r4 vonatkozo6 tétel eltér6 néven emlit. (Kevésbé zavard, ezért csak
zarojelben emlitem, hogy az ugyancsak délt bettivel definialt dsszegzési kernelt a 4.2.
Lemma mar ¢sszeg kernelnek nevezi és fogalmaz meg r4 allitast).

Vilasz: Igen, a 4.6. Tétel a (4.25) képlettel definiélt dsszetett kernelrél fogalmaz meg
allitast, a sz6hasznalat nem szerencsés. Hasonl6an, figyelmetlenségb6l maradt két,
eltéré név az dsszegzési kernelre.

A 4.1.2. alfejezetben bemutatott numerikus eredmények sikbeli vagy térbeli titkozések
szimul4ci6javal nyert eredmények? Van-e, varhat6-e lényeges kiilonbség a kétféle
szimulaciéval kaphat6é eredmények kozott?

Vilasz: A 4.1.2. alfejezetben bemutatott eredmények nem kotdttek a dimenziéhoz
abban az értelemben, hogy a kernel egyenletr6l feltettiik, hogy az az {itkozés fizikajat,
beleértve a részecskék terének dimenzidjat, tartalmazza. A kérdés ennek alapjan az,
hogy varunk-e kiilonbséget a kernel egyenletben a térdimenzi6 fliggvényében. Ezt an.
esemény vezeérelt (event-driven) szimulacidval, rogzitett titkozési torvény mellett lehet
vizsgdlni. A részecskék mozgasanak kovetésére ezek jol hasznalhatéak, az
értekezésben emlitett, a tudomany szamos tertiletén hasznalt koagulaciés modelleket
is esemény vezérlet numerikus modszerekkel szimuléljak. Ott jellemz&en azt talaljak,
hogy az 1 dimenziés (vonal mentén értelmezett) modell érdemben kiilonbozik a
magasabb dimenziés modellekt6l, ez utébbiak egyiitthatékban és exponensekben
térnek el. Esetlinkben a nehézség az titk6zés fizikajanak preciz megragadasaban rejlik.
A témavezetésemmel Vizkeleti Aron fizikus hallgaté 2020-as, Collective abrasion of
pebbles cimi diplomamunkdjaban foglalkozott az {itkozés fizikai lefrasaval [4].
Ramutatott arra, hogy a klasszikus rugalmassagtan eszkoztira nem elegendd, az
titkozés kivaltotta kopas anyagveszteségének szamszer(sitése tovabbi kontakt- és
torésmechanikai megfontolasokat igényel.

A 3. és a 4. fejezetben elért eredmények nagyszertisége és elegancidja abban &ll, hogy
bonyolult fizikai (mechanikai) és kémiai folyamatokat geometriai-matematikai
szabalyok felallitasdval tud figyelembe venni az alakfejlédés, illetve a méretfejl6dés és
eloszlas differencialegyenletekkel torténd leirdsa soran. Pontositand-e (és mennyiben)
az alakfejlédési és a kopasi folyamatok leirasat, illetve modellezését, ha az
anyagmodelleket, a sturl6dasi és kopasi torvényeket, a mozgasi és helyzeti energiak
szerepét, az araml6 kozeg sebességét, valamint a kémiai folyamatokat fizikai-
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mechanikai modellek felallitasdval probalnank - feltételezhetSen jéval bonyolultabb és
kevésbé elegans modon - figyelembe venni?

Vilasz: Koszonom a dolgozat és a tovabbi kutatasok szempontjabdl is alapvet6 kérdést!
Az utkozés fizikai modelljeib6l a geometriai parcidlis differencidlegyenletek
szarmaztatdsa komoly kihivés, sszetett elméleti, numerikus és kisérleti apparatust
igényel. Hasonlatos a helyzet a mérncki mechanika tradicionalis modelljeihez:
fenomenoldgiai  anyagmodelleket  haszndlunk, hiszen az  atomi-molekularis
torvényszertiségek kozvetlen figyelembevétele Osszetett, tobb méretskalat
osszekapcsolé modelleket igényel. Ezen, tobbskdlds (multiscale) modellek vizsgélta
egyre meghatarozébb a mechanika teriiletén (is). Ugy vélem, a kopést meghatérozé
fizikai jelenségek, igy az anyagszerkezet, a surlodds és akar a Kkapillaritas
figyelembevételére a jovében a tobbskédldas modellekhez hasonlé numerikus és
analitikus eszkozokkel lesz lehetéségiink. Ugyanakkor a jelenlegi modellek prediktiv
eréssége és természeti folyamatokkal vett 8sszhangja arra enged kovetkeztetni, hogy
jelen formdjukban is alkalmasak a természetben megfigyelt formak elemzésére. A
tobbskalas modellek és a jelenleg tisztan determinisztikus geometriai PDE-ken tal,
véleményem szerint, igéretes irdny a determinisztikus modellek sztochasztikus
kiterjesztése és a sztochasztikus differencidlegyenletek elméletének esetleges
alkalmazasa a morfoldgia tertiletén.

Budapest, 2023.04.27.

P fdyson

pos Andras Arpad
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