Valasz Dr. Farago Istvan professzor ar birdlatara

Szeretném megkdszonni professzor tr biralatat, értekezésem gondos atolvasasat, taimogato
biral6i véleményét és elgondolkodtatd kérdéseit. A birdlatban szerepl6 észrevételekre és a
feltett kérdésekre valaszaim a kovetkezok.

1. A Szerz6 a kovetkez6 megallapitast teszi (16. oldal): Mivel egy hipermdtrix sajatérétkeinek
halmaza az egyes blokkok sajatértékeinek uniojaként dll el6 (Rozsa, 1991), amivel nem értek
egyet. Ez csak a blokkokra vonatkozo6 er6s megkotések mellett érvényes. Lényeges a
hipermatrixok matrixelemeinek kommutaélasa, illetve azok egyszert struktardja (teljes
sajatvektor-rendszer létezése).

Vilasz: Koszonom birdlom észrevételét! A 16. oldalon emlitett megfogalmazas valéban
félreérthetd, és a hivatkozott formaban a sajatértékekre levont kovetkeztetés hibas.
Helyesen a &2.L barmely diszkretizéldsa blokkdiagondlis mdtrixot eredményez, melynek
féatlojaban a 82.L és 62.L's masodik varidciokat approximalé blokkok szerepelnek (és a
(2.50) egyenletet koveté diszkusszié alapjan a mellékatloban 1évé blokkok zérus
matrixok). A f6atl6 két emlitett blokkja szimmetrikus, valos métrix, igy a szimmetrikus
matrixok spektrdl tétele alapjan a teljes sajatvektor-rendszer létezése garantélt. Tehat
azon allitas, hogy a 82.L" masodik variaciét approximal6é matrix sajatértékei a 52.L7 és
d2L's mésodik varidciokhoz tartoz6 matrixok sajatértékeinek unidjaként all eld, helyes.
A félreértést a szoveget megalapozd cikkben helyesen szerepl6 Aéllitds hibés
magyaritasa (blokkdiagondlis méatrix helyett a hipermétrix sz6 haszndlata) okozta.

2. A (2.73) funkciondlnak (23. oldal) miért létezik minimuma? Ez a minimum egyetlen?
Milyen simasagu? A kozelitésére lehet-e mas végeselemet alkalmazni?

Vilasz: A dolgozat jeloléseit hasznalom. A (2.73) funkciondlban szereplé minden
anyagi paraméter (r,g...stb.) pozitiv valés szdm. Megjegyzendd, hogy a dolgozat
szovegébe a (2.71) egyenlet el6tt egy sajtéhiba cstiszott, hiszen helyesen Ci;q, =
Crio1 = —q(rv[zxy] — 1). (A sajtéhiba a fejezet tovabbi képleteit nem érinti, az ottani

eredmények helyesek.) Ismert, hogy (1 — rv[zxy]) = (1 = VpyVpyx) Kifejezés fizikai
megfontolas miatt pozitiv [1]. Igy (2.73) funkcionél egy als6 korlatja szamithato:
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Az egyenl6tlenség (1 — rv[zxy]) > 0 kovetkezménye. Tekintsiik az E,, = mE{; és a
k;; = myky; egyeneseket, ahol m; € (—oo...) és i € {1,2}. Ekkor J(u) a kovetkez6
alakban irhaté:



J(w) = J {128E3; (1 + 2rvpyymy + rm3)}dQ + f {k$; (1 + 2rvpym, + rm3)}dQ. )
Q Q

Megmutatjuk, hogy mindkét integralban az anyagi paraméterektdl és az m; szdmoktol
fliggd R; = 1 + 2rV[yym; + rm polinom pozitiv (i € {1,2}). Mivel

lim R; = +oo, €)

m;—+oo
kovetkezik, hogy Ri minimumhelyén vett értékét keressiik. Az m; szerinti els6
derivaltat segitségével kapjuk, hogy Ri minimuma m; = -V, helyen van.

Behelyettesitve

Rilm=—vpy = 1= 21V + 1y = 1 =1V > 0.

(4)
Tehat I(u) > J(u) > 0.
A funkcional minimumbhelyeinek szdmossaga nehéz kérdés:

(i) Numerikus vizsgalatok a trivialis 4g és a dolgozatban elemzett, rdncos alakokat
tartalmazo posztkritikus ag vizsgélatara irdnyultak. Ezen kiviili, pl.: sziget-
szertien megjelen6 megoldashalmaz(ok)rol nincs tudomasunk, de a létiikk az
eddigi vizsgélatok alapjan nem zarhato ki.

(if) A [2] publikédci6 bemutatja, hogy az izotrép modellben a posztkritikus &g
val6jaban nem egy ag, hanem egyenstlyi utak egy csalddja, ahol a rancos alak
megfelel6 geometriai transzformaciéja felel meg az dgak kozott valtasnak. Mas
szavakkal, adott megnytlas és oldalarany esetén az izotr6p modellben rancos
alakok egy csalddja mind minimalizalja a funkcionalt. Ezen jelenség vélhet6en
az ortotr6p modellben is megjelenik, de erre nem végeztink Kkiterjedt
szamitogépes vizsgalatot.

Az ismeretlen fliggvények regularitisa u € C*'(Q),v € C1(Q) és w e C?(Q), ez a
funkcional minimumhelyén is sziikséges. Igy az egyensulyi egyenletek gyenge
alakjanak végeselemes szamitasahoz u és v kozelitése torténhet szakaszosan lineéris
(Co folytonos) bazisfiiggvényekkel, azonban w kozelitéséhez elengedhetetlen a C!
folytonos bazisfiiggvények hasznalata.

A (2.144) képlet (45. oldal) a Szerzé ezt irja: ,a médszer pontossaga O(4h”"2)”. Az
Edmund Landautél szarmazé ordé-jelolés egyik tulajdonsdga, hogy O(constans
h”n)=0(h"*n). Ezért nem latom jelent6ségét a fenti 6sszefliggésben a négyes szorzonak.

Vilasz: Egyetértek a birdldé megjegyzéssel, a szovegben feleslegesen Kkertil
megemlitésére O(4h”2). Helyesebb lett volna azt irni, hogy a (2.144) szerinti médszer
pontossaga, hasonldan a (2.143) szerinti képlethez O(h”2). Azonban a (2.144) szerinti
becslés a fele olyan stirti diszkretizal6 racshoz tartozik és ez elénytelen a szamitas
szempontjabol.

A 3. fejezetben a Szerz$ azzal a feltételezéssel él, hogy a kezdeti Jordan tipusa
gorbiiletfiiggvénye generikus (azaz minden kritikus pontja vagy maximum, vagy
minimum). A vizsgalat sordn egy tovabbi feltételezéssel is él: Ambdr a fejezetben
bemutatasra keriilo eredmények koziil tobb altalanosithato konkdv, illetve konvex gérbékre, az
egyszertiség kedvéért felteszem, hogy a gorbe szigoriian konvex. (49. oldal). Ezen feltétel
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elhagyésaval, avagy csak a szigortusag elhagyasaval, feltehet6-e, hogy létezik olyan T
idépont, hogy minden t>T esetén a gorbe szigoraan konvex?

Vilasz: A szigora konvexités kikotése a T id6pont 1étezése tekintetében nem sziikséges
feltétel: a 4. fejezetben szerepel$ vizsgdlatok ramutatnak arra, hogy konvex test,
(példaul egy poliéder) koptatdsa esetén a gorbiiletfliggé modellben létezik T>0
id6pont, ameddig az eredeti test lapjain 1étezik egy nem zérus mértékdi ponthalmaz,
ahol a test hatara sik. Ezen ponthalmaz(ok) legkésébb a T id6pontban nullmértékiek,
a test barmely t>T id6pontban szigortan konvex. Az értékezés 3.3. fejezete a T
id6épontig tarto intervallumot nevezi a kopis elsd fizisinak (72. oldal).

Konkayv test esetén sziikséges tisztdzni, hogy a konkav feliiletdarabokon hogyan alakul
a kopasi torvény. Az egyik lehetséges, de fizikai szempontbdl nehezen indokolhaté
megoldas, ha az f(x) kopasi torvénybe a gorbiilet az el6jelének megfelel6en keriil
beirdsra. Példdul ebben az esetben a Firey-féle f(x)=ck kopdsi térvény a konkav
tartomanyokon a test novekedéséhez vezet. Ebben az esetben belathatd, hogy létezik T
id6pont, ami felett a test szigortan konvex. Ezzel szemben, amennyiben olyan f(k)
kopasi torvényt konstrudlunk, amelyben negativ gorbiilet esetén a (test belseje felé
megvalosuld) kopés sebessége elegendden nagy, akkor a T id6pont 1étezése kizarhato,
azaz az evoluci6 folyaman végig konkav marad a test.

Erdemes megemliteni, hogy a konkav feliileteken a konvex feliilettsl eltéré evolucios
torvény véleményem szerint tovdbbi vizsgilodasra okot add felvetés. Példaul a
klasszikus Bloore modell fizikai interpretacidjdban a konstans tagot a kisméretti
részecskék koptato6 hatdsaval, a gorbiiletes tagot a koptatott részecskénél joval nagyobb
koptat6 részecske hatdsaval hozzuk tsszeftiggésbe. Konvex kop¢ test esetén konnyt
amellett érvelni, hogy a kett6 megfelel6 stlyozasa adja a véges méretli koptatd
részecske esetét (ennek részletes levezetése megtaldlhaté a [3] cikkben). Azonban
konkav feliileti pont esetén az {itk6z6 test mérete feltilr6l korlatos. Tehét egy olyan
modell mellett is szélnak érvek, ahol az egyenlet egyes egytitthatéinak értéke mas
konvex feliileten (vélhet6en a koptat6 részecskék méretétdl fiiggd konstansok) és mas
konkav feliileten, ahol a kopd részecske negativ gorbiiletének is fliggvénye az
egyutthatd. Azaz egy ilyen megkozelitésben a Bloore modell linearis fliggése a test
gorbiiletétdl elttinik, egy bonyolultabb, a negativ gorbiilet esetében nemlinedris
modellt kapunk eredménytil.

A 3.1. tablazatban (51. oldal) tobb, f gorbiiletfiiggd kopasi torvényt sorol fel a Szerzé.
Milyen kozos matematikai tulajdonsdgai vannak ezeknek a fuiggvényeknek? A
simasagon talmenden, pl. az x>0 esetén f(x)>0 trivialis feltételen tal is egyéb
tulajdonsag? Ezek hogyan hatnak ki a (3.4)-(3.7) modell megoldhatésagara?

Vilasz: A professzor tr felvetésében szerepld feltételek akar gyengithet6ek is, hiszen
az f(x)>0 megkotés eredete, hogy minden feliileti pontban kopast, azaz
anyagveszteséget tételeziink fel. Amennyiben barmilyen okndl fogva novekedést is
tartalmaz a fizikai folyamat, akkor még a pozitivitist sem kell megkovetelni (erre
mutat példat az ooid alakfejl6dést leiré modell a 3.2. alfejezetben).

Ugyanakkor a (3.4)-(3.7) egyenletek viselkedése a kopasi torvény alatt osszetett kérdés,
ami nem csak a kopési torvénnyel, hanem a kezdeti feltétellel is 6sszefiigg. Példaul az
f(x)=1 torvénnyel definialt Eikonal kopds az alakzat érint6it azonos mértékben mozgatja
a lokalis normalis irdnyaba. Jelolje T; az alakzat eltinéséhez tartozé id6t, ami az
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Eikonal modellben értelemszertien véges. A kopasi folyamatban a kor invarians
alakzat, ott az egyenletrendszer a teljes kopas alatt és minden kertileti pontban
helyesen irja le az érint6 irdny allandésagat és az w pélyasebesség evolucidjat. Ezzel
szemben ugyanezen egyenlet kort6l kiilonboz6 kezdeti alakzat esetén t<T; id6 utan
szingularitast fejleszt (a w palyasebesség a gorbe egyes pontjaiban zérussa valik, emiatt
a gorbe tobbé nem jol definialt). Az Eikonal kopés esetén a feliilet szingularitdsainak,
azaz sikbeli esetben a csticsok, térbeli esetben a csticsok és élek megjelenése jol ismert.

A (4.1)-(4.2) torvény (79. oldal) altaldnositdsa az r (Gm. kdrnyezeti) skaldris paraméter
bevezetésével nyert (4.3)-(4.4) modell. (Mint lattuk, ez a modell r=0.5 esetén kritikus.)
A Szerz6 megfogalmazéasaban: A modell két feltételezésen alapul: egyrészrdl az iitkdzés
valdszintisége a részecske méretétol fiigg, mdsrészrol az titkdzési sebesség fiiggetlen a tomegtol.
Hogyan jon ki ez az implikaci6? Vannak-e mas jellegti modellek is?

Vilasz: Hasonlé modellek a fizika szdmtalan teriiletén a molekularis léptéktdl a
csillagkodokig bezardlag megjelennek. Az egyes fizikai folyamatokat hiien megado,
egyszerl kernelek keresése aktiv kutatasi tertilet. Péld4ul a [4] publikécié kozel 100,
kiilonb6z6 kernelt sorol fel az elmalt 100 év tudoményos irodalmabdl.

Az értekezésben szereplé Osszetett kernelt az [5] cikk vezette be, a kovetkezs
megfontolasok alapjan. Tegytiik fel, hogy a kopas mértéke az X és Y tomegt, titk6z6
részecskék Ey, mozgasi energidjaval egyenesen ardnyos. A sudlyponti referencia
rendszerben a mozgasi energia:

1 XY
o= g2 5
kin = ox vy ©)

ahol u a részecskék relativ sebessége. Feltételezve tovabba, hogy atlagosan minden
részecskepar esetén u allando (azaz fliggetlen X és Y tomegektdl) a bindris {itkozés
egyenleteit kapjuk:

¥ XY

At =Cl2y o

) &Y (6)
=gy

Itt c12 és cz1 konstansok tartalmazzdk a (5) kifejezés konstans egytitthat6i mellett az
anyag kopdssal szembeni ellenalld képességét. Azonos anyagu részecskék esetén
ci2=c21. Azonban egy kollektiv modellben nem hagyhatjuk figyelmen kivil az X,Y
részecskepar {itkozésének valoszintiségét. Példaul, redlis feltételezésnek tlinik, hogy
nagyobb tomeg( részecskék egységnyi id6 alatt tobb titkozésben vesznek részt, mint
kisebb tarsaik. Modelliink azon a feltevésen alapszik, hogy adott X tomegti részecske
egység id6 alatt bekovetkez6 Nx titkozési szama aranyos a méretével, azaz

X r
Ezt tekinthetjiik tigy, hogy a kollektiv modell T idejét a binaris modell ¢ idejéhez képest

atskélazzuk a

dT X\
(2 8
7= (7) ®
modon. Ekkor
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XY X r X1+1’ Y1—1’
~Xr (5) -

~ 2y yl\ly) T2y iy 9)

A tovabbiakban a kollektiv eset T idejét t-vel jelolve kapjuk az értekezés (4.3) képletét,
A (4.4) egyenlet anal6g médon szarmaztathatd. Mindkét feltevés, azaz az u sebesség
allandoséga az (5) 0sszeftiggésben és az titk6zési gyakorisag becslése a (7) egyenletben
tovabbi vizsgélatokkal finomithat6é. Azonban érdemes kiemelni, hogy az értekezés
(4.26) sorfejtése és az azt kovetd diszkusszio szerint a kernel r paramétere a kollektiv
populécié tomegének varhato értékét nem, szorasnégyzetét viszont befolyéasolja. Ez az
Osszetett kernel egy olyan tulajdonsdga, ami véleményem szerint kisérletekkel is
igazolhat6, az titkozés fizikdjanak részletes elemzése nélkiil.

7. A Szerzé a teljes munkdjat ativel6en ,Numerikus eredmények” fejezetcimet hasznal.
Ezek a szakaszok rendre az elvégzett (és egyébként nagyon igényesen elvégzett)
szamitogépes kisérletek eredményeit tartalmazzak. Véleményem szerint Szerzé altal
megadott cim nem fejez ki az adott szakasz tartalmat, hiszen nem a numerikus modellt
vizsgdlja, hanem annak szamitégépes realizéldsat. Megitélésem szerint a
,Szamitégépes eredmények” elnevezés relevansabb lenne.

Vilasz: Koszondm birdlom megjegyzését, amivel egyetértek.

Budapest, 2023.04.27.
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