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1. FEJEZET

BEVEZETES

A tudds nem azért tanulmdnyozza a természetet,

mert az haszonnal jdr, hanem azért,

mert oromét leli benne; és azért leli benne oromeét,

Az irott torténelem el6tti miivészeti al-
kotasok, példaul barlangrajzok, hasznalati
eszkOzokbe vésett abrak és népmiivészeti
emlékek tanusitjak, hogy a természetben
megfigyelheté — geometriai ~ formak — és
mintazatok  kezdetektol — fogva — mély
érdeklédésre tartottak szamot az emberek
koérében (1.1. abra).

Az 6kori gorog tudomany és filozéfia ins-
piracidi, eszkozei és eredményei kozil ki-
emelkedben sok tartozik a geometria korébe
(Simonyi, 1978). Jél példdzza a geometria
eros hatasat a kiilso bolygok égbolton megfi-
gyelhet6 hurokmozgasanak ptolemaioszi ma-
gyarazata, amely egyméson mozgo korok
sorozataval igyekezett az elméleti és mért
eredményeket kozeliteni egymashoz. Euk-
leidész Elemek cimii munkaja évszazadokra
hatarozta meg a tudomanyos gondolkodas

irdnyat és kritériumait.

mert a természet gyonyori.

Henri Poincaré
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1.1. dbra. Geometrikus mintazatok a
népmiivészetben.  (a) Palécz himzés
(Petras, 1984) (b) Hagyoményos ruan-
dai motivumok (Huylebrouck, 2019).



A modern tudomany sziiletése matemati-
kai eszkoztdrat, azaz nyelvet adott a formak
tanulmanyozasahoz. A matematikai leirds
egymastol tavol eso jelenségekrdl mutatta ki,
hogy a hozzajuk kéthet6 forma (kozel) azo-
nos. Jé példa erre a logaritmikus spirdl,
amit Jacob Bernoulli, a XVII. szdzad kiemel-
ked6 matematikusa részben matematikai tu-
lajdonsagai, részben talan univerzalitasa mi-
att nevezett csodalatos spirdlnak (spira mi-
rablis). A névvéalasztas nagyon is indokolt:
egyes spiralis galaxisok alakjatol a csigahéjak
kozépvonalanak feliilnézetéig a logaritmikus
spiral meglepden sok természeti formaban
megfigyelheté (1.2. dbra). Ez vélhetéen
osszefligg a logaritmikus spirdl egyik neve-
zetes geometriai tulajdonsagaval: a spirdlis
O kozéppontjabol a gorbe tetszoleges P
P-

beli érint6jével minden pontban azonos,

pontjahoz huzott egyenes a gorbe
(derékszogtol eltérd) szoget zar be. Konnyi
belatni, hogy amennyiben a spiral névekedés
utjan keletkezik, akkor ez a geometriai tulaj-
donsag épp az OP iranyra merdleges nove-
1942).

Mas szavakkal: egy elemi szabaly a nove-

kedés kovetkezménye (Thompson,

kedésre azt eredményezi, hogy a spira mi-

rablis a természetben szamtalan helyen fel-
bukkan.

Az

létrehozd

értekezésben  egyedi  formakat

mechanikai  rendszereket és
élettelen természeti folyamatokat vizsgalok.
A forméat, hasonléan az emlitett logaritmi-
kus spiralhoz, mindegyik példaban a rend-
szerhez rendelt matematikai modell ma-

gyarazza. Ezen modell jellemzéen egy nem-

vagy parcialis diffe-
KDE,
alakjaban foglalhaté Ossze. A

linedris kozonséges,
rencidlegyenlet rendszer (roviditve:
PDE)
természetben vagy kisérletekben megfigyel-
het6 formak ezen egyenletrendszer adott
kezdeti-

szamitott, stabil megoldasaival allnak kap-

és/vagy peremfeltételek mellett

csolatban, ezért kiilonos hangsulyt kap a

Egy-
arant szo lesz statikus, az id6tol nem fiiggo

megoldas stabilitasanak vizsgalata.
mechanikai rendszerek megoldasairdl, és

idoben fejl6do természeti formakrol.

Fontos kiemelni, hogy a valdésag Ossze-
tett formai a matematikai modellnek gyak-
ran elemi eszkozokkel nem szamithaté meg-
oldasait jelentik. Ha preciz moédon igazol-
ni is lehet egyes megoldashalmazok egzisz-
tencigjat (pl.: posztkritikus egyensilyi utak
léte), egyes konkrét megoldasok eldallitdsa
numerikus eljardsokat igényel. A mérnoki
gyakorlatban széles korben hasznalt nu-
merikus algoritmusok alkalmassaga a sta-
bil megoldasok szémitasara kérdéses, en-
nek tobbek kozott az az oka, hogy egyes
modellekben a differencidloperator {6 része
(principal part) szorzodik egy kozel zérus
értékit paraméterrel. A bemutatdsra keriilo
példak kozil ide tartozik a vékony fil-
mek rancosodasa, ahol a film vastagsaganak
négyzete ez a kicsiny paraméter. A numeri-
kus moédszerekkel szembeni 6vatossdg miatt
fontos, hogy (akar egyszeriisité feltételezések
mellett) analitikus eredmények is rendel-
kezésre élljanak. Ez (részben) indokolja
azt, hogy az értekezés elsésorban a model-

lek leirdsdra és az analitikus eredmények



bemutatasara torekszik. Az egyes meg-
oldasok szamitasara haszndlt numerikus
eljarast minden, bemutatdsra keriilé6 modell
esetében a hivatkozott publikaciok tartal-

mazzak.

1.2.
természetben.

spiral a

abra.

Logaritmikus

(a) Nautilus héjanak
metszete (b) Spirdlis galaxis (Messier
101, NGC 5457) A képek forrasa: Wi-
kipedia Commons.

Az értekezés egy szerkezeti mechanikai
kérdéseket targyald és kettd, a természeti
problémakat

morfologidban  gyokerezd

vizsgalo fejezetet tartalmaz, a dolgozat-
ban vizsgalt kérdésekre utalnak az 1.4. dbra

képei.

1.1 IRODALMI ATTEKINTES

A formék

dalmanak oOsszegzése meghaladja ezen iras

és mintazatok szakiro-
kereteit, a természeti formavildag matema-
tikai magyarazata kiemelkedo irasokat ins-
piralt (Thompson, 1942; Hoyle, 2006; Ball,
2016). A dolgozatban targyalt problémak a
klasszikus mechanika és a természeti mor-
foldgia teriiletére esnek. A mechanikai
kérdések a szilard testek (idében lassan
valtozd) kiilsé terhek alatt felvett alakjara;
a geomorfolégiai témak pedig az élettelen
természet részecskéinek (pl.: kavicsok, oo-
idok) egyedi és kollektiv alakfejlddésére

iranyulnak.

1.1.1. Mechanikai eredetii formak

A szilard  testek mechanikdjaban a
forma egy Onkényesen valasztott kezdeti
iddpillanatban megfigyelheté alakhoz (re-
ferencia konfigurdcid) viszonyitott, kiilso
hatdsok (pl.: teher, tdmaszsiillyedés stb.)
miatt kialakulé deformdcioként jelentkezik.
A kils6 hatas és az alakvaltozas kapcso-
latat a Newton II. torvényét kontinuumok-
ra alkalmaz6 Cauchy-féle mozgdsegyenlet,
az anyag empirikusan meghatarozott visel-
kedése és a szerkezet peremfeltételei egyiitte-
sen hatarozzak meg (Howell et al., 2009).
Allando’sult, vagy idében elegendden las-
san valtozé forma vizsgalata kvdzi statikus
modon hajthato végre, ilyen rendszerekben
az inercialis hatasok elhanyagolhatoak. A
dolgozatban bemutatott osszes modell kvazi

statikus.



A mérnoki mechanika egyszert, li-
nearizalt modelljei a szerkezeti elemek sza-
bad szemmel éppen lathaté deformécidéinak
kozelito szamitdsara alkalmasak.  Jelen-
tosebb mértéki alakvaltozas vagy Osszetet-
tebb alakokat formalé mechanikai rendsze-
rek a geometriai és anyagi viselkedés egzakt
lefrasara torekvo elméleteket igényelnek. A
dolgozatban targyalt vékony rudak és héjak
tekintetében kiilonosen a geometriai nemli-
nearitds egyszerisitésektol mentes kezelése
kiemelend6. A geometriailag egzakt rud-
és héjelméletek alapjait a Cosserat testvérek
(Cosserat & Cosserat, 1909) és S. Timos-
henko (Timoshenko & Woinowsky-Krieger,
1959; Timoshenko & Gere, 1963) fektették
le a XX. szazad els6 felében irt miiveikben.
Az elméletek egzakt Osszefoglalasat nyujtja
(Antman, 2005). A teljesség igénye nélkiil,
a vékony rudakra és héjakra kidolgozott
modellek szamtalan természeti format ma-
gyaraznak a DNS alakjatél (Healey, 2002)
a szén nanocsovek viselkedéséig (Chandras-
eker et al., 2009), és nyernek széleskorii al-
kalmazast az orvosi teriilettdl (Taber, 2004)

az Urkutatasig (Miura & Pellegrino, 2020).

A kisérletekben vagy a természetben
megfigyelheto alakot a szerkezet anyagi nem-
linearitisa is jelentésen befolyasolja, be-
leértve a képlékenyedés, és a karosodasi fo-
lyamatok szerepét. Huzoszilardsag nélkiili
testek és szerkezetek repedései a mérnoki
egy-
idejlileg izgalmas természeti mintazatok.

gyakorlat meghatarozé jelenségei,
A repedéskép vizsgalatanak kiemelkedGen

gazdag irodalma van, gondoljunk csak a

repedéskép szerepére a szerkezeti foldtan
gyakorlataban, vagy a tartdszerkezeti me-

chanikat modern formédban ttjara indito

problémara, a Szent Péter-bazilika ku-
poldjanak repedésére (Heyman, 1995).

Osszetett esetben a kialakulé repedéskép
elméleti magyarazata mind a mai napig ko-
moly kihivast jelent (Domokos et al., 2020).
Valamivel egyszeriibb kérdés az elemekbol
épitett szerkezet allékonysaga és formadja
Az

épitéelemek egymaédssal érintkezo feliiletei

kozott meglévé kapcsolat elemzése.

egy geometriai mintazatot adnak, ezt szte-
reotdmidnak nevezzik (Fallacara & Gadale-
ta, 2019). Tekinthetjiik a sztereotémiat egy
mesterségesen a szerkezetben létrehozott re-
pedési mintazatnak. Huzoészilardsag nélkiili
kapcsolat esetén a kapcsolddasi feliileteken
domindnsan nyomoéerének kell atadodnia,
ez a feltétel hatdarozza meg az ilyen médon

épitheto szerkezetek formajat.

1.1.2. Természeti morfolégia

A természetben megtaldlhaté részecskék
(kavicsok, aszteroiddk stb.)

egyidejlileg fontos téma a foldtudomanyok

alakfejlodése
és a matematika teriiletén. Nem meg-
lep6 modon, a kavicsok alakjanak ma-
gyarazataval Arisztotelész is foglalkozott
(Krynine, 1960). A XX. szazadban W.J. Fi-
rey 1974-ben megjelent irdsa (Firey, 1974)
meghatérozé mérfoldkd, ebben a kavics alak-
fejlodését a feliilet egy pontjahoz rendel-
het§ torvénnyel (in. lokalis modellel) ma-
A Firey-féle modell

a felilleti normalis iranyu sebességet posz-

gyarazza a szerzo.



tuldlja. Egy részecske lokalis alakfejlodési
sebességét a tovabbiakban kopdsi torvénynek
nevezem, ha az irdanyat kiilon nem jelzem,
akkor az a kompakt, sima feliilet befe-
le mutaté normalisanak irdanyaban értendo.
Feltételezve, hogy a kopd részecske egy sikkal
véletlenszertien titkozve kopik, Firey kopasi
torvénye a v kopasi sebességet a feliilet K
Gauss-gorbiiletével (a ki és ko fégorbiiletek

segitségével: K = Kiky) tekinti ardanyosnak:
v*P = cK, (1.1)
ahol c egy rogzitett alland6. Sikgorbe esetén

a kopasi sebesség a gorbe k gorbiletével

aranyos:

v?P = ck. (1.2)
Késobb F.J. Bloore a Gauss gorbiilettol
fiige6 modellt véges méretii  koptatd

részecskék feltételezésével terjesztette ki
(Bloore, 1977). A sikbeli és térbeli kopasi

torvények Bloore modelljében

V2P = Co + C1K,

(1.3)
(1.4)
ahol c¢g, ¢1 és ¢y is rogzitett allanddék, H jeloli

a feliilet dtlaggorbiletét (H = (k1 + K2)/2).

V3P = co+ciH + K,

Kiemelend6, hogy az (1.4) egyen-
letben ¢g = ¢ = 0 véalasztasaval a
matematikai irodalomban széles korben

vizsgalt dtlaggorbiileti folyamot (mean cur-
Ez az euklide-

szi térbe bedgyazott sima feliiletet an-

vature flow) kapjuk.

nak atlaggorbiiletével ardnyosan, normalis
iranyban fejleszti. Az atlaggorbiileti folyam-
ban a normalis iranyu sebességet a feliilet

egy lokdlis tulajdonsaga hatarozza meg.

A folyamat globdlis viselkedése, elsésorban
az evolucié soran érintett feliiletek jel-
lemzése széles érdeklodésre tart szamot.
fo-

lyam alatt a zart gorbék korhoz, illetve

Bizonyitott, hogy az atlaggorbiileti

gombhoz tartanak, egy gombszeri pont-
ra (round point) hizédnak ra (Grayson,
1987; Huisken, 1990).

elemzése tobbek kozott megnyitotta az utat

A folyam globalis

egyes topoldgiai tételek bizonyitdsahoz. Az
atlaggorbiileti folyam dltaldnositdsanak (Ha-
milton, 1982) kiemelt szerepe volt a Poin-
caré-sejtés bizonyitasaban. Az atlaggorbiile-
ti folyam szorosan kapcsolddik a klasszikus
varidacioszamitds mnevezetes probléméjahoz:
adott peremfeltételek mellett minimalizalja
a feliilet nagysagat, a minimdlfeliletek az
atlaggorbiileti folyam kritikus pontjai. Nem
meglep6 modon, az alkalmazasok szama
nagy, a képfeldolgozastél (Lu et al., 2002)
a feliileti novekedésig terjed (Kardar et al.,

1936).

(a)

1.3. &bra.

kopasi

Az értekezésben vizsgalt
(a),
bindris kopas (b) és kollektiv kopds
(c).
jelolt részecskékre szamitjuk.
lak a
idopillanatban  bekovetkezd)

sémak: egyedi kopas
A tomegveszteséget a sziirkével
A nyi-
részecskék kozott (nem egy

iitkozési
eseményeket jelzik.



Az eddig ismertetett modellekben kozos,
hogy egyetlen koptatott részecskét irnak le.
A kopést szamtalan, koptato részecskével
torténd titkozés ereddjének tekintik, (lasd
1.3.(a) 4bra),

tott részecske tomegének és alakjanak jel-

a vizsgalatban a kopta-

lemzésére szolgald valtozok idosorat allitjak
elo. Ezt a megkozelitést a dolgozatban egye-
di kopdsnak nevezem. Az egyedi kopas
altalanositasa ketto, egymast kolcsonosen
koptaté részecske idofejlodésének vizsgalata
(1.3.(b) abra). Ebben az esetben tovédbbra
is lehetséges az atlagtér megkozelités alkal-

mazasa.

Az alakfejlédés ezen, egyedi modell-
jein tul a részecskék kollektiv fejlodése
is kiemelten érdekes, mind az elmélet,
mind a geomorfologiai alkalmazasok szem-
pontjabdl (1.3.(c) dbra). A kavicsokkal kap-
csolatos egyik alapveté megfigyelés, hogy
a természetben fellelheto kavicspopuldciok
(pl.: kavicsos tengerpart) méret és alak sze-
rint elkiilontiltek. A geolégiai irodalom ezt
a szelektiv szallitas és a kopds folyamataival
magyarazza, allaspontja szerint a tengerparti
és folyami kornyezetben a szallitas és a kopas
egyiittesen hatarozza meg a kavicsok tomeg-
és alakfejlodését (Carr, 1969; Bertoni et al.,
2016). Az, hogy melyik folyamat domindans,
fiigg a helyszin geoldgiai adottsagaitol, de
jellemzoen mindkét folyamat érdemi szere-
pet jatszik.  Amig a szelektiv szallitast
részletes elemzésnek vetették ala, addig a
kopés pontos szerepét egy prediktiv elmélet,
és az azt vizsgald méréssorozat hianyaban

eddig nem tisztaztak.

1.2 CELKITUZESEK

A dolgozat elsédleges célja néhany,
érdekes format és mintazatot eredményezo
folyamat leirasa matematikai eszkozokkel.
A bemutatasra kertilé modellek mindegyi-
ke egy-egy nemlinearis KDE, vagy PDE
vizsgalatahoz vezet. A modell analitikusan
belathato tulajdonsagait bizonyitom, a nu-
merikus szimuldciokkal aldtdmaszthatd tu-

lajdonsagokat roviden ismertetem.

A 2. fejezet a szilardtest mechanika
Az
els6 vizsgalt kérdés a robotika teriiletén
A puha

robotkarok (soft robotic arms) az elmult

tertiletére es6 problémékat targyal.
felmeriilt probléméat jar korbe.

évtizedben valtak kiilonosen népszertivé,
po-
lip karja) hasznédlva a tervezéshez (Las-
chi 2012).

ra keresem a valaszt, hogy milyen mddon

gyakran természeti inspirdciét (pl.:

et al., A dolgozatban ar-
hatdrozhato meg eqy vékony, befogott kon-
zol mazimdlis kinyuldsa, azaz milyen tavoli
pontokat tud elérni egy adott mechani-
kai és geometriai paraméterekkel rendel-
kez6 robotkar?

ximalis kinyuldsa cimi rész ramutat arra,

A puha robotkar ma-

a kérdésre adando valasz eredendoden térbeli

megkozelitést igényel (1.4.(c) abra).

A kovetkez6 ketto rész egy egyszeri me-
chanikai rendszerben mutat példat a geomet-
riai mintdzat (hulldmos alak) megjelenésére
és eltinésére. Itt egy, a huzott, vékony
filmek rancosodasara vonatkozd elméleti
elorejelzés (Healey et al., 2013) kisérleti
igazoldsa soran felmeriilt kérdésre kere-

sek valaszt: a kisérleti eredmények sze-



rint a hiuzott filmek nyijtasuk sordn anya-
Milyen

modon lehet a megjelend ortotrop viselkedést

g1 dtalakuldson mennek keresztil.

és a terhelés miatt bekovetkezd kdrosoddst fi-
gyelembe venni az eredetileg linedrisan ru-
galmas, izotrop kontinuummechanikai mo-
A wvékony filmek

rancosodasa részben egy tisztan rugalmas,

dell Fkiterjesztésével?

ortotrop modell magyarazza az eléfeszitett

1.4. 4bra.

Az értekezésben érintett problémak képes Osszefoglaldja.

filmeken végzett kisérleti eredményeket,

majd a kovetkez6, a Mullins-hatdas a
rancosodasi folyamatban cimi rész a feszités
soran bekovetkezo karosodast is beépiti a
modellbe. Az anyagi nemlinearitast is tartal-
mazo leiras a teljes terhelési folyamatot és a
kisérletekben tapasztalt érdekes viselkedést

is magyarazza (1.4.(b) abra).

1
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Kavicsok

egyedi és kollektiv kopdasa (a), vékony filmek rédncosodasa (b), puha robotkarok
maximalis kinyilasa (c), korldtozott huzdszilardségi ivek forméja (d) és (e), ooid

részecskék alakja (f).

A maésodik fejezet utolso, Falazott ivek
alakja ciml része az anyagi nemlinearitds
format meghatarozo szerepére mutat ra. Egy

klasszikus mérnoki problémat, az onsulyaval

terhelt falazott iv viselkedését vizsgalja.
F6 kérdése, hogy mazimdlisan hdny da-
rab csuklo alakulhat ki egqy korivekbol szer-
kesztett,

szimmetrikus csucsivben, illetve



tetszdleges, elore rogzitett C' csukloszdmhoz
létezik-e v, amelynek tonkremenetele soran
pontosan C csuklo alakul ki? (1.4.(e) és

(g) abrék).
A 3. é 4

morfologia tertiletére
A 3.

kopdsi folyamat gorbiilet-vezérelt modelljei-

fejezetek  targyaljak

a természeti esO
problémakat. fejezet az egyedi
re Osszpontosit. A Sikgorbe gorbiilet-vezérelt
kopdsdrol cimi rész f6 kérdése, hogy a si-
ma, konvexr gorbék gorbiilet fiugguényének
szélsoérték szama milyen modon vdltozik a
kopdsi folyamat sordn? Kz a rész egyben
Osszegzi a sikbeli kopas analitikus leirasanak
lehetOségeit. A kovetkezo rész egy sikbeli
kopasmodellel magyarazza meleg, telitett
tengervizben képzodo, un. ooid részecskék
alakfejlodését. Fo kérdései, hogy az egyszert
fizikar alapvetésen alapulo modell alkalmas-e
a természetben megfigyelt részecskék szim-
metriajanak magyardzatdra, illetve igazol-
hato-e a modellben a megolddsok unicitdsa?

(1.4.(d) és (f) abrék).

része a gorbilet-vezérelt kopés egy, varatlan

A 3. fejezet utolso

tulajdonsagat illusztrélja és egy 1j, szto-
chasztikus algoritmust mutat be a Bloore-

féle kopasi folyamat numerikus szamitasara.

Amig a 3. fejezet az egyedi kopésra 6ssz-
pontosit, addig a kollektiv tomegfejlodésnek
szentelt 4. fejezet ramutat arra, hogy az
egy részecske szintjén determinisztikus mo-
dellek sziikségszertien részlegesek, az alak-
fejlodés megértéséhez valoszintiségi alapvetés
sziikséges. Itt a f6 kérdés arra vonatkozik,
hogy magyardazhato-e a részecskék kollektiv

kopdsdval az a megfigyelés, hogy mig egyes

geologiai helyszineken a kavicsok mérete
(kozel) azonos, addig mas helyszineken a ka-

vicsok meérete nagy vdltozatossagot mutat?
(1.4.(a) ébra).

A disszertacioban Osszegzett kutatdsokat
2012 és 2022 kozott végeztem, tobbekkel
egyuttmiikkodve (Vdarkonyi Péter - 2.1. rész,
Fehér FEszter és Timothy J. Healey - 2.2
és 2.3.
Istvan - 2.4. rvész, Domokos Gdbor - 3. és
4. fejezetek és Torok Janos - 4.1.

Az értekezést egyes szam elsd személyben

részek, Gdspar Orsolya és Sajtos
1rész).

irom, azonban a tézisek megfogalmazdsanal
a tobbes szamu alany minden esetben a
kozos munkara utal. A téziseket alatdamasztéd
publikaciok mindegyike angolul jelent meg.
Abban az esetben, ha a magyar terminolégia
még nem egységes a szakirodalomban széles
korben hasznalt szakkifejezésre, az angol ere-

detit zardjelben, délt betiivel rogzitem.

A dolgozatban alkalmazott jel6lésekrol

A dolgozatban a mérnoki szakirodalom-
ban elterjedt jeloléseket hasznalom. fgy a
skalar mennyiségeket és skaldrmezoket dolt
kisbeti (pl.:
szedett kisbetii (pl.:

matrixokat vastagon szedett nagybetit (pl.:

v), a vektorokat vastagon

v), a tenzorokat és

A) jeloli. A ||v]| jelt vektor norma v eukli-
deszi norméjét jeloli. Két vektor a € R? és
b € R? skaldris szorzata a-b, vektoriélis szor-
zatuk a x b. A ()T jelolés a transzpondltra

utal.

Az Einstein-féle osszegkonvenciot



hasznalom, azaz
N

aijbik = (ab)jk = Zazjbik. (15)

i=1

A (parcidlis) derivaltakra az alsé index-
be, vessz6 utan irtak utalnak, azaz példaul
az fi(z,y), elegendben regularis fiiggvény x
és y szerinti derivaltja

afl(x> y) _
ongy e (00

alaku.

A dolgozatban tobbszor szerepel sor-
fejtés. A becslés jellemzésére a nagy
ordo jelolést hasznédlom. Ha f és g
valés szamokon értelmezett fliggvények
f(z) = O(g(z)) amennyiben alkalmas K
konstansra  |f(z)] < Kg(z) teljesil az

értelmezési tartomanyon.

Elemi differencidlgeometriabol jol is-
mert, hogy egy I' gorbe parametrizaldsa
a valés szamegyenes egy szakasza és a
gorbe pontjai kozott 1étesitett bijektiv kap-
csolatot jelent, egy gorbének szamtalan
paraméterezése lehetséges. Az is is-
mert, hogy a kiilonbozé paraméterezések
egymassal ekvivalensek. A gorbe ivhossza
szerinti paraméterezést természetesnek neve-
zem. A dolgozat modelljeinek levezetésekor
és a bizonyitasokban rendre més-méas pa-

raméterezés bizonyul célravezetonek.

A dolgozatban gyakran haszndlt jelolések

k — gorbe gorbiilete
v — Poisson tényez6
s — ivhossz paraméter
A — teriilet
By, By — hajlité merevség(B; = EI;)
B3 — csavard merevség
E — rugalmasségi (Young) modulus
H — atlag gorbiilet
I — inercia
K — Gauss gorbiilet
S — gorbe ivhossza
V' — térfogat
d; — direktor bazisvektorai
e — linearizalt nyulési tenzor
g; — globalis koordinata-rendszer bazisvektorai
p — bels6 erdk vektora
q — tehervektor
r — deformalt alak
u — elmozdulds mezd
n — gorbe, vagy feliilet normalvektora
t — gorbe, vagy feliilet érintévektora
U — energiastirtiség
Tr(.) — trace operator

det(.) — determinéns



2. FEJEZET

FORMAK ES MINTAZATOK MECHANIKAI RENDSZEREKBEN

2.1

A szerkezeti mechanikdban az anyagta-
karékossag (és gyakran az esztétikai igény)
karcsi, de egyben instabilitdisra érzékeny
szerkezeteket eredményez: az instabilitas
hatdrozza meg a szerkezet még megen-
gedhet karcsusagat (Gajewski & Zycz-
2012;  Banichuk, 2013). A

tartoszerkezeti mechanika szamtalan kérdése

kowski,

mellett ide tartozik a robotika teriiletén fel-
vetett probléma, nevezetesen a szabalyozhato
kezdeti gorbiilettel rendelkezé robotkar ma-
ximalis hosszisdgu, stabil alakjanak meg-

hatérozasa.

Alacsony tomegiikk mellett a puha ro-
botkarok tovabbi hogy

galmassaguk révén Osszetett geometriaju

elénye az, ru-
kornyezetben is képesek operalni (gondol-
junk az trkutatasban, egyes mentési felada-
tokban és a sebészetben hasznalt robotka-
rokra (Burgner-Kahrs et al., 2015)).

ha robotkarok, vagy akar a természeti ins-

A pu-

pirdcidként vizsgélt octopus karja (Yekutie-

li et al., 2005) jellemzGen terheletlen eset-

PUHA ROBOTKAR MAXIMALIS KINYULASA

ben is gorbiiltek, a kiils6 erok hatasara pedig
nagy alakvaltozasokon mennek keresztiil. A
robotkar kezdeti gorbiiletének szabalyozéasat
jellemzoen pneumatikus aktudtorokkal, die-
lektrikus elasztomerekkel vagy alakemlékezo

otvozetekkel oldjak meg.

A robotkar
vegyunk egy,

mechanikai modelljeként
a végén a tengely felett
mikodo, I erével
terhelt, L hosszisagi befogott konzolt
(2.1.(a) abra)!

metriailag egzakt, nyirdsmentes és Ossze-

rogzitett, fliggoleges

A kovetkezOokben egy geo-

nyomhatatlan ridmodellt tarsitunk a kon-
zolhoz, amelynek fliggdleges és vizszintes
keresztmetszeti tengelyei koriili hajlito- és
By és Bs

Jol ismert, hogy a konzol stabi-

csavaromerevségét rendre By,
jeloli.
litasvesztése kifordulds miatt kovetkezik be.
Vizszintes konzolt kifordulasi ellenalldsat
vizsgélva el6szor S. Timoshenko hatarozta
meg a konzol hosszanak kritikus értékét a

Bs — 0o hatdratmenet mellett:

L < Ry, = X(BlBs)1/4/Fl/2> (2.1)

10



2.1. dbra. (a) A befogott, L hosszisdgi, végponti F' koncentralt er6vel terhelt

konzol, az A befogasndl vizszintes érintével abrézolva. (b) Elegendben nagy te-

herre karcsu keresztmetszet esetén (By > By) klasszikus kifordulds kovetkezik be,

a végkeresztmetszet elforduldsa miatt a teher fiiggdleges elmozdulasa né. A kon-

zol vége egyidejlileg harantiranyban is elmozdul, a ridtengely alakja térgorbe. (c)

Kezdeti gorbiilettel rendelkez6 konzol kiforduldsa esetén a kezdeti gorbiilet kom-

penzalja a teher okozta lehajlast. A deforméacié csavarasi komponense a kezdeti

gorbiiletet vektorat is elforditja, novelve ezzel a végpont fiiggdleges elmozdulasat
(a sikbeli deformalt alakhoz képest). A kezdeti gorbiilet mellett a kifordulds a

B,/ By aranytol fliggetleniil bekovetkezik.

ahol x &~ 2.003 (Timoshenko & Gere, 1963).
A kritikus hossz novekszik, amennyiben Bs
értékét csokkentjiik. Amennyiben By < B
(vizszintesen elnyult téglalap) a kifordulds
nem lehetséges (2.1.(b) dbra).

Természetesen a robotkar kinytulasat nem
A kon-

zol maximalis sikbeli kinytulasaval tobb,

csak a kifordulds korlatozza.

kozelmiltban megjelent publikdcié (Wang,
2015; Plaut & Virgin, 2017;

ni et al, 2017) is foglalkozott.
munkak eredményei akkor alkalmazhatdak,
ha B, és Bs

elegendden nagy a kifordulas elkeriilésére.

Armani-

Ezen

véges értéke mellett B

Céljuk elsosorban a kinyilds, azaz a
végpontok tavolsaganak felsd korlatjanak
Mivel a sikbeli

ezért a kinyulas

meghatarozasa volt.
deformaciok jelentosek,

maximuma szignifikdnsan kisebb a kon-

Azt taldltak, hogy

vizszintes irdnyban a végpontok maximalis

zol L hosszénal.

Z tavolsdganak fels6 korlatja

| B
|Z| SRdef =2 72

Amennyiben el6irjuk, hogy a végpontok egy-

(2.2)

ben azonos magassagban is legyenek, egy va-

lamivel szigortubb feltétel adodik:

. | B
|Z] < Riep := p 72, (2.3)

1.81. A sikbeli modell kiter-

jesztésével célom a maximalis kinyulas meg-

~
~

ahol
hatérozasa
(i) térbeli deformacidk és

(ii) eldirt kezdeti gorbiilet mellett.

A puha robotkart egy rugalmas konzol-

lal modellezzem, a konzol érint6jének irdanya

11



a befogasnal és a konzol kezdeti gorbiile-
te véltoztathatd.  Célom rogzitett teher
mellett a szabad vég kinyulasanak, azaz
a szabad vég és a befogas adott irdnyu
tavolsaganak maximalizalasa. Naiv mddon
gondolhatnank azt, hogy megfelelé kezde-
ti gorbiilet fiiggvény valasztasaval a ma-
ximalis kinyulast csak a konzol L fizikai
hossza fogja korlatozni, azonban hidba kom-
penzaljuk a rugalmas deforméacidkat, a ki-
fordulas-veszély szerepe jelentés, még akkor
is, ha B; és B3 paraméterek értéke nagy
(2.1.(c) ébra).
ja az aldbbi vizsgalatot, amelyben térbeli

Ez a megfigyelés indokol-

rudmodell segitségével hatarozom meg a ma-
A kovetkezo

részben a stabilitdsvizsgalathoz sziikséges

ximalisan elérheto kinyulast.

részleteket ismertetem.

2.1.1. A modell

A maximalis kinyuléds vizsgalatahoz egy
geometriai egyszerisitésektél mentes (geo-
metrically exact), a kezdeti gorbiiletet tar-
térbeli

A modell kozel kor alaku keresztmet-

talmazo, rudmodellt vezetek be.

szetet feltételez, ezért az 0blosodés je-
lenségét nem veszi figyelembe.  Legyen
{g1,82,83} € R? egy rogzitett, jobb-sodrést,
A tovébbiakban g

iranyt figgdlegesnek nevezem. A terheletlen

ortonormalt bazis.

kozépvonalat a természetes paraméterezéssel
latom el, az
s € [0,L].
tor legyen r(s)! A rid keresztmetszetéhez

ivhossz paraméter legyen

A kozépvonalat leiré helyvek-

rogzitett, (dj, dz, d3) ortonormadlt bézis

bazisvektorait direktoroknak nevezem. A

specidlis Cosserat-féle ridelméletet (Ant-
man, 2005) kovetve az R(s) forgatéméatrix
segitségével a globalis és lokélis rendszer kap-

csolata:
di = R(s)ei, 1= ]_, 2, 3. (24)
Megmutathaté (Healey & Mehta, 2005),

hogy létezik egy, és csakis egy k vektormezo,

amire teljesiilnek a kovetkezo Osszefiiggések:

di, =k xd;, =123 (2.5)
rs = )\Zdl (27)

Itt N\; és k; jeloli az elmélet nytlés-
(Healey & Meh-
alapjan egy 13 egyenletbdl

és gorbiileti mezoit.
2005)

allo, elsérendii differencialegyenlet-rendszer

ta,

szarmaztathatdé az alak és a belsd§ ero

fiiggvények szamitdsara. A robotkar

vizsgadlatdhoz a r1dd nyirdsi és Ossze-
nyomodasi deformaciéit elhanyagoljuk, az-
az a nyulasmezoket posztuldljuk: N, =
Ao = 0 és A3 = 1.
vivalens a skalar értékii, nem-negativ, leg-

R® — [0,00)

Ezen feltevéssel ek-

alabb C? simasdgi ¥
energiastiriiség fiiggvény feltételezése, amely
fiiggvény argumentumaban a gorbiiletek sze-
repelnek.  Vegyilik észre, hogy amennyi-
ben a U energiastirliséget a Ki,ko,k3 mezok
(2.5)

osszefliggést Lagrange-multiplikdtorok beve-

fliggvényében irjuk fel, akkor a
zetésével lehet eloirni. Egyszertibbnek tiinik
a gorbiiletek kifejezése (2.5) és (2.6) egyen-

letek alapjan:

R1 = d2,s ~d3 = —d3,s : d27 (2-8)
Rg = d3,s : dl = _dl,s : d3> (29)
R3 = dl,s . d2 == —d275 . dl. (210)
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Kihasznalva a direktorok ortogonalitasat
(ds = d; x dy), az energiasiiriiség felirhat6 a
U(dy,dy) = (2.11)
(k1 (dy, dz), ko(d1,da), k3(di, d2))
alakban. A L potencidlis energia funkcional
tehat

£(dy,dy) = / (o)

F(dy x gi-dy —dj-gi)}ds,  (2.12)
ahol a masodik tag az F' erd kiils6 munkéja
és dY a kozépvonal érintdje a referencia (kez-
deti, azaz fesziiltségmentes) dllapotban. Az

ismeretlenek a d; és dy vektormezok.

A feladatot peremfeltételekkel tudjuk
egyértelmiivé tenni. Az s = 0 paraméternél
befogast feltételeziink, ami a direktor-mezdék

kezdeti értékeire a di(0) = p1g; + p2gs3 és

d2(0) = gy Osszefiiggéseket adja, ahol a p; és

po paraméterekre p? + p3 = 1 teljesiil.

Jelolje my és My a dy és dy direktor mezdk
tesztfiggvényeit! d; és dy mezok ortonorma-

litasabol kovetkezik, hogy

m(s) = x(s)da + ((s)ds, (2.13)
m2(s) = —x(s)d1 + ¥(s)ds, (2.14)
ahol a x(s),((s),¥(s) tesztfiiggvények

tetsz6leges C1([0, L] — R) fliggvények olyan
¢(0) = ¥(0) = 0

rogzitett. Legyen tovdbbd @ : R — R3 és

[x(5),¢(s), 9 (s)]" (2.15)

Ezen kifejezések segitségével a potencialis

modon, hogy x(0) =

o(s) ==

energia 0L(d;, dy)[m] els6 varidcidja viszony-

lag révid alakban irhato fel:

L
5£(d1, dg)[(l)] :/ {\I/’,ﬂ (dg,s . (Th X dg) + M2,s * (dl X dg) —+ d278 . (d1 X 7’]2)) +
0

W, ((dy xdg)s-mu+ (o xdg) s -dy + (dy xm2) 5 -dy) +

Uow (s -do+dis-me) — Fdy X g -m — Fne x g1 -di}ds.

A ny(s) és ma(s) tesztfiiggvények behelyet-
tesitése utdn a (2.8)-(2.10) egyenletekbél a
gorbiiletek is behelyettesithetoek. Egyenstly

esetén az elsd variacié zérus, igy

5£(d1, dQ)[(D] =

L
/ (0, (Chy + ks + 1) +
0

W, (—xF1 = G+ PhR3) +

U (X5 — Ch1 — ko) +

(Fd; g +9Fg -dy}ds =0. (2.17)
A parcidlis integralas elvégzése utan a

tesztfiggvények tetszolegességébdl az Euler-

Lagrange (egyensulyi) egyenleteket kapjuk:
(qlﬂﬂ),s =Fgi - dy + K3V o, — K2V s,

(2.18)
<\Il7f€2),s = Fgl : dl - K/3\I],H,1 + "{1\1},!{37

(2.19)
(@753)’3 = — /{1\11752 + /{2@7,{1. (220)

A parcidlis integralas soran a kovetkezo,
természetes peremfeltételek addédnak:

U, (L)y=V¥,,(L)=V,,(L)=0. (2.21)
Barmely egyensilyi megoldés kielégiti a
(2.18-2.20) egyenleteket, a (2.21) perem-
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feltételeket és a (2.5) egyenleteket (i € {1,2}
véalasztdsaval). Azt taldltuk, hogy Ossze-
sen Kkilenc, elsérendli kozonséges differen-
cialegyenletbdl all6 egyenletrendszer irja le a

térbeli konzol alakjat. A potenciélis energia

------

jellemz6 k1 (s), ka($), k3(s) gorbiiletmezdék és
d;(s),ds(s),ds(s) direktor mezdk behelyet-
tesftésével értékeljik ki. A §°L(dy, dy)[o, w]

maéasodik variacio tehat

L
52‘C<d17 d2)[w’ m] :/ {\11,5151 (C’iiﬂ + XKe + ¢,s)2 + ‘11,1421-%2 (_Xﬁl - (,s + 7vb"{i%)z +
0

W pears (X, = 1 = Whia)” + Fegr - (Qxdy — wxdy + (P + ¢°dy)+
(o (CX,s — XCs — ¥Ch2 — CPR1 — Xk + X¢H3) +
Vo, (¢X,s — X¥,s — XChz — Vo + X Ko — ¢C/‘61) +
Uy (VCs — Chs + thxm1 — VPR3 — (PR3 — XCh2) } ds. (2.22)
Az egyensulyi egyenletek linedrisan rugalmas Bskis s = — Boki (kg — K9)+
anyag esctén Bua(r — 1) + Byrl,.  (2.28)

Jelolje k9(s),i € {1,2,3} a fesziiltség-
mentes alak kezdeti gorbiilet mezéit! Ezek
segitségével a linearisan rugalmas anyagu,
By, By hajlitasi merevségekkel rendelkezo
és Bs csavarasi merevségi rid U energia-

stirtisége:

3

1

U(K1, Ko, K3) Z§BZ — k2 (2.23)
=1

Ekkor a (2.5), (2.18), (2.19) és (2.20)
egyenletek felhasznélasaval a rid egyensulyi
alakjat meghatarozé, elsorendii kozonséges

differencidlegyenletek:
d; s =ka(dy x dy) + k3ds,
do s =k1(dy x dy) — kady,
Bik1s =Fg1 - dg + Bakg(ka — 5(2))_

(2.24)
(2.25)
B3I€2(/‘€3 — /ﬁlg) + BlH?,s? (226)
leizs =—Fg;-d; - BU€3<I€1 — /{(1))+

Bglﬂ?l(li:g — /ig) -+ B2/€37s, (227)

A sikbeli rid egyenletei

A sikbeli eset egyenleteit a térbeli egyen-

letekbél szarmaztatjuk. Az &altalanossag

megszoritasa nélkil feltehetjiilk,  hogy
dy=gy és k1 = k3 =0. Ekkor ki =

és KI=0 teljesil. Az alakot leird
fiiggvényharmas (z(s),y(s), 2(s)) kompo-

nensei kozil y(s) = 0 mindaddig, amig az
alak sikbeli. (lasd a 2.1. Térbeli
deformaciék hidanydban a (2.25), (2.26) és

(2.28) egyenletek jobb oldala azonosan zérus.

abran).

A jelolés egyszertisitése miatt az d; vektor-

mezdt a kovetkezo alakban reprezentalom:

d, = [cos(9),0,—sin(@)]T,  (2.29)
ahol a ¢(s) szog az ds érinté és a g3
bazisvektor kozotti szoget jeloli. A ¢(s)

skalarmez6 egyértelmiien meghatérozza x(s)

és z(s) fiiggvényeket. Ezen megfontoldsok és

14



a (2.29) kifejezés behelyettesitése a (2.24) és
(2.27) egyenletekbe vezet a kovetkez6 egyen-

letrendszerre:
z = sin(¢), (2.30)
zs = cos(o), (2.31)
Ps = K2, (2.32)
Kos = cos ¢ + "52,3~ (2.33

B
Az egyenletrendszerhez a kovetkezd perem-

feltételek tartoznak:
z(0) = 2(0) =0,
angle(z(L), z(L)) = a,

Ko(L) = KS(L), (2.34)
ahol az angle(&, () figgvény az (£,() és a
[0, 1] vektorok kozotti szoget jeldli; a pedig
egy elore rogzitett szam. Az elsé két pe-
remfeltétel a befogott vég helyét rogziti, a
harmadik adja meg a kinyulds irdnyat, az
utolsé pedig a (2.21) egyenletbdl szarmazo
A ¢(0) szoget

a befogasnal nem irtam eld, hiszen azt a

természetes peremfeltétel.

harmadik peremfeltétel implicit médon meg-

hatarozza.

Dimenziotlanitott egyenletek

Legyen L := 1! A kovetkezo

mennyiségeket vezetjik be:
s:=sL 'z :=aL ' z:=2L"" (2.35)
O(s) = d(s), & = KL, (2.36)
6L :=O0LL, 6L = 6*LL, (2.37)
B_l = Bl/BQ,Bg = Bg/BQ. ( )

Tovabba legyen

B FIL?
=5,

Yo

Ertelemszertien 5 € [0,1]. A (2.30)-(2.33)

egyenletek dimenziotlanitott alakja

T 5 = sin(¢), (2.40)
Zs = cos(9), (2.41)
¢ 5 = Ra, (2.42)
Ros = —7Ycosd+ Y, (2.43)

és a peremfeltételek:
z(0) = 2(0) =0,
angle(z(1),2(1)) = «,
Ro(1) = Ry(1). (2.44)
Végiil a dimenzidtlanitott méasodik variacio:

82L =
1

(2.45)
By (xFa +1.5)? + Bs (x.s — ¥F2)> +

C?S + y(—x cos d + ¢?sin @ + ¢p? sin §)+
(Ra — R9) (Vx5 — x¥,s — ¥Ra + X*Fa) } L ds.

S—
—

2.1.2. A sikbeli alakok stabilitasarol

A terhelt rudalak
szitkséges feltétele a (2.45) kifejezés pozi-

stabilitasanak
tivitasa.

2.1. Lemma. Létezik eqy, és csakis eqy
Y= Yerit €rték, ahol a (2.45) kifejezéssel
adott mdsodik varidacio egyensulyi ridalakok
mellett pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. Vegyiikk  észre, hogy a

o(s) = ¢(s) egyértelmiien meghatdrozza a
Ka(s) és kY(s) fiiggvények kiilonbségét:

Ra(s) — Ry(s) =
—’Y/O cos o(t) dt—i—’y/o cos () dt =

v(=2(s) + 2(1)), (2.46)
ami a (2.43) kifejezés ivhossz szerinti in-
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tegraldsdbol és a ky(1) = K9(1) természetes

peremfeltételbdl adédik. A (2.46) kifejezést
a (2.45) osszefiiggésbe helyettesitve lathatd,
hogy a potencidlis energia masodik varidcidja
a 7 paraméter linedris fiiggvénye. Mivel B;
és By pozitiv szamok, kovetkezik, hogy

lim 6*£L > 0 (2.47)
¥—0

minden lehetséges teszt fiiggvény esetén és
lim 6°L < 0 (2.48)
y—00

egyes teszt fiiggvényekre. A ~ paraméter
szerinti linearitasbdél kovetkezik v = 7t
1étezése, amelynél van olyan teszt fliggvény,

amelyre §2L zérus. O

2.2. Tétel. A sikbeli ridmodell stabilitds
alapjan meghatdrozott maximadlis kinyuldsa a
térbeli modell maximalis kinyuldsdnak felso
korldtja.

Bizonyitds. Jelolje

1
5L, = / {(Cs)* + 7¢%sin ¢} Lds5, (2.49)
0
1

6L = / {B1 (xR2 + ?/),5)2 + B3 (xs — YRg)® +
0

v (—hx cos ¢ + ¢’ sing + (2(1) — 2) -
(¥x,s — x5 — V?R2 + X?R2)) } Lds.
(2.50)

Ertelemszertien 62 = 62L, + 02L,. Itt az
elsé tag, 6L, kizérdlag a ¢ tesztfiiggvénytol
fiigg, ugyanakkor 02L, fiiggetlen téle. Ezek
szerint  62£ barmely diszkretizdldsa hi-
permatrixot eredményez. Mivel ¢ a ridalak
a g1 ¢és g3 bazisvektorok sikjaban értelmezett
taghoz tartozé blokk felel meg a sikbeli
Hasonléan, 6°L, diszk-

retizaciojahoz tartozo blokk vonatkozik a

perturbacionak.

sikbol kitérd perturbacidkhoz. Mivel egy hi-
permatrix sajatértékeinek halmaza az egyes

blokkok sajatértékeinek unidjaként &all eld
(Rézsa, 1991), kovetkezik, hogy a sikbeli
modell az egyensulyi riudalak stabilitasanak
fels6 korlatjat adja. ]

2.3. Kovetkezmény. Amennyiben a rid g
wranyi, folytonos megtdmasztasa nem biz-
tositott, akkor az irodalomban bemutatott,
sikbeli modellel szamolt mazimdlis kinyilas
érték a biztonsag kdrdara téved.

Az (2.42)-(2.43) egyenletek rogzitett -y
paraméter és ¢(s) alak mellett megadjik a
kezdeti és végleges gorbiilet fiiggvényeket, és
a 02L mésodik varidcié eléjelét. A modell
lehetové teszi kezdeti gorbiilettel rendelkezo,
sikbeli alakok stabilitasanak szamitasat, erre

keril sor a kovetkezo részben.

2.1.3. Numerikus eredmények

A ridalakok szdmitdsat az (2.40)-(2.43)
dimenzidtlanitott egyenletek alkalmazasaval
hajtottuk végre, kihasznalva a modell két

fontos tulajdonsagat:

(i) Egy rogzitett, dimenziétlan terhelt
alakhoz (azaz ¢(s) fiiggvényhez) és
rogzitett v paraméterhez a kezdeti
gorbiilet fiiggvény &9 egyedi, hiszen a
(2.43) egyenlet elsérendi KDE a &9

valtozora.

Azt is lattuk, hogy a ¢(s) alak-
hoz létezik az egyértelmi v = e
érték, amelynél v novelésénél a szer-
Tehat
barmely ¢(s) alakhoz hatékonyan tud-

kezet elveszti a stabilitasat.

juk szamitani a maximdlis kinyulas

mértékét.
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(b)

R* =6.18
Bi=75
B; =5

terheletlen alak

terhelt alak

()
R* =2.44
Blil
B3 =0.67

terheletlen alak

terhelt alak

2.2. abra.

05 0 05 1 15 2 25

Kezdeti gorbiilettel rendelkez6 konzol végpontjainak maximalis

vizszintes R} tdvolsdga a rid stabilitdsa alapjdn szémitva az (a) A Bi-B; me-

revségek fiiggvényében. (b) a szamitédsi tartomény maximumhoz kozeli alakot (az
(a) panelen P, By = 7,5 és By = 5,0), a (c) egy kor keresztmetszetii konzol (az
(a) panelen Q) alakjit mutatja be. Vegyiik észre, hogy az optimadlis alakok kozel
egyenesek, és terheletlentil jelentos kezdeti gorbiilettel rendelkeznek.

Az

részletesen ismerteti (Sipos & Virkonyi,

alkalmazott numerikus eljarasat
2020). Jelolje R* a numerikusan szdmitott

maximalis kinyilas vizszintes mértékét.
A dimenziétlanitott merevségek terében a
globalis optimumot és két rudalakot mutat
a 2.2. dbra. Vegyiik észre, hogy a terheletlen
alakok jelentésen gorbiiltek, a teher kozvet-
len alkalmazasaval a maximalis kinyulast
jelento alak nem érheté el. Azonban a ter-
helés alapjan kontrollalt kezdeti gorbiilet-
szabalyozassal a stabil konfiguracié meg-
valésithato. A szamitasi eredmények alapjan

a kezdeti gorbiilet szabalyozasa jelentGsen

noveli a konzol maximalis kinyulasat.
Példaul, egy lapos, ellipszis alaki csé ke-
resztmetszetet (¢t = 0.15,a = 1.0 és b = 2.50)
esetén By ~ 4.00,By; ~ 1.0 és By = 1.27.
A 2.2, abra alapjan ekkor R* ~ 3.70, ami
tobb, mint a dupldja a szabdlyozas nélkiil,
a (2.3) Osszefiiggés alapjan vart R ~ 1.81

értéknek.

Ebben a fejezetben a (stabilitdsvesztést
megel6z8) nagy deformaciok hatarozték meg
a szerkezet alakjat. A kovetkezo fejezet
egy mechanikai rendszerben a posztkritikus

allapotban kialakul6 format mutat be.
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2.2 VEKONY FILMEK RANCOSODASA

Rugalmas, vékony filmek rancosodédsanak

keletkezése, a rancosodast befolydsold

tényezok  azonositasa, a  rancosodas
mérséklése az ipari alkalmazas jelentOsége
miatt jelentés kutatdsi téméava valt az
elmult években. A vékony lemezek nyomés
hatasara rancosodasa egy klasszikus stabi-
litdsvesztési probléma (Timoshenko & Ge-
re, 1963; Antman, 2005), a domindns hizés
hatasara kialakulé rancok vizsgdlata 2000
koriil kezdédott (Friedl et al., 2000; Cerda
et al., 2002; Cerda & Mahadevan, 2003). A
jelenség mechanikai okait jol magyarazata
az in. fesziltségmezd elmélet (tension field
theory) (Reissner, 1938; Coman, 2007). Az
elmélet a sikbeli fesziiltségek vizsgdlatara
Osszpontosit, a lemez hajlitoszilardsagat el-
hanyagolja. Az N fesziiltségtenzor n~ szamu
negativ sajatértéke alapjan a feliileti ponto-
1) és

= 2) kategéridk valame-

kat feszes (n~ = 0), rdncos (n= =
megereszkedett (n~

lyikébe sorolja.

Szemléletesen a huzott, téglalap alakd,
egymassal szemben 1év6 két éle mentén be-
fogott (a masik két oldal szabad), vékony
film rancosodasa a befogasok &ltal gatolt
rovidiilés  kovetkeztében fellépo, keresz-
tiranyu nyomofesziiltség miatt jon létre.
Elegenddéen vékony film esetében ezen,
kismértékii nyomofesziiltség is elegendo
a horpadas bekovetkeztéhez és a rancos
A fesziiltségmez6
hogy

érintett

alak megjelenéséhez.
elmélet kivaléan hasznalhato arra,
meghatarozzuk a rancosodassal

felilleti régiok kiterjedésének egy felso

korlatjat, de alkalmatlan arra, hogy a rdncos
mintdzatot (pl.: rdncok szdma és alak-
ja) leirja.  Ebben az elméletben a ma-
ximalis sajatértékez tartozo sajatvektor az
egyetlen informdacio, ami az alakra enged
kovetkeztetni, hiszen ez a deforméalt alak
Mate-

matikai megkozelitésben érvelhetiink olyan

hulldamhegyeinek iranyaba mutat.

modon, hogy a fesziiltségmezd elmélet a
véges vastagsagu lemezek elméletének zérus
vastagsaghoz tartozo limese, azonban mind
a preciz hataratmenet, mind a kisérleti
eredményekkel valé Osszevetése ovatossagra

nt.

A kicsiny, de véges vastagsagu film
rancos alakjanak szamitdsara az irodalom-
ban Karman Toédor nagy lehajlasi vékony
1910)

Az angol nyelvi szak-

lemezek elmélete (von Karman,
kézenfekvé modell.
irodalomban ez az elmélet a Foppl-von
Karman-féle lemezelméletként (Fdappl-von
Kdrmdn plate theory) ismert. Geometri-
al szempontbol ez egy nemlinearis elmélet,
amelyben a sikra merdleges deforméaciok
véges nagysaguak lehetnek mindaddig, amig
a sikbeli nyuldsokat infiniteziméalisnak le-
het tekinteni.

rudkihajlasi problémahoz hasonlé eldgazasi

Az elmélet, a klasszikus

jelenséget josol: az imperfekcié nélkiili fil-
mek a végekre kényszeritett € makroszkopi-
kus nyilds kicsiny értékénél (jéval 1% alatt)
rancossa valnak. Ez azt jelenti, hogy a
nagy lehajlasi vékony lemezek elméletének
kiindulasi feltételei jo kozelitéssel teljestilnek

ebben az elsé bifurkaciés pontban, ahol
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A bi-

furkacio elmélet széhasznalatat kovetve a sik

a sik alak elveszti a stabilitasat.

megoldast a tovabbiakban trividlisnak ne-
vezem fliggetlentiil attol, hogy ez az alak
is deformalt a hardntkontrakcié miatt (2.3.
abra). A bifurkéciés pontban indul poszt-
kritikus agakat a rancos megoldasok jelolik
ki. A nagy lehajlasi vékony lemezek
elmélete szerint ezek az adgak stabilak a faj-
lagos megnynilés tetszoleges tovabbi novelése
esetén, mig a trivialis megoldas végig insta-
bil marad (Healey et al., 2013).

05Le N

2.3. abra. A e makroszkopikus nytlasra
kényszeritett, hardntkontrakciot mutato
AW
L hosszusagu téglalap alaku film két,

vékony film. szélességli  és
egymadssal szemben 1évé oldala (i = 1,2)
befogott, a masik két széle szabadon mo-

zoghat. A terheletlen, referencia konfi-

guraciét a szaggatott téglalap jeloli.

Azonban az egyre novekvoé megnyujtas
mellett a nagy lehajlasu vékony leme-
feltételei egy-
(Healey et al,

zek elméletének kiindulasi
re 1inkébb

2013) ezen hiba kikiiszobolésére az elméletet

sérilnek.

véges sikbeli nyulasok esetére terjesztet-

te Kki.

elemzése ravilagitott, hogy az infinitezimalis

A bifurkaciés probléma preciz

sikbeli nyulasok feltételezése nem csak kvan-
a két modell
kozott kvalitativ kiilonbséget lehet kimutat-

titativ hibat eredményez,

ni. A véges nyulasok feltételezése esetén
létezik egy masodik bifurkaciés pont, ahol
a rancos mintazatokat tartalmazdé posztkri-
tikus agak "visszatérnek” a trividlis agba,
rancmentes alak ismét sta-
billa valik. A masodik bifurkaciéhoz tar-

tozé €9 makroszkopikus nyulasparaméter

azaz a sik,

természetesen meghaladja az elsé bifurkacio
€1 paraméterértékét. Tovabbd, azt is meg-
mutattak, hogy a rdncosoddas csak bizonyos
oldalaranytu téglalapok esetében kovetkezik
be, ezen tartomanyon til az elegendden kes-
keny, illetve elegendden széles sik alakok
minden nyulasérték mellett stabilak. A
leirt viselkedése egyértelmiien az uin. izola-
kozpont eldgazdsra (isola-center bifurcati-
on) utal. Célunk ezen, elméleti el6rejelzés
kisérleti igazolasa és a modell sziikséges fi-

nomitasainak elvégzése volt.

A kisérleti igazolas egyik nehézsége, hogy
alig létezik olyan anyag, ami a jelenség
bemutatasahoz sziikséges, nagysagrendben
10% — 50%-os nyulds mellett linedrisan
Az
jellemzoen numerikus szimulaciok ismer-
tetésére szoritkozik (Davidovitch et al., 2011;
Puntel et al., 2011; Taylor et al., 2014)
anélkiil, hogy a felhasznalt numerikus eljaras
A kisérleti
munkak vagy a képlékenyedés figyelem-

rugalmasan viselkedne. irodalom

alkalmazhatésagat elemezné.

bevételével elemzik a jelenséget (Wong &
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Pellegrino, 2006; Nayyar et al., 2014) vagy
a linearis rugalmassagtanra épitenek és vala-
mely elasztomert hasznalnak (Zheng, 2009).
Nem meglepd, hogy a jol detektdlhato rancos
mintazat megjelenéséhez sziikséges makrosz-
kopikus nyulas (kb. 10—25%) mér nem elha-
nyagolhaté mértékben befolyasolja az anya-
gi paramétereket, a kisérlethez hasznélhato
anyagok jellemzdéen jelentés nemlinearis és
irreverzibilis valtozdson mennek keresztiil
(pl.:

(pl.: poliuretdn film) a megcélzott nylasi

plasztifikdcié). Egyes elasztomerek
tartomanyban hiperelasztikusak, de sem-
miképpen sem linearisan rugalmasak. Meg-
mutatjuk, hogy elofeszitéssel kozel linearisan
rugalmas viselkedés érheté el, azonban en-
nek hatasdra az anyag ortotroppd véalik.
Ez alapjan (Healey et al., 2013) izotrép
modelljét altalanositottuk ortotrép filmek-
re, igy az elméleti és kisérleti eredmények
ténylegesen Osszehasonlithatéva valtak. A
modell levezetésekor a referencia-allapotot
az elofeszités utan vessziik fel, azaz rogzitett
ortotrépia paraméterekkel dolgozunk. A
kovetkezd, 2.3. rész a teljes terhelési folya-

matot leiré modellt mutat be.

A sikbeli

aldtamasztja az ortotrép modell sziikséges-

fesziiltségek  elemzése
ségét: az alkalmazott megnyujtds iranyaban
a normal fesziiltség abszolut értéke leg-
alabb  egy

ja a keresztiranyu nyomofesziiltség ab-

nagysagrenddel  meghalad-

szolut értékét, ami arra utal, hogy az
anyagi paraméterek valtozasa els6sorban
Kisérleti

eredményeink alatamasztjak, hogy a poli-

hossziranyban kovetkezhet be.

uretan film jelentés mértékben ortotréppa
Az

utan

valik az els0 megnyujtdas folyaman.
el6feszitést kovetd tehermentesités
ismételt huzasi kisérletek tanulsaga sze-
rint az anyag tovabbra is domindnsan ru-
galmas, raadéasul ekkor tovabbi valtozast
az anyagi paraméterekben nem tapaszta-
lunk, akar tobb, mint 10 terhelési cik-
lus is kivitelezhet6. Tudatdban vagyunk,
hogy a réancosodast nem kizardlag a gatolt
Poisson hatds okozza, példaul a nyirasi
deformécicknak is van szerepe (Silvestre,
2015).

totropia szerepére és a rancok eltiinésének

Munkankban ennek ellenére az or-
kisérleti igazolasara szoritkozunk. Ugyan
az irodalomban taldlunk néhany, Ossze-
tett kisérleti modszert alkalmazé munkét
(Davidovitch et al., 2011; Flores-Johnson
et al., 2015), de ezek egyike sem igazolja
a masodik bifurkacios pont létét és a sik
megoldas stabilizacidjat. Az altalunk java-
solt kisérleti eljaras az irodalomban hasznalt
modszereknél egyszeriibb, azonban a meg-
felel6 anyag és az eléfeszités alkalmazasaval
mégis alkalmas az elméleti elérejelzés iga-

zolasdara.

2.2.1.
zek véges deformacidinak szamitasara

Elmélet vékony, ortotrop leme-

Egy, alland6 h vastagsagu, téglalap
alakli, vékony lemez egyensulyi &llapotait
vizsgéljuk. A lemez anyaga homogén. A
rogzitett, ortonormalt {g:, g2, g3} bazist ugy
vessziik fel, hogy g, és go a lemez sikjaba
abra).

A paraméterezéshez R? egy zart € tar-

esik a referencia éllapotban (2.3.
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A terheletlen film
szélességét jelolje W, hosszusagat pedig L!

tomanyat jeloljiuk ki.

Az irodalmi Osszehasonlithatosag végett a
téglalap elnyultsdgat jellemezze a kovetkezo

paraméter:
L
'
A film deformécidja soran a kozépfeliilet
vett
kozépfeliilet

(2.51)

referencia  allapotban normalisai

a  deformalt normalisaiba
képzédnek.  Tovabba, (geometriai) nem-
linearitasként csak a hajlitds és a sikbeli
nyulasok kolcsonhatasat vessziik figyelem-
be.

mez alakvaltozdsa egyértelmiien megad-

Ezen feltételezések birtokaban a le-

haté a kozépfeliilet alakvaltozasaként. A
u: Q) — R? elmozduldsmezd:
u(z,y)
v(z,y) |
w(z,y)
ahol u(z,y) és v(x,y) a sikbeli, és w(x,y) a

u=

(2.52)

sikra merdleges elmozdulasokat jeloli. Ezen
fliggvényekrol feltessziik, hogy elegendden
regularisak. A klasszikus nagy lehajlasu,
vékony lemezek elméletében a W(u) energi-
astrliség a sikbeli deformécidk VU,,(e), és a
hajlitasi Wy(k) energiastirtiségek sszegeként
all el6:

U(u) = ¥,,(e) + Uy(k), (2.53)
ahol e € L(R?) jeloli a linearizalt sikbeli
nytldsi tenzort és k € L(R?) a linearizalt
hajlitasi tenzort. Ezen tenzorok az elmoz-

dulasmezo fliggvényeként fejezhetoek ki:

2
2u, +w?,

by T Ve T WawWy

Uy + Vg + WaWy

( )—1
e(u
2 |u 20, +w?,

)

(2.54)

~ w w
k(u)=—| Ty] z = —k(u)z. 2.55
W == [0 U] 259
Izotrép anyagok esetén az FE rugal-

massagi modulus és a v Poisson tényezo
(0 <v <0.5) bevezetésével az elmélet a
héaromdimenziés kontinuum kétdimenzios
approximécidjanak tekinthet6 (Steigmann,
2008), amennyiben a kontinuum anyagmo-

dellje a Saint-Venant Kirchhoff anyaggal

azonos:
Eh
‘Ijm = m [V(Tre)z + (1 — I/)e . e} ,
(2.56)
Eh3 9
(2.57)
Feltételezziik, hogy a terhelés a befo-

gott oldalak egymashoz mért tavolsaganak
novelésével valoésul meg, azaz a tartomany

hatdranak egy 0Q; <C 09, (i > 0)
részhalmazan az elmozduléast eldirjuk:
up
u'=cu)=c¢ |v}|, (2.58)

0

ahol wu) és v} rogzitett, elegendben re-
gulédris fiiggvények és az e skaldr, amit a
tovabbiakban makroszkopikus nyuldsnak ne-
vezek. Esetiinkben i € {1,2} és

ug(—L/2,y) = —L/2, (2.59)
ug(L/2,y) = L/2, (2.60)
vo(=L/2,y) = v5(L/2,y) =0,  (2.61)

a 2.3.
jelenlétét a rendszer L£(u) potencidlis ener-

abra szerint. Kizarva kiulso terhek

gidja:

L(u) = /Q v do. (2.62)
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Egyenstilyi, az £(u) funkciondlt minima-
lizalé megoldéasokat keresiink, amelyek egy-
ben kielégitik a (2.58) peremfeltételeket. A
véges nyulasokat tartalmazé modellben a
nytldsi tenzor az E € L(R?) Green-Lagrange
nyuldsi tenzor, részletezve:

1
Ein=u,+ 9 (ui + U,Qa: + wzx) ’
1
Eio = 5 (ty + 0 Uatty + 0,0, +wawy),

E21 - E127
1
Ep = vy + 3 (v, + 0% +u?). (2.63)
Az energiastriség alakja:
U(u) =V, (E) + ¥ (k). (2.64)

A fenti, kozel sem trivialis helyettesités
(azaz E haszndlata e helyett) matematikai
aldtdmasztasiat adja (Healey et al., 2013).
A (2.62) funkciondl u komponensei szerin-
integralas utan kapjuk az egyensulyi (Euler-
Lagrange) egyenleteket:

V- [(I+g ®Vu+g,®Vv)N|=0,
(2.65)

h*A*w — V - (NVw) = 0,
(2.66)

ahol I az identitas tenzor és ® a tenzorszor-
zat. A(.) és A%(.) jeloli a Laplace és bihar-
monikus operatorokat. Az egyensilyi egyen-
letekben az N fesziiltségtenzor a membran
viselkedést leir6 masodik Piola-Kirchhoff

fesziiltséget jeloli. Kifrva:

Ay, Eh

dE

N= )

v Tr(E)I+ (1 —-v)E].
(2.67)
Az

energia

ortotrop ~ modell  potencialis

funkcionaljat az izotrép eset

altalanositasaként irjuk fel (Libai & Sim-
monds, 1998). Feltessziik, hogy az anyagi
ortotropia féiranyai egybeesnek az g és g
bazis vektorokkal. Jelolje Ey és Egy az g és
go irdanyu rugalmassagi modulusok értékét.
Jelolje

__ Eg

= 2.
r o (2.68)

az ortotropia mértékét jellemz6 hanyadost!
A rugalmas merevségi méatrix szimmet-
ridgjabol kovetkezik, hogy a foiranyokhoz
rendelheté Poisson tényezokre teljesiill a
Vigy] = TV[yx] (HOWGH
2009). A G nyirdsi modulust a kovetkezd
alakban adjuk meg

Osszefiiggés et al.,

G = qFE), (2.69)
ahol ¢ egy rogzitett, pozitiv paraméter. A
kétdimenzids, ortotrép médium C negyed-
rendi rugalmas merevségi tenzorra a fentiek
segitségével a kovetkezo alakban irhaté:

E
C— 0

-7 2
1 Vil

C, (2.70)
ahol C métrix reprezentaciéjanak nem zérus
elemei csak a bevezetett dimenzidtlanitott
paramétereket tartalmazzdk: Cun = 1,
91122 = Co211 = TV[gy], Cozoz = 1 és végill
Ciopn = q(rz/[zxy} —1). A ¥, és U, energia-
stirtiségek felirasahoz a linearizalt hajlitasi
tenzort (2.55) és a véges sikbeli nyuilasi ten-
zort (2.63) hasznaljuk. A film vastagsiga
mentén integralva

1 h/2

v, (E) =3 /h/2 {E-C-E}dz=
1 Eph ~
—-—E-C-E 2.71
21 —ry[%cy] ’ (2:71)
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h/2
T, (k) :%/W {k-C-klde =

1 Egh? ~
———k-C- k. 2.72
241 — ryfmy] C (2.72)

A teljes szerkezet rugalmas energia-
stiriségét a (2.71) és (2.72) kifejezések

(2.64)  egyenletbe  torténé  behelyet-
tesitésével kapjuk. Atskaldzds utén (azaz
24(1 — ryfmy]) /(Eoh®) mennyiséggel szoroz-

va), tovabbd bevezetve a £ = h™2 paramétert
kapjuk:

[(u):/Q{\IJm(E)—HIJb(k)}dQ: (2.73)

126E-C-E+k-C -k dQ.
I }

A maésodik Piola-Kirchhoff fesziiltség-
tenzor alakja:

dipm,
N =21 — 2.74
1 (2.74)
19 E11 + TV[wy]EQQ 2q<1 - T’foy])Elz
QQ(]_ — TV[%Cy})Elg TEQQ + Ty[xy]Ell

amir = 1ésq = 0.5(1+v) ! valasztdsival az
izotrop esettel (2.67) egyezik meg (konstans
szorz6 erejéig). Az egyensilyi egyenletek
formalisan a (2.65-2.66) egyenletekkel azono-
sak, természetesen az ortotrép modellben az

N fesziiltségtenzort (2.74) szolgédltatja.

Numertkus modszer

Az egyenstlyi megoldasok szamitasahoz
haszndlt numerikus eljards (lényegében a
Ritz médszer) a (2.73) funkciondl mi-
nimumét approximdlja a (2.58) perem-
feltételek teljesitése mellett, végeselemes

Egy re-
gularis, téglalap osztasu végeselem halot
haszndlunk (Reddy, 2008), a szokvanyos Cy

diszkretizalds alkalmazdsaval.

vizsgélata.

regulairtasi bazis figgvényekkel az u és v
mezok, és (7 bazisfiiggvényeket a w mezo
kozelitéséhez. A numerikus modellben min-
den bels6 csomépont 6 szabadsagfoki, az
eredményiil adédé nemlinedris egyenletrend-
szer az (2.73) Euler-Lagrange egyenletek
diszkrét véltozata (Fehér & Sipos, 2014).

hogy a h? < 1
hajlitomerevség  kozel

Vegytlik észre,
kovetkeztében a
zérus, ez a numerikus modszer részletes
vizsgalatat igényli (hiszen feladatunk fel-
foghaté egy szingularis perturbaciot tartal-
mazé probléménak is), ezért kommercidlis
végeselemes megoldasok probléménk esetén
keriilendbek. (Healey et al., 2013; Li & He-
aley, 2016) alapjdn szisztematikus utkovetés
és a bifurkéacidk preciz detektédlasa sziikséges
Mi-
vel munkank els6sorban a trivialis ag bi-

a konzisztens eredmények eléréséhez.

furkacidinak azonositasat célozza, elegendo
a trividlis megoldéds stabilitdsanak alapos
Célunk annak demonstralasa,
hogy elegendéen nagy, rogzitett [ pa-
raméterhez léteznek a 0 < g7 < &9 <
kritikus makroszkopikus megnyulds értékek
olyan moédon, hogy a trividlis megoldas
instabil a ¢; < e < &3 halmazon, és
stabil egyébként.

feladat egyensilyi megoldasaihoz tartozo

Ennek igazoldasdhoz a

diszkrét J Jacobi matrix (ami nem maés,
mint az (2.73) energia funkciondl mésodik
legkisebb sajatértékének eléjelét szamitjuk.
A trividlis, sikbeli (w = 0) megoldds in-
stabil, ha Ann, < 0, egyébként stabil.
Amennyiben a posztkritikus tartomanyban,
rancos alak szamitasa a célunk, azt rogzitett
paraméterek mellett, véletlenszerti per-
turbaciét kovetéen Broyden-modszert alkal-

mazva allitjuk eld.
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2.2.2. A paramétertér vizsgalata

Rogzitett anyagi paraméterek esetén (az-
az r, q és v édllandd) a feladat harom bi-
furkaciés paraméterrel bir: a film h vas-
tagsdga, a [ oldalarany (2.51) és az ¢ teher-
paraméter tartozik ide. A trivialis, stk meg-
oldas stabilitasveszésének szikséges feltétele
a masodik Piola-Kirchhoff fesziiltségtenzor
negativitasa az {2 tartomany egy nem zérus
mértéki részhalmazan (Healey et al., 2013).
Ez a feltétel ortotrép anyag esetén is
szitkséges a bifurkaciéhoz. Stk megoldas
esetén a (2.66) egyenlet bal oldala azono-
san zérus barmely h és N esetén, ezért
(2.65) a film vastagsdgatdl fiiggetlen. Azt
talaljuk tehat, hogy a trivialis megoldashoz
szamitott IN legkisebb sajatértéke () fe-
lett meghatarozza a bifurkaciés pontok le-

hetséges halmazat (2.4.(a) abrék).

Az elagazasi pontok lehetséges helyének

abrazoldsa megmutatja, hogy ¢ — o0
iranyban a fesziiltségtenzor pozitivva valik,
ami azt jelenti, hogy tetszolegesen kicsiny
h érték esetén is teljesiil, hogy e, értéke
véges. Ez a megfigyelés nem pusztan nu-
tekintsiitk az egyensilyi egyen-
Alkalmaz-
Ho-

mogén peremfeltételek érdekében a kovet-

merikus:
leteket rogzitett [ mellett!

zunk tetszolegesen nagy megnyujtast.

kez6 valtozdeserét alkalmazzuk:

u(z,y) = ex + ulx,y). (2.75)
Behelyettesitve (2.75) tartalmat a Green-
Lagrange (2.63) fesziiltségtenzorba és al-
kalmazva a (2.74) Osszefiiggést, a (2.65)
egyensulyi egyenlet két sorat a kovetkezo

alakra lehet hozni:

(180 40 + 6701y — 12qr1% Ty + 12q 4y ) €24
f()e+g() =0,
(2.76)

(60 4 + 6710 €2+ fo () e+ g2 (1) =0,
(2.77)

ahol f1(.), f2(.), 91(.) és g2(.) mindegyike u
és v els6 és mésodik parcidlis derivaltjaitol
fiigg.
elvégezve a ¢ — oo hataratmenetet két,

Mindkét egyenletet e2-tel osztva és

fliggetlen egyenletet kapunk:

(180 5y + 6701y — 12q7r1% T gy + 12qi 4 ) = 0,
(2.78)

(6V 30 + 671V 4y) = 0.
(2.79)

Figyelembe véve a peremfeltételeket, és
a tikrozési szimmetriat a koordinata-
tengelyek mentén (azaz = 0 ha = = 0 és
v =0 ha y = 0), a fenti PDE-k megoldésai

a kovetkezo alakuak:

6g — 6 213
a(z,y) = 2bcosh (ay) sin (a\/ q (I;V + rvgc) 7

(2.80)

v(z,y) = —2csinh (dy) cos (dv/rvz) , (2.81)

ahol a, b, ¢ és d valés konstansok. Ekkor a
és d ugy valasztandé meg, hogy a befogott
élek mentén a peremfeltételek teljesiiljenek.
Mivel ezek egyike sem O(e) rendi, a (2.63)
és (2.74) egyenletek alkalmazasdval kapjuk,

hogy:

1 0

> 0.
0 rv

lim N — 6 [ (2.82)

£—00 52
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A fesziiltségtenzor negativ sajatértékének

numerikus szamitasa azt is igazolja,

hogy
megnyulas mellett a negativ sajatérték

rogzitett  véges  makroszkopikus
tetszolegesen nagy [ paraméterérték mel-
lett létezik (2.4.(a) &bra), ugyanakkor a
nyomofesziiltség maximum értéke mono-
ton csokken ahogy [ értékét noveljik.
Ez azt jelenti, hogy a nagy elnyultsagu

filmek érzékenyek az anyagi és geomet-

riai imperfekcidkra: hiszen a kicsiny
nyomofesziiltség  létrehozhatja a rancos
felilletet. A 2.4. abran kiilonb6z6 mértéki

ortotropia mellett kozlom a numerikus
szamitas eredményeit: a kozépso oszlop tar-
tozik az izotrép anyaghoz, a bal oldali a
kicsiny, a jobb oldali a jelentés ortotrépia
esetét mutatja be. Kiilonbozo, rogzitett
h vastagsagok mellett meghataroztuk a bi-
furkaciés pontok helyzetét, az ilyen médon
kapott gorbéket stabilitdsi hatdrnak neve-
zem, a vizsgalt problémaban ezen gorbék
zart, egyszerti gorbék. Nem megleps, hogy
h novelésével ezen gorbék altal korbezart
tertilet csokken. Egy kritikus h vastagsag
felett pedig egyaltalan nem létezik stabil

rancos megoldas.

2.2.3. Kisérleti vizsgalatok

A rancosodas kisérleti vizsgdlata, an-
nak ellenére hogy egy alapvetéen rugal-
mas jelenségrol van szé, nem trivialis: a
peremfeltételek és a megnytjtdas megfelelo
alkalmazasa specialis, egyedi méréeszkozt
igényelhet (Jenkins et al., 1998; Géminard
et al., 2004). Az huzott, téglalap alaki
film vizsgalata hasonlatos a klasszikus
huzasi kisérletekhez, és mivel a perem

elmozditasaval idézziikk el6 a jelenséget,

az er6 mérése az elmozdulds soran nem
sziikségszerl. Ezért az anyagi paramétereket
kisérletektol
kiilon méréssorozatban hataroztuk meg.

a rancosodasi fiiggetlentil,
A rancosodas vizsgalatara Fehér FEszter
egy szervo-motoros eszkozt épitett. A
megnytjtas sebességét 120 mm /perc értéken
rogzitettiik. A rancok megjelenését és
eltlinését vizualisan figyeltiilk meg, tovabba
a mintadarabot suroléfényben fényképeztiik
(Géminard et al., 2004) a kisérlet folyaméan
(2.5. dbra). A vizudlis megfigyelésbdl a
rancok eltlinéséhez tartozo kritikus e5 pa-
raméterérték kozvetleniil nem hatarozhato
meg. Helyette meghataroztuk azt a €51 mak-
roszkopikus nyujtasértéket, amely mellett a
rancok még egyértelmiien kivehetoek és azt
a €99 értéket, ahol a feliilet sik, arnyékoktol

mentes. Természetesen c9; < €9 < €99
teljestil. Pontosabb képalkoté eljarasokkal
(pl.:  a felilet héromdimenzids szken-

nelése) ezen alsé és fels6 korlatok kozotti
Munkankban a
g9 = 0.5(g91 + £92) képlet szerint becsiiltik
a kritikus paraméterértéket.

kiilonbség csokkentheto.

Az anyag tekintetében tobb, kiilonbozd
elasztomer kiprébalasat kovetéen a Pa-
ul Hartmann AG gyarté Hydrofilm Roll
termékét hasznaltuk a kisérletekhez. A fel-
hasznalt film nomindlis vastagsaga 20 pm.
A polimerekre jellemz6 médon, a terhelet-
len film a gyartési technolégia kovetkeztében
kismértékben ortotrép (Ward, 1997). Az
els6 megnyujtas folyaman a film ortotrépia
Az
els6 ciklust kovetoen az tjabb terhelési cik-

tulajdonsagai jelentésen modosulnak.

lusok anyagi paraméterekre kifejtett hatasa
8-10 terhelési
lyaman az anyag hiperelasztikus, s6t, kozel

elhanyagolhato, ciklus fo-

linearisan rugalmas viselkedést mutatott.
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L=53 mm, r=1.80, g=1.94, v=0.3

0.1 7
0.09—-
0.08 —-
0.()7—_
0.06-:

£ 0.05;
0‘04—.
0.03 —-
0.()2;

0.01 +

2.5. dbra. A megnyijtas novelésével a rancok eltiinnek. (a) A rdncok wy., maximalis
amplituddja az ortortop modellel szamitva, kiillonbozé oldalaranyok mellett. A rancok
kis makroszkopikus nytlés esetén megjelennek, (¢ < 0.05) és kiilonboz6 oldalardnyokra

eltéré nytulasértéknél tinnek el (pl.: § =

1.00 esetén a trividlis megoldas kb. ¢ =

0.29 esetén valik ujra stabilld. A (b), (c¢) és (d) részek egy L = 53mm és W =
25bmm geometriaju (5 = 1.06), az (a) részhez kozeli anyagi paraméterekkel rendelkezé

mintadarab kisérleti felvételei.

A kisérletekben tehat minden min-
tadarabot elofeszitéssel készitettiink elo,
az elofeszités mértéke minden kisérlethez

g0 = 0.66 volt. A szamitdsokban az

elofeszités utdni anyagi paramétereket
hasznaltuk. Ezen  paramétereket
harom, eltér6 eszkozoket felhasznalo

kisérletsorozatban hatéroztuk meg (Sipos
& Fehér, 2016).

tablazatban foglaltam Gssze.

Az eredményeket a 2.1.

Az elvégzett kisérletek igazoltak a rancos
mintazat eltiinését a mdsodik bifurkacios
pontban és a trividlis, sik alak 1jbdli sta-
bilizaciéjat. Az ortotrép modell és a
kisérleti eredmények egyezése meggy6z6 (Si-
pos & Fehér, 2016). Emlitettem, hogy az

elofeszités alatt az anyagtulajdonsdgok je-
lent6sen mddosulnak. A kovetkezd rész az
eléfeszités soran bekovetkezd karosodést is

tartalmazdé modellt mutat be.

El6feszités elott  Elofeszités utan

Eo 4845 N/mm?  15.36 N/mm?
Ego  37.75 N/mm? 27.69 N/mm?
E4s 4423 N/mm?  28.66 N/mm?
G 17.41 N/mm?  14.55 N/mm?
r 0.78 1.80
q 0.36 0.94
v 0.3 0.3

Az elofeszités elott és
Ki-
emelend6 az ortotrépia mértékének je-

2.1. tablazat.
utan mért anyagi paraméterek.

lentdsen valtozasa.
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2.3 A MULLINS-HATAS A RANCOSODASI FELADATBAN

elsé megterhelés

ciklikus terhelés

2.6. dbra. A huzott, vékony film rugalmatlan viselkedése: az elsé megnyujtas
sordn az L = 50mm hosszu és W = 35mm széles (5 = 0.71) film rancmentes (bal

oldali képsorozat), de a leterhelés (és az ezt kévetd ciklikus terhelés) folyamén a

rancok megjelennek, illetve eltiinnek a megnyjtés mértékének fiiggvényében (jobb

oldali képsorozat). A kisérletben megfigyelt marad6 nytilds mintegy ¢ =

0.08.

Vegyiik észre, hogy a marad6 nytlds értékénél (azaz az elsé megterhelés utani
teljes tehermentesitésnél) a feliilet réncos (jobb felsé kép).

Az

rancosodasat egy tisztan rugalmas modellel

el6z6 részben a vékony filmek
magyaraztam. Az ott ismertetett kisérletek
mellett (Zhu et al., 2018) is felveti azt a
kérdést, hogy milyen mdédon lehet a teljes,
az elofeszitést is tartalmazé folyamatot mo-
dellezni.

A jelenség teljes vizsgalata végett
ujabb kisérletsorozatot hajtottunk végre
elegendéen vékony, poliuretan filmeken,

el6feszités nélkul. A mintadarab elso

megnyuijtasat ebben a részben elsé meg-

terhelésnek nevezem. Az elsd§ tehermen-

tesités és a tovabbi terhelési és tehermen-
tesitési lépéseket egyiittesen ciklikus ter-
helésnek hivom. A modell kiterjesztése mel-
lett munkankat a kovetkezo, a kisérletekben
megfigyelt viselkedés motivalta: bizonyos ol-
dalaranyu téglalapok esetében az els6 meg-
terhelés alatt nem észleltiink rancosodast,
azonban a ciklikus terhelésben (beleértve
az elsd tehermentesitést) minden esetben
rancosodott a felillet (2.6. abra). Ossz-
hangban az el6z6 fejezet megéllitasaival, a
ciklikus terhelés alatt rugalmas viselkedést
Ez,

tapasztaltunk. a rancosodasi visel-
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kedéstdl fliggetleniil, az elasztomerekre jel-
lemz6 Mullins-hatds (Dorfman & Ogden,
2004; Ogden & Roxburgh, 1999) jelenlétére

utal.

A megfigyelés heurisztikus médon ma-
gyarazhato a kovetkezével: a tisztan rugal-
mas modellben a 8 — ¢ sikon a stabilitasi
hatér egy zéart gorbe (lasd az el6z8 rész
2.4. abrajat). A 2.7. dbra szerint alkalma-
san valasztott, rogzitett oldalarany esetén
a megnyujtast jelképezé megfelel6 egyenes
ezt a gorbét a kisérlet folyamén két ponton
metszi: a kisebb makroszkopikus nytlashoz
tartoz6 pont a rancok megjelenésének, a
A zart

gorbét nem metsz6 oldalardnyok esetében

masik az eltiinésének felel meg.

nem tapasztalunk rancosodast. Vegytink egy
olyan, (3 aranyu téglalapot, ami a stabi-
litasi hatart jelenté gorbén kiviil, de ah-
ek-

kor az els6 megnyuijtas soran végig a tri-

hoz kozel esé evoliciot valdsit meg:

vialis, rancmentes allapotot latjuk. Tegyiik
fel, hogy az els6 megnyujtas soran kelet-
kez6, marado alakvdltozds miatt a téglalap
Ekkor a leterhelés

folyaman rancosodast tapasztalunk. Ha a

oldalaranya [s-re né.

tovabbi ciklikusokban az anyagi paraméterek
érdemben mar nem valtoznak, akkor a
rancok menetrendszeriien jelennek meg és

tinnek el a kisérlet folyaman.

Az iménti értelmezés természetesen le-
egyszerisité. Nem veszi figyelembe a ki-
alakuld ortotrépiat (azaz a stabilitdsi hatér
mar targyalt athelyez6dését), és figyelmen
kiviil hagyja, hogy az anyag maradd nyulasa

belsé kéarosodasra utal. A kisérletekben

az is szembeotld, hogy a tehermentesités
soran a marado nyulas szintjén, koriilbeliil
e =0.08 értéknél, a feliilet rancos, ahogy
azt a 2.6. abra jobb felsé fényképe mutatja.
Célunk egy olyan, pszeudoelasztikus (pseu-
doelastic) modell bevezetése, amely a ma-
rad6é nyulds mellett a kisérletekben megfi-
gyelt rancosodasi jelenséget is helyesen irja
le. Ide tartozik, hogy egyes oldalaranyok
esetén elvarjuk, hogy a rancosodas csak a
ciklikus terhelés idején jelentkezzen, azonban

az elso terhelés rancmentes legyen.
A

' s

2.7. dbra. Két, kiilonboz6 oldalaranyu
film terhelése és a rugalmas alapon
szamitott stabilitdsi hatar viszonya a
A ; oldalaranyu film
nem rancosodik, By oldalarany esetén a

£ — e sikon.

rancok mindkét terhelési iranyban meg-
jelennek, illetve elttinnek a fehér ka-
rikakkal jelezett pontokban.

2.3.1. A modellrol

a 2.2
hasznalom, és bevezetem a sikbeli alak-

u:Q— R x {0}, azaz

T

u = [u(x,y),v(x,y),0]". Tovébba, legyen

R? := R? x {0} C R3. A terhelés és a h vas-

Tovéabbra is rész  jeloléseit

valtozasi mezot:
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tagsagu, téglalap alaku film peremfeltételei
megegyeznek a 2.2. részben irtakkal. A W ru-
galmas energiastiriiség a W,, membran és a
U, hajlitasi energiastiriiségek osszegeként all
eld, a (2.64) egyenletnek megfelelé médon. A
U, energiastirtiséget a C jobboldali Cauchy-
Green alakvaltozasi tenzor fliggvényében
fogom megadni. (Nem Osszetévesztendd a
2.2. 1ész (2.70) Osszefiiggésével adott rugal-
mas merevségi tenzoraval.) Ismert, hogy az

F deformacios gradiens tenzor ismeretében
C = FTF. Esetiinkben

F=1I+Vu+g;® Vw, (2.83)
ahol T € L(R*R?) izomorf R? iden-
titasaval és gz a film referencia sikjara
merdleges bazisvektor. Tehat F € L(R?, R?)
és C € L(R?).

A 22

modulus csokkenése mind a hossz-, mind

rész szerint az E rugalmassagi
a keresztiranyban jelentés, a csokkenés
mértéke nem meglepé médon a terheléssel
parhuzamos g; irdnyban nagyobb. Ennek
megfeleléen egy darab, anizotrép modon
haté allapotvaltozé bevezetését célozzuk
meg. Ezen éllapotvaltozd, vagy més néven
kdarosodasi mezo hatésa az g; irdnyban je-
lentdsebb.
kalmas lesz a kisérletekben megfigyelt ma-
A Mullins-
hatéds klasszikus modelljét (Dorfman & Og-
den, 2004; Ogden & Roxburgh, 1999) alapul

véve, az energiastiriiséget a

U(C,k,n) =V,,(C,n) + ¥(k) + o(n),

Ez a megkozelités egyben al-

radd alakvaltozas leirdsara is.

(2.84)
alakban vesszem fel, ahol n a 0<n <1
egyenlotlenséget kielégité, mar emlitett

allapotvéltozd és ® az un.  disszipacios
fiigguény. A modellben n = 1 felel meg
a karosodasmentes allapotnak. Szemben

a 2.2.
strtiség felirasanal a klasszikus Mooney-
En-

nek oka, hogy a 2.2. részben az elofeszités

résszel, itt a membran energia-
Rivlin anyagmodellbdl indulunk ki.

mérésével és illesztésével nem foglalkoztunk,
ugyanakkor a teljes modellnek ezt a fazist is
magaban kell foglalnia. El6zetes kisérleteink
alapjan a (Li & Healey, 2016) publikédciéban
szamitott, kiilonbozo hiperelasztikus anyag-
modellek koziil a Mooney-Rivlin allt legkoze-
lebb a mért adatokhoz. Ennek megfelel6en
a membran részhez tartozo rugalmas energi-

aslriség

Ui (C,n) i=hay [((1+d)n = d) (Coy — 1)] +

1
-1 —1
hOél |:77(C22 )+ det C } +
TrC
hOéQ?] {m + det C — 3:| s
(2.85)

ahol a és s rogzitett anyagi paraméterek és
d > 0 egy rogzitett skalar a karosodéds ani-
zotrépidjanak kontrolldldsara (itt d = 0 fe-
lel meg az izotrop kérosodasnak). Teljes
mértékben karosodott anyagi pontban n =
d/(1+d). Tekintve, hogy a megnyujtés az g;
irdnnyal parhuzamos, a (2.85) kifejezésben a
Ci1 és Cyy tenzorkomponensek a g és g
irdnyokban értelmezett nytjtasok (stretch)
fliggvényei. A fejezet végén megmutatom,
hogy az ismertetett modell a Dorfman és Og-
den altal leirt, dltalanos modellosztaly (Dorf-

man & Ogden, 2004) egy specialis esete.
Erdemes kiemelni, hogy a (2.85) kifejezés
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n = 1 valasztdsa mellett nem mas, mint
a Mooney-Rivlin rugalmassagu test appro-
ximaciéja vékony lemezekre.  Ekkor egy
vékony, harom dimenzids testet feltételezve,
az Osszenyomhatatlansagot kihasznalva a
vastagsagiranyu nyulds a sikbeli fonyulasok
szorzatanak reciprokaként adédik (Treloar,
1948; Miiller & Strehlow, 2004). Tovabba
vegylik észre, hogy a (2.85) energiasiiriiségre
teljesiil, hogy W¥,, — oo amint det C — 0.
Osszességében megallapithaté, hogy (2.85)

egy fizikai elvarasokat kielégité anyagmodell.
Kovetve (Li & Healey, 2016) érvelését,

a (k) egy-
szertsitve, az izotrép modellnek megfeleléen,

hajlitasi energiastirtiséget
a (2.57) kifejezéssel vesszem szamitasba.
A membran rész Osszenyomhatatlansagi
feltételezésével osszhangban a hajlitasi tag-
ban a rugalmassagi modulus F = 6(a; + as)
és v = 0.5. Kiemelendd, hogy sem az or-
totropia, sem a Mullins-hatas modelliinkben
A teljes

alakvaltozasi mezd kisérleti illesztése a mo-

nem érinti a hajlitasi viselkedést.

dell ilyen irdnyu finomitasat vonhatja maga
utan. W, egyszertiségével arra mutatunk ra,
hogy a kisérletekben megfigyelt jelenségeket
a film membréan viselkedése hatarozza meg,
ezért a modell lényegi eleme a (2.85) kife-
jezés.

Sziikséges még a (2.84) kifejezés utolso,
A ®(n)
disszipécids fiiggvényt implicit médon,

UV, =V,,+®,=0

alakban veszem fel.

disszipaciés tagjanak megadasa.

(2.86)
Tovabba felételezem,
hogy az els6 leterhelés kezdetekor n = 1.
Szitkséges még a ®(1) =0 és a P,,(n) <0
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feltételek teljesitése (Dorfman & Ogden,
2004). Legyenek ¢; > 0 és ¢y > 0 rogzitett
anyagi paraméterek. Az allapotvaltozot
hatarozza meg a kovetkezd, az emlitett

feltételeket kielégito kifejezés:

n:=1—c; tanh (co(Whax — W3)) . (2.87)
A (2.86) osszefiiggés nyomén
Wii=—=®,=V,,,, (2.88)
Winax 1= =@l = Yinalee,,., -

(2.89)

[tt emax jeloli a terhelési torténet soran al-
kalmazott maximalis fajlagos megnyulast. A
fenti formaban megadott karosodési mezore
teljesiil, hogy az els6 megterhelés folyaman
1 = 1, hiszen ekkor W; = Wi Kiils6 teher

hianyaban a potencialis energia:

L(u,n) = /Q\II(C,K,n) dQ) =

/prm(c,n) dQ+/Q\I/b(K) A0+

/Q (1) AL

Jelolje N a (maésodik Piola-Kirchhoff)
sikbeli fesziiltséget:

N(C) = 20, c.

(2.90)

(2.91)

A potencidlis energia els6 variacidja az
u elmozdulasmezd szerint az Euler-Lagrange

egyenletek gyenge alakjat adja:
/ (14 Va)N(C)-VedQ =0,  (2.92)
Q

/ {(a1 + )W (AwAL + V2w - V) +
Q

3(N(C)Vw) - V(}dQ =0, (2.93)
u = (0, w) minden (&, () tesztfiiggvényére.
A (2.86) egyenlet garantélja, hogy az L(u,n)

energia 7 mez0 szerinti varidcidja azonosan



zérus. Az n karosodasi mezd fejlédését a

(2.87)-(2.89) Osszefiiggések hatdrozzdk meg.

A karosoddsi modellrdl

(Dorfman & Ogden, 2004) egy &ltaldnos
modellosztalyt mutat be pszeudoelaszti-
kus, Osszenyomhatatlan anyagok leirasara,
amelyek anyagtorvénye felpuhulé és a
kisérletekben maradé nytlassal rendelkez-
Az emlitett publikdciéban a (41).

egyenlet a U energiastiriséget adja meg. Ez,

nek.

a jelen iras jeloléseivel,
W (A1, Agy 1y m2) = mWo(Ar, M)+
(1 =m2)N(A1, A2) + @)(7717 n2),
ahol \Ij()()\l, )\2) az

hiperelasztikus,

(2.94)

alaku, 0sszenyom-
hatatlan,

anyag rugalmas energiastirisége,

kétdimenzids
A1, Ao
a fonyuldasok, az N fiiggvény a marado
nytlds szémbavételére szolgal és ®(n1,1,)
a disszipaciés fiiggvény. Rogzitem, hogy
az 11 és ny allapotvaltozok értéke a leter-
helés megkezdése el6tt egységnyi, és ekkor
WA, Ag, 1,1) = Wy( A, Ag) teljesiil, tovabba
d(1,1) =
helés alatt karosodds még nem kovetke-
zik be.

7o mezok csokkenése mutatja a leterhelés

0 kifejezve, hogy az elsé ter-
A novekvo karosodast az n; és
folyaman. A bemutatott karosodasi mo-
dell (2.85) ezen modellosztélyba tartozik.
Ennek igazoldsdhoz el6szor csokkentem a

disszipaciés mezok a szamat a kovetkezo

modon:

2 := (1+0)m —o, (2.95)
ahol o egy rogzitett paraméter. Ekkor n; =
1 & ny = 1 teljesiil. Tovabba, Cf(m,m) a

(1) alakra egyszertisodik. Tartozzon ¥, az
izotrép, Osszenyomhatatlan Mooney-Rivlin
anyaghoz, a modell allandé paraméterei oy
és ag. Végil, N legyen az 0Osszenyom-

hatatlan, modositott Mooney-Rivlin anyag

Qq, g, U1, V9, v3 paraméterekkel. Képlet
formajaban:
Uy : = TrC —
0 (03] |: I + det C 3:| +
TrC
det C — 2.
aQ[detC+e 3], (2.96)
N .= (0751 [01(011 — 1) + ’UQ(CQQ — 1)—|—
L 1)+
3\ detC
TrC
det C — 3| . 2.
QaUg [detC +de 3} (2.97)
Legyen vy = 1, v3 # 1 és v3 = (1 + 0)7! és
1 + d— Vo — d’UQ
D= 2.
‘ Vg + dUQ —1 ’ ( 98)
dvy(1 —n)
= - —>" 2.99
m n vy — 1 ( )

ahol d és n rendre a (2.85) Osszefiiggésben
anizotropia  paraméter  és
fgy (2.95) a kovetkezd

megjeleno
karosodési mezo.
alakra hozhato:

1—
Vg — 1

(2.100)

Ittn=1em=16n=1n=1
teljestil. ny, na, Vg és N kifejezéseit behelyet-
tesitése a (2.94) sszefiiggésbe adja a (2.85)
membran energiat és a ®(n) disszipacios

fiiggvényt a (2.84) Osszefiiggésben.

2.3.2. A modell és a kisérleti

eredmények Osszevetése

Hasonldan a 2.2. részhez, a rugalmatlan

rancosodasi problémaban is két 0 < g1 < &9
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eldgazasi pontot varunk: az elsé a rancok
megjelenését, a masodik azok eltiinését jelzi.
A 32pum vastag poliuretdn mintadarabokon

két kisérleti sorozatot hajtottunk végre:

(i) Elmozdulas-vezérlet huzds az anyag
makroszkopikus fesziiltség-nyulas di-

agramjanak meghatdrozasdhoz.

Kiilonbozé  oldalaranyti  mintadara-
bok ciklikus terhelése,

eltiinéshez

ahol az e,
tartoz6 teherparaméter

mértéket vizualisan hatéroztuk meg.

A maximalis makroszkopikus nytlas minden

mintadarab esetében e, = 0.66 volt.

Tekintve, hogy a probléma alapvetéen
egytengelyl, az ay,aq,c; és co anyagi pa-
raméterek a huzasi kisérletek eredményeibol

a g1
béazisvektor iranyd, A := 1 + ¢ makroszko-

meghatarozhatdak. Bevezetem
pikus nyujtast (stretch) és a C alakvéltozasi
tenzor kovetkezd approximacidjat a feltlet

minden pontjaban:

2 2
AL 0P A 0 (2.101)
0 A2 0 A

Ezen egyszertsités lehetové teszi, hogy a

g1
(er6 egységnyi referencia feliileten) becsiiljiik

(2.85) alapjén:
To(N) =200 (d 4+ n — dn) An + 200+
—a(1+n)A+ —2asn

C:=

iranyu, Ty jeli mérnoki fesziltséget

5 (2.102)
aq (%) C1 Cy
2.00 | 0.45 | 0.12 | 0.80

2.2. tablazat. A kisérleti eredményekre
illesztett modell paraméterek.

0.5 7
0.45 4
W szamitasi eredmény
0.4
O kisérleti eredmény
0.35 4
0.3
€ 0.25
0.2
0.15
0.1 1
0.05 I
O T T T T 1
0.7 0.9 11 1.3 1.5
2.8. ébra. A stabilitdsi hatéar az

els6 megterhelés folyaman: a kisérleti

eredmények atlaga és szorasa, tovabba

az illesztett paraméterekkel szamitott

gorbe (sotétsziirke poligon)

Az elsé megterhelés idején n = 1, ezért
c1 és co paraméterek ekkor inaktivak. Az
els6 megterhelés makroszkopikus fesziiltség-
nyulas eredményeit tehat az a; és as pa-
raméterek illesztésére hasznaltam fel. ¢
és co meghatirozasdhoz a ciklikus ter-
helés adatait hasznaltam. A modell és a
mérések kozotti legkisebb négyzetes hibat a
2.2. tablazatban szereplé értékeknél kaptam.
Az aq és oy allanddkra kapott értékek Ossz-
hangban vannak poliuretdn filmek irodalmi
értékeivel (Spathis, 1991; Destrade et al.,
2017). A kapott paraméterértékek esetén a
modell a kisérletekkel egyez6, 8% nagysagu
marado nyulast josol. A modell karosodasi
mezoje a feliilet nagy részén koriilbeliil n =
0.88 értéket vesz fel.

zotropiajat jellemzé d paramétert a e9 bi-

A karosodds ani-

furkaciés pontok mért helye alapjan d = 1.25

értéken rogzitettem.

33



0.5 7

0.45

A szamitasi eredmény
0.4

A kisérleti eredmény
0.35

A —
0.3 1 %‘ ) i
€ 0.25 |
0.2 4 }
0.15 o == o
L I A IS marad nyulas _ _
0.05 +
0 T T T T 1
0.7 09 ﬂ 1.1 1.3 1.5
2.9. 4dbra. A stabilitdsi hatar a cik-

likus terhelés folyamén: a kisérleti
eredmények atlaga és szordsa, tovabba
az illesztett paraméterekkel szamitott
gorbe (vildgossziirke poligon)

A fentiek

paraméterét meghataroztuk.

alapjan a modell min-
den anyagi
Ezek felhasznalasaval a végeselem alapt
a FEniCS 1.6.0 C++ (Logg.

et al., 2012) konyvtérakat haszndlva, az

megoldo,

egyensulyi egyenletek gyenge alakjanak
diszkretizaldsaval végeztiik el a numerikus
szamitasokat (Fehér et al., 2018). A stabi-
litasi hatart a trivialis, sikbeli megoldéshoz
szamitott diszkrét J Jacobi matrix Ay, leg-
kisebb sajatértékének segitségével kerestiik:
amennyiben J pozitiv-definit, a sikbeli meg-
oldas stabil. Ez alapjan, rogzitett 5 mellett a
rancok eltiinésének € = €, helyét a legkisebb
sajatérték zérus volta alapjan hataroztuk

meg.

A numerikusan szdmitott és a mért kriti-
kus e, értékeket mutatjak a 2.8. és 2.9 abrak

az els6 megterheléshez és a ciklikus ter-

heléshez. A 2.10.

bilitds hatar latszik, mind az els6, mind a

abran a szamitott sta-

tovabbi megterhelésekhez. Ez utobbi dbran
jeloltem, hogy a kisérleti megfigyeléssel 6ssz-
hangban, a W = 35 mm széles film terhelési
utja csak a ciklikus terheléshez tartozo sta-

bilitasi hatart metszi.

0.5 W szamitas (elsé)

0.45 4

35 mm

O kisérleti (els6)

04 A szamitasi (cikl.)

\\%
>

0.35 A A A kisérleti (cikl.)
0.3
0.25
0.2
0.15

0.1 maradé nyulas

0.05

2.10. abra. A szamitott stabilitasi
hatdr az elsé megterhelés (sotétsziirke)
és a ciklikus terhelés (vildgossziirke) fo-
lyaman. A stabilitdsi hatar az anyagi
paraméterek elsé terhelés soran bekovet-
kez6 megvaltozasa miatt jelentosen ki-

terjed.

Két bifurkaciés diagramon is abrazoljuk
eredményeinket. A 2.11. abraa W = 25 mm
széles (B = 1.00) film, a 2.12. 4bra a
W = 0.71) film vi-

selkedését abrazolja, bemutatva a szamitott

35 mm széles (8 =
rancos alakokat is. Megallapithato, hogy
az 1j modell a 2.6. abran megorokitett
jelenséget adja vissza, a maradd nyulas
mértékénél mindkét esetben rancos a feliilet
(a modell a leterhelés folyaman a ma-
radé fesziiltségig hasznalhatd, megereszke-

dett feliilet vizsgdlatdra nem alkalmas). Az
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is megallapithato, hogy g = 0.71 esetében
az elsO terhelés soran végig rancmenetes a
feliilet, és a rancok a leterhelés folyaman je-

lentkeznek elGszor.

0.08

elsé megterhelés

0.07 Et‘; —_— mmm ciklikus terhelés
2
o

006 2
s
g

0.05 —

S0.04- —

0.03

0.02

0.01

0 T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
2.11. dbra. A réncok |wpax| abszolit

amplitidé maximuma a € makroszkopi-
kus nyulas figgvényében 8 = 1.00 ol-
dalaranyu mintadarab esetében.
Végezetill megmutatom, hogy a java-
solt modell a 2.2.3. részben mér targyalt
jelenséget, nevezetesen az ortotrop visel-
Ahogy

is az ortotropia

kedés megjelenését is tartalmazza.
korabban,

mértékét jellemz6 paraméter a (2.68) egyen-

r tovabbra
let szerint. Az elvégzett kisérletekben,
maximalis ep.c = 0.66 makroszkopikus
nytlas mellett az ortotrépia mértéke elérte
a r = 1.80 értéket (2.1. tdblazat). Ki-
emelendo, hogy r meghatarozasahoz a min-
tadarabokat teljes tehermentesités utan ve-
tettiikk alda g, avagy g» irdnyd klasszikus
huzokisérletnek. Az r paraméter értékét az
érinté rugalmassagi modulusok segitségével
szamitottuk. (Tovdbba néhany mintadara-
bot 45°-0s irdnyban is kiértékeltiink a nyirasi
modulus meghatérozasahoz (Sipos & Fehér,
2016).)

0.08 4

els6é megterhelés

0.07
m ciklikus terhelés

0.06 —

0.05

0.04 —

Ei 2 =
2
0.03 =
3]
£
0.02 gi
0.01
0 T T T T T T 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7
2.12. dbra. A rancok |wpa.x| abszolit

amplitidé maximuma a & makroszkopi-

kus nyulas fliggvényében § = 0.71 ol-

dalaranyt mintadarab esetében.

A numerikus modellben a g; és g
iranyu mérnoki fesziiltség derivaltjaként, az-
az a By =Tp », és Egg = Ty », Osszefliggések
segitségével becstiltem a rugalmasségi modu-
lusok értékét és ebbdl r ~ EgE, L adta az
ortotrépia paraméter becslését. A szamitas
részleteit (Fehér et al., 2018) cikk foglal-
Az 14j modellben r = 1.40 érték

adddik az ortotréopia mértékére, ami elfogad-

ja 0ssze.

hato egyezést mutat r» mért értékével.

A geometriai és anyagai nemlinearitdst
tartalmazé modell tehat a disszipacié helyes

figyelembevételével magyarazza

(i) az egyes kisérletekben az els6 ter-
heléskor megfigyelt rancmentes, majd
a ciklikus terhelés sordn latott rancos

viselkedést,

a maradé nyuldsnal megfigyelheto

rancos alakokat,

az elsé megterhelés soran kialakul6 or-

totropiat.

35



2.4 FALAZOTT IVEK ALAKJA

Ez a rész falazott ivek alakjaval, az
épitéelemek geometriai elrendezését meg-
add sztereotomia és az ivhez rendel-
heté6 nyomdsvonal kapcsolataval foglalko-
zik. Az tekint-

ve hogy épitoelemek kozotti kapcsola-

anyagi nemlinearitds,
tot huzoszilardsdg nélkiili anyagmodellel
kozelitem, az adott teher alatt allékony iv le-
hetséges alakjat jelentésen befolydsolja. Az
épitoelemeket merevnek tekintem és a kap-
csolat anyagjellemzoit a J. Heyman A&ltal
javasolt feltételekkel kozelitem (Heyman,
1969). Ezek szerint

(i) a kapcsolatban a nyomdszilardsag

tetszolegesen nagynak tekintheto,
(ii) a huzészilardsag zérus,
(iii) az elemek kozott nem 1ép fel elesiszés

(elegendd surlédési ellenéllés).

Az (i)-(iii) feltételek teljesiilése esetén az
iv tonkremenetele mechanizmusként kovet-
kezik be.

hatasdra a kapcsolatban miikodo kiilpon-

Amennyiben a kiilsé terhek

tos nyomoderé a keresztmetszet szélére

csukld  keletkezik.

és kinematikai megfontolasokbol kovetkezik,

keriil, Elemi statikai
hogy a szerkezet tonkremenetelhez tartézo
adott
csukloszam felett a szerkezet mechanizmussa
alakul. A klasszikus, a terhek hatasat

a szerkezetben a nyomaésvonallal jellemzo

csukldinak szama felilrol korlédtos,

(és az esetek tilnyomé t6bbségében ra-

didlis sztereotémiat feltételezd) geometri-

al megkozelités segitségével az adott te-
herelrendezésre kialakulé csuklok szama és
helye vizsgalhaté (Cocchetti et al., 2012;
Alexakis & Makris, 2013). Tovabba
J. Heyman mddszert adott az 1iv biz-

tonsaganak nyomasvonal szerinti, geometriai

meghatarozasara.
<>
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2.13. ébra. pw = 1 tapadasi

surlédasi egyiitthaté mellett minimalis

vastagsagi, onsulyaval terhelt félkoriv

és sztereotomidja (Gaspar et al., 2021).

Pirossal a nyoméasvonal.

A (Géspar et 2018) cikkben
ramutattunk arra, hogy az onsulyaval ter-
helt,
onsulyra még éppen allékony iv minimalis
Meg-

vastagsag

al.,

falazott 1v biztonsaga, illetve az
vastagsaga fligg a sztereotomiatol.
mutattuk, hogy a minimalis
szamitasa egy optimalizalasi problémara ve-
zet, feltétel nélkiili esetben létezik olyan
sztereotémia, amelyre az iv minimalis vas-

tagsaga zérus. Mérnoki megfontolasok
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alapjan (pl.: a kapcsolatos metsz6désének
kizdrdsa az iven beliil) a probléma feltételes
optimalizdlast feladatként is megfogalmaz-
hato.

tagsag véges.

Ebben az esetben a minimalis vas-
A feltételek halmaza kiter-
jeszthet6 véges surlddéds esetére (Géspar
et al., 2021), ekkor plauzibilis sirlédasi
egyitthaté esetén a (kozel) radidlis szte-
reotémiaval rendelkezé iv marad &llékony

(2.13. ébra).

Ebben a részben néhany allitast gytijtok
Ossze a falazott ivek nyomasvonalaval, illet-
ve az ivben kialakulé csuklék szamaval kap-
csolatban. A kovetkezdkben a sztereotémia
szerepének vizsgdlatat a 2.1. részben mar
hasznalt, geometriailag egzakt riudelmélet
egyensulyi egyenleteit altaldnositva hajtom
végre. Szemben a klasszikus, nagy elmoz-
duldsokra épitett rudelmélettel, ahol egy
gorbén, a rud tengelyén értelmezziik a kiilso
hatasokat, és a belsé eroket, a klasszikus
nyomasvonal elmélet 1ényegében két gorbe,
a rud tengelye és a nyomdsvonal egyideji
szamitasa. A moddszer a nyomaéasvonal és az
iv hatdrainak (extrados és intardos) hely-
zete alapjan von le kovetkeztetéseket az iv
allékonysagara vonatkozoan. A nyomasvonal
a szerkezethez rendelheté nyomatékmentes
gorbe, a bels6é erok vektoranak szete-
rotomia &altal meghatarozott sikokkal vett
doféspontjainak halmaza. Fontos aldahizni,
hogy amig a rudelméletben egy referencia
allapothoz képesti deformacidkat szamitjuk,
addig jelen feladatban a referencia-vonal he-
lye rogzitett, a kiilonbozo terhek hatasara

a nyomasvonal helyzete valtozik. Kieme-

lend6 még, hogy az épitdelemekbdl készitett
ivben a kapcsolatok elhelyezkedése diszkrét
kiosztasu, azonban a modell ezt nem veszi fi-
gyelembe, az iv mentén végig megkoveteljiik
a nyomasvonal elhelyezkedését a szerkezet
kontirjan beliil (folytonosan valtozé iranyu

repedések elkent repedésképe).

bys)

2.14. dbra. Az alkalmazott jelolések. Az
r vezérgorbével adott iv P pontjaban
Az f gorbe

nyomdasvonal a q megoszl6 teher alatt.

a sztereotomia iranya j.

Jelolje r a referencia gorbét leird vek-
tormezot. A referenciagérbét az s ivhossz
szerint parametrizalom, altaldnos térgorbét
feltételezve r :
legaldbb C?

nyomdsvonalra f -

R — R3, vizsgdlatunkban
Az f

R — R3, miniméalisan

folytonossaggal.

C? fiiggvény, azonban nem természetes pa-
raméterezésli, hiszen paraméterezésnek eb-
ben az esetben is az r gorbe s ivhosszat
hasznalom. A modellben a sztereotémia nem
mas, mint a két gorbe bijektiv megfeleltetése.

Vezessiik be a sztereotomiat jellemzo

j(s) ==1(s) —r(s) (2.103)
vektormez6t (2.14. dbra) és a
: J
|13l

egységvektort! A referencia-vonal és a
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nyomasvonal d(s) tdvolsdgfiggvényét a

j(s) =d(s)jo(s) (2.105)
A definicié kovet-
> 0. Ezt a

tavolsdgfiigguényi

Osszefliggés definidlja.
hogy d(s)
megkozelitést

kezménye,
pozitiv

leirasnak nevezem a tovabbiakban.

radialis sztereotémia rs-jo=0

(vagy: jo = )
fligglleges sztereotémia jorg1=0
kotélgorbe nyomasvonal fsxp=0
nyirasmentes nyomasvonal jorp=0
lancgorbe f=r

ésrysxp=20

2.3. tablazat. Nevezetes elrendezések.
A lancgorbe alaku tarté nyomdsvonal

alakyd tartoként is ismert

A kovetkezd levezetésekben tobb s
talalhatd, amikor a sztereotémiat jellemzo jgo
vektor irdanyvéltakozdsat (az f és r gorbék
egymast kéveté metszéspontjai kézott) nem
hanem d(s)
Ekkor a sztereotéomia

az jo iradnyaval, el6jelével
érdemes kezelni.
iranyat a kovetkezo szabaly szerint veszem

figyelembe:

. +jo ha jo-m>0

Jo = )
—jo ha jo-n<0

és természetesen ezen elGjelszabdly mi-

att  d(s)
tovabbiakban tetszdleges tdavolsagfigguényi

(2.106)

elojele tetszoleges lehet és a
leirdsként hivatkozom ra. Jelolje a refe-
rencia vonalon értelmezett megoszlo terhet
q(s) és a nyomdsvonalon értelmezett belsé
eréket p(s)! Onsily esetén a teher iranya
fiiggbleges (—go) irdnyu.
dalomban (részletesen lasd: (Géspar et al.,
2019)) hasznélt, nevezetes elrendezést mutat
a 2.3. tablazat.

Néhany, az iro-

A geometriailag egzakt rid egyensilyi
egyenleteibél indulok ki (Antman, 2005):

(2.107)
(2.108)

ps+q:0a
ms+r,sxp+g:07

ahol q és g az r rudtengelyen miikodo
megoszld teher, és megoszlé nyomaték vek-
tormezoi, p és m pedig a belsd eré és
bels6 nyomaték vektorai. Az egyenletben
szereplo fiiggvények értelmezési tartomanya
egységesen s € [s1,S9], ahol s <
és s az ivhosszparaméter.

52
Az v egyen-
leteinek felirasakor kihasznalom hogy az f
nyoméasvonal nyomatékmentes, tovabba fel-
teszem, hogy az q megoszlo teherrel ter-
helt r referencia vonalon nem miikodik
sem megoszlé nyomatéki teher (beleértve
a csavaréonyomatékot), sem koncentralt erd,
vagy nyomaték. Ekkor, kihasznalva hogy
m=jxp é g=0 az egyensilyi egyenlet-
rendszer a kovetkezo alak:

(2.109)
(2.110)

Ps +q= 07
(r,s +j,s) X p+.] X P,s = 0.

Ezen egyenletek j = 0 esetében visszaadjik
egy olyan, klasszikus térbeli riud egyenlete-
it, amelynek a tengelyében a nyomaték a
nullvektor (q teher alatti nyomésvonal alaki
tartd). Vegyiik észre, hogy a (2.110) egyenlet

fsxp+jxps=0, (2.111)

azaz egy olyan, f vezérgorbéji, nyo-

matékmentes rid nyomatéki egyenlete, ame-
—jxq
miikodik.
Altalanos esetben tehat térgorbe referencia

lyen q megoszlé teher és j X p s =
megoszlé nyomatéki teher is
vonalhoz keressiik az f =r +j térgorbével
jellemzett nyomésvonalat. Mechanikai meg-
fontolds miatt elvarjuk tovabba, hogy az
p xj#0 feltétel is teljesiiljon (a szer-
kezet metszetein keletkezzen normélerd).
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A feltételek akkor
beszélhetiink nyomésvonalrél, ha a p belso

teljesiilése  esetén
er6 a j x fy és a j vektorok altal kifeszitett
sikra meroleges komponense nyomas, és
ez a komponens a szerkezet belsejében
dofi az emlitett sikot.
egyenletrendszer &ltalanos,

[lyen moédon az
térbeli alakok
vizsgalatara hasznalhatd, azonban a falazott
ivek esetében jellemzoéen sikbeli megoldéasait
keresstik.

2.4.1. Sikbeli ivek

Az egyensulyi egyenletek sikban

Az egyenstlyi egyenleteket sikban kétféle
modon is megadhatjuk. Feltessziik, hogy
Az

hogy minden a vektort

az 1v az [ry| sikban helyezkedik el.
egyik lehetdség,
a = a;g1 + asg> alakban vesziink fel, ahol
g, és go az x ¢és y iranyu bazisvektorok
(2.14. 4dbra). Ekkor a (2.109) egyenlet els6
két komponensét kiirva és a (2.110) egyenle-
tet a z irdnyu gs bazisvektorral skalarisan
szorozva ¢s a skaldris harom-szorzatra vo-
natkozo oOsszefiiggést alkalmazva kapjuk a
sikbeli iv egyenleteit

PLs=—q, (2.112)
P2s = —q2, (2.113)
(rs +Js) - (P281 — P182)+
j - (po.s81 — p1,s82) = 0. (2.114)
Megadhatok a  sikbeli  egyenletek
az r gorbéhez csatolt t érinté és

(ahol a
természetes paraméterezés miatt r g =t).
Ekkor a
a=a,n+ a;t alakban bontom fel, és ki-

n normalvektorok terében is
terheket és a sztereotdémidt

hasznalom a Frenet-Serret formuldkat az
egyenletek felirdsakor. (A 2.14. dbra irdnyait

hasznalva ebben a fejezetben n, = st és

t s = —kn teljesiil, ahol x a referenciavonal

gorbiilete a vizsgalt pontban). A szamolds
eredménye:

Pns = kPt = —Gn,  (2.115)

DPts + KPn = —q, (2.116)

Pn + (jtpn - jnpt),s =0. (2'117)

Az 1 hatdrainak leirdsa

Jelolje n az r referencia vonal P pont-
béli simulékorének kozéppontjabdl a P pont-
ba mutaté egységvektort! Legyen

& :=sign(n - jo). (2.118)

A 2v vastagsagu iv b, extradosdt és b; intra-
dosdt a kovetkezo egyenletekkel definidlom:

(2.119)
(2.120)

ahol w(s)
fliggvény. A tovabbi levezetést egyszerisiti,

> 0 rogzitett, pozitiv értéki

ha az extrados és az intrados helyett az iv
nyoméasvonal iranyi h hatarologorbéjét is
bevezetem:

h : =r+ vjo. (2.121)

Ez a nyomasvonal szomszédos zéruspontjai
szerint, valtakozva halad az extradoson és az
intradoson, jo = 0 esetén pedig a referencia-
vonalra esik.

2.1. Definicié. A v(s) =
fliggvénnyel jellemezheto ivet sztereotomia

v konstans

iranyban dllando vastagsdgu ivnek nevezem.

2.4. Lemma. A 2v, sztereotomia irdnyban
allando wastagsdgu iwben a sztereotomia
onatmetszés nélkiili, ha v||jos|| < 1 teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen ds rogzitett,
skalar.

kicsiny
Tegyiik fel, hogy az iven az s és
s + ds pontokhoz tartozd sztereotéomia vo-
nalak az intradoson metszik egymast. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy ¢ = 1. Ekkor

r(s) 4+ vjo(s) = r(s + ds) + vjo(s + ds).
(2.122)

A ds =
linedris tagokat megtartva és a lehetséges

0 kortli sorfejtést elvégezve, a

egyszerisitéseket elvégezve kapjuk, hogy
UjO,S(S) = _t7
tet Onmagaval skaldarisan szorozva és ki-

-r, = amely egyenle-
hasznalva a természetes paraméterezésbol
addodé |[t]] = 1 Osszefliggést kapjuk, hogy
hatdrhelyzetben v||jos|| = 1. Ebbél elemi
geometriai megfontolasbol kovetkezik a lem-
ma allitdsa. Az extrados irdanyaba torténo

onatmetszés analog érveléssel lathaté be. [

A (Géspar et al., 2018) cikk egyik,
feltétele emlitett
onatmetszés kizarasa. Ez egyfajta gyenge
reqularitdsi feltétel (mild regualrity conditi-

mérnoki az  1mént

on) a sztereotémia fiiggvényre.

A szerkezet csukloi

2.2. Definicié. Az iv f nyoméasvonalanak b,
és b; gorbékkel kozos, végponttol kiilonbozo
érintési pontjait belso csuklonak nevezzem.

2.5.
allando  wvastagsagu szerkezetben kialakulo

Lemma. Sztereotomia  irdnyaban
belsd csuklo sziikséges feltétele, hogy (a szte-
reotdmia iranydtol figgetlenil) ds = 0 tel-

jestljon.

Bizonyitds. A definicié szerinti csuklé helyén
teljestil a d = v Gsszefliggés. A nyomasvonal

tehat a
hatarvonalon 1év6 csuklé esetében hy xf, = 0
Osszefiiggés all fent. Az (2.121) és (2.103)
osszefiiggések alapjan:

nem léphet ki a szerkezetbodl,

(r,s + Uj(),s) X (r,s + d,st + djO,s) 07

(2.123)
ami egyszeriisitések utdn (és d = v miatt)

d s(rs X jo+vjos X jo) =0 (2.124)

alakd. A 2.4. Lemmabdl kovetkezik, hogy a
zardjelben 1év6 keresztszorzatok 0sszege nem
lehet zérus vektor. Tehat sziikséges hogy

d s = 0 teljestiljon a belsé csuklokban. O]

2.6. Kovetkezmény. A tétel dltalanosithato
valtozo wastagsagu ivekre. Amennyiben az
extrados és az intrados a v(s) fliggvénynek
megfeleld vastagsdgot koveti, akkor a belso

csuklo szikséges feltétele d s = v 5.

Az (2.109)-(2.110) egyenstilyi egyenle-
tek Osszesen négy vektormezot tartalmaz-
nak, azt varjuk, hogy két mez6 isme-
retében a maradék kettd mez6 szamithato.
Jellemz6 alkalmazas az ismert referencia
gorbéjli, sztereotomidju és terhelési iv
esetében a nyomasvonal meghatarozasa, ez
sikbeli feladatndl d(s) szamitasat jelenti. A
(Géaspar et al., 2018; Gaspar et al., 2021)
cikkekben részletesen foglalkoztunk az iv
sziikséges minimdlis vastagsagdval, illetve a
szterotémia szerint a minimélis vastagsag
alsé korlatjaval. A minimalis vastagsag
az adott referencia-vonal és terhelés mellett
azon vastagsag, amely mellet a nyomasvonal
(megfelel tamaszreakcidk valasztésa esetén)
nem lép ki az v hatdrain (mint a 2.13. dbran
bemutatott példa). Ramutattunk arra, hogy
a minimalis vastagsagot a szteretotomia

érdemben befolyésolja.
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Ebbe a korbe tartozik az a kérdés, hogy
adott terhelés és iv esetén hany csukld ala-
kul ki egy, statikailag tulhatarozotta valo
A bevezetett jelolésekkel a kérdés
a d(s) figgvény extradoson és intrado-

ivben.

son talalhaté kritikus pontjainak szaméra
iranyul, a 2.5. Lemma szerint a maximalis
csukldszam feliilr6l becsiilhet6 d(s) kritikus
pontjainak szaméval.

Az emlitett probléma inverz kérdése,
hogy rogzitett C' > 1, v vastagsag és ¢
teher esetén létezik-e olyan iv, amelyben
A (Géspéar
et al., 2022) publikdciéban egy, a reguldris

pontosan C' csukl6 alakul ki?

perturbacion alapulé megoldast adtam az

C csuklét tartalmazo, fiiggéleges szte-

reotomiaju, sikbeli iv megkonstrualasara.
Megmutattam, hogy tetszdélegesen vékony
iv készithet6 olyan mddon, hogy az onsuly
alatt kialakulé csuklok szama tetszolegesen
nagy.
az eredmény a fenti egyensulyi egyenletbol

Elegend6 regularitast feltételezve

kovetkezik. Rogzitsiik az iv S ivhosszat, le-
gyen s € [0,5].
az q teher konstans erejéig meghatarozza.

Az p belsder6 fliggvényt

Az el6irt nyoméasvonal szabadon felvehetd,
konkrétan j :j = dyi(s)g1 + da2(s)g2 is adott.
Tetszoleges tavolsagfliggvényti leirast alkal-
mazok, azaz d;(s) és da(s) el6jele tetszdleges.
(Fontos, hogyj az {v geometriajatol figget-
Példaul ebben

a vizsgalatban radialis sztereotémiat nem

len sztereotomia legyen.

frhatunk el8. Az eldirt j sztereotémindnak
az emlitett mérnoki feltételeket érdemes ki-
elégitenie, de ezek az alabbi tételnek nem
sziikséges feltételei, és jelen megkozelitésben
csak posteriori ellenérizhetoek.)

2.7. Tétel. terhelt
rogzitett, legaldbb Cl' regularitdsi j szte-

Onsulydval ivre,

reotomia fligguény mellett létezik olyan r re-
ferencia vonal, amelyre az r + j fligguény a
szerkezet nyomdsvonala.

Bizonyitds. Az iv fajlagos sulyat jelolje ¢! A
fligglleges onsuly q = —qgs alaki. Ekkor
a bels6 er6 a (2.112)-(2.113) vetiileti egyen-
letek alapjan p=—Hg; + (F +¢s)g2. A
sztereotémia j = d(s)g, + da(s)gs alakban
adott.
hogy a (2.114) nyomén a kévetkezd egyen-

A tétel allitasa egyenértékii azzal,

letrendszernek létezik r megoldasa:

(r +5> ((F+qs)g1 + Hegy) +qj-g1 =0,
(2.125)

||I"S|| =1,
(2.126)

ahol a masodik Osszefliggés r természetes
paraméterezettségének kovetkezménye. Te-
kintve, hogy az [g1, g»] referencia rendszer-
ben dolgozunk, r = rg;+r.g- alakban bont-
hato komponensekre. A masodik egyenletbdl
ras = (1 —13,)1/2 Igy a kivetkezd egyenlet
vezetheto le:

(Tl,s + dLS) (F + qs) + qdi+

HyJ1—(r1,)2+ Hdy, = 0. (2.127)

Ez az egyenlet 7, kifejezésben masodfokd,
tetsz6leges F, H konstansok, d(s) és da(s)
fiiggvények és ri(0) = 7o kezdeti feltétel
mellett kezdeti érték feladatként megold-
haté. O

2.1. Megjegyzés. Mivel d;(s) és da(s) fel-
vehet6 olyan médon, hogy a [0, S] interval-
lumon ||j|| < v és az egyenléség pontosan C
helyen teljesiil, ezért a tételbdl kovetkezik,
hogy tetszoleges C' csuklbészamhoz létezik iv.
Kovetkezik tovabbd, hogy az r referencia vo-
nali szerkezet vastagsdga tetszolegesen Kki-
csiny lehet, hiszen a rogzitett v nagysaga
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nem befolyasolja a fenti érvelést. Elemi sta-
tikai megfontolas kovetkeztében a tonkreme-
netel sziikséges feltétele C' > 3 valasztasa.

2.8. Kovetkezmény. Az onsulydval terhelt
nyomdsvonal alaki, dllando keresztmetszeti
i alakjdt természetes paraméterezés mellett
a

H
ry==x—1In (qs ++/ H? +q282> + (1,
q

(2.128)

(2.129)

9 =

/H2? 1+ 0252
GRS
q

fuggvények adjik meg, ahol Cy és Cy rogzitett
konstansok.

Bizonyitds. A lancgorbét dy = dy = 0 jel-
lemzi, tiszta Onsuly teher esetén F' = 0. A
(2.127) egyenlet ekkor

r1sqs+ Hy/1—(r15)?=0

alakra egyszerlisodik. Ennek megoldésa és ry

(2.130)

szamitasa az egységnyi norma alapjan adja a
keresett fliggvényeket. A C) és Cy konstan-
sok példaul az s = 0 pont térbeli helyzete

alapjan vehetoek fel. n

2.4.2. Koriv és csicsiv

A 2.15. abra jeloléseit hasznalom. Eb-
ben a részben igazolom, hogy szimmetrikus,
alland6 keresztmetszetii, onsilyaval terhelt
csucsivben Osszesen maximum hét csuklo ke-
letkezhet. Ez a tény numerikus vizsgalatok
alapjan ismert (Nikoli¢, 2017), azonban leg-
jobb tudasunk szerint a (Gaspar et al., 2022)
Az

itt kozolt bizonyitds az emlitett bizonyitas

publikacié az els6, ami ezt bizonyitja.

altalanositéasa. Tegyiik fel, hogy

(i) a szerkezet és a megtamasztési viszo-
nyok szimmetrikusak,

(ii) a koriv felét vizsgdljuk, az s = 0 pont
nyilasszoge ay,

(ili) a tdmasz nyildsszoge as,
(iv) a koriv sugara R = 1.

A

abra.

2.15.
hasznélt jelolések

A koriv  vizsgalatahoz

2.9. Lemma. Onsilydval terhelt, félkoriv
belsd erd figguényének p = p,n + pit alaki
felbontds esetén érvényes komponensei:

pn =(F + qs) cos(ag + s)—

H sin(ag + s), (2.131)
pe =— (F 4 gs)sin(ag + s)—
H cos(ag + s). (2.132)

A p, figguénynek pozitiv q €s agy, tovabbd
nemnegativ H és F paraméterek esetén leg-
feljebb egy darab maximumpontja van az s €
[0,7/2 — o] intervallumon.

teherfiiggvény a  lokalis
rendszerben: q=—qcos(ap+s)n +
gsin(ap +s)t. A (2.115)-(2.116) vetiileti
egyenletekbol a keresett fiiggvények kovet-
keznek, az integralasi allandék F és H. A

Bizonyitds. A
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p, fliggvény derivaltja a kovetkezd alakra
egyszerisitheto:

Pns = (2133)
cos(ag + s)(q — (F + gs) tan(ag + s) — H),

amely kifejezés a s — ¢s és a s — tan(ag+s)
fiiggvények szigori monotonitasa miatt ma-
ximum egy s = § helyen lehet zérus. Tekint-
ve, hogy lim_,(z/2—ag) Pns = —(F +q(7/2 —
ap)), kovetkezik, hogy a kritikus pont csak
maximum lehet. O

2.2. Megjegyzés. Szimmetrikus, onsulyaval
terhelt, oldalanként b bels6 csukloval rendel-
kez6 {v maximaélis csukloszama C' = 2b + 3.
Ennek oka,

ben és a tdmaszokndl a nyomasvonal nem

hogy a szimmetriatengely-

érinté helyzetben is képezhet csuklét (lasd:
2.13. ébra).

A

extrados f’ intrados

2.16. abra. A 2.10. Tétel (i), (ii) és (iii)
részbizonyitdasaiban azonositott csuklo-
helyek.

2.10. Tétel. Koriv magasabbik végpontjin
dthalado,  fiiggoleges
tukrozéssel nyert csucsivben onsuly teher

tengelyre  torténo
hatdsdra maximum C = 7 csuklo keletkezhet,
azaz a nyomdsvonalnak maximum ennyi he-
lyen van kozos pontja az v hatdrdval, feltéve
hogy a sztereotomia

(i) figgdleges, az v a sztereotémia

wranydban dllando vastagsdgu,

(ii) figgdleges, az ‘v normdlis irdnyban
allando vastagsagi,

(iii) radidlis, dllandd vastagsdgi v.

Bizonyitds. A 2.6. Kovetkezmény szerint
bels6 csuklé helyén a nyomasvonal elsé rend-
ben az extrados, vagy az intrados gorbéjével
kell, hogy megegyezzen. Ezért elegendd an-
nak a kérdésnek a vizsgélata, hogy a (2.115)-
(2.116) vetiileti egyenletek teljesiilése és
rogzitett extrados és intrados esetén hany
megoldédsa van a (2.117) nyomatéki egyen-
letnek. A (2.117) egyenletben a zardjeles ki-
fejezés, azaz j.p; — Jjipn Nem mas, mint a
skalar m(s) nyomaték fiiggvény (a kordbban
bevezetetett m(s) nyomatékvektor hossza a
forgatds irdanyéanak megfelelé elGjellel). Az
allitast a tétel részeire kiilon-kiilon ldtom be:
(i) Figgdleges sztereotomia, jo = 82
wranydban dllando v vastagsdggal: Ek-
kor, felhasznalva, hogy a p belséer6
fiiggvény vizszintes komponense —H
minden szeleten, kovetkezik, hogy a
belsé nyomaték m(s) = —Hv az ext-
radoson és m(s) = Hv az intradoson.
Tehat a (2.117) nyomatéki egyenlet:

pn £ (Hv)s = p, = 0. (2.134)

Tehat csak p, zérushelyeinél alakul-
hat ki Tekintve, hogy a
2.9. Lemma szerint a p, fiiggvénynek

csuklé.

egy szélsOértéke van az értelmezési
tartoméanyan, kovetkezik, hogy maxi-
mum két zérushelye lehet (2.16. abra).
Tehat b < 2, és igy a 2.2. Megjegyzés
szerint a csuklok szama ebben az eset-
ben maximum C' = 7.
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(ii) Figgdleges sztereotdmia, n irdnydban

dllando v vastagsdggal: A sztereotomia
irdinyaban az iv vastagsaga valtozik,
a v(s) flggvény az iv szimmetria-
tengelyétol a tamaszok iranyaban
monoton né.  Ekkor a belsé nyo-
maték fiiggvény az extrados esetében
m(s) = —Hwv(s) és az intradoson
m(s) = Hu(s) alakd, a

pnt(v(s)H)s=p, £ Hvus=0
(2.135)

egyenletek zérushelyeit keresem. A
v(s) fiiggvény monotonitdsdbdl és a
2.9. Lemmabdl kovetkezik, hogy mind
az extrados, mind az intradoson ma-
ximum 2-2 belsé csuklo alakulhat ki.
A (2.117) nyomatéki egyenletet az f
nyomasvonalra felirva, derivalas utan
az iv minden pontjaban érvényes,

Pos + Hd gy =0 (2.136)

Ez tehat az
érintési pontokban is teljesiil. Azonban

osszefliggés adddik.

az extradoson 1évé érintési pontban a
d(s) fuggvénnyek maximuma, az int-
radoson 1évé érintési pontban minimu-
ma van. Tehdt az etradoson d .5 < 0,
az intradoson d, > 0. A (2.136)
osszefiiggésbol kovetkezik, hogy maxi-
mum csak akkor lehet, ha p, s > 0,
minimum csak akkor, ha p,, < 0
(2.16. abra).

Azt taldltam, hogy a p,, fiiggvény tulaj-
donsagai miatt a szimmetriatengelyhez
kozelebb az extradoson, attol tavolabb
az intradoson alakulhat ki csuklé. Az-
az ebben az esetben is b < 2. A
2.2. Megjegyzés szerint a maximalis
csukloszam C' = 7.

44

(iii) Radidlis sztereotomia: A belsé nyo-

maték m(s) = pi(s)v az extradoson és
m(s) = —pi(s)v az intradoson, ahol
v > 0 az iv normalis irdnyu, allando
vastagsaga. fgy a

Dn F (th>,s = Dn F UPts = 0 (2137)

egyenletek zérushelyeinek szama a
kérdés. Felhasznalva a (2.116) vetiileti
egyenletet (k =1 és ¢ = gsin(ag + s)
helyettesitéssel) dtrendezés utan kap-
juk, hogy

pn gsin(ag +s) = 0. (2.138)

v
Ez utébbi egyenleteknek, tekintve
hogy s € [0,7/2 — ap] maximum
két-két zérushelye lehet a 2.9. Lem-
ma miatt (2.16. abra). Ezek a po-
tencialis csuklok helyén a nyomatéki
egyenlet teljesiil, azonban kérdés, hogy
haladhat-e itt a nyoméasvonal. A nyo-
matéki egyenlet a nyomasvonal minden
pontjara teljesiil, igy derivalds utén:

pn,S - (ptd),ss = 0 (2139>

Mivel a nyomaéasvonal érinto helyzet-
ben van a hatarvonalon (d = +v és
d s = 0), a kovetkezo egyenletre jutunk

Prs — (Vprss + dsspy) = 0. (2.140)

A (2.116) vetiileti egyenletet derivalva
DPt,ss = —Pn,s — Qn,s, igy

(1 +v)pps — vgsin(ag + s)—
dysp, = 0. (2.141)

Az iven p;, < 0 minden pontban,
tovabba 14+ v > 0 is teljestil. Az ext-
radoson a d(s) fliggvénynek maximu-
ma van, azaz d g < 0, igy az egyen-
let mésodik és harmadik tagja ne-
gativ, csak akkor lehet megoldasa, ha



Dns > 0. Az intradoson v < 0 és
dss >0, tehat a megoldas szilikséges
feltétele p, s < 0. A p, fiiggvény tulaj-
donsagai miatt a szimmetriatengelyhez
kozelebb az extradoson, attol tavolabb
az intradoson alakulhat ki csukld. Az-
az b < 2 és a 2.2. Megjegyzés szerint a

maximalis csukloszam: C' = 7.

[]

2.3. Megjegyzés. A tétel bizonyitasa nem-
negativ F' és o paramétereket tételezett fel.
F =0 és oy = 0 paramétereket feltételezve
(félkor  fv,
(2.131) egyenlettel adott p, fiiggvény egyik
zérushelye az s = 0 helyre esik. Ekkor, 0ssz-

koncentrélt teher nélkiil) a

hangban (Gaspar et al., 2022) eredményével,
az oOnsulyaval terhelt félkoriv alakd boltiv
maximalis csukloszama C' = 5.

2.5 KITEKINTES

A fejezet tanulmanyai ramutattak ar-
ra, hogy az alak meghatarozasanal kiemel-
ten fontos a megolddsok stabilitdsdnak preciz
vizsgdalata. Egy korabbi publikdcidban
(Healey & Sipos, 2013) az alakemlékezd
fémotvozetek mikroszerkezetének egy egy-
szert modellje kapcsan mutattam ra arra,
hogy a nemlinedris egyensilyi egyenletrend-
szer linearizdlasaval nyert merevségi matrix
akar jelentés numerikus hibakat is tartal-
mazhat. A probléma gyoOkerét egy egyszerti,
egydimenziés példan mutatom be.

Tegyiik fel, hogy az elegendGen si-
ma f(x) fiiggvény mésodik derivéltjit sze-
retnénk numerikusan szamitani a rogzitett
2 = (0,1), tartoményon, ahol a peremeken
f(0) = f(1) =0. A tartomédnyt egyenlete-

sen, N darab belsé ponttal diszkretizaljuk,

igy a rdesdllandé h = 1/(N+1). Legyen az i.
racspont jele z;. A véges differencia modszer
masodrend(i, centréalis sémajat hasznalva az
elso és a masodik derivalt az i. rdcspontban
a kovetkezo képletekkel becsiilheto:

fz=:fi(z:)+O (h2) =
f(wiga) = f (i)

o +0(h?), (2.142)
fae =1 f2 () + O (R?) =
f(@iv1) — th(;’z) + f (zi1) +0 (),
(2.143)

ahol i = 1,....N. Az (2.142) Osszefiiggés
f(@)

rivaltjanak becsléséhez, nevezetesen

N (@ir1) — fi (zim1)

szintén haszndalhatd mésodik de-

f,zm = (fyl“)@ ~ oh =
f (@iv2) — f (22) f (@) — [ (zi2)
2h 2h
2h B
S @ive) = 2f (i) + f (wi-2) o
- (2h)2 7& f2 ( z) :
(2.144)
A (2.144) szerinti modszer pontossiga

nyilvanvaléan O (4h?), azaz ebben az eset-

ben a becslés olyan, mintha minden
racspontban a masodik derivaltat egy, fe-
lel olyan stirtiségli (tehat kétszer akkora
racsalland6ji) racson szamitandnk. A me-
chanikai alkalmazasokban a (2.142)-(2.143)
osszefiiggéseknek matrix alakban adott,
linedris egyenletrendszerek felelnek meg, a
vonatkoz6 matrixokat jelolje A, és B,! Ek-

kor az (2.144) utolso6 egyenlétlensége alapjan

AA, £B,. (2.145)

Tehat az taldljuk, hogy a A, A, kevésbé pon-

tos megoldds, mint B,. Ez a megfigyelés
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ovatossagra int a numerikusan szamitott Ja-
cobi matrix sajatértékeivel szamitott stabi-
litdsi eredményekkel kapcsolatban. A pu-
ha robotkar 2.2. Tételben megfogalmazott
stabilitasi eredménye, nevezetesen, hogy a
mésodik varidciot a (2.45) analitikus alakban
tudtam szamitani, elkeriili az emlitett nume-
rikus bizonytalansagot, azonban kivételnek
tekinthet6 abban az hogy

hasonl6, analitikus vizsgalatra Osszetet-

értelemben,

tebb mechanikai rendszerek esetében ritkan
addédik méd. Eredményeink a puha robotka-
rok tervezésénél (Raeisinezhad et al., 2021)

3.55

2.17. 4bra.

4.26
35 35
4.97
3L 5.69 3
5.68
630 2,5 2,5
—7.09
—7.09 2 2 r
—780 15 L5
—8.48
—8.51 1+ 1
—0.22
0,5 — 998 0,5
—9.03
0 : : . 0

A viszkézus surlodas hatdsa a sikban novekvo, rugalmas rud alakjara

a gyakorlatban is felhasznalhatéak.

filmek
vizsgélatat Fehér Eszterrel kozosen végezem.

A vékony rancosodasanak
Az ortotropia bevezetése a véges nyulasu
modell tobb irdanyu tovabbfejlesztéséhez ve-
zetett, vizsgaltdk a peremek hatéséat (Hu-
ang et al., 2020), a végeselemes forma-
lizmus nehézségeit meghaladé numerikus
eljarast adtak a tetszOlegesen vékony film
szamitasara (Fu et al., 2019), szalerésitési
filmekre frtak le modellt (Taylor et al., 2019)
és gorbiilt, vékony filmek rancosodasanak
vizsgalatét végezték el (Wang et al., 2022).

plexilap sik

1 cm-es halo

rugalmas PVC csé

rogzitécsavar

befogas

(b) (c)
— kisérleti alak

4 S P
4.298 ~ = = = szamitott alak

_____

(Horvath et al., 2019). Felil: a kisérleti elrendezés: a rud poziciéjdnak pontos meg-

hatarozasahoz hasznalt halos lap és a felvételek készitését lehetévé tevo plexi lap

tavolsaga rogzitett. A rugalmas (fehér) PVC csovet fokozatosan toljuk a fix (feke-
te) gyflirin keresztiil a két lap kozé. Alul: (a) kisérletekben mért és (b) numerikusan

szamitott ridalakok, fekete a végsé alak. (c) a kisérleti és szamitott végs6 alakok.
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A 23 részben példat mutattam
az energia disszipacié mellett megvaldsuld
mintazatképzodésre.  Amennyiben a fo-
lyamat a dinamikai hatdsok mell6zését le-
hetové teszi, a megoldasokat kvazi-statikus
modon, a disszipaciot is tartalmazéd ener-
gia fliggvény minimumaként szamithatjuk.
Varkonyi Péterrel eloszor Horvath Marcell
TDK dolgozatat tovabb fejlesztve, sirlodo
kozegben novekvo, sikbeli rad alakjat irtuk
le (Horvath et al., 2019). A modellben geo-
metriailag egzakt, rugalmas ridmodellt a
rad és a talaj kozotti wviszkozus surloddssal
egészitettink ki. A 2.17. abra mu-
tatja, hogy a szamitott alakok és a
TDK munkaban nyert kisérleti eredmények
egyezése meggy6z6. Az elegendben rovid rud
esetében a gorbiiletmentes, egyenes alak sta-
bil, a rid hosszat novelve az egyenes meg-
oldés elveszti stabilitasat, az abran lathato

meanderezo alak bizonyul stabilnak.

Késébb a surlodé kozegben novekvo
rad modelljét térbeli ridmodellé
altalanositottuk, és kiilonbozd, a rid kez-
deti gorbiiletét (a névekedés soran folya-
matosan moédositd) szabélyozé mechaniz-
musokkal (circumnutécié, gravitropizmus
és thigmotrpoizmus) egészitettitk ki. Az
1j modell novényi gyokerek morfoelasztikus
(morphoelastic) leirasat tette lehetévé (Sipos
& Varkonyi, 2022). A modellel szdmitott
alakok (2.18. &bra) j6 egyezést mutatnak
kiillonb6z6 hajlasszogli lejtékon novesztett

gyokerek alakjaival.
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2.18. abra.  30°-os lejté hajlasszognél
szamitott gyokér alakok axonometrikus és
feliilnézeti képei (Sipos & Varkonyi, 2022).
A szirke sik a talaj sikja, a lejté a bal
iranyban emelkedik. A kezdeti gorbiiletet
csak az un. circumnutdcio befolyasolja,
ennek erdssége az (a) esetben kicsiny, a (b)
esetben kozepes, a (c) esetben nagy.



A kisérletekben megfigyelt jelenséget,
nevezetesen, hogy kis hajlasi lejtén a
gyokér feltekeredik (feliilnézetben korhoz
kozelité alak), egy kritikus lejtészog fe-
lett azonban hullamossa valik, a szamitas
hiien reprodukdlja. Célunk a jovoben
tovabbi

kiegészitése a

a modell finomitasa, illetve

sztochasztikus gyokerek
tapanyag-felderitésének és penetraciéjanak

vizsgalatahoz.

A fejezet 2.4. részében a sztereotomia
és a falazott iv alakjanak kapcsolatat mutat-
tam be. A természetben a sztereotémidnak
a terhelés miatt kialakulé repedéskép fe-
lel meg. A repedési mintazat kialakulasa
szintén magyarazhato disszipativ tagokat is
tartalmazé potencidlis energia fiiggvénnyel.
A jovében redlis cél a rudszerti, ives és
vékony, gorbiilt héjszerkezetekben kialakuld
repedéskép evoluciéjanak elméleti és nume-

rikus elemzése.
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3. FEJEZET

GEOMETRIAI PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEKKEL
VEZERELT ALAKFEJLODESEROL

Ebben a fejezetben konvex testek (pl.: (a)
kavicsok, ooidok, stb.) egyedi alak-

fejlodését vizsgdlom, az azt kivéaltd fizi-

()

kai, kémiai folyamatok (pl.: iitkozés, nove-
kedés stb.)  bonyolult Osszefiiggései geo-
metriai szabalyként jelennek meg a mo-
dellekben. Amennyiben célunk az idében
valtozd alak tanulmanyozasa, a tapasztala-
tok szerint ezen helyettesités a fizikai fo-
lyamat lényegét ragadja meg. A tisztan
geometriai szabédlyokkal meghatarozott alak-
fejlédést  (megfelel6 regularitds mellett)
az un. geometriar parcialis  differen-

cidlegyenletekkel irhatjuk le.

Sikban értelmezett, kezdetben sima Jor-
dan gorbék evolucidjat vizsgdlom (a gorbe
zért és Ondtmetszés nélkiili). A gorbérdl
felteszem, hogy gorbiiletfiiggvénye generi-

kus, azaz minden kritikus pontja vagy ma-

ximum, vagy minimum. Ambdr a fejezet-

ben bemutatédsra keriilé eredmények koziil 3.1. dbra. (a) A T'(t) konvex Jordan gorbe
t5bb altalénosithaté konkav, illetve konvex — leképzése. (b) Az n normalis irdnyt alak-
gorbékre, az egyszeriiség kedvéért felteszem, fejlédés. (c) Sugdrirdnyi alakfejlédés

hogy a gorbe szigorian konvex.
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Az alakfejlodés a 3.1.(a) dbra szerint
a t idépontban I'(t) gorbéjéhez a t + At
idépont I'(t + At) gorbéjét rendeli hozza.
Az alakfejlodés mindaddig jol definidlt, amig
ez a hozzdrendelés (elegendéen kicsiny)
At > 0 vélasztasa mellett egyértelmi, azaz
a T'(t) minden pontjéhoz I'(t + At) ponto-
san egy pontjat tarsitja. Az evoliucié soran
1étrejovo gorbéket abrazolni konnyt, azon-
ban az evolicié ebben az altalanossaghan ri-
gordzus matematikai elmélet hianydban nem
elemezhet6. Az irodalomban kiilonb6z6
eljarasok léteznek az emlitett hozzarendelés
megadéasara, a harom, leginkabb hasznalt

megkozelités a kovetkezo:

alakfejlodés:

amennyiben I' sima gorbe, az n normél

(i) normdlis irdnyu

egységvektor minden P  pontban
a P-beli érintoegyenesre merdleges.
Megadva az n normalis iranyu v
kopasi sebességet, a P pont képe,
és fgy T(t+ At)

(3.1.(b) &bra).

meghatarozhaté

(ii) sugdriranyd alakfejlédés: a P pont
képét rogzitett, vagy idoben valtozd
a [' hatarolta

sikidom stlypontja) irdnyaban, adott

helyzeti O pont (pl:

v sebességli  mozgas Allitja  el6

(3.1.(c) dbra).

(i) rogzitett érintdiranyd alakfejlédés: szi-
gorian konvex és elegendden sima
gorbe pontjat a pont érintéje (vagy
normélisa) egyértelmiien azonositja (a
gorbéhez rendelheté Gauss-kor és a
gorbe kozotti megfeleltetés bijektiv).
Tehat az

nos érintéiranyu pontok felelnek meg

evolucid sordn az azo-

egymasnak.

Fontos kiemelni, hogy a hozzarendelés
egyértelmiisége fiigg a [' gorbe tulaj-
donsagaitol.  Példdul amig csicsos (az-
az érinté irdny tekintetében nem folytonos)
gorbék esetén a sugarirdanyud kopas jol de-
finidlt, addig ugyanezen gorbére normalis

iranyu kopas esetén ez nem teljestl.

A kovetkez6kben sikbeli

gorbiilet-vezérelt kopasi folyamatrdl latok be

eloszor  a

néhany allitast, utana megmutatom, hogy
[' gorbiiletfiggvényének kritikus pontjai-
nak szama monoton csokken. Ezutan egy
konkrét geoldgiai alkalmazast, az in. ooid
részecskék alakjat magyarazé alakfejlodési
modellt elemzek. Végil a gorbiilet-vezérelt
kopas sik és térbeli valtozatait egyarant szi-
muldld, sztochasztikus algoritmust ismerte-
tek. Az eljaras segitségével megmutatom,
hogy a gorbiilet-fiiggd kopasi sebességre az
alakfejlédés két fazisa azonosithatod, poliéder

kezdeti alak esetén.
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3.1

Ahogy a bevezetében emlitettem,

a gorbilet-vezérelt kopas egyenletének
vizsgalta Firey (Firey, 1974) munkdassagaval
kezdédott.

kopdsmodellek kozé tartozik, a (1.3) egyenle-

Az egyenlet a normalis irdnyud

tet altalanositva mostantdél gorbulet-vezérelt
kopasnak nevezem a

U2D —

f(K) (3.1)
egyenlettel leirhaté alakfejlodési modellek
csaladjat. Itt k a I' sikgorbe gorbiiletét
Az f

fuiggd kopasi torvénynek nevezzem. Néhany

jeloli. R — R fliggvényt gorbiilet-

nevezetes kopasi torvényt tiintet fel a

3.1. tablazat.

Eikonal | f(k) =1
Firey f(rk) =k
Bloore | f(k)=1+ck
f(r) = K
3.1. tablazat. Nevezetes kopasi

torvények, c és & rogzitett paraméterek.

A soron kovetkezd levezetésekben a gorbe
tobbszor

ezért ebben a részben a paramétertdl vald

parametrizélasat valtoztatom,
fiiggést explicit modon jelzem, azaz a I’
gorbe p paraméternek megfelel6 pontjaba
t id6épontban mutaté helyvektor r(p,t).
Formalisan, legyenek I, C R és I; € RTU{0}
intervallumok. Ekkor r: C?(I, x I; — R?)
differencialhato leképzés. A ' gorbe a t € I,
idopontban parametrizdalt gorbe amennyiben
minden p € I,re r, # 0 (immerzid). Ha-

sonldan, a gorbét jellemz6 mennyiségek a p

SIKGORBE GORBULET-VEZERELT KOPASAROL

paraméter és a t id6 fiiggvényei (pl.: k(p, 1)
a gorbiilet). A p = s ivhossz szerinti pa-

raméterezést természetes paraméterezésnek

hivom.
Az id6ben valtozé6 gorbe  miatt
a  paraméterezéssel  kapcsolatban  két

megkozelitéssel élhetiink:

(1) régzitett paraméterezést alakfejlédés:
A kiindulé gorbe

hasznéljuk az evolicié soran, azaz a

paraméterezését

t = 0 idopillanatban p = p paraméterii

P pont képeinek paramétere is p,

1ddfiiggd paraméterezéses alakfejlodés:
a paraméterezést a gorbe valamely
geometriai jellemz6jéhez kotjik (pl.:
ivhossz szerinti paraméterezés). Ekkor
az evolici6 soran figyelembe kell ven-
ni az alakfejlodés paraméterezésre vo-
natkozé hatdsat (pl.: a gorbe {vhossza

megvaltozik).

Jelolje t és n a Frenet-féle haromél két
egységvektorat: t az érintévektor és n a
zart gorbe belsé tartomanya felé mutato
Tovabbéa az érinté vizszintessel
legyen 7 (3.1(b) é&bra)!

Rogzitem, hogy a 7 szog az o6ramutatod

normalis.
bezart szoge
jarasaval ellentétes iranyban novekszik. A
w palyasebességet a szokasos modon defi-
= |yl

parametrizélt gorbe palyasebessége w # 0.

nialjuk: w Definicié szerint a

Ismert, hogy

-

t =2 (3.2)

w
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Vektoros forméban a (3.1) egyenlet alakja:

r; = f(k)n. (3.3)
3.1.1. Egyenletek rogzitett pa-
raméterezésnél
3.1. Lemma. A w(p,t) pdlyasebesség,

az t(p,t) és n(p,t) wvektormezdk és a

gorbe wizszintessel bezdrt ~y(p,t) szdgének
idéfejlodését  a  (3.3)

rogzitett paraméterezés esetében a kovetkezo

alakfejlodés  és

osszefuggések adjak meg:

wy = —f(Kk)wk, (3.4)

ok
t,=+ym= —i—%n, (3.5)
n; = —’}/,tt = —Mt, (36)

w

fﬁli D

= - 3.7
Vit w (3.7)
Bizonyitds. Kihaszndlom,  hogy  r(p,t)
fiiggvény elegendéen regularis (a masodik

parcidlis derivédltak folytonossiga teljesiil),
éS igy I‘,pt = r,tp'
négyzetének w? =

A palyasebesség
r, - id6 szerin-

ti els6 derivéltjabol indulok ki és azonos

T'p

atalakitasokkal, az altalanos paraméterezési
gorbére vonatkozo Frenet-Serret formuldkat
hasznalva irhato:

2Wwy =2r, - Ty (3.8)
wi =t (f(), (59)
wy =t (—f(r)wst+ f(k),n). (3.10)

Az utolsé egyenletben a skalaris szorzatok
a kivant eredményt adjak. A t érintéirdny
id6fejlodését a (3.2) kifejezés derivaldsa utéan
egyszerl atalakitasokkal kapjuk:
TpW — W;iTy
t‘,t = —2 —
w
[k pnw — f(K)rw?t + f(k)kw?t
2 )

(3.11)

w

amib6l egyszertsités utan (3.5) kovetkezik.
A normélis irdny evolicidja hasonlé médon
igazolhaté. Tekintve n és t ortogonalitasat,
a 7 szog idéfejlédését leird (3.7) egyenlet
szintén (3.5) kovetkezménye. O

Elegendéen sima gorbét feltételezve a
fenti egyenletekbdl levezethetek a gorbiilet,
a tamaszfiiggvény és a gorbe evolitajanak
idofejlodését megadé PDE-k. A kovet-

kezdkben ezeket ismertetem.

3.2. Tétel. A f(r) kopdsi torvénnyel adott,
normalis iranyu kopds alatt rogzitett pa-
raméterezés esetén a gorbulet idofejlodését a

2
= f’ﬁﬁﬁ/vp —|— f,ﬁﬁ,pp _ fﬁ/{,pwyp
w? w? w3

+ K2
(3.12)

Ii’t

egyenlet hatdrozza meg.

Bizonyitds. A t id6 szerint derivalva a
n, = —rwt formuldt, a 3.1. Lemma egyen-
leteit haszndlva és mindkét oldalt az t
érintovektorral skaldrisan szorozva a tétel
allitasa kovetkezik. O

3.1. Megjegyzés. Az (3.3) egyenlet helyett
az (3.4) és (3.12) egyenletek alkotta egyen-
letrendszer is egyértelmiien meghatarozza a
[’ gorbe idofejlodését.

A gorbiilet

alakfejlodési modell vizsgalatanak alkalmas

idofejlodése  mellett  egy

eszkoze a tdmaszfigguény evolicidja.

3.1. Definicié. A I' gorbe tdmaszfiigguényét
a p paraméterrel jellemzett pontban a
h(p,t) := —n - r Gsszefiiggés adja meg,.

A tamaszfiiggvény alkalmas a kopas alatt

onhasonlo alakzatok keresésére, hiszen az
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onhasonlé alakzatra teljesil a
h7t =ch (313)

Osszefliggés, ahol ¢ # 0 rogzitett konstans.

3.3. Tétel. A h(p,t) tamaszfiggvény
idofejlodése  normdalis  wranyd  kopds  és

rogzitett paraméterezés esetén

~ f(r). (3.14)

K
7I::Mr.t
w

Bizonyitds. A tamaszfiggvényt megadd ki-
fejezést t-szerint derivalva:

hy=-n;-r—n-r,. (3.15)
A megfelel6 derivaltakat behelyettesitve
kovetkezik a tétel allitasa. O
3.2. Definicié. Egy r(p) sikgorbe si-

muldkoreinek (gorbiileti) kozéppontjainak
mértani helyét evolitdnak nevezzik.

Ismert, K(p,t)
kriti-

kus pontjai kozott a q(p,t) evoluta pa-

hogy a I' gorbe

gorbiiletfliggvényének p  szerinti

raméterezett gorbe, definicid szerint

n(p,t). (3.16)

a(p,t) :==r(p,t) +

1
k(p, t)
3.3. Definicié. Jelolje az r gorbe nem
eltind gorbiiletti p paramétertt pontjanak
simuldkorének O kozéppontjabol a pontba
Az o(p,t) vektor
irdnyat konvex irdnynak nevezzem.

mutaté vektort o(p,t)!

3.4. Definicié. Legyen q(p, t) a p szerint pa-
rametrizalt, egyméssal nem metsz6d6 gorbék
egy olyan csaladja, ahol a gorbiilet egyik
pontban sem tiunik el. A gorbék mozgdsa
a t idopontban konvex irdnyid, amennyiben
0-q; > 0 teljestl.

3.2. Megjegyzés. Konvex Jordan gorbék
esetén a konvex irdny a kifelé mutato
irdnnyal egyezik meg.

3.4. t(p,.)
érintévektora a q(p, .) evolita normdlvektord-

Lemma. Az r(p,.) gorbe

val pdrhuzamos. Az q(p,.) evolita konvex
wrannyal ellentétes irdanyu normdlvektora a
sign(k p)t(p, .) vektor.

\

\__/

3.2. dbra. A T" gorbe és az evoluta Fre-
net vektorainak kapcsolata. (a) x, < 0
és (b) K, > 0.

Bizonyitds. A 3.16 egyenlet p szerinti de-
rivaltja a Frenet-Serret formuldk adta egy-
szerlsités utan

Kp

dp = =" 5M, (3.17)

azaz, az evolita érintéje a I' gorbe

normélvektoraval parhuzamos, iranyat s

gorbe menti véltozdsa donti el (3.2. dbra):

(i) kK < 0 esetén az n normélvektor

q érintévektora. Az érintGvektor és
a normalvektor definiciéjabol kovetke-
zik, hogy t az evoluta konvex irdnyu

normélvektora (3.2.(a) dbra).
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(ii) kp > 0, esetén az n normadlvektor
ellentettje q érintovektora, és ek-
kor —t az evoluta konvex iranyu
normalvektora (3.2.(b) dbra).

]

3.5. Tétel. Bdarmely olyan kopdsi torvény
mellett, amelyre f,.(k) > 0 teljesil, a T
gorbe q(p,t) evolitdja konvex irdnyban mo-
20q.

Bizonyitds. A gorbesereg rogzitett pa-
(3.16)
Osszefiiggés t szerinti parcidlis derivaltjat
eléallitva és felhaszndlva (3.3) és (3.5)
egyenleteket, egyszerlisités utan az evolita

raméterezését haszndlom. A

idofejlodését leird egyenlet a kovetkezd ala-
kot olti:

K
q: = ——f’n L
WK
2
f’ﬁnlizp _|__ fv’{/{7pp _ fvﬁ,ivaﬁj n (3 18)
UJQK/Z w2K/2 w?’K/Z ' :

A 3.4. Lemma szerint a fenti egyenlet-
ben a zardjeles mennyiség az evoluta érinto
irdnyu mozgasat adja meg, ez mindenképpen
az evoluta konvex irdnyaba mutato vektor
(3.2. dbra).
esetében két eset lehetséges (mivel a k, =0
esetet kizdrtam):

Az t vektort tartalmazo tag

(i) k, < O
goru pozitivitasabol kovetkezik, hogy
a (3.18) egyenlet elsd tagjanak egyiitt-
hatdja pozitiv. A 3.4. Lemma alapjan

ekkor f,., w és kK szi-

kp < 0 esetén t a q evoliuta konvex
irdnyaba mutaté normalisa.
(ii) kp > 0: az (i) rész alapjan kovetkezik,
hogy a (3.18) egyenlet els6 tagjanak
egylitthatéja negativ. A 3.4. Lemma

alapjan k, > 0 esetén —t a q evolita
konvex irdnyba mutaté normaélisa.

Tehat mindkét esetben a normadlis irdanyu

mozgaskomponens az evoliuta konvex

iranyaba torténik. O]

(a)

3.3. abra.

idofejlédése numerikus szimulacioban

Zart gorbe és evolutdjanak

két, kiilonboz6 kiinduld alakzat esetén

wr () =
(a) ellipszis (b) véletlenszert gorbe. Az
evoluci6 a kiils6 alakzatnal kezdddik.

k kopasi torvény mellett.
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A bizonyitas alapjan egy nem-konvex I’
gorbe evolutdja a konvex irannyal ellentétes
irdinyban mozog a gorbe minden konk&av
pontjaban. Az evolita idéfejlodésére mutat

(numerikusan szamitott) példat a 3.3. abra.

Ismert, hogy konvex Jordan gorbék fix
O ponttdl mért ||r||, = 0 feltétellel jellem-
zett statikus egyensuly: pontjainak szama a
kopasi folyamatban monoton médon csokken
(Domokos, 2015).

eredmény kovetkezménye, hogy ugyan az

Az evolutara kapott

evolita gyakran tobb, onatmetszéssel rendel-
kezO, csucsos, zart gorbe, az altala lefedett
teriilet a kopasi folyamatban csokken. Te-
kintve, hogy az egyensulyi pontok szaménak
feltétele, hogy

az evoluta az O ponton athaladjon az

csokkenésének  sziikséges
evolicié soran (Domokos & Langi, 2014),
az evolutara kapott eredmény alapjan az
egyensulyi pontok monoton csokkenésének

alternativ bizonyitésa szarmaztathato.

3.1.2.
iranyd paraméterezésénél

Egyenletek rogzitett érinto-

Lattuk, hogy szigorian konvex gorbék
esetén lehetséges az érinté irany szerint pa-
rametrizalni a gorbesereget. Ebben az eset-
ben a gorbiilet idofejlédése felirthato egyet-
len, nemlinearis PDE formajaban. Tovabbra
is v jeloli a gorbe pontjanak vizszintessel
bezart szogét, azonban ez most a gorbe pa-

ramétere, azaz a tovabbiakban p = .

3.6. Lemma. Az érintdirany szerint pa-
raméterezett gorbére

wk =1 (3.19)

teljesuil.

Bizonyitds. Az osszefliggés a természetes pa-
raméterezésnél érvényes, az érintéirany és a
gorbiilet kozott fennalld

Ys =K (3.20)
Osszefliggés segitségével igazolhatd. Termé-

szetes paraméterezés esetén r;-r =1 tel-
jesiil. A ldnc szabdly alkalmazéasaval irhatjuk

T\ Ys ToyYs =1 (3.21)

KT, 1, =1 (3.22)

K*w? = 1. (3.23)

w és Kk pozitivitasabdl az allitas kovetke-
zik. O

3.7. Lemma. Az f(k) normdlis irdnyi
kopdsi torvény ismeretében érintoirany sze-
rint paraméterezett gorbe iddfejlodését a

r; = f(k)n— frr,t (3.24)
egyenlet adja meg.
Bizonyitds. Felhasznalva az  érintGirany

evoliciéjat leir6 (3.7) egyenletet és a (3.20)
Osszefiiggést,
mellett a gorbe pontjanak idofejlodését

a valasztott paraméterezés

szamithatjuk:

1
ry =f(r)n—7y,—t =
K

F(mpn — L2ty

(3.25)

WK
ahol a (3.19) Osszefiiggés miatt az Allitas
kovetkezik. O

A 3.1. Megjegyzés szerint tetszoleges
paraméterezésnél a w palyasebesség és
a K gorbiilet idofejlédése csatolt egyen-
letrendszerként hatarozza meg a gorbe
id6fejlodését. A 3.6. Lemma kovetkeztében
az érintéiranyt paraméterezés esetén a
gorbiilet idofejlodése egy darab, egyvaltozos,

autoném differencidlegyenletként irhato fel.
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3.8. Lemma. A w

érintoirdnyt paraméterezésnél kielégiti a

(3.26)

padlyasebesség

w7t = _f - f»HRH?’Y _ f7'€/£’77

eqyenletet.

Bizonyitas. Hasonldéan a  rogzitett

pa-
raméterezés levezetéséhez és a 3.7. Lemma

felhasznélasaval:
wwﬂf = I'W . I'Wt (327)
we=1t-(fn— fer,t)_, (3.28)

a miuveleteket elvégezve, kihasznalva t és n
ortogonalitasat és a 3.6. Lemmat az allitas
kovetkezik. O]

3.9. Tétel. A wddfejlddése
érintoirdnyban paraméterezett gorbe esetén

gorbilet

eleget tesz a

Ii,t == ff2 (f + f,n/{ﬂ?fy + f)HK/fY'Y)
egyenletnek.

(3.29)

Bizonyitds. A (3.19) Osszefiiggés id6 szerinti
derivaltjabol, és a 3.8. Lemmabdl kovetkezik,
hogy

Wk
K’ﬂf = =
w
(—f = frnk, = frbiny )R (3.30)
O
Az (3.29) egyenlet a
K(7,0) = Ko(7) (3.31)

kezdeti

hataroz meg.

feltétellel egy Cauchy-problémat
Megmutathaté, hogy zart
gorbe esetén a f()%sin’yfﬁ_lzo és a
f027r cosyr !

vannak az

= 0 feltételek végig érvényben
evoliucio folyaman, azaz a
inditott idofejlodés
gorbéket eredményez tetszéleges késobbi
A 3.2. tablazat néhany jel-

lemz6 kopéastorvényre mutatja be a gorbiilet

zart  gorbébol zart

idopontban.

idofejlodését meghatarozé egyenletet az

szerinti paraméterezés mellett.

f(x) Kt

1 K2

K K2 (K + Foy)
1+gr | K*(1+ gk + qKyy)

3.2. tablazat. A gorbiilet iddfejlodése
néhany jellemz6 kopasi torvény esetén.

h(p,t)

idofejlodését  érint6é  irdnyd paraméterezés

Végiil, a tamaszfiiggvény

esetén a kovetkezo tétel adja meg.

3.10. Tétel. A h(p,t) tamaszfiggvény
wdofejlodése  érintd  irdnyd  paraméterezés
esetén

hy=—f(k). (3.32)

De-
finicibban szerepld kifejezését a t id6 szerint

Bizonyitds. A tamaszfiiggvény 3.1
derivalva és kihasznalva, hogy a vélasztott
paraméterezés mellet n; = 0 az allitds kovet-
kezik. O

3.1.3.
tonitasa gorbiilet-vezérelt kopasi folya-
matban

A gorbiileti maximumok mono-

Az gorbiilet-vezérelt  folyamatoknal,
mint altalaban a sima fiiggvénytér fe-
lett értelmezett PDE-k esetében, fontos

kérdés a megoldasok kritikus pontjainak
idébeni fejlédése, kiilonosen a szamossaguk
evolicidja. Korabban mér emlitettem,
hogy a gorbe egyensulyi pontjainak mono-
ton csokkenését igazolja (Domokos, 2015).
Most a kopds (3.29) egyenlettel adott mo-

delljében vizsgalom a gorbiileti szélséértékek
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szamanak valtozasat. Az el6zd részben

kozolt  bizonyitasokbdl kovetkezik, hogy
egy zart gorbe evolitajanak cstcsainak
szama  megegyezik a  gorbiiletfliggvény
szélsOértékeinek szamaval, ezért a vizsgalat

egyben ezen csucsok szamara is vonatkozik.

Jelolje N, (t) a I'(t) gorbe k(p, t) gorbiilet
fiiggvényének kritikus pontjainak szamat!
Az evolicid kezdddjon a t = 0 és fejez6djon
be t = T id6pontban! Alapvetésként idézziik

fel a négy-csucspont tételt:

3.5. Definicio.
olyan pont, ahol k, = 0 teljestl.

Egy sikgorbe csicspontja

3.11. Tétel. Egy egyszeri, zdrt, konvex

gorbének van legalabb 4 csicspontja.

A bizonyitast a tétel kozismertsége
(DeTruck et al., 2007) miatt mell6zom. A

tétel alapjan

in N,.(t) = 4. 3.33
in, (t) (3.33)

Tegyiik fel, hogy N,(0) > 4 teljesiil. Mi-
vel zart, sima, generikus gorbéket vizsgalok,
ezért N, (t) minden ¢ id6pontban a r(p,.)
fiiggvény maximumainak és minimumainak
Osszege, paros szam. A kovetkezo tétel N, (¢)
id6fejlodését rogziti.

3.12. Tétel. Bdrmely olyan, gorbilet-figgd
kopdsi torvény mellett, amelyre f.(k) >0
telyesil, a szigorian konvex I gorbe k
gorbilet fugguényének kritikus pontjainak
N(k) szama monoton mddon csikken az
evolucio folyamdn.
Bizonyitds. A gorbe érinté szerinti pa-
raméterezését hasznalom és vizsgalom a
k(7,t) gorbiilet kritikus pontjainak kelet-
kezését és eltlinését az alakfejlédés folyaman.

Tekintve, hogy egy sima fliggvényrél van
sz6, a bifurkaciéelmélet eszkozei alkalma-
sak a kritikus pontok N(t) szdménak
leirasara. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltételezem, hogy a gorbiilet (3.29)
egyenletet koveto idofejlodése soran egy ko-
dimenzios, nyereg-csomo bifurkdciok kovet-

keznek be. A kritikus
furkacidjanak helyén és idejében a gorbiilet

pontok bi-

fiiggvényre teljesiil, hogy
Koy = Ry =0,
Ky 7 0. (3.34)

A gorbiiletfiiggvény csonkolt Taylor-sora
segitségével irhato:
k(Y + Ay, t+ At) — (7, t + At) =
k(Y + Ay, t) + k(7 + Ay, t) At—
K7, 1) = Ke(7, ) At + O(At?) =
(

1
k(7. t) + “vw(% £ A+
K(7, )At + Ky (77, 1) Ay At—

K1) — o, DAL
O(max(Av?, At?)) =
1
R (1 AV + 4 (7, ) AyAt+

6

O(max(Av?, At?)), (3.35)
tehat a bifurkacidk helyén és idejében k(7, t)
diffeomorf az 3 4 ~t kifejezéssel, a kife-
jezésben az elGjelet a k4, és k- derivaltak
eléjele donti el. Amennyiben a két Kkife-
jezés azonos el6jelii, akkor At > 0 esetén
két kritikus pont Osszeolvadédsa és eltiinése
(annihildcio) kovetkezik be. Ellentétes el6jel
esetén pedig kritikus pontok keletkeznek. Az

annihilécié feltétele tehét
Kty

> 0. (3.36)

Koy
A vizsgalt problémaban a k,, kifejezés
eljele  kozvetleniil szdmithaté a (3.29)

o7



egyenletbol:

Kty =2KK (f + frbqy + fﬁ,{/’i?,y) +

+ /{2fﬁ/€7777 + “2f,H“,7+

’f2’€,v (f,fmﬁ,w + forrntiy + 2fﬂm’iﬁ’¥) )

(3.37)
amely kifejezés, kihasznalva hogy a bi-
furkacié helyén a (3.34) feltételek tel-
jesiilnek, a kovetkezo alakra egyszertisodik:

(3.38)

_ 2
Kty = K" frh oy

o8

Azt talaljuk tehat, hogy
Rty

=r’f, >0, (3.39)

Koy
ami a kopasi torvény derivaltjanak poziti-
vitasat kihasznalva igazolja a tételt. O]

3.3. Megjegyzés. A négy-csicspont tétel
miatt a N(k) = 4 érték elérését kovetden
a gorbe szélsoértékeinek szama allandé.



3.2 OO0ID RESZECSKEK ALAKFEJLODESE

3.4. abra. Ooidok természetes kornyezetiikkben. (a) A Joulters Keys (Bahama szigetek)

homokparton gytijtott ooidok. Az alakok tobbsége tengelyesen szimmetrikus forma,

ahogy ezt a kékkel megjelolt esetek mutatjak. (b) Kozelfelvétel egy 6si ooid kereszt-

metszetérol. JOl kiveheté a koncentrikusan rétegezett felépités. (c) Ooidal telitett

homokpart a Bahama szigeteken.

Bizonyos esetekben a sikbeli alakfejlodési
modell alkalmas egyes természeti formak ma-
gyarazatara, erre mutat példat ez a rész.
Az Un. ooid részecskék alakjat magyarazo,
a gorbtilet-vezérelt alakfejlédésnél Osszetet-

tebb modell elemzésével foglalkozom.

Az ooidok homokszem méretii kalcium-
karbonat részecskék. Jellemzden meleg és
sekély, part kozeli tengerekben keletkeznek,

az oldott anyag kivalasa révén, latvanyos

tengerpartokat hozva létre, példaul a Baha-
ma szigetek térségében (Rankey et al., 2006;
Rankey & Reeder, 2011). Mivel csak bi-
zonyos tengerpartokon képzodnek, ezért a
geoldgiai mult feltardasdban kiemelked6 sze-
repiik van (Beaupré et al., 2015; Edgcomb
et al., 2013). Meglep6 tulajdonsdguk, hogy
a novekedés torténetét megdrzik, hiszen a fak
évgytirtiihez hasonléan a metszetiikon meg-

figyelheté koncentrikus goérbék a részecske
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korabbi alakjanak kontdrvonalai (3.4. dbra).
Azonban szemben az évgytrikkel, ezen
rétegek pontos kialakulasa maig nyitott
kérdés (Li et al., 2014).

részecske kialakuldasanak meghatarozo fizi-

Ennek ellenére a

kai folyamatai jol ismertek kisérleti és terepi
mérések alapjan. Amennyiben a részecske
nem iitkozik mas részecskékkel, akkor a
novekedés soran gomb alakuva vélik akkor
is, ha a kezdeti alak tdvol van a gdmbtél (Li
et al., 2014). Ez a természetben példaul ak-
kor fordulhat el6, ha a részecske elegendden
kicsiny ahhoz, hogy a hullaimzas kovet-
keztében lebegjen a vizben. Az iitkozésnek
kitett ooidok ezzel szemben nem gomb-
szertiek, és gyakran jol kivehetd rétegekkel
rendelkeznek. A részecskék novekedése a
tengerviz tultelitettsége miatt kovetkezik
be, egyes elméletek szerint a fejlodésben
bioldgiai folyamatok is szerepet jatszanak

(Davies et al., 1978).

A kémiai kivalas kovetkeztében kialakulo
novekedés altal létrehozott formak (Ii & Gol-
denfeld, 2008; Meakin & Jamtveit, 2010),
hasonléan a kopas alatt keletkezo alakzatok-
kal (Bloore, 1977; Firey, 1974), j6l ismertek.
Azonban ezen folyamatok egyiittes hatasa
kevésbé kutatott. (Trower et al., 2017)
eredménye szerint az ooidok mérete a nove-
kedési és erdzids folyamatok egyensilyaként
adodik. A bemutatasra keriil6 modell ezt az
eredményt terjeszti ki a részecske alakjara,
és a dominéns fizikai folyamatok beépitésével

hatarozza meg az egyensulyi alakot.

3.5. dbra. Az ooidok alakfejlodését leird

sikbeli modell Gsszetev6i: névekedés (a),

az ltkozéses kopas (b) és a surlédas kel-

tette kopas (c).

Magas koncentraciéju oldatba részecskét
martva az &asvanyok kivalnak a részecske
felszinén. Ezt a jelenség a feliilet (kifelé
mutat6) normalisdnak iranyaba bekovetkez6
novekedést (3.5.(a) abra) eredményez (Mea-
kin & Jamtveit, 2010). Kopds hidnyaban a
novekedési folyamat gomb alakd formahoz
vezet (Li et al., 2014). A sekély ten-
gerparti kornyezetben a kopas két, jel-
lemz6 moédon valésulhat meg: a korabban
bar bemutatott, iitkozések miatt bekovet-
kez6 kopés (3.5.(b) dbra) a format gémb-
szeruvé teszi, a surlodds miatt bekovetkezo
kopds (3.5.(c) dbra) ezzel szemben elnytjtott
alakot eredményez (Domokos & Gibbons,
2012). A kopési folyamathoz sziikséges, hogy

a részecske tomege egy adott kiiszob felett
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legyen (Jerolmack & Brzinski, 2010), ezen
kiiszob felett a kopds sebessége aranyos a

részecske tomegével.

Jelenleg nem ismert, hogy a novekedés
és a kopas valtakozva, vagy egyidejiileg
A modell ez utébbit tételezi,

folytonos evoliciot ir le.

torténik.
Tekintve hogy
a novekedés és a kopas ellentétes iranyba
mozgatja a részecske felszinét, intuitivan
arra szamitunk, hogy létezhet valamiféle
egyensulyi helyzet a két iranyd mozgas
kozott.
(Trower et al., 2017), egyben ramutatott ar-

Ennek 1étét kisérletileg igazolta

ra, hogy az ooid méretét a meglepden gyors
novekedés és kopas dinamikus egyenstlya
hatarozza meg. Az, hogy ez vajon egy
dllanddsult (invaridns) alak meglétét is je-
lenti, egy Osszetett kérdés, hiszen egy
skalar mennyiség (pl.: méret, felilet, tomeg
stb.) allanddsdga mellett fluktudls formakat
széles korben tanulmanyoztak, a rugal-
mas membranoktél a pulzdld csillagokig
bezardlag (Monzel & Sengupta, 2016; Cox,
1980).

az &llandd méretbdl nem kovetkezik az

Ezen eredmények mutatjdk, hogy

allandésult alak. A bemutatasra kertil6 alak-
fejlédési modell szerint az ooidok esetében az

invarians alak léte igazolhato.

Néhéany, a modellalkotashoz hasznos, az
ooidok alakjaval kapcsolatos irodalmi megfi-

gyelés:

1. Az egy helyszinen gytijtott ooidok ma-
ximalis mérete kozel megegyezik (Tro-
wer et al., 2017), ugyanez igaz az alak-
jukra is (Rankey & Reeder, 2011).

2. Az ooidok alakja a gombszeriitol az

elnyult formékig terjed.

3. Az ooidok alakja jellemzéen a nagy-
tengely koriili forgdsszimmetriat mutat
(3.4. abra), (Heller et al., 1980).

4. Az ooidok nagytengelyre merdéleges
vetiiletei jellemzden két, egymésra

merdleges szimmetriatengellyel rendel-

keznek (3.4. dbra).

csak  szabadon

Ezen megfigyelések

formalodé részecskékre teljesiilnek, azaz
amikor sem a novekedés, sem a kopds nem
gatolt mas részecskék kozelsége miatt. Ki-
hasznalva a forgdsi szimmetriat, az alak-

fejlodést sikbeli modellel irom le.

3.2.1. Az alakfejlédési modell

A fejezet elején szerepld terminoldgia
szerint normalis iranyu modellt javasoltunk
az ooid részecskék alakfejlodésének leirasara
(Sipos et al., 2018b):

v=r;=c3(—14+ 1Ak + csAy cosv)n,
(3.40)
ahol A a I' gorbe altal korbezért (id6fiiggd)
tertilet. K és v jelolik a gorbiletet és az
Felte-

szem, hogy a I' gorbének létezik egy ma-

érintosik vizszintessel bezart szogét.

ximalis atméréje (ez az e jelii egyeneses P
és P’ pontok kozétt a 3.6. dbran.). Az
[ry] koordindta-rendszer az e egyenes fe-
lezépontjaban helyezkedik el olyan moédon,
hogy az x tengely egybeesik az e egyenes-
sel. Az e létezésére vonatkozd feltevés a

surl6das egyszeri (és egyértelmil) leirdsahoz
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szitkséges: a (3.40) egyenlet jobb oldalanak
harmadik tagjaban szerepl6 affin tag a do-
minansan e-vel parhuzamos csiiszasbol eredo
kopast irja le, az egyenletben az y a feliileti
pont és az e egyenes tavolsdga. A surldédas
lefraséra természetesen mas formalizmus is
alkalmazhatdo, lényege, hogy a testet a
stabil egyensilyi pontjainak kornyezetében
A modell a

teriilet beemelésével (az egyenlet mésodik

erosebb koptaté hatas érje.
és harmadik tagja) a térfogatcsokkenés
masodrendi approximdciéjat adja (Sipos
et al., 2018b).

3.6. dbra. Jelolések

A ¢, ¢ és c3 paraméterek idében

allando, pozitiv valés szamok, amelyek

a fizikai kornyezetnek feleltethetoek meg.
Mértékegységeik rendre hossz™!, hossz™3 és
hossz/id6 alakuak. A modellben a fizikai
folyamatok hatasa additiv, az egyes folya-
matok konnyen felismerhetoek: a zardjelben
az els6, mnegativ el6jeli tag felel meg a
novekedésnek, a masodik, gorbiilet-vezérelt
tag felel meg az titkozéses kopdsnak és a
mar emlitett affin tag irja le a surloddst.
A kopds és a surlédds a homogénnek
feltételezett részecske tomegével, azaz geo-
metriai szempontbdél a I' altal korbezart
Tekintettel a tagok

elojelére, célunk a I'* jelii kompakt, invarans

tertilettel aranyos.

alakok meghatarozasa, azaz a kovetkezo,

kozonséges, nemlinearis differencialegyenlet

megoldasainak szamitasa

—14 1Ak + Ay cosy = 0,

(3.41)
Vegyiik észre, hogy I'* nem fiigg a c3 pa-
ramétertol, hiszen ez utobbi kizarélag az idot
skalazza a modellben, és az egyensulyi alak
megfigyelésébol nem rekonstrualhatd. Mivel
co > 0 esetén a surlédasi tag merdleges af-
finitds, azt gondolhatnank, hogy az ellipszis
a modell invarians alakja. A kovetkezo tétel

ezt céfolja.

3.13. Tétel. Az (3.41) egyenlet dltal meg-
hatdrozott invaridns alakok nem ellipszisek,
kivéve a surloddsmentes (co = 0) esetet,
amikor az invaridns alak kor.

Bizonyitds. Kezdjiik a surlodasmentes eset
vizsgélataval! Ekkor a

—14+cAk=0 (3.42)
egyenletbdl kovetkezik, hogy k = const
a gorbe minden pontjaban. Tehéat c; =0

esetén kizarédlag korok lehetnek invarians
megoldasok. Az altalanos, ¢y # 0 esetet
indirekt uton latom be. Tegyiik fel, hogy
egy ellipszis a > b féltengelyekkel egyenstlyi
megoldas. Legyen 0 < ( < 7/2, a P és Q
kozotti (jelen esetben elliptikus) ivet a jol is-
mert médon paraméterezem:

z(¢) = acos(, (3.43)
y(¢) = bsin(. (3.44)
Az iv gorbiilete:
_ ey —meeyd _
K(C) = (xzc T y?<)3/2 -
ab

: 3.45
(a2 sin® ¢ + b2 cos? ()3/2 (3:45)
Tekintve, hogy az ellipszis teriilete A = abw
és cosy = cos(arctan(y¢/z¢)), a (3.41)
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egyenlet alakja

a’b*m

_.I_
(b2 cos? ¢ + a2 sin” ()3/2

b2 si
e ab” sin _o

b? 2
" C(')s2 ¢
a?sin”

—1‘|‘Cl

(3.46)

A nagytengely végén ¢ = 0, tehat
b

cL=—.
a?m

(3.47)

Hasonléan, a kistengely végén ( = 7/2
és felhasznalva az imént kapott eredményt
ci-re, ¢ szamithato:
a® — b
a*b?m

Végiil, vegylink egy harmadik, koztes
értéket a ( paraméterre.

(3.48)

Cy =

Példaul, ¢, ¢
és ( = m/4 behelyettesitését kovetben egy-
szerusités utan a

b3
1
052 rospn T

2 3 _ 13
L_‘a—b £ 0 (3.49)
2 a3\/1+0b%/a?

eredmény mutatja, hogy a kopasi sebesség

nem zérus, az ellipszis nem lehet invarians
alak. Az a = b koriili sorfejtés mutatja,
hogy csak a = b esetén teljesiilhet az azo-
nossag, ez éppen a bizonyitas elején targyalt
surlédasmentes esettel azonos. O]

A kovetkezékben el6szor igazolom, hogy
a sima, konvex gorbék korében az egyensulyi
megoldas sziikségszertien a Dy szimmetria-
csoportba tartozik. A soron kovetkezo,
3.2.2. részben felteszem, hogy a korbezart
A teriilet a-priori ismert. Ezt az ese-
tet a lokdlis egyenlet vizsgdlatanak neve-
zem, megkilonboztetve az altaldnos, nem-

lokalis esettol. Ez utdobbit a 3.2.3. részben

vizsgdlom és bizonyitom a (c1,¢2) pa-
raméterparhoz tartozé egyensulyi alak wuni-

citdsdt.

3.2.2. Az egyensilyi megoldas szim-
metriaja

Els6ként az egyensulyi megoldds szim-
metridjaval kapcsolatos vizsgalatot végezem
el. Tegyiik fel, hogy a gorbe A&ltal
korulzart teriilet mérGszamat a-priori is-
merjilk! Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil
a tovabbiakban a I' gorbe P és QQ pontok
kozotti szakaszat vizsgalom (3.7. dbra). A le-
vezetésben a gorbe tobbféle paraméterezését
is hasznalom (ivhossz szerinti természetes, az

y koordinata szerinti és a v szog szerinti pa-

raméterezések).
Q
Ve=T0/2 Yo=0
T y
P T—ﬁ

O

3.7. abra. A bizonyitds soran hasznalt
negyedgorbe

Mivel az A tertilet rogzitett, érdemes
CQA
mennyiségeket, igy (3.41) a kovetkezd alak-

bevezetni ¢, = A és ¢ =

ban {rhaté

(3.50)

€s 62

—14 ¢k + Gy cosy = 0.

pa-
raméterekhez létezik T gorbe szakasz, amely

3.14. Lemma. Rogzitelt ¢

minden belsé pontjaban kielégiti a (3.50)
egyenletet.

Bizonyitds. Tekintsilkk I' gorbe s szerin-

ti természetes paraméterezését! Ha s az
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oramutatd jarasdval megegyezd irdnyban
novekszik, akkor x4 = cosy és y, =sin~y.
Az érinté irdanyanak ivhossz szerinti de-
rivaltja a gorbiilet. A lancszabaly
segitségével

K(Y) =—7s = —VyYs =

— Yy siny = (cos7y) . (3.51)
ahol a negativ eljel arra utal, hogy ~(y)
értéke csokken a P és Q pontok kozott
(3.7. 4bra). Legyen

Co
D= . 3.52
7= g5 (3.52)

Vezessik  be a  ¢(y) := ¢ cos(y(y))
mennyiséget, helyettesitsitk a (3.51) kife-
jezést a (3.50) egyenletbe és alkalmazzuk a
(3.52) definiciét. Igy
—1 — ¢y siny + Gy cosy =
—14+¢,+2qup =0, (3.53)
ami egy elsorendi, linearis kozonséges dif-
ferencidlegyenlet.  Klasszikus eredmények
alapjan  a ¢(y) megoldds létezik és
egyértelmi, azaz k = 61’1¢,y. Legyen

u(y) := exp / 2qydy = expqy®.  (3.54)

A modellben v(0) = 7/2, kovetkezik
tehdat hogy ¢(0) = 0. Az (3.53) egyen-
let a ¢(0) = 0 kezdeti feltétellel egy jol-
definidlt Cauchy-feladat. A megoldést (3.54)
segitségével a kovetkezo alakban irhatjuk:

o(y) = Jo N _
u(y)

/0 ' exp (q(n* —y?)) dn. (3.55)

A (3.51) egyenlet felhaszndlasaval a
gorbiiletre a

1
K’(y) = é_1¢y =
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1 )
— (1 - 2qy/ exp (q(n° — %)) dn)
Cl 0
(3.56)
kifejezés adodik eredményiil.

A késobbiekhez szitkségiink lesz a k(y)
fiiggvény egyes tulajdonsdgaira. A (3.53)
egyenlet jobb oldalanak felhasznalasaval
¢(y) els6 harom derivéltja a kovetkezd:

by = —2qyd + 1, (3.57)
Dy = —2qyd,y — 29, (3.58)
Dy = —2qYPyy — 4q0y. (3.59)
k

A derivaltak felhasznalasaval k(y) kovet-
kez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. ¢(y) és ennek kovetkeztében r(y) C
fiiggvények, ami nyilvanval6 (3.55) és
(3.56) alapjan.

2. k(0) pozitiv és értéke ¢, . Ez a k(0) =
¢t ¢.,(0) alapjan kovetkezik.

3. k(y) lokélis maximummal rendelkezik
az y = 0 helyen. El6szor, k,(0) =
el 0., (0) = —2¢7'qp(0) = 0 mutatja,
hogy y = 0 a fiiggvény kritikus pont-
ja. Tovébba, k4, (0) = ¢}y, (0) =
—¢,'4q0,(0) = —4é7'q < 0, ami iga-
zolja, hogy a kritikus pont az y = 0
helyen maximum.

4. k(y) — 0 amint y — oo. A I'Hopital’s
szabaly alkalmazasaval
Yex Hd
lim yo(y) = lim y Jo explan®)dn _
y—o0 y—o0 exp(qy?)
(14 2qy*)exp(qy®) 1

v=o (20 +4¢%%) exp(qy?)  2q°
Ez, a (3.57), egyenlet, és a tény, hogy

¢1 és q rogzitett paraméterek adjék a



kivan eredményt, hiszen

lim k(y) = lim Al (—2qyop +1) = 0.
Y—00 y—00 C1
5. A k(y) gorbiiletfiiggvénynek egy, és
csakis egy zérushelye van, amit y = yq
jelol. gy értéke kizardlag a ¢ pa-
raméter nagysagatol fiigg. Definicio
szerint ¢(y) > 0 ahol ¢(0) = 0. A
fenti (4) ponthoz hasonlé érvelés ad-
ja, hogy lim, . ¢(y) = 0. ¢(y) és
q pozitivitasabol kovetkezik, hogy a
(3.58) egyenletben ¢, negativ elGjeli
barmely 0 < y < oo kritikus pont-
ban. Mivel ¢(y) sima, kévetkezik, hogy
egy, és csakis egy pont létezhet, ahol
¢y = 0.
létezik és egyértelmii.

Tehdt k(y) yo zérushelye

6. A k(y) fiiggvénynek nincs szélsGértéke
0 < y < yp tartomanyon, azaz mono-
ton ezen a szakaszon. Az igazolashoz
felhasznédljuk a fenti (2) és (5) jeld
pontokat, amelyekbol kovetkezik, hogy
k(y) > 0és ¢, > 0 barmely 0 < y <
yo. Mivel ¢(y) pozitiv, (3.58) mutat-
ja, hogy ¢,, < 0, ha 0 <y < yo. fgy
Ky = él_lgziyy szigoruan negativ, ami
kizarja a kritikus pont lehet6ségét ezen
a szakaszon.

Az egyensilyi alak I'* megrajzolasahoz
a y(y) figgvényt kell el6éllitani. Az (3.51)
egyenletbdl

Y(y) = arccos ( /0 ' k(1) dn) . (3.60)

Mivel az arccos(.) fiiggvény a [0,1] sza-
kaszon monoton csokken, a r(y) fiiggvény
alatti teriilet egyértelmiien meghatarozza
v(y) értékét. Ebbé6l  kovetkezik, hogy
(3.50) egyenstlyi megolddsa rogzitett ¢
és q (vagy ¢ és Cp) paraméterek esetén

egyértelmii és egyedi. Célom a paraméterek
azon tartoméanyanak meghatarozasa, ahol az
egyensulyi megoldas sima. Vegyiik észre,
hogy ha a k(y) figgvény alatti teriilet a
0 <y < yg szakaszon meghaladja az 1-et,
akkor a megoldas sima lesz, hiszen 1étezik és
egyértelmli § < yo érték, ahol a k(y) alat-
ti teriilet éppen 1. Ez felel meg 3.7. abran
Q-val jelolt pontnak, ahol a gorbe érintéje
vizszintes. Az talaljuk tehat, hogy a sima
megoldas feltétele:

/0 " ) dn = L) = 1.

&1

(3.61)

Vezessik be ¢ = /qn és z = \/qy
mennyiségeket! A véltozdcsere utéan (3.61)
alakja

\/\C/%/O exp(C? —2%)d¢ >1, (3.62)

vagyis a rogzitett paramétereknek ki kell

elégitenie a kovetkezo egyenl6tlenséget

Vit < ﬂmggc/ exp(¢? — 2%) = %,
=2 Jo
(3.63)
ahol a X fels6 korlat numerikusan becsiilt
értéke X = 0.765. Ha a (3.63) szerinti feltétel
teljestil, akkor (3.61) Gsszefiiggésbél kovetke-
zik ¢(y) = ¢1.
Mivel a 0 < y < ¥y tartomanyon vy és
y kozott bijektiv kapcsolat all fent, a gorbe
Ha a (3.61) feltétel
nem teljesiil, akkor az eredményiil kapott

alakja megrajzolhaté.

gorbe nem-sima (rdadédsul konkdvva is valik,
hiszen y, felett a gorbiilet negativ és r(y)
nem rendelkezik més zérushellyel). Ahogy
lattuk, x(0) kizarélag ¢é; paramétertdl fligg
és rogzitett q értékre yy is rogzitett. A (3.52)
szerinti definici6 és a megoldhatdsagi feltétel
(3.63) vezetnek oda, hogy barmely rogzitett
q paraméterhez létezik a ¢ qpir 1= 3v/2q kri-
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tikus érték. A 0 < & < ¢y ot az egyensulyi
gorbe I'* sima és egyértelmii, ezen kiviil nem
létezik sima megoldas. O]

Rogzitett ¢ paraméterértékhez beveze-

tem a kovetkezd halmazt:

Xg:{a | 0<é <érait- (3.64)

Itt x4 akkor nem nullmértéki halmaz, ha
Creit > 0. Kovetkezik, hogy ha ¢; > ¢ ot
az integrél a (3.61) bal oldaldn kisebb, mint
egy, azaz a gorbének ebben az esetben nincs
vizszintes érint6ji pontja. Mivel konvex, si-
ma megolddsokat vizsgalok, a paraméterek
ezen értékei érdektelenek. Tehdt ¢ € x4

esetén a megoldasgorbe megrajzolhato.

3.15. Lemma. A zart, ondtmetszést nem
tartalmazo T* gorbe amit a T* gorbeszaka-
szok x és y tengelyekre torténd tikrozésével
all eld, eqy C> gorbe.

Bizonyitds. A k(y) gorbiiletfiiggvény sima,
igy a I'* gorbedarab is sima a belsé pontjai-
ban. Igazolnunk kell, hogy a I'* gorbe C*° a
P P',Q és @) pontjaiban. Az altaldnossig
megszoritasa nélkiil, a simasagot a P és
() pontokban latjuk be, a szimmetria mi-
att ekkor P’ és ) pontokra is teljesiill. A
P esetében vegyiik észre, hogy (3.55) mi-
att ¢(y) = —o(—vy), azaz ¢(y) paratlan
fiiggvény. (3.57)-(3.59) Gsszefiiggések miatt
kovetkezik, hogy, ¢ y szerinti derivaltjai az
y = 0 helyen:

(i) a péaratlan rendd derivéltak értéke
véges,

(ii) a péros
értékiiek.

rendi  derivaltak zérus

Tehét ¢(y) C™ fiiggvény az y = 0 helyen,
ami igazolja, hogy a gorbe a P pontban si-
ma.

A @ pont
[ atparaméterezése, hiszen az y szerin-
I
Tekintsiik a gorbe s ivhossz

vizsgalatahoz sziikséges

ti paraméterezés végpontjaban nem
egyértelmii.
szerinti paraméterezését, ahol a () pont pa-
ramétere s = 0 és s az éramutatd jarasaval
megegyez6 modon néd. Tengelyes tiikrozéssel

y(s) = y(—s). Legyen (s) a (y) kiter-
jesztése I'* atparaméterezése utan. Igy
o(s) = d(y(s)) = (y(—s)) = ¢(—s),
(3.65)

tehat gz~5 paros fiiggvény a ) pontban. Kifejt-
ve, a Q pontban ¢(0) = ¢(7) = & teljesiil.
Alkalmazva a (3.57)-(3.59) egyenleteket és a
lanc szabalyt, azt talaljuk hogy a (5 fiiggvény
s szerinti derivaltjai az s = 0 helyen a kovet-
kez6 mintat kovetik:

(i) a paratlan rendd derivéltak értéke
zérus,

(ii) a péros rendii derivaltak értéke véges.

Hasonléan a korabbiakhoz, ¢(s) € C™ az
s = 0 helyen igazolva, hogy a gorbe a @)
pontban sima. O]

3.16. Tétel. Legyenck (3.41) paraméterei
c1 > 0 és cg > 0. Ekkor barmely sikbeli,
sima, konvexr egyensulyr I'* gorbe, ami min-
den pontjdban kielégiti a (3.41) egyenletet Do
szimmetridval rendelkezik.

Bizonyitds. Az 3.14. Lemma szerint a ¢; és
¢y (pozitiv) paraméterparhoz egy és csak-
is egy egyenstlyi ['* gorbe tartozik, amely-
nek érintGje a P pontban fiiggdleges és a
() pontban vizszintes, feltéve hogy 0 <
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¢1 < Crait- A 3.15. Lemma alapjan r*
x, majd y tengelyekre torténo tiikrozéseivel
el6allé gorbe zart, konvex és sima. Végiil,
a maximalis e atmérd létezésére vonatkozo
feltételezésiinkbol kovetkezik a I'™ gorbe uni-

citasa.

A lokélis egyenlet megoldds egyben a
(3.41) nemlokdlis egyenlet megolddsat is
megadja: rogzitsiik a ¢; és ¢ paramétereket
és ezen fejezet alapjan hatarozzuk meg
az egyensilyi I'* alakot. Ha a megoldas
létezik, akkor az altala korbezart A tertilet
megmérhets. Igy a megoldds a ¢; = é/A
és ¢y = C9/A paraméterii, nemlokélis fel-

adatot is kielégiti. Visszafele, ha ismert a
nemlokalis egyenlet egy megoldasa, abbdl
az azonos megoldasi lokalis feladat pa-
ramétereinek szamitasa nyilvanvald. Azt
talaljuk tehat, hogy a nemlokalis feladat
megoldasai is sziikségszerlien a Dy szimmet-

riacsoportba tartoznak. O

3.4. Megjegyzés. ¢; = 0 esetén ¢ = 0 és
igy k(y) =1/(¢1) = k(0), azaz az egyenstilyi
alak egy kor. Tovabba, mivel a surlédésos
tag (azaz a ¢ paramétertdl fiiggd tag) af-
fin mozgast jellemez, az altalanos feladatban
(amikor ¢, # 0) £(0) adja a gbrbe maximalis
gorbiiletét.

\

yo ooy »

3.8. dbra. Két, allanddsult gérbe-szegmens dsszehasonlitdsa: mindkettd, T'F és f‘;-

rogzitett ¢ mellett. Az (a) panel egy rogzitett yp-hoz tartozé pont parat mutat,

amelyeket a gorbe alatti teriiletek Gsszehasonlitdséra hasznélok. (b) Ty és T

gorbékhez tartozé k(y) gorbiilet fiiggvényeket mutatja.

3.2.3. A megoldasok unicitasa

Mostantél a (3.41) nemlokalis egyen-
let egyensilyi megoldasait vizsgalom. Mi-
vel fentebb igazoltam, hogy az egyensilyi
megoldas a D, szimmetria csoportba tar-
tozik, tovébbra is a ' gorberészt tekin-

tem (lasd 3.7. dbrdan). A megoldasok

unicitdsdnak vizsgalatdhoz a (é1,¢2) pa-
raméterparhoz hozzarendelem a (ci,cs) pa-
raméterpart, ha azonos egyenstlyi riudalakok
tartoznak hozzajuk a megfelel6 modellben.
Mas szavakkal, egy leképzést definidlok a
lokalis és globalis egyenletek paraméterterei

kozott. Vegyiik észre, hogy (3.52) szerinti ¢
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értéke invarians a leképzés alatt, hiszen
él AC1

_— (3.66)

62 N A_CQ Co
Ezen megfigyelést érdemes olyan médon ki-

haszndlni, hogy az alabbi levezetésben a ¢,
és cy paraméterek helyett a ¢ paramétert
tekintjitk adottnak. A (3.63) és (3.64)
osszefliggések alapjan a lokdalis modellben
kizarélag ¢, € x, esetén létezik sima meg-
oldas. ¢ rogzitett értéke mellett definidlom

az M leképzést:

— Rt
MM (3.67)

61 = Cq.
Megmutatom, hogy M injektiv és

sziirjektiv, tehat bijektiv. Ez igazolja a
nemlokalis egyenlet sima megoldasainak uni-
citdsat, hasonléan a (3.53) egyenlet meg-

oldasainak unicitdsahoz.

3.17. Lemma. Az M leképzés injektiv.

Bizonyitds. Lattuk, hogy ¢, € x, esetén

az egyensulyi megoldas sima, az altala
korbezart A tertilet pozitiv. Ekkor a
ci(¢1) = ¢ A7! szamithats. Ez azt je-

lenti, hogy M injektivitasanak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a c1(¢;) fliggvény a
X értelmezési tartomdnyén szigortian mono-
ton legyen. Ennek bizonyitdsidhoz (rogzitett
q mellett) tekintsiik a (3.53) lokélis egyenlet
két, kiilonbo6z6 megoldésat, jelolje ezeket ¢ és
j! A paramétereik kapcsolata legyen

& =1+, (3.68)
ahol (az Aaltaldnossidg megszoritasa nélkiil)

e > 0. A (3.56) egyenlet alapjan kovetke-
zik, hogy a I'f és fj alakok r(y) gorbiilet

fliggvényeire teljesiil, hogy

1. v
' : dn < 1.
Hg/f(’y) Yy /Offn n <
(3.69)

K (y) =

Vélasszunk egy-egy pontot I'F és f;
mentén olyan modon, hogy érintéiranyuk
megegyezzen (3.8. abra)! A kozos
érintiranyt jeldlje v és a (.) jel mos-

tantol arra utal, hogy ezen pontokhoz tar-
toz6 értékrdl van szé (pl. ¢ a I'F gorbe y
koordinataja ott, ahol az érinté irdnya ).
Mivel v(y) monoton I' mentén, az i és j pon-
tok helyzete jol definialt. Korabban lattuk,
hogy , k(y) és v(y) kapcsolatat (3.60) adja

meg, ez alapjan irhato, hogy

i Vo
/ k() dn = cos(v) = / k(1) dn
0 0
(3.70)
ami (3.69) miatt azt jelenti, hogy 7' < ¢’
teljesiil. x(y) tulajdonsédgai és (3.69) alapjan
kovetkezik, hogy a gorbiiletekre
R1(5) > (L+ )R (), (3.71)
hiszen §* < ¢’. Mivel minden mennyiség po-
zitiv el6jelli, kovetkezik, hogy
Vo7
(1+e)ri(57) ~ wI(T)

Tekintsitk ' érintdirdany v szerinti pa-

(3.72)

raméterezését! Alkalmazzuk az (3.51) egyen-
letre a lancszabélyt, igy a I’ gorbe alatti A
teriilet a kovetkezd médon szamithatd
_ Q 0
A :/ ycosyds :/ gcosvdv. (3.73)
P z Kk
A (3.72) egyenlétlenség alapjén (3.73)
jobb oldaldn szereplé mennyiség kisebb I'%,
mint [ esetén. Ez barmely v € (0,7/2)
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sz0g esetén fenndll, igy

1 A
1+¢
0 4 0 i _
P a— — = A"
[5(1+€>/€]c087d7>/£ MCOS’Yd’Y
(3.74)
Végezetiil, (3.68) segitségével kapjuk,
hogy
N A
— > —. (3.75)
a  qa

Mivel az egyenstlyi megoldas, a I'* gorbe
Dy szimmetriaval bir, kovetkezik, hogy A =
4A, tehat

T AT (3.76)

ami nem mas, mint a c¢;(¢;) fiiggvény szi-
Belattuk, hogy az M
leképzés injektiv, x, kilonbozd elemeihez

gord monotonitasa.
nem tartozhat azonos megoldas. Vegyik
észre, hogy barmely ¢, € x, paraméterre a
gorbe altal bezért teriilet pozitiv, azaz ¢;(¢)
egy pozitiv, szigorian monoton, folytonos

fiiggvény. O]
3.18. Lemma. Az M leképzés sziirjektiv.
Bizonyitds. A sziirjektivitds igazolasahoz

c1(¢1) hatérértékeit kell vizsgalnunk. Elészor
a ¢ — 0 irdnyt vizsgaljuk (tovdbbra is
rogzitett ¢ mellett). A korabbiak alapjan
tudjuk, hogy I' gorbiilete a P pontban ma-
U értékkel és a Q pont-
ban minimalis &(3) = ¢/ (1 — 2qyo(y)) =
erH(1 — 2qyéy) értékkel. Barmely sikgorbe

ximélis k(0) = ¢

gorbiilete a simuldkor r sugaranak reciproka.
Ennek segitségével a gorbe alatti tertiletre
r2.r < A< r?

min max

m, ahol 7y és Tmax a
gorbe mentén a simulékorok sugaranak mi-
nimumat és maximumat jelolik. Igy a kovet-

kezo egyenldtlenség fogalmazhatd meg
. . -2
C1 C1 C1
—\ T 4 - < —==
W<1—2%ﬁ> A(e)

Mivel ¥ < 1y, a 3.14. Lemma alapjan

C1._o
< =%
™

(3.77)

(rogzitett q esetén) y értéke véges. Ez azt je-
lenti, hogy a fenti egyenlotlenség-lanc bal és
jobb oldali kifejezése egyarant 4+oo-hez tart,
ha ¢; — 0. A rendor-elvet hasznélva

A~

. C1
lim = +o00. 3.78
&1—0 A(¢éq) (3.78)
Végil vizsgaljuk meg a ¢ —  Cuit
hataratmenetet!  Mivel ¢y véges, ezért

Fel-
hasznaljuk a kordbban mér alkalmazott

elegendé a A(é;) teriilet szamitésa.

Osszefliggést a gorbiilet és az ivhossz kozott.
Ijjra a 7y szerinti parametrizalasat hasznélva
irhatjuk

K(y) = —S;l, (3.79)
ahol S(v) a P és a v szoggel jellemezhetd

pontok kozotti gorbe ivhossza. Mivel ¢; =

Cerit €Tt€kNél a Q pontban a gorbiilet zérus,
a kovetkez6 eredményre jutunk

}/15)1(1) -5, = %1{}1(1] ) = 0. (3.80)
Tehat a gorbe nem korldtos.  Mivel

a I' gorbe alatti teriilet A az fvhosszbdl
szamithaté (hiszen y véges), kovetkezik,

hogy
lim S =

é1 _>él,crit

ami a keresett hatarértéket adja, hiszen

(3.81)

lim A= oo,
C1—>C1 crit

. C1
lim

= 0. 3.82
é1—eere A(¢1) ( )

Ez azt jelenti, hogy M értékkészlete
valéban RT és az injektivitdst kimondd
3.17. Lemma alapjan az 6skép pontosan a

X4 halmaz. O]
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3.5. Megjegyzés. A fenti levezetés azt is
mutatja, hogy a I' gorbe barmely 0 <
1 < Cieit 68 0 < & < oo esetén kom-
pakt. Felhaszndlva a (3.63) Osszefiiggést,
ldthat6, hogy a kompaktsdg a \/¢ié; < X
paraméterekre fennall. A I' gorbe pontosan
akkor nem kompakt, ha v/¢;éy = 2.

3.19. Tétel. Az (3.41) egyenlettel adott
kopdsmodell sima, konvexr megolddsait a
c1 €s co paraméterek egyértelmien meg-
hatdrozzdk, és ezen paraméterek ¢, > 0
és co > 0 tartomdnyaban minden ponthoz

létezik az '™ gorbe.

Bizonyitas. Mivel M injektiv és szirjektiv,
tehat bijektiv leképzés. Ebbdl a tétel allitasa
kovetkezik.
ma. 0

A megoldas kompakt és si-

3.6. Megjegyzés. Megmutattam, hogy a
(3.40) egyenlet egyensulyi megoldésa egy si-
ma gorbe, amit a ¢; és ¢y paraméterek
egyértelmiien meghatdroznak. A meg-
oldasok szimmetriacsoportja Ds.  Vegyiik
észre, hogy az unicitas azzal fiigg Ossze,
hogy a cosvy(y)-ra felirhaté egy linedris
egy-
ben a r(y) gorbiilet fliggvény unicitdsét
is biztositja. Vélhetéen mas kopési, vagy

kozonséges differencidlegyenlet, ami

surlédasi torvények az emlitett linearitast
megsziintetnék.  Hasonléan, a nemlokalis
egyenletben az A teriilettol eltéré nemlokalis
mennyiségek esetén az M leképzés sziirjekti-

vitdsa és/vagy injektivitdsa erdsen kérdéses.

3.2.4. Onhasonlé megolddsok ndve-

kedés hianyaban

Az ooidok alakfejlédésére bemutatott

modellben a novekedés miatt lehetoségem

volt az invarians alak vizsgalatara. Felmertl
a kérdés, hogy a novekedési tag hianydban
létezik-e onhasonlé megoldésa a kopasi és
surlédasi tagokat tartalmazdé modellnek. A
novekedési tag hidnyaban a tertiletfiiggés el-
hagyhato. fgy a normalis iranyu kopasi se-

besség

(3.83)
alakid. A 3.10. Tétel gorbiilet-fiiggd kopasi

U = C1K + C2Yy COS Y

torvényre adja meg a h tamaszfiiggvény
idéfejlodését,

Azonban az ott kozolt bizonyitas

érintéiranyu paraméterezés
esetén.
tetszéleges, normalis irdanyu kopasi se-
besség esetén igaz, igy a (3.83) egyen-
lettel adott modellre h; = —v.  Lattuk,
hogy alakzat  feltétele

h; = ch teljestilése minden keriileti pont-

az  onhasonlo
ban, zsugorod6 alakzat esetén ¢ < 0. A
v érintészog definicidja alapjan a be-

felé mutaté normdlis n = [sin~y, — cos7]

alaki, az [r,y] koordinataju gorbe-
pont tamaszfiiggvénye definicié szerint
h=-r-n=—zsiny+ycosvy. Keressik
tehat a

— C1K — Gy COS Y =

¢(—zsiny +ycosv) (3.84)

egyenletet kielégité alakot.

Az egyenletet = szerinti paraméterezés
mellett vizsgaljuk tovabb, a gorbét leird
figgvény y(x). Az y(z) fliggvény gorbiiletét
behelyettesitve kapjuk

Y,za

AT
(—cxsiny + (¢ + c2)ycosy) . (3.85)
Tekintve, hogy vy, = tanvy, a kovet-

kez6 kapcsolt kezdeti érték feladatot kapjuk
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eredményiil:

(7 _ —cwtany + (c+ )y
e o
Yo o =tany (3.86)
7(0) =0,
Ky(O) = Yo

Az egyenletrendszer numerikus meg-
oldasaval nyert onhasonlé alakzatot mutat
a 3.9. abra. Jol lathato, hogy a novekedést
mell6z6 modell 6nhasonlé alakzata nem esik L

egybe a részben targyalt, novekedést is tar- 3.9 ghra. Novekedési tag nélkiili snha-

talmazo6 modell invaridns alakjaval. A kovet- sonlé alakzat (piros), és a novekedést is
kez6 részben visszatérek a gorbiilet-vezérelt tartalmazé modell invaridns megoldésa
kopasi torvények tovabbi vizsgalatahoz. (kék). A gorbék éltal kozrezart teriilet

azonos. A szimuldciés paraméterek:
c1 = 0.86,c0 =0.43,c = —0.92.
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3.3 A GORBULET-VEZERELT KOPAS KET FAZISA

Jol PDE-k

elméletében a parabolikus egyenletek beve-

ismert, hogy a linearis
zetd példaja a hdévezetési egyenlet (Evans,
2010). Tekintsiik az n dimenzids valds térben
értelmezett kezdeti érték feladatot:

24 = Az, x € R" t €[0,00),

)

2(x,0) = g(x), x € R",

(3.87)
alaki, ahol A(.) jeloli a Laplace operétort.
Ismert (Evans, 2010), hogy a feladat meg-

oldasa barmely ¢ > 0 idépontra

1 x—y1?
Z(X,t)zw/we i g(y)dy.
(3.88)
Lathat6, hogy g¢(y) az R™ tér minden

pontjaban felvett értéke hatassal van a

z(x,t) megoldds értékére.  Azaz, kom-
pakt tartoju ¢ fiiggvény hatasa a teljes
x € R™ térre kiterjed, tetszéleges t > 0
idopontban. Ez a jelenség végtelen sebesséqi
hatasterjedésként ismert. Masrészrol, nem
folytonos ¢g(x) kezdeti fliggvény esetén is
z2(x,t) € C®°(R™ x (0,00) — R). Ezt a je-
lenséget a hovezetési kernel simito hatdsdnak

nevezik.

A bevezetében szereplé (1.3) és (1.4)
gorbiilet-vezérelt alakfejlodést leird, nem-
linedris geometriai PDE-k rokonsigot mu-
tatnak a hdvezetési egyenlettel (Grayson,
1987).

bességli hatasterjedés gorbiilet-vezérelt mo-

Azt varnank, hogy a végtelen se-

dellekben is megjelenik. A hovezetési egyen-
let esetében a hatds végtelen sebességii ter-
jedése Dirac-delta kezdeti feltétel mellett is

fennall.
1do
=
b
N
!
N
<
=
[
7))
[
N
s
=
=

v

3.10. abra. A kétfazisu kopas jelensége.

Analégiaként kovetkezne, hogy egy
élekkel, csicsokkal és sik (zérus H és K
gorbiileti) lapokkal rendelkez6 poliéder,
mint kezdeti feltétel a gorbiilet-vezérelt
kopasi folyamatban tetszolegesen kicsiny id6
utan minden pontjaban K # 0 és H # 0
alakra modosul. Ezzel szemben a gorbiilet-
vezérelt kopasi folyamatban a kopas két
fazisu (Hamilton, 1994; Domokos et al.,
2014b): az elsé, véges idejii fazisban a test
feliileti pontjainak egy nem nullmértéki hal-

mazan nem érvényesiil a kopas hatéasa, itt a
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pontok megorzik zérus H és K gorbiiletiiket.
A madsodik fdzisban a folyamat hatdsa min-
den feliileti pontot érint (3.10. dbra).

Az un. kétfdzisu kopas jelenségét a beve-
zet6ben emlitett Bloore modellben mutatom
meg, a kopasi torvény cg, ¢, co régzitett pa-

raméterek mellett:
V3P = ¢y + o1 H + oK, (3.89)

ahol feltételezve ¢ és

co a koptatd részecske atlaggorbiiletének

binaris kopast
és feliiletének integraljaként vezethetd le
(Varkonyi & Domokos, 2011). A Bloore
egyenlet egyes tagjaihoz a kovetkezo fizikai

megfontolasok tarsithatok:

(i) ¢9 > 0,c1 =c2=0: a kopd testnél
sokkal kisebb koptatd részecskék ese-
te, a felillet 6bnmagaval parhuzamosan
feliiletbe képzodik.

Eikonal-folyamként ismert.

Az irodalomban
Poliéder
koptatasa esetén a lapokat cnmaguk-

kal parhuzamos lapokba képzi.

c1>0,c0=cp=0: a kopd test egy
elnyult, tliszert részecskékkel titkozik.
A feliilet

atlaggorbiilet-folyam alatt fejlédik. Po-

a bevezetében emlitett
liéder koptatasa esetén az élekkel
parhuzamos sikkal torténé metszéssel

reprezentalhaté.

(iii) ¢o > 0,¢9 = ¢; = 0: a testet a méretnél
joval nagyobb kiterjedésti testek kop-
tatjak. A feliilet a Gauss gorbiileti-
folyam alatt fejlodik.

csucsok lemetszésével reprezentélhato.

Poliédernél a

A kisérleti munka egyszerilisitése miatt

a kiinduldsi alak téglatest a > b > ¢
oldalhosszakkal.

eredmények értelmezéséhez bevezetem a [

A numerikus és mérési

felileti konvexitdst:
§=5C
H

ahol Ag a szigorian konvex régiok tertile-

(3.90)

te, Ap pedig a konvex burok feliilete.
Ertelemszertien 0 < B < 1. A két fazis je-
lenlétét kisérleti vizsgalatokkal és numerikus

szimuldciokkal mutatom be.

3.3.1. Numerikus eljarasok

A gorbiilet-vezérelt kopas numerikus mo-

dellezésének lehetdségei:

(i) a PDE kozvetlen szimulacidja alkalmas

numerikus eljarassal,

(i) alakfejlddés sztochasztikus sikmetszések

sorozataként.

PDE kozvetlen

mulécidjara tobb, széles korben elterjedt

A parabolikus Szi-

algoritmus (pl.: véges differencia mddszer,
kollokéciés eljarasok, végeselem moddszer)
létezik, azonban a gorbiilet elegend6en pon-
tos becslése az evolicié folyamén precizen
kontrolldlt numerikus megoldasokat igényel
(Fehér et al., 2021).

harom dimenziés euklideszi térbe agyazott

A level-set eljaras a

feliiletet egy 4 dimenziés hiperfeliilet szint-
felilleteként reprezentdlja (Giga, 1997). A
gorbiilet-vezérelt kopas szimulédcidja a feliile-
tet masodik gradiensének approximaciojat
igényli, ezért a P poliéder, mint Kkiin-
dul6 alak a moddszer szaméra szingula-

ritast jelent, ezért itt csak a sztochasztikus
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eljaras eredményeit kozlom. Természetesen
simitott kezdeti feltétellel a kétfazisu kopas
vizsgalhatd, ennek részleteit tartalmazza

(Domokos et al., 2014b).

K

P

A esemény

(b)

B esemény

esemeny

3.11.
események

abra. (a) A kopés iitkozési
(b)
események a sztochasztikus numerikus
Az S sikkal vett metszés

eredményét mutatjak a sarga poligonok.

sorozata. Kopasi

eljarasban.

A sztochasztikus sikmetszésekre épiilo
moédszer kétdimenzids véltozatdt a (Sipos
et al., 2011) publikdciéban adtam meg, a
kétfazisu kopas vizsgalatdhoz az &altalanos
haromdimenziés megoldést hasznaltuk (Do-
2014b).

megoldas nem kozvetleniill a PDE-t diszk-

mokos et al., A sztochasztikus
retizélja, hanem az emlitett fizikai meg-
fontoldsok alapjan szarmaztat egy numeri-
kus algoritmust. Természetesen az, hogy a
kopo testet egy poliéderrel reprezentalom,
tekinthet6 egyfajta diszkretizacionak, azon-
ban szemben a klasszikus PDE megold6 nu-
merikus mddszerekkel (pl.: végesdifferencia,
vagy a végeselem moddszer), a modell-
ben a diszkretizaci6 mértéke nem a-priori
rogzitett, az fligeg a fizikai paraméterek
értékétol. Az eljaras a kopast litkozési soro-
zatok eredményének tekinti (3.11.(a) dbra).
A P poliéderként reprezentalt kopo tes-
tet egy véletlen helyzetii S sikkal metszi
olyan moédon, hogy a lees6 darab AV ~
LogNorm(Ay, 01) térfogata egy adott, Ag
és o, paraméteri lognormalis eloszlasbol

Az

elvart térfogathoz tartozé sik helyét a nu-

sorsolt térfogattal egyezzen meg.
merikus koéd inverz iterdcioval hatérozza
meg. A sikmetszést végzé algoritmus,
szemben az irodalomban talalhaté meg-
oldassal, nem csak P egy csicsat, vagy
¢élét metszi, hanem sziikség esetén tobb
Az
eljarasban a 3.11. dbra (b) része szerinti
(A) a P

poliéder egy csicsanak kornyezetét szeljiik

csucsot, élet vagy lapot is eltavolit.
harom esemény kovetkezhet be:

le, (B) P egy élének kornyezetét vagjuk le,
vagy (C) P egy véletlen lapjat onmagaval
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parhuzamosan eltoljuk. A p valészintiséggel
bekovetkezd (A) esemény a Gauss-gorbiilet-
tel vezérelt kopasnak feleltetheté meg (egy
végtelen, véletlen helyzetii sikkal 1itkozo
poliédernek valamely csidcsat érinti  az
litkozés). Hasonléan, a ¢ valdsziniiségii (B)
esemény az atlaggorbiileti-folyamnak felel
meg. Sziikséges, hogy p + ¢ < 1 teljestiljon.
Az 1 —p—q valdészinliségii C' esemény az

Eikonal-folyamot reprezentalja.

Amennyiben a lemetszett térfogat AV
elegendben kicsiny, és az iitkozések (a mo-
dellben:

gendoén nagy, akkor a sztochasztikus modell

véletlen sorsoldsok) szdma ele-

a
VPR (1—-p—q)+qH +pK, (3.91)
folytonos PDE szerinti kopasnak megfe-

lels. A folytonos modellbdl a sztochasztikus

valoszintiségek a
C2

= 3.92
b Co+ €1+ Co ( )

___a (3.93)
1 Co+01—|—02’ ’

osszefliggésekkel hatarozhatok meg.

3.3.2. Kisérleti vizsgalatok

A laboratériumi kisérleteket mészko,
Vo = 217456 + 10000 mm?® kezde-
ti térfogatu, 3.3. tablazat szerinti oldal-
hosszusagu téglatesteken hajtottuk végre.
A mintadarabokat egyesével, egy 1 méter
atmérdji forgé dobban koptattuk. A dobban
egy terelolemez emelte fel a mintadarabot,
ami a felsé holtponthoz kozel leesett a dob
aljara. A kopas elsGsorban az iitkdzés miatt
kovetkezett be, a surlodas hozzajarulasa el-
hanyagolhaténak tekintheto. Elore rogzitett
fordulatszamok megtétele utan a mintada-
rabrol a kiindulasi test szimmetria tenge-
lyeinek iranyabdl felvételeket készitettiink
és megmértilk a mintatest tomegét. A
tomeg mért exponencidlis lecsengése az
hi-

szen az Utkozés kinetikus energidajanak, az-

elozetes elvarasoknak megfelel6 volt,

az maganak a tomegnek a fiiggvénye. Egy
mintadarabrél készilt felvételsorozatot mu-
tat be a 3.12. dbra.

2. FAZIS |

3.12. dbra. Kisérleti fényképek a kopasi folyamatrol. A héarom sor a mészko téglatest
harom nézetének fejlodését mutatja. Az oszlopok az idot jelzik, a dob megtett fordu-

latszama alapjan. Az elso és masodik fazis elkiiloniilése szabad szemmel is jél lathato.

5



oldal | méret [mm)]
ao 70,8 £0,8
bo 60,7+0,7
o | 50,6+1,2

3.3. tablazat.

A kisérleti téglatest

méretei.

3.3.3. Eredmények

Az 1itkozés a mintadarabnal lényegesen
nagyobb objektummal (dob) kévetkezett
be, ezért a numerikus szamitast a Gauss-
gorbiilettel vezérelt kopéssal, azaz a Firey-
féle diszklét — approximaciojaval
végeztem ((p,q) = (1,0)).
rikus, mind a kisérleti eredmények a két

modell
Mind a nume-
fazis egyértelmi jelenlétére utalnak: az
els6 fazisban az b/a és c/a tengelyaranyok
allanddak, a masodik fazisban konvergalnak
az egységhez. A numerikus eredmények jo
egyezést mutatnak a kisérletben mért alak-
jellemz6kkel (Domokos et al., 2014b). A

két fazisu kopas természetesen tetszoleges

(a)
1. 2. . . .
A t SR i‘-.\;‘”) &EOTY {'_..&x.:;)

kiindulési alaknal megjelenik. Ekkor a két
fazis leginkabb az (3.90) egyenlettel adott
konvexitasi indexszel kovetheté. Erre mutat
példat egy tetraéderen a 3.13. dbra. Az els6
fazist (kb. V = 40mm? térfogatig) 8 < 1 jel-
lemzi, 8 szigoruan monoton né. A masodik
fazisban g = 1, alland6 értéki. Kisérleti
és elméleti megfontolasok (Kuenen, 1956;
Domokos et al., 2009) egyarant arra utal-
nak, hogy kavicsok (akar kollektiv) kopdsa
esetén a Bloore-féle modellben a gorbiilet-
fliged tagok domindlnak, ezért a kétfazisu

kopas gyakorlati szempontbdl is 1ényeges.

A kétfazisu kopas fontos kovetkezménye,
hogy az els6 fazisban jelentds, az erede-
ti tomeg 50%-at elérd tomegveszteség is
bekovetkezhet.

széles korii gyakorlattal szemben, amikor a

Ez 6vatossagra int azzal a

kopo részecske térfogatat a részecskére illesz-
tett ellipszoid segitségével becslik. Lattuk,
hogy a téglatest kopédsa esetén az elso
fazisban az illesztett ellipszoid nagytengelyei
nem valtoznak, ezekbdl a tomeg csak nagy

hibaval becstilhetd.

(b) 1.20 [))

1.00

0.80
0.60

z./

0.40

_—

0.20

L

0.00

V [mm?]

160 140 120 100

80 60 40 20 0

3.13. abra. Tetraéder kétfazisi kopasa a Firey-féle alakfejlodésben. (a) a piros feliilet

mutatja a kopdssal még nem érintett feliileti pontok halmazat. (b) A § konvexitasi

index valtozasa a V térfogat fliggvényében.
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3.4 KITEKINTES

A fejezetben bemutatott, az ooidok
alakfejlodését leird sikbeli modell a koztes
rétegek tovabbi vizsgdlatat inspiralta és
a Utah éllambeli Nagy-sésté (Great Salt
Lake) iiledékeiben taldlhaté ooidok mérési
eredményeinek diszkusszidjahoz jarult hozza
(Trower et al., 2020). A modell kémiai és
fizikai komponensekkel magyarazza az ooi-
dok alakjat, azonban az irodalomban rend-
re felmertil a kérdés, hogy valamely biolégiai
folyamatnak nincs-e szerepe a részecske
forméalédasaban. Ez a kérdés kiilonosen
kiemeli a téma fontossagat, hiszen Kkar-
bonatos Marsi tledékek lezajlott és terve-
zett vizsgdlata (Horgan et al., 2020) szerint
egyenlore nyitott kérdés, hogy taldlhatdk-
Az emlitett

Eikonal kopasi modell a kisbolygd kutatas

e ooid részecskék a Marson.
tertiletén nyert alkalmazéast: az elso, bi-
zonyitottan csillagkozi aszteroida, az 'Ou-
muamua szélséségesen elnyilt alakjat ma-
gyardzza (Domokos et al., 2009; Domokos
et al., 2017).

Az emlitett, valtozatos alkalmazas miatt
felmeriil a kérdés, hogy a fejezetben bemuta-
tott sikbeli gorbék idofejlodésére vonatkozo
analitikus eredmények milyen mértékben
altalanosithatok a harom dimenziés euklide-
szi térbe beagyazott feliiletek idofejlodésére?
Milyen tovabbi alkalmazasok kovetkeznek az
analitikus eredményekbdl? Ezzel kapcsolat-

ban eddig részleges eredmények sziilettek:

(i) A 3.9. Tétel

id6fejlodése

szerint a  gorbe

megragadhaté  egyet-

7

(i)

(i)

PDE

Egyrészrél, a kétfazisu

len, nemlinedris geometriai
segitségével.
kopas analitikus vizsgalatara ezen
PDE tovabbi elemzésével keriilhet sor.
Masrészrol kérdés, hogy lehet-e ha-
sonlé megkozelitéssel a térbeli eset
fejlodését is egyetlen geometriai PDE

segitségével leirni.

A kopd testet

rezentalva, a

poliéderként  rep-

poliéder lapsikjait

egyenlGtlenséggel  megadva

egyik
szerepel. A

pedig
az  egyenlGtlenség oldalan
a tamaszfliggvény
3.10. Tétel alapjan a tamaszfiiggény
idofejlodése ismert. Ilyen médon egy

1j, a test minden lapjat egyidoben

fejleszt6, 1j numerikus algorit-
mus szarmaztathaté a kopas szi-

muldcidjara.

A térbeli esetben a gorbiilet fiiggvény
kritikus pontjainak szdma, hasonléan
az egyensulyi pontok szaméhoz (Do-
mokos, 2015), numerikus szimuldciok
statisztikai értelemben
de a sikbeli esethez ha-

sonlé monotonitas igazolasa varhatéan

alapjan

csokkeno,
nem lehetséges. Az egyensilyi pon-
tok szamanak valtozasa a sima feliile-
tet kiséro diszkrét feliileten szamitott
un. képzetes egyensilyi pontok
szaménak megugrasa elore jelzi (Do-
2022),

lenségnek a gorbiiletfiiggvényre vonat-

mokos et al., ennek a je-

koz6 analdgiaja nyitott kérdés.



(iv)

sikbeli

paraméterrel, de

Az ooidokra leirt modell,
tobb  kornyezeti
altalanosithaté harom dimenzids ala-
kokra.  Tekintettel a kozelmiltban
publikdlt, ooidok 3D szkennelésével
nyert adathalmazra (Howes et al.,
2021), a térbeli modell kidolgozasahoz
és a paraméterek illesztéséhez minden

feltétel adott.

Fontos, tovabbi kutatdsi munkéat
igényl6  kérdés az els6  fazis
idotartamanak becslése. Tekintve,

hogy a kopds (természetes folyamatok,
példaul aprézdédas) révén képzédé frag-
menseken kezdddik (Domokos et al.,

2015), a két fazis elkiilonitése a ge-

78

olégiai gyakorlat
(Novék-Szabé et al., 2018). Tovabba,

a megkozelités altalanosithatd frag-

szamara lényeges

mensek sik lapjainak élettartamanak
becslésére. Itt a surlodas, vagy kis kop-
taté részecskék (co > 0) érdemi hatédsa
esetén az elso fazis idobeni elnytlasat
varjuk, hiszen mind a surlédas, mind
az FEikonal-folyam a sik lapok zérus
gorbiiletét megorzi. Tovabbd, ide tar-
tozik a bindris, vagy kollektiv folya-
matban a részecskék egyidejii kopasa,
amit a PDE modellben az eddig
tekintett

idofiiggo reprezentacidja ragadhat meg

konstansnak egyttthatok

helyesen.



4. FEJEZET

A7 ALAKFEJLODES STATISZTIKAI JELLEMZESE

4.1

A bemutatasra kertilé modell elméleti
hatteret ad a kopas miatt bekovetkezo kol-
lektiv tomegfejlédés értelmezéséhez. A be-
vezetésben emlitett és a 3. fejezetben be-
mutatottegyedi kopds modellek a statiszti-
kus fizika atlagtér elméleteivel mutatnak ro-
konsagot. A 3. fejezetben vézolt geomet-
riai elmélet az tlitkozés alatt kopd iiledék-
részecskék alakjanak idofejlodését a kisérleti
és terepi mérésekkel (Szabd et al., 2013;
Novak-Szabd et al., 2018) 6sszhangban 1irja
le. Ugyanakkor az is ismert (Domokos &
Gibbons, 2018), hogy a Firey-Bloore geomet-
riai elmélet nem alkalmas a tomegfejlodés
modellezésére, hiszen a geoldgiai megfi-
gyeléseket 0sszegz0, exponencidlis lecsengést
és végtelen élettartamot jésold Sternberg
torvénnyel (Sternberg, 1875) szemben véges
élettartamot ad minden részecskére. A széles
korben elfogadott Sternberg-féle elméletnek
ugyanakkor nincs mondanddja az alak-
fejlodésrol.  Ezek alapjan a két részecske
idofejlodését  megadd  bindris modellekkel

kapcsolatban a kovetkezd elvarasok fogal-

KAVICS POPULACIOK KOLLEKTIV TOMEGFEJLODESE

mazhatoak meg:

(i) a tomegfejlédés kovesse a Sternberg

torvényt,

(i) az litkdzés tomegvesztesége az itkozési

energia monoton novekvo fiiggvénye le-

gyen,

(iii) a modell legyen &sszhangban a kopés
(egyedi) geometriai modelljével.

Az elvarasoknak  megfeleld, un.

térfogattal  sulyozott  alakfejlédési

dellt ir le (Domokos & Gibbons, 2018),

amely egyrészrél a Firey-Bloore geometri-

mo-

ai elmélettel megegyez6 alakokat, masrészrol
a Sternberg torvénynek megfelel6 tomeg-
A modell két, adott eset-

ben eltéré anyagu, titkozo részecske X (t)

fejlodést josol.

és Y (t)-vel jelolt tomegének id6fejlédését a

kovetkezé modon adja meg:

X, =— 4.1
R’ 012X+Y’ ( )
YX
Y, = — 4.2
it C21X+Y’ ( )
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ahol a rogzitett ci1o és co; skaldrokat
bindris ttkozési paramétereknek nevezem.
Ezek értéke az 1itkozo részecskék anyagjel-
lemz6itol fliiggnek, azonban ezt a fliggést
nem részletezem, a cio €s co; paramétereket
ismert anyagjellemzéknek tekintem. A
bindris modell egyenleteirél konnyen el-
lendrizhetd, hogy mindkét tomeg koveti
Sternberg torvényét, azaz exponencialis le-
csengésiiek. A bindaris leiras kiterjesztése
ketténél tobb, potencidlisan 1itkoz6é test-
re vezet el az alkalmazas szempontjabdl is
érdeklédésre szamot tartd kollektiv modell-

hez.

4.1.1. A kollektiv modell

Célom N darab
titkozésének (1.3(c). &bra) vizsgalata. Ha-
sonldé problémakat targyalnak az dn. ko-
2015) és dinami-
kus fragmentaciét leiré (Cheng & Red-

részecske kolesonos

agulaciés (da Costa,

ner, 1988) matematikai és statisztikus fizi-
kai elméletek. Ezen, kollektiv evolicios mo-
dellekben els6sorban arra keresnek vélaszt,
hogy miként fejlodik a méreteloszlas egy
adott kezdeti eloszlasbdl kiindulva, feltéve
hogy azt a récskeparok kozotti ditkozése
események hatarozzdk meg. Ezen modellek
az iitkozést leird természeti torvényt utkozése
kernelnek nevezik. Altaldnosabb modellek-
ben (ahol a részecskék méretfejlédését nem
csak az litk6zés hatdrozza meg), a természeti
torvényt szoktak interakcios kernelnek is
hivni. Az els6 elnevezést haszndlom, hiszen
feladatunkban tényleges, fizikai titkozések

miatt kovetkezik be a kopas. A kollektiv

modellben rogzitett, véges elemszamu po-

puldciot tételezek fel.

Az 1itkozési kernel a bindris modellbdl
levezethetd olyan modon, hogy szémitasba
vessziik a részecske sebességétol és tomegétol
fliggo ttkozési valdsziniséget. Azt is varjuk,
hogy a kollektiv modell N = 2 vélasztassal
visszaadja a binaris modellt. Egy lehetséges
titkozési kernelt mutat be (Domokos & Gib-
bons, 2018), ami a (4.1) és (4.2) binéris mo-
dellt egy r skalar paraméterrel egésziti ki.
Ezt a paramétert kornyezeti paraméternek
fogom nevezni. A modell két feltételezésen
alapul: egyrészrdl az titkozési valdszinliség
a részecske méretétol fiige, masrészrol az

iitkozési sebesség fiiggetlen a tomegtol. Ek-

kor:
X1+ryl—r
X; = —clp——— 4.3
)t C12 X1y (4.3)
Yl-‘,—er—r
Y, = —coy—————— 4.4
t Ca1 X+Y ( )

Fontos kiemelni, hogy a Sternberg torvényt a
kollektiv modellben elsésorban nem az egyes
részecskéknek, hanem a populacié atlagos

tomegének kell kovetnie.

Az r paraméter mas értelmezése is le-
hetséges, ezt a késoObbiekben részletesen is
targyalom. Felteszem, hogy minden kavics
anyaga azonos, mas szavakkal a kavicspo-
pulacié homogén, és igy c¢ :=

Cl2 = C21

teljesiil. Ekkor a ¢ konstans kizardlag a
modell idejének skdlazasara szolgdl, igy a
tovabbiakban az &altalanossag megszoritasa
nélkil ¢ = 1. A heterogén kavicspopulacio

esetét a 4.1.3. rész targyalja.

A kollektiv viselkedésrol felteszem, hogy

N elegendéen nagy értéke mellett a szto-
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chasztikus folyamatot a részecskék kozott
zajlé, nagy szamu binaris iitkozés valdsitja
meg, igy példaul spontdin fragmentdcio nem
Mas

sztochasztikus folyamatokhoz hasonléan, a

jatszik szerepet a tomegfejlédésben.

modell vizsgalatanak meghatérozé eszkoze
az un. Fokker-Planck egyenlet (vagy més
néven mester egyenlet). Ez egy, az eloszlés
id6fejlodését determinisztikus médon meg-
ado PDE. Célom a folyamathoz rendelheto
Fokker-Planck egyenlet meghatarozasa és al-

kalmazasa a kollektiv viselkedés megértésére.

Kapcsolat korabbi modellekkel
Az eddig

koaguldacios-fragmentdcios modellekre

ismertetett hipotézisek az
un.
jellemzéek, (da Costa, 2015), kiilonosen a
nem-linedris fragmentaciohoz hasonlitanak,
ami az iitkozés kovetkeztében fellépo frag-
mentacié leirasara szolgdl. Modelliink akar
a nem-linedris fragmentacié (Cheng & Red-
ner, 1988) egy specidlis esetének is tekint-
heté. Erdemes megjegyezni, hogy az emlitett
modellcsalad a szilard testek torésénél
altalanosabb, természeti jelenségek tag korét
(pl.: aeroszolok, polimerek vagy akar csil-
lagk6dok id6beni valtozéasai) vizsgalja. Mi-
vel célom a kopasi folyamat elemzése, két,
az emlitett modellekben jellemzben nem sze-
replo feltételt is posztulalok:

1. felteszem, hogy az iitkozések fo-
lyaman a relativ tomegveszteség ki-
csiny, az 1utkozo részecskék tomegiik

kis hanyadat veszitik el,

2. ezen, az utkozés soran levald kicsiny
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tomeget a tovabbiakban figyelemen

kiviil hagyom.

Ez a megkozelités tobb elényos tu-
lajdonsaggal rendelkezik.
(4.3)-(4.4) kernel,

hasznalata miatt a modell kompatibilis lesz

Egyrészrol, a
mint 1itkozési kernel
a Sternberg torvénnyel, legalabbis statiszti-
kai értelemben. Masrészrol, arra szamitunk,
hogy a késobbiekben kiterjesztheté olyan
modon, hogy statisztikai értelemben az
elvart geometriai viselkedés is teljesiiljon. A
kisérleti verifikdcié lehetséges stratégiait a

fejezet végén targyalom.

Jelolések

Amint lattuk, a modell egyszerre tartal-
mazza az egyes részecskék méretfejlodését
(tomegfejlodését) és a  méreteloszlés
evolucigjat. Mindkét esetben a méretrol van
sz0, emiatt fontos, hogy ezek a jelolésben is
tisztan elkiiloniiljenek: az egyes részecskék
esetén maga a méret valtozik az idoben, a
kollektiv modellben a méreteloszlis viltozdsa
szerepel. A tovabbiakban X és Y jeloli az
egyes részecskék méretét (azaz tomegét),
mig x és y az eloszlasfliggvények argumen-
tumat jeloli. A részecskék idofejlodését
tehat az X (t),Y(t)
le, ezek id6 szerinti
X(8), Ya(b).
f(z,t), f(y,t) jeloli, ahol az id6 szerin-
ti parcidlis derivalt f.(z,t), f(y,t), és

fliggvények irjak

derivéltjai rendre

Az idofiggd méreteloszlast

a méret szerinti parcidlis derivalt pe-
dig  fa(x,1), fy(y, ).

dimenziotlanitott  formdban
tehat  f(x,t) egy

A  méreteloszlast
szamitom,

valosziniségi  eloszlas



striségfigguénye és minden idopillanatban
teljesiti a [~ f(x,.)dz =1 feltételt. Az el-
oszlas varhato értéke és szérasnégyzete rend-
re E(t) és W(t). A kollektiv modellek jel-
lemzésére elsésorban a R(t) := W (t)/E(t)?
relativ szordsnégyzetet fogom hasznédlni. A
relativ szérasnégyzet hasznalatara a varhato
érték monoton csokkenése miatt van sziikség,
W (t) idGsora az eloszlés jellemzésére kevéssé

hasznalhatd.

finidlom a f{ékuszdld és a szétszdérd fo-
Amennyiben egy kollektiv
f(z,t)

hogy az R(t) relativ szérasnégyzet az id6

lyamatot.

folyamatban idofejlodése  olyan,
elérehaladtaval csokken (nd), akkor a folya-
matot fokuszalonak (szétszéronak) nevezem

(4.1. &bra).

figyelhet6 jelenség az tun.

Diszkrét populdciékban meg-
kivételes (‘outli-
er’) részecskék megjelenése, amelyek a po-

pulaciotdl leszakadva, lényegesen nagyobb

A relativ szérdsnéeyzet seaftségével de- tomegliek. Errol a 4.1.2. fejezetben irok
részletesen.
o A
=0 29 fitx)
C[\D] 5 = atlag: E(t)<E,
2 = = rel. szérasnégyzet: R(t)>R,
Jo(x) "o
=
@ i

fx)

atlag:E(0)=E,
rel. szérasnégyzet: R(0)=R,

f(x)

FOKUSZALO
FOLYAMAT

X

=t

fitx) atlag: E(t)<E,

rel. szérasnégyzet: R(t)<R,

diszkrét szimuldciéban
-~ ~~. jelentkez6 kivételes részecskék

! pooiyg
>

4.1. abra. A kavicspopulacié tomegfejlodése: egy szétszoro folyamatban a tomeg-
eloszlds R(t) relativ szdrdsnégyzete, akar empirikus hisztogramot (Carr, 1969),
akar az f(x,t) folytonos figgvényt vizsgdljuk, né. A folytonos modellben egy
fokuszalo folyamatot cs6kkend R(t) jellemez, ugyanakkor egy diszkrét modellben,
véges szamu részecske esetén, megjelenhetnek az an. kivételes részecskék, ame-

lyek tomege jelentésen meghaladja a populédcié tipikus tagjanak méretét. FEze-

ket az dbran a szaggatott ellipszis jelzi.

A leszakadok nélkiili sokasag relativ

szorasnégyzete a folytonos modellhez hasonléan csokken az id6 elérehaladtaval.

Az utkozési kernel dltaldnos alakja

Ahogy erre kordbban utaltam, a kis
tomegveszteségre vonatkozd feltételezésiink

kovetkezménye, hogy az titkozési kernel meg-

adhaté egy elsorendli kozonséges differen-
cidlegyenlet-rendszerként (Ernst & Pagona-
barraga, 2007). Formalisan az X (t) és Y (¢)
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tomegl, tkozo részecskék tomegére

_Xt = W(X, Y)a (45)
ahol ¥!'(X,Y) és v*(X,Y) differencidlhato,

CYR* x R*
bindris folyamat szimmetridjabol kovetke-
zik, hogy Y'(X)Y) = ¢*(Y.X), fgy

a megkiillonbozteto jelolés elhagyhato, és

— R fuggvények. A

a kernelre a (.,.) jelolést haszndlom a
tovabbiakban.

A Fokker-Planck egyenlet

A modell eddig ismertetett tulajdonsagai
lehetové teszik a Fokker-Planck egyenlet
felirasat az tlitkozési kernelbdl (tehat nem
sziikséges tovabbi tagok bevezetése, ame-
lyek a lekopott anyag szerepét tisztazzak).
Egyben ez azt is jelenti, hogy a kollektiv
modell nem egy altalanos nemlinedris frag-
menticiés modell: mig az utébbiakban
allando6 tomeg mellett vizsgaljak a részecskék
szamanak idofejlodését, addig az itt be-
mutatdsra kertilé modellben a részecskék
szama allandé és a (csokkend) Ossztomeg

idofejlodését szamitom.

4.1. Tétel. A (z,y) utkozési kernellel ren-
delkezd kollektiv kopdsi modellben az f(x,t)
tomegeloszlds fligguénye a

o) = (1) [ f00ta ) ay ) -

falent) / w0, y) dy+
fa,1) / () dy.

Fokker-Planck egyenletet koveti.

S0

\ &

Qﬁlﬁ. R
= I?"J =

4.2. abra.
jelolései

A 4.1. Tétel bizonyitasanak

Bizonyitds. Tekintsiink az f(x,t) tomegel-
oszlast az © = T helyen (4.2. dbra). A 7
tomegi részecske litkozés soran bekovetkezo
tomegvesztéségének my () varhatd értéke

mﬂ@ﬁ=—Awf@ﬁ¢@wﬁw (48)

Hasonléan, definidljuk a

m@w:—A5MMWAaw@ (4.9)

mennyiséget. Legyenek ¢ és At rogzitett, ki-
csiny, pozitiv szamok. A T tomeg képe a
kernel egyenlet alatt:

T =T+ my(T)At. (4.10)
[Z — e, + €]
tartomanyt! A T; tartoméany szélei a kovet-

Tekintsiik a x = z koruli T :

kezo kifejezés szerint képzodnek le a kernel
egyenlet alatt:

xis+/ooof(y,t)w($i€,y)dy&=

T+ e+ my(T)0t £ my(T)eAt + O(?).
(4.11)
A leképzett tartoményt jelolje Vz! A T tar-
tomany mértéke 2¢, a V; tartomany pedig
28 1= 2¢ + 2emy(T)At + O(e?)  (4.12)

széles. Az f(z,t) fliggvény egy valdsziniiségi
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sturtiségfiiggvény, ezért a Ty tartomény felett
vett integralja megegyezik a V; tartomény fe-
lett vett integraljaval. Mivel ¢ tetszolegesen
kicsiny, irhato:

f(z,t)2e = f(z,t+ At)2¢. (4.13)
Egyszertisitve 2¢ szammal, sorfejtést végezve
x = T koril és At szerint, tovabba e szerint
csak az elsorendii tagokat megtartva irhatjuk

f(z,t) = f(z,t+ At)+
f(@, t)yma(z)At + f,(z,t)mq (T)At. (4.14)
Algebrai &talakitasok utan a At — 0
hataratmenetet elvégezve, T tetszéleges vol-

ta és az (4.8)-(4.9) egyenletekbdl a tétel
allitasa kovetkezik. ]

Az éltalanossag megszoritasa nélkiil az
0 idopontban kezdddik

f0($),

tartomdnyon legaldbb (!

idofejlodés a t =
és feltessziikk, hogy a f(z,0) =
si-
masagu kezdeti tomegeloszlas ismert. Ek-
kor (4.7) a kezdeti feltétellel egyiitt egy
jol definialt Cauchy-feladatot hatdroz meg.
Jelolje Ey, Wy és Ry rendre a kezde-
ti eloszlas varhato értékét, szordasnégyzetét
A varhato

idofejlodése  a

a [0, 00]

és relativ szérasnégyzetét!
érték és a szérasnégyzet
Fokker-Planck egyenlet segitségével konnyen
szamithatd, amennyiben a kezdeti eloszlésra

lim, 00 fo(z) = O teljesiil. A vérhaté érték

E’t = / fﬂﬂj dz =
0

_/OOO f(z,t) /Ooo Fly, )(z, y) dy da.

(4.15)
Itt az elsé egyenldség az f(x,t) fliggvényre

esetében

tett regularitasi feltevések miatt teljesiil, a

masodik parcialis integralas kovetkezménye.

A szérésnégyzet idofejlodése analdog mddon

irhaté fel.

Erdemes megfigyelni, hogy szemben
a Fokker-Planck egyenletek tobbségével,
esetlinkben (4.7) csak az advekcids tagot
tartalmazza (Risken & Frank, 1996). Ez
a determinisztikus kernel kovetkezménye,
sztochasztikus kernel esetén megjelenne a
diffizios tag is. Mivel egyelore nem &ll
rendelkezésre részletes kisérleti eredmény,
a determinisztikus kernellel nyert modellt
vizsgdlom, amely analitikusan egyszertibben

kezelheto.

A kernel egyenletekril

Mar utaltam ra, de érdemes alahtizni: az
iitkozési kernel fizikai alatamasztdsa Ossze-
tett feladat. Az irodalomban javasolt kernel
egyenletek nagy valtozatossagat mutatja be
(Meyer & Deglon, 2011). Ezzel szemben a
vonatkoz6 matematikai irodalom a (X,Y)
fiiggvényt egyszerti, a preciz, analitikus
elemezést lehetévé tevd alakban veszi fel.
Munkankban egy olyan kernelt céloztunk
meg, ami az analitikus vizsgalat lehetésége
mellett valds, fizikai interpretacioval rendel-

kezik.

Roviden bevezetek két, egyszeri kern-
elt, amelyekkel a Fokker-Planck egyenlet
analitikusan megoldhaté. Az eredmények
ramutatnak arra, hogy fizikai megalapo-
zottsaguk megkérdojelezhetd.  Ezek utan
az (4.3)-(4.4) Osszefiiggésekben bevezetett,

iitkozési kernel vizsgalatat végzem el.

Els6ként bevezetem az dsszegzési kernelt,
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az altala nyert mennyiségeket {.} formaban
jelolom. Ebben az esetben a tomegveszteség
sebessége az 1itkozo tomegek osszegével, azaz

a teljes tomeggel aranyos:

PHX)Y) =X +Y. (4.16)
4.2. Lemma. Az dsszeq kernellel meg-
hatdrozott kollektiv modellben a relativ
szordsnégyzet a RT(t) = Roe* fiigguényt
koveti.

Bizonyitds. Az eloszlas elsé és masodik mo-
mentumanak idéfejlédése a Fokker-Planck
egyenlet ismeretében konnyen felirhatjuk.
Kovetve (4.15) gondolatmenetét, a E*(t)
atlag és a W (t) szérasnégyzet idéfejlodését
meghatarozé kezdeti érték feladatok a kovet-

kezok:
Et = —2F7*
* (4.17)
E+(O) = EO
W = 2w+
! (4.18)
W) =W,

Tehat mind a varhaté érték, mind a
szorasnégyzet exponencialis lecsengést mu-
tat (ET(t) = Epe 2t és WH(t) = Woe ).
Ebbél az R*(t) relativ szérasnégyzet expo-
nencialis novekedése adodik, hiszen

+
R*(t) = W) _ %e% = Rpe*.

e (4.19)

]

4.1. Megjegyzés. Az Osszeg kernellel adott
kollektiv kopasi modell szétszérd, fligget-
lentil az fj kezdeti tomegeloszlastol.

Hasonléan vizsgalhaté a szorzat kernel,

amit a {.}* jel kiillonboztet meg. Formalisan

P*(X,Y) = XY. (4.20)

4.3. Lemma. A szorzat kernellel meg-
hatdrozott kollektiv modellben a relativ
szordsnégyzet dllando, azaz R*(t) = Ry min-
den t > 0 iddpontra.

Bizonyitds. A szorzatkernel esetén E*(t) és
W*(t) idéfejlodésére a kovetkezd, kapesolt
kezdeti érték feladatokat kapjuk:

g, = (B
W7 = —2W*FE*
! (4.21)
W*0) =Wy
A megoldas szerint az atlag és a

szorasnégyzet lecsengése polinomidlis, hiszen
az el6z6ek megoldasa

B(t) = — (4.92)
t+ o
2 1 -2
W) = %’ <t+E)) ()

amely kifejezések idében allandé R*(t) re-
lativ szérasnégyzetet hataroznak meg:
W) W

TO= 5w~ B

=Ry (4.24)

]

4.2. Megjegyzés. A szorzat kernellel adott
kollektiv kopasi modell se nem fékuszald, se
nem szétszord. Azonban ez nem jelenti az
f(z,t) figgvény idébeli dllandoségét.

4.3. Megjegyzés. A szorzat kernellel adott
kollektiv kopési modellben a tomeg varhato
értékének lecsengése polinomialis (E*(t) =
(t+ E;")™1), ami nem teljesiti a Sternberg-
torvény (Sternberg, 1875) posztuldtumét az
exponencialis lecsengésre.
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Az osszetett kernel analitikus vizsgdlata

A Sternberg torvénnyel és a bindris
titkozések fizikdjaval oOsszhangban 1évo, a
(4.3) és (4.4) egyenletekkel adott kernelt
vizsgalom. A kernelt dsszetett kernelnek ne-
vezem ¢és a {.}¢ jellel kiilonboztetem meg:

. X lHryl-r

PI(X)Y) = iy (4.25)
ahol 0 < r < 1 a rogzitett kornyezeti pa-
raméter. Az Osszetett kernel esetében (a
Fokker-Planck egyenletbdl szarmaztatott),
az atlag és a szorasnégyzet idofejlodését leird
egyenletek integro-differencidlegyenletek.
Ezek analitikus megoldasa nem ismert. Az
analitikus elemzéshez a kovetkezo, egy-

szerusitett eseteket elemzem

(a) A (4.25) csonkolt
Taylor-soraval  helyettesitem, és
egy kezdeti

idofejlodését vizsgdlom a modositott

egyenletet  a

tetszoleges eloszlas

modellben.

A (4.25) kernel hatésit vizsgdlom
egy specialis fo kezdeti eloszlas mel-
lett.
idopontban minden részecske pontosan
Ekkor fy egy Dirac-
delta-fiiggvénnyel adhaté meg. Tekint-

Tételezziik fel, hogy a kezdeti
azonos tomegi!

ve, hogy a (4.7) mester egyenlet nem
tartalmaz diffizios tagot, érdemes az
egy pontra koncentralt tomeg visel-

kedését vizsgalni.

Az (a) egyszerlisitéshez az Osszetett kern-
el csonkolt Taylor-sordat az y = =z helyen

allitom eld és a {.}¢7 jeloléssel hivatkozom

Vol (2,y) ==
x 1 r

. (z - 5) (y— ) + O(y — 2)?).
(4.26)

4.4. Tétel. A T kernellel jellemzett mo-
dellben az R(t) relativ szordsnégyzet r > 1/2
esetben exponencidlisan csokken, r = 1/2-re
iddben dllandd és r < 1/2 esetben exponen-
cialis novekedést mutat.

Bizonyitds. Hasonléan az Osszeg és szorzat
kernelekhez, az atlag és a szérasnégyzet

idofejlodését  leiré  kezdeti érték felada-
tok a (4.7) Fokker-Planck egyenletb6l
szarmaztathatdak:
EC,T — —lEC’T
! 2 (4.27)
EC’T(O) = EO
WC,T —_ _ l WC’T
¢ z+7) (4.28)
WC’T(O) = WO
Ezen,  kozonséges differencialegyenletek
megoldasabol a  relativ  szérasnégyzet
idofejlodésére kapjuk:
o WET()
R ’T(t> = T 3 =
E<T(t)
)l
WO 571" t 577‘ t
E—ge = Roe 5 (429)
O
Tehat r = 1/2 kritikus, ennél na-

gyobb paraméter esetén exponencialis le-
csengést, ennél kisebb paraméterre pedig
exponencialis novekedést latunk. Vegyiik

észre, hogy a varhaté érték — Stern-
berg torvénnyel oOsszhangban 1évo expo-
nencialis lecsengése — fiiggetlen a kornye-

zeti paraméter értékétol, a szérasnégyzet
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A modell

ezen tulajdonsiga, nem meglep6 modon,

idofejlodése pedig fligg tole.

a teljes kernellel végzett szimulaciokban
is megjelenik. A jovoben elvégzendo
kisérleti vizsgalatokban az egyik cél a modell
ezen eldrejelzésének kisérleti igazolasa vagy
megcafolasa. Tovabba érdemes megjegyezni,
hogy a csonkolt Taylor-sor magasabb rendig
torténd eloallitasaval az eloszlas egyre maga-
sabb momentumaira kapunk Osszetett diffe-

rencidlegyenlet-rendszereket.

Az (b) egyszeriisités esetében elGszor

hogy
részecskékbdl allé populacié az Osszetett

megmutatom, azonos  méreti
kernellel adott kollektiv modellben végig
azonos méretli részecskéket tartalmazéd ka-
vicspopulaciét ad, fliggetleniil az r pa-

raméter értékétol.

4.1. Definicié. Legyen ¢ € R rogzitett. A
Dirac-delta-fiiggvény:

+00, T =4¢q
dy(7) =
0, T #q

x)dr =1 teljestl.

(4.30)

ahol f

4.5. Tétel. Az dltalanossig megszoritdsa
nélkil legyen fo = 01. Ekkor Ey = 1 és
Wy = 0. Tetszoleges t > 0 iddopontban
f(z,t) = 5C(t)(ib).

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy barmely
t* >0 idopontban a stlriségfiiggvény
f(x,t") = dcur) alakd. Ekkor E°(t*) = c(t*)
és We(t*) = 0 teljesiil. Kihaszndalva a Dirac-
delta-fiiggvény tulajdonsagait, kovetkezik

hogy
L/m fly, )Y
0

(*Ta y) dy = wc(% C(t*))'
(4.31)

A varhato érték idofejlodését kozvetlentil
szamithatjuk:

= /OO fi(z,t)rdr =
0

- [ eyl do -
(el eft)) = —elr),

ahol felhasznaltam a (4.7) Osszefliggés els6é

(4.32)

egyenlOoségét, majd parcidlis integralast haj-
tottam végre. A szérasnégyzet idofejlodése
hasonlé modon addodik:

Witr) =
/fxt)xdx QB E(t") =
_2/ Fla )

z,c(t*))zdzr + c(t*)? =

—c(t")* +c(t")* = 0.

(4.33)
Ez azt mutatja, hogy az eloszlas
szorasnégyzete nem valtozik, végig a kez-
deti Wy = 0 értékli. Kovetkezik, hogy az

eloszlast a teljes evolicioban a Dirac-delta-
fliggvény adja meg. n

4.4. Megjegyzés. Felhasznalva az iménti
(4.32) eredményt, a Dirac-delta nem zérus
értékit helyét megadd c(t) fiiggvényre a
ct(t) = —3c(t) egyenlet adddik, ¢(0) = 1
kezdeti értékkel. Tehat c(t) = exp(—%).

Maradva a (b) egyszertisités teriiletén, a
kovetkezokben az imént vizsgalt Dirac-delta
eloszlast stabilitdsdt vizsgdlom. Megmuta-
tom, hogy a Dirac-delta eloszlas az r pa-
raméter fiiggvényében lehet stabil és instabil

1s.

4.2. Definicid. Legyen ¢ > 0 rogzitett ki-
csiny szédm, és a fo(x) = d1(x) eloszlas per-
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turbdlt alakja legyen
fo(z) ==

(4.34)
4.6. Tétel. A kollektiv kernellel adott mo-

dellben fo(x) = 01(x) eloszlas lokdlisan sta-
bil, ha r > 1/2 és instabil, ha r < 1/2.

Bizonyitds. Jelolje az eloszlds mésodik mo-
mentumat M, azaz

= /OO f(z,t)2? dx.
0

Konnyti megmutatni, hogy

| i dy = e 1) + 0,
(4.36)
tovabba, hogy ES=1 és MS(0) =1+ &3
Célunk RS elGjelének vizsgélata a ¢ =10

(4.35)

idopillanatban. Mivel

Re(t) = f‘bﬁ(gl S1 s

elegendd a E°(0) My ,(0) — 2M3(0) £ (0) kife-
jezés el6jelének szamitasa. Az (4.7) egyenle-

tet, parcidlis integraldst és a (4.36) egyenlet

alkalmazva
E(0)M;,(0) — 2M5(0) B (0) =
—2/ fo(x)ve(x, 1)z do+

1+¢° / folz 1) de =
(5—7’) +0(*), (4.38)
ahol az utolsé egyenloséget elemi algeb-
rai atalakitdasokkal kaptam.  Elegendden
kicsiny e paraméterre a kifejezés elgjele
1/2 érték kritikus.
pozitiv, tehat a relativ

r-tol fige, az r =
r < 1/2 esetén RS

szorasnégyzet no. Ez azt jelenti, hogy az

(1—e)du(x) + gal,g(x) + %(51+5(:c).

azonos méretll részecskékbol allo populacio
instabil, perturbacié hatasara szétszoro fo-
lyamatot latunk. r > 1/2 esetén RS negativ,
ami a Dirac-delta eloszlas stabilitasat mutat-
ja kis perturbéciokkal szemben. O

A tetszbleges, folytonos eloszlasbol
inditott, (4.25) kernellel adott modell visel-
kedését az alabbiakban ismertetendé nume-
rikus eljarassal vizsgdltam. Az ezen részben
bemutatott osszeg, szorzat és Osszetett kern-
ellel adott modellek viselkedését Osszegzi az
4.3. 4abra.

vizsgalatok ismertetésére, sziikséges a modell

Mielott ratérnék a numerikus

r paraméterének részletesebb értelmezése.

Az r paraméter lehetséges értelmezései

Természeti folyamatokban mind a se-
besség, mind az iitkozési valdszintiség fiigg-
het a részecske méretétol: lamindris dramlds
esetén a részecskék relativ sebessége és az
itkozési valdszinliség egyarant a (linedris)
mérettel aranyos. Ezzel szemben tur-
bulens dramldsban a sebesség forditottan
aranyos a linearis mérettel, az ttkozési

valoszinliség pedig az 1itkozési kereszt-
metszettel ardnyos. A (4.25) titkozési kern-
el r paramétere mind a sebesség, mind
az Utkozési valdsziniliség hatasat tartal-
mazza, ezért a paraméter megvalasztasa

A modell

a kimenetelek egy egyparaméteres csaladjat

tobbféle modon interpretalhato.

hatarozza meg: ha a sebesség aranyos X“-
val, és az iitkozési valdszintiség X -vel, akkor
re~a + b.
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4.3. dbra. Egy kezdetben (¢ = 0) lognormalis eloszlas stirtiségfiiggvényének id6fejlédése
kiilonboz6 kernel egyenletek esetén, a Fokker-Planck egyenlet alapjan. Osszegzési kern-
el: al,bl,cl. Szorzat kernel: a2,b2,c2. Osszetett kernel: a3,b3,c3. Elsé sor (al,a2,a3):
E(t) varhaté érték. Masodik sor(b1,b2,b3): R(t) relativ szérdsnégyzet. Harmadik
sor(cl,c2,c3): kezdeti (t = 0, vékony vonal) és végsé stirtiségfliggvény f(z,t) (vastag

vonalak).

A fentiek alatamasztasara, vizsgaljuk
meg r realisztikus értékét két, szélsdséges
A laminaris aramlast linearis
Két

itkozésének feltétele, hogy palyajuk metssze

esetben.

sebességprofil jellemzi. részecske

egymast. Gomb alakot feltételezve kap-

juk, hogy az iitkozési valészintiség ~X?/3
2/3.
A masik hatareset a turbulens aramlas,

mennyiséggel aranyos, azaz r =~

ahol ekviparticiot vehetiink alapul, azaz
a részecskék mozgasi energidja méretiiktol
fiiggetlen (Uberoi, 1957). Ekkor a sebesség
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Mivel a ke-

resztmetszet X?/3-mal ardnyos, az iitkozési

X~1/2 mennyiséggel aranyos.

valoszintiségre a X/¢ adédik, azaz r~1/6.
Lathato, hogy a két extrém esethez becsiilt
r érték a kritikus req = 1/2 értéktdl tavol,
annak két oldaldn helyezkedik el. Ez alapjan
nyugodt, allandé kornyezeti feltételek mel-
lett fékuszald, turbulens helyzetben pedig
szétszérd folyamatra szamitunk. Az ismer-
tetett becslés részletes diszkusszidja (Sipos
et al., 2021) D mellékletében olvashato.

4.1.2. Numerikus eredmények

A kollektiv
vizsgélatara

kinalkozik:

modell numerikus

alapvetoen  két  lehetdség

1. Adott (4.7)  Fokker-
Planck egyenlet segitségével az f(x,t)

kernellel az

fiiggvény idofejlodésének kozvetlen szi-
Ezt a tovabbiakban kon-

tinuum megkozelitésnek nevezem. A

mulécidja.

szimulacidhoz a Matlab kornyezethez
fejlesztett Chebfun eszkoztérat (Dris-
coll et al., 2014) haszndltam, amely
a figgvényt Csebisev soraval repre-
zentalja és a szingularitds-mentes nu-
merikus szimulaciot az operator ex-

ponencidlisanak szamitasaval hajtja

végre.
2. A kernel egyenlet felhasznalasdval
véges szamu mintaban nagy

mennyiségli,  véletlenszeri  bindris
itkozést végrehajtva. Ezt az eljarast
diszkrét megkozelitésnek nevezem. A
szimulaciokat sajat készitésti Matlab
kéddal hajtottam végre. Az N darab
részecskébdl allo populaciéban Ossze-
sen M N/2 iitkozés kovetkezik be, ahol
M rogzitett szam, tovabba a binaris
iitkozésben bekovetkezo tomegvesz-
teséget a diszkretizalt kernel egyen-
let alapjan szamitom. A szamitas az
fo kezdeti eloszlasbol véletlenszertien
hizott N darab részecskével kezdodik.
Az titkozésre keriil6 par mindkét tagjat
egyenletes valdszintiséggel vélasztjuk
az N eleml populdciébél. A par
mindkét tagjanak tomegveszteségét
az (4.25) ¢ {itkozési kernellel, a
klasszikus Euler sémét kovetve At/M
ido6lépéssel hatarozom meg. A tomeg-
ek csokkentése utan a részecske part
visszahelyezem a populacidba. A
folytonos modellel tortén6 oOsszeha-
sonlitashoz a szimuladciokban N =
5000, M = 10 és At = 0.01 értéka

volt.

Fokuszalo és szétszoro tartomdnyok

Az

vizsgaltam mind a folytonos, mind a diszkrét

Osszetett  kernel  viselkedését
numerikus megoldassal. Az eredményeket a
4.4. abra foglalja 0ssze. A kezdeti f; eloszlas

lognormalis volt.
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4.4. dbra. Lognormalis eloszlas striiségfiiggvényének idofejlodése az osszetett kernellel,

folytonos (jele: c) és diszkrét (jele: d) mdédon szimuldlva. A kontroll-paraméter értékei
rendre 7 = 0.0 (bal oldalon), » = 0.5 (k6zépen) és r = 1.0 (jobb oldalon), a t = 0 és
t = 5.0 kozotti idointervallumban. A hisztogramok a diszkrét szimulacié eredményei, a

szaggatott és folytonos vonallal jelzett fiiggvények rendre a folytonos szimulacio kezdeti

és végso eloszlasai. A diszkrét és a folytonos modellek eredménye jo egyezést mutat.

A Fokker-Planck egyenlet analitikus

és numerikus elemzése soran ugyanazt
talaltam: az r = 0.5 érték kritikus, a kol-
lektiv kopas két tartoméanyat valasztja el,
amelyekben az R(t) relativ szérasnégyzet le-

futésa eltéro:

(i) 7 > 0.5 esetén a folyamat fokuszdlo,
R(t) monoton csokken és aszimptoti-
kusan megkozeliti az R(t) = 0 értéket.
Ekkor a tomegeloszlas egy Dirac-delta
fliggvényhez tart. A paraméterérték

alacsony energiaju kornyezetet ir le,

amelyben a szelektiv szallitds szeg-

regalé hatasat a kopas tovabb erdsiti.

r < 0.5 esetén szétszoré folyamatot
latunk, R(t) monoton né. Ez a sze-
lektiv szallitas hatasat gyengiti. A pa-
raméter ezen értékeit magasabb ener-

giaszintnek feleltethetjiikk meg.

Lognormalis eloszlas illesztése

Egyszerti behelyettesitéssel igazolhato,
hogy a lognormalis eloszlds a (4.7) Fokker-
Planck egyenletnek nem invaridns megoldasa
(azaz egy kezdetben lognormélis tomegel-
oszlds nem marad lognormaélis), azonban az
evolicio soran megfigyelheté tomegeloszlas
gorbéje emlékeztet a lognormaélis eloszlas
strtiségfiiggvényére. Ennek vizsgalatara a
numerikusan kapott diszkrét eloszlasokra
lognormaélis eloszlast illesztettem (legkisebb
Az illesztett el-

oszlast meghatarozé két paraméter, p és o

négyzetek maodszerével).

idofejlodését mutatja a 4.5. abra kiilonbozo,
Az r 1/2

kritikus volta itt is megfigyelheté: amig az

rogzitett r értékek mellett.

eredetileg lognormalis eloszlas szinte inva-
ridns r = 1/2 mellett, p és o idofejlédése
0.0 és r 1.0

esetén. Az illesztés 95%-os konfidenciainter-

ellentétes irdanya r = =

vallumanak feltiintetése visszaigazolja az in-
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tuitiv megfigyelést: az evoliciéban keletkezd
eloszlasok kozel vannak a lognormaélishoz,

gyakorlati munkaban a tomegleoszlas log-

normalis approximécidja elfogadhaté hiba

mellett végezheto.

a) r=0.0 b) =0.5 c) =1.0
0.8 0.8 0.8
t=5.0
0.6 0.6 0.6
© 04 b 04 © 04
#=0.0 « =0.0 t=0.0
0.2 0.2 t=5.0 0.2 \
t=5.0
0 0 0
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
I 1 I
4.5. dbra. Az osszetett kernellel szamitott eloszlasra illesztett lognormalis eloszlas

1 és o paramétereinek idofejlédése. A kornyezeti paraméter értékei rendre r = 0.0
(bal oldalon), » = 0.5 (kézépen) és r = 1.0 (jobb oldalon), a t = 0 és t = 5.0 kozotti
idéintervallumban. A vastag folytonos vonal jelzi a legjobb illesztést, a vékony vonalak

a 95%-o0s konfidenciaintervallumot jelolik.

Kivételes — részecskék: véges  mantak
anomdlidr

A diszkrét numerikus eljarasban (a fenti,
N = 5000-es részecskeszamnal kisebb po-
puldciéban) érdekes jelenséget figyelhetiink
meg: Un.  kwételes részecskék jelennek
meg, amelyek tomege lényegesen megha-
ladja a populédciét jellemz6 részecsketomeg-
et.

A kontinuum megkozelités a modell vi-

Erre a jelenségre utal a 4.1. abra.

selkedését mutatja be sima fy(z) kezdeti
feltétel esetén. A 4.6. abran a tomegeloszlas
id6fejlodése szerepel 1 = 0.6 és N = 2000 pa-
raméterértékek mellett. A hisztogram meg-
hatarozo részére jol illesztheté lognormalis
eloszlas. Azonban, van 12 részecske, amelyek
tomege érdemben nagyobb a lognormaélis el-

oszlas alapjan varhaténal, és koziiliik egy

tomege az eloszlds medidan értékének 150-
szerese (azaz atmérdje kb. 5.3-szoros). Ez
alapjan fékuszalé paramétertartomanyban
elofordul, hogy ambar a részecskék nagy
tobbségére teljesiil a fokuszald jelleg, lesz
néhany, ami “lemarad” az eloszlastol,
tomegiik érdemben nagyobb marad. A meg-
figyelt jelenség még r~0.7 paraméternél
is konnyen reprodukalhaté a diszkrét szi-
mulacio segitségével. Megfigyelheto, hogy
a kivételes részecskéktol eltekintve a po-
pulacié tomegeloszlasa a folytonos modell-
A kivételes
részecskék eltavolitasaval nyert, csonkitott
iz, t)! Az
f*(x,t1) eloszlas R* relativ szérasnégyzete a
korabbiakban bemutatott modon viselkedik,

jol elkiilonitheto a fékuszald és a szétszord

hez kozeli evoluciét mutat.

tomegeloszlast  jelolje

paramétertartomany.
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4.6. dbra. N = 2000 részecskét tartalmazé minta szimuldcids eredménye. (a) az

atlagos térfogat maximaélis térfogattal normélt idéfejlodése, (b) az f(z,t) tomeg-

eloszlas id6fejlédése. A zold gorbét (¢t = 300) mutatja kinagyitva a (c) panel. Az

abrazolt eloszlas eléréséhez minden részecske atlagosan 300 iitkozési eseményben

vett részt.

vastag fekete gorbe az adatokra illesztett lognormélis eloszlés.

A logaritmikus skaldn felvett hisztogram a numerikus eredmény, a

A jobb olda-

lon j6l megfigyelhetek a kivételes részecskék. Az dbra (d) része a részecskéket

véletlenszerlien, de méretaranyosan egy négyzetbe rajzolva mutatja. Egy nagy és

egy kis részecske hisztogramon vett elhelyezkedését mutatjdk a nyilak.

A jelenség robusztussaganak vizsgdlatahoz

tegylk fel, hogy az N elem mintaban egy
kivételével minden részecske tomege X, és
a kivételes részecske tomege a X, ahol a>1.
A modellben kétfajta binaris titkozés kovet-
kezhet be:

(i) A-tipusi esemény: két, X tOmegi

részecske titkozése,

(ii) B-tipusi esemény: az iitkozés egyik

résztvevoje a kivételes részecske.

Elemi diszkrét valdszintiségi megfon-

tolasok alapjan az A-tipusi esemény

valdszintisége (N — 2)/N, a B-tipusié pe-
dig 2/N.
X részecskék atlagos X tomege a At

Az A-tipusi eseményben az

idotartamunak feltételezett iitkozés utan:

2(X — X/2At) + (N - 3)X
N-—1 N

X
At.
N -1

X —

(4.39)
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Kiszdmitva az aX/X kifejezést, majd a
At szerinti csonkolt Taylor-sort At = 0 koriil
els6 rendig eléallitva kaphatjuk az a pa-
raméter A-tipusi esemény esetén érvényes,
aj‘t‘ id6 szerinti derivaltjat:

A a
a’y = :
N -1
A B-tipusi esemény esetében mind a

(4.40)

kivételes, mind az atlagos részecske az Ossze-

tett kernel szerint kopik:

al-i—rX
X)), = — 4.41
(@) =-%—= (@
. ¢
X, =— ) 4.42
* 1+a ( )

A maésodik 0Osszefiiggés hasznalhaté az X

tomegli részecskét X 4tlagos tomegének

szémitasdhoz.  Most a %’t—m kife-
jezés At = 0 koriilli csonkolt Taylor-

soranak segitségével, algebrai atalakitasokat
kovetoen kapom az af, B-tipusi eseményhez

tartozé derivaltat:
B a1+r a27r
— } 4.43
i 1—|—a+(1+a)(N—1) (443)

Hajtsunk végre N darab iitkozést!

Figye-
lembe véve A és B események valdszintiségét,

irhato hogy

N -2 ) a'tr N a’"
ar = a — .
TN -1 l+a (1+a)(N-1)

(4.44)
a; > 0 esetén a kivételes részecske egyre
tavolabb keriil a populécié tébbi tagjatol.
Az N — oo hataratmenetben

1 2a”
a; =a — .
& 1+a

Itt a derivalt el6jelét a zardjeles kifejezés

(4.45)

hatarozza meg. Tovabba megmutathato,
hogy ha létezik ai > 1, ahol a; = 0, ak-

kor a; > 0 minden a > ag;;, értékre. Ezért

aerit > 1 kritikus értéket a zardjeles kifejezés
zérushelye alapjan szamithatjuk. A kivételes
részecske 1étezésének feltétele tehat a kovet-

kez6 alakot olti:

2a”

1+a

(4.46)

kivételes részecske Iétezhet

kivételes részecske nem létezhet

L L L
0.55 06 0.65 0.7 075 0.8
r

4.7. 4abra.

az [r,a] paraméter sikon. Olyan rend-

Az gy (r) kritikus gorbe

szerekben, ahol a (r,a) paraméterpar a
gorbe folé esik, megjelennek a kivételes
részecskék, a gorbe alatt ez nem le-
hetséges. A folytonos vonal a N — oo
hataratmenethez tartozik, a ponto-
zott vonal N = 20, a szaggatott vonal
N =100 nagysagu populdciohoz tarto-
zik.

A (4.46) Kkifejezést egyenldségként (nu-
merikusan) megoldva kaphaté az aciq(r)
kritikus — gorbe
(4.7. abra).

rendszereket,

az [r,a] paramétersikon
Ez a gorbe vélasztja el azon
amelyben 1étezhet kivételes
részecske azoktol, amelyekben ez nem for-
dulhat el6.

hataratmenet

Az aeie(r) gorbét a N — oo
kaptuk,

alapjan nagy mintakban is el6fordulhatnak

elvégzésével ezek

kivételes részecskék. Ez a kovetkezd médon
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magyarazhaté.  Tegyik fel, hogy a fo-

lyamat kozel azonos részecskéket jellemzo,
A folya-

mat véletlenszerlisége miatt létrejon néhany

szik tomegeloszlasbdél indul.

részecske, nagy relativ tomeggel (més sza-
vakkal:

sebb titkozés kevésbé koptat, ezért esetiikben

van néhany részecske, amit keve-

az a paraméter értéke nagy). Amennyiben
a fluktuacidk ezen részecskékbdl néhanyat
az aeig(r) a gorbe f6lé mozgatnak, ak-
kor azok kivételes részecskékké valnak, és
varhatéan hosszii tavon is a populaciétol
A 4.7. abra kriti-

kus gorbéje az r kornyezeti paraméter kri-

leszakadva fejlédnek.
tikus értékének (r = 0.5) kornyezetében
szinte barmely részecske valhat kivételessé.
r értékének novelésével ez egyre kevéshé
fordulhat elé.
ahogy a kivételes

Az is megfigyelhetd, hogy
részecske létezésének
valoszintisége csokken, a valészintisitheto re-
lativ tomegének nagysdga no, aldtamasztva
az intuiciét, nevezetesen, hogy minél na-
gyobb a kivételes részecske, annal ritkabban
Azt

ni, hogy amig a kivételes részecske tomeg-

megfigyelheto. is érdemes kiemel-
fejlodését mind az a, mind az r kornye-
zeti paraméter befolydsolja, addig a min-
ta sok, "kis” részecskéjének kollektiv visel-
kedését kizardlag az r paraméter hatarozza
meg. Azaz, egy, vagy néhany nagy részecskét
adva egy nagy szamossagu, kis tomegekbol
allé populaciohoz a kis részecskéket tartal-
mazé populacié idéfejlodése nem moédosul,
feltéve, hogy az iitkozo parok kivalasztasa
tovabbra is az egyenletes valdszintiségi el-

oszlas szerint torténik.

4.1.3.
pulaciok

Homogén és heterogén po-

A fejezet elején emlitettem, hogy jelenleg
nem ismert olyan részletes adatsor, amelyhez
a modell eldjelzéseit hasonlithatnank. Eb-
ben a részben roviden felvdzolom, hogy mi-

lyen médon lehetne ezt megtenni.

Homogén  kavicspopuldcio  kisérleti  le-

hetdségei

A modell két lényeges komponenst tar-
talmaz: egyrészrol az litkozési kernel (4.3)-
(4.4) ragadja meg a részecskék iitkozésének
fizikai torvényszertségeit, masrészrol a (4.7)
Fokker-Planck egyenlet irja le a kollektiv
idéfejlodést.

nens szerint tesztelheté a gyakorlatban. Ho-

A modell mindkét kompo-

mogén kavicspopulacidk esetén a ¢ anya-
gi paraméter és az r kornyezeti paraméter
hatarozza meg a tomegfejlodés idobeni le-

folyasat:

(i) A (4.3)-(4.4) kernel egyenletek il-
leszthetbek

kisérletekre,

olyan laboratériumi

amelyekben a kopés

sebességét a részecskék méretének
fiiggvényében dbrazoljak. Ez a kisérlet
alkalmas a ¢ anyagi paraméter meg-
hatarozasara, feltéve, hogy a minta ho-
mogén. Amennyiben a kisérleti elren-
dezés egyben egy természetes kornye-
zetet imital, az r kornyezeti paraméter
is becstilheto.

(ii) tomegel-

Kavicspopulécié teljes

oszldsénak rendszeres i1dokozonként

kivitelezett mérésével is vizsgalhatod
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a modell. Ekkor a ¢ és r pa-
raméterek az adathalmazra posterior:
illeszthetoek.

ratériumi korilmények kozott is kivi-

Ilyesfajta kisérlet labo-

telezhetonek tiinik, terepi mérés esetén
a kavicsok radiés kovetése (Bertoni
et al., 2016) tlinik igéretes megfigyelési

technikanak.

Ezen technikak csak homogén kavics
populaciéra alkalmazhatéak.  Azonban a
modell kiterjesztése heterogén populaciora

kézenfekvd.

Heterogén  kavicspopuldcio: kisérlet és

elmélet

A binéris alakfejlédés (4.1)-(4.2) egyen-
leteinek felirdsakor az altalanos esethez a ¢
és c91 anyagi paraméterek tartoztak, amit
a homogenitas e miatt a cjo = ¢ = ¢
feltételezéssel egyszertisitettiink, és késobb
ezt az egyszertsitett format hasznaltuk a
kollektiv modell kernel egyenleteként. A
kollektiv  modellben a heterogenitds teljes
altalanossagban a kovetkez6 modon vezet-
heto be: tekintsiink egy N elemii populéciét,
ami M < N kiilénb6z6 m;, (i = 1,2,... M)
anyagui kavicsot tartalmaz. (A bindris eset-
ben N = 2, itt M =

kiilonb6zo anyagu, és M =

2 felel meg két,
1 az azonos

anyagu részecskéknek.)

A kollektiv esetben a binaris kopasi
paraméterek egy M x M méreti M
métrixba rendezhetdéek, ahol a matrix c¢;;,
(i,j=1,2,...

bindris titkozésének anyagi paraméterei a

M) elemei az i. és j. részecske

(4.3)-(4.4) titkozési kernelben. Az M métrix
hi-

Amennyiben az m; anyag

altalanos esetben nem szimmetrikus,
szen c;; # Cji.
lényegesen keményebb, mint az m; anyag,
Tehat a kollektiv
modell M x M = M? darab anyagi és egy da-

varhatd, hogy c;; < cj;.

rab kornyezeti paramétert (r) tartalmaz. A
kisérleti vizsgalat hasonléan végezhetd, mint
a fentiekben leirt homogén esetben, azonban

a tobb paraméter illesztése tobb megfigyelést

igényel.
E,
i O Exp. 18-28 mm gravel mixture
0.20 é & Exp. 10-18 mm gravel mixture
~
0157--------3 %Ek §r, 0005D+0.24
0.10 ' \Q\\
Ey=-0006D+0237 N O S '
R NCRE
] \ | ~
0.05 Dsg Ds \\~~~£z N
0.00 - D
0O 5 10 15 20 25 30 35 40

4.8. abra. (a) Az E, kopdsi rata a (4.3)
(Attal & Lavé, 2009)
mérési eredményeire illesztve.  (At-
tal & Lavé, 2009) 9.a. jelii abrajan
abrazoljuk az F) (piros) és Fy (kék),
a kollektiv modellel kapott illesztéseket.

kernel mellett,

A tomeget az atmér6 alapjan, gomb
A leg-
kisebb négyzetek modszerével a modell
= 0.19 és c15 = 0.28,
mindketté adatsorra.

alakot feltételezve becstultem.

paraméterei:

A kovetkezokben a kernel egyenlet il-
lesztésére mutatunk példat. (Attal & Lavé,
2009) laboratériumi korilmények kozott,
csatornaban koptatott kavicsok tomeg-
fejlodését mutatja be. A 400 g, 10 — 18 mm

és 18-28 mm atmérdjii granit kavics mellé
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D =9 ¢é D = 39 mm kozotti dtmérdvel
biré mészk6 kavics E; kopdsi rdtdjdt (ab-
raison rate) mérték. A fenti megkozelités
itt M =
Jelolje my a mészkovet és mo a gréanitot.
A heterogenitds miatt itt M? =

gi paraméter, ci1,cC12,Co1 €S Coo ismerete

szerint 2 (két, eltéré anyag).

4 anya-
sziikséges. A kisérletekben els6sorban a
mészko kavicsok kopasi sebességére vol-
tak kivancsiak, és ezért ezen részecskékre
allitottak elé Ey(D) gorbéket.  Tekintve
a két anyag keménységbeli kiilonbségét,
feltehetjiik,

kizarélag a grénit kavicsok koptattak (az-

hogy a mészké kavicsokat

az figyelmen kiviil hagyjuk a mészkd-
mészkd titkozések hatasat). A mészké X (t)
tomegfejlodését a (4.3) egyenlet alapjan
vessziik fel, ahol az X és Y térfogatokat
a mészké és a granit részecskék mérete
alapjan becsiiljik. Ilyen médon az egyet-
len lényeges anyagi paraméter a mészko
(A

kisérleti adatokbdl nem rekonstrualhato, de

és a granit ttkozését jellemz6 cqo.
vélhetben cg; < c¢p9 teljesiil.)  Amennyi-
ben a granit részecskék térfogatat a kozolt
mérettartomany atlagaként vessziik, a
kopasi rata az atmér6 figgvényében mo-
delliinkkel numerikusan szamithato. A
Eq,

jelolésekkel a kovetkez6 alakban irhaté:

kopasi rata, az altalunk hasznalt

Ey = —7’. (4.47)
Munkdamban az (4.3) egyenletet illesztettem
a (Attal & Lavé, 2009) publikdcié adat-
sorara. A paraméterek meghatarozasat a

legkisebb négyzetek modszerével allitottam

el6. A legjobb egyezést r = 0.19, ¢1;o = 0.28
értékeknél talaltam. Az eredményeket a
4.8. abra szemlélteti: a kisérleti és szamitott
értékek kozelsége meggy6z6. Az r kornye-
zeti paraméter értéke alapjan szétszord vi-
selkedést varunk. Ez oOsszhangban van a
kisérlet céljaval, ami gyors folyévizi kornye-
zet vizsgdlatat célozta. Erdemes kiemelni,
hogy a r = 0.19,c15 = 0.28 paraméterpar
tartozik mindkét, a cikkben kozolt kisérleti
programhoz.  Azaz a paraméterek nem
fliggnek a granit részecskék méretétol, ami
utélagosan alatamasztja a kollektiv modell

levezetése soran tett feltételezéseket.

4.2 KITEKINTES

Emlitettem, hogy a bemutatott modell
kisérleti igazolasa Osszetett laboratériumi és
terepmunkat igényel. A modell elméleti

része tovabbi érdekes kérdéseket vet fel:

(i) A fragmentécié, nevezetesen, amikor
egy részecske ketto darabba torik, a
diszkrét modellbe konnyen beépitheto.
Ismert, hogy a geomorfolégiai folyama-
tokban (Novék-Szabé et al., 2018) a
fragmentacié és a kopas nem kiilonol
el élesen, ezért példaul folydkban

mért tomegeloszlas esetén vélhetden

szitkséges a modell kiegészitése a frag-

mentacioval.

A modell bevezetésénél hangsilyoztam,
hogy a felvazolt tomegfejlodés 0Ossz-
hangban van a kopas geometriai
elméletével, azonban a bemutatott mo-

dell csak a tomegfejlodésre koncentralt.
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Fontos tovabbfejlesztési irany az alak-
jellemzék (pl.: tengelyardny, izoperi-
metrikus arany, mechanikai egyensulyi
pontok széma, sth.) id6fejlodését leird
modell kifejlesztése, és ezen adatsorok
Osszevetése a rendelkezésre all6 mérési
eredményekkel.
(iii) Az egyes geomorfolégiai folyamatok-
hoz rendelheté kernelek fizikai, az
iitkozési valészintiséget a bemutatott
htiebben

tlikrozo kernel (csaldd) bevezetése.

egyparaméteres modellnél

A fizikai fragmentacié beépitése megha-
ladja ezen dolgozat kereteit, azonban egy
érdekes lehetoséget érdemes megemliteni. A
fragmentacioval kapcsolatban tobb évtizede
ismert, hogy a fragmensek populdciéjanak
tomegeloszlasa hatvanytorvényt kovet. A
tomegre és az kezdeti eloszldsra megtartva
az x és fo(x) jeloléseket irhatjuk, hogy

folz) ~a™" (4.48)
ahol a 7 exponens értéke meglepoen ro-
busztus, kevéssé fiigg az anyagi jellemzoktol
vagy a fragmentaciét kivalté fizikai folya-
A (Domokos et al., 2015)

cikkben ismertetett kisérletek alapjan 7 =

mat jellegétol.

1.7+ 0.06. Amennyiben a fragmentaciéhoz

€gy Tpin Minimalis és x,,, maximalis kezde-

ti méretet rendeliink, az fy kezdeti eloszlas
konnyen illesztheté. A kopasi folyamatban,
akar a terepen is mérhetd f(z) eloszlast fel-
hasznélhatjuk arra, hogy meghatarozzuk azt
a t, id6t, amelyre a modellben az fo(x) kez-
deti eloszlasbdl szamitott f(z,t;) eloszlds és
amért f(z) eloszlast eltérése minimdlis. Azt

varjuk, hogy a

min || f(z,t,) — f(z)]]

t1€[0,00]

feladatnak egy,

(4.49)

numerikusan egyszertien
becsiilhet6 minimuma van. A mini-
mum ismeretében a populacié tomegvesz-
tesége is konnyen meghatarozhato, azaz mo-
delliink alkalmas arra, hogy a mért el-
oszlas alapjan kovetkeztessiink a kavics-
populacio teljes tomegveszteségére a frag-
A (Domokos et al.,

2015) cikkben arra is ramutattunk, hogy az

mentaciéo kezdetétol.

aprézodas sordn keletkez6 (jellemzéen po-
liéderrel jol kozelithetd) formék, mérettol
és az aprozddast kivalto folyamattdl fligget-
leniil univerzalis alakjellemzdékkel rendelkez-
nek. Igy az alakjellemz8k kollektiv fejlédését
leiré modell kifejlesztésével arra szamitunk,
hogy a mért alakjellemzdk eloszlasdanak
ismerete egyben az alakfejlodési folya-
mat multjara vonatkozo kovetkeztetések le-

vonasat teszi majd lehetévé.
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5. FEJEZET

OSSZEFOGLALAS ES TEZISEK

5.1 ZARO GONDOLATOK

A disszertdcid az elmult 12 évben
végzett kutatémunkam egy szeletét mutat-
ta be.

nika és a morfolégia teriiletén felmeriilt

Els6sorban a szilardtest mecha-
kérdésekre Osszpontositottam. A vékony,
rugalmas szerkezetek geometriai és anyagi
nemlinearitas altal meghatarozott alakjat ta-
nulményoztam. A szerkezet matematikai
modelljének megoldasait analitikus és nume-
rikus eszkozokkel vizsgédltam, kiilonos tekin-
tettel a kisérletekben megfigyelhetd, stabil
alakokra. A modellek a karcsu szerkezetek
gazdag ipari alkalmazasa miatt gyakorlati je-
lentoséggel birnak, akar a posztkritikus tar-
tomény elkertilése (pl.: rdncosodés kizérdsa
ipari és tlrkutatdsi alkalmazasokban), vagy
ellenkezdleg, a posztkritikus stabil meg-

olddsok elérése a cél (pl.: robotkarok alakja).

Az

ramutatott arra,

alakfejlodés
hogy bonyolult fizikai

jelenségek tisztan geometriai

élettelen vizsgalata
leirdsa a
természeti formak alkalmas eszkoze. A
kopasi modellek vizsgalata kiemelt kutatasi

téma az alkalmazott matematika, a mérnoki-

és a foldtudomanyok hatarteriiletén. Egy

megfeleld  részletezettségii  modell nem
kizarélag a természeti formak magyarazatat
nyujtja: lehetové teszi, hogy pusztan a for-
ma megfigyelésével kovetkeztessiink az azt

létrehozo6 folyamatra.

Néhény, az alkalmazott statisztikahoz
2013; et al., 2018a), a
dinamikahoz & Sipos, 2021),
a kopasmodellek geolégiai alkalmazasahoz
(Domokos et al., 2014a; Novak-Szabé et al.,
2018), tovabbd a meglévd tartdszerkezetek
értékeléséhez (Armuth et al., 2010) kot6d6

eredményt a dolgozat nem,

(Sipos, Sipos

(Kérolyi

vagy csak
érint6legesen targyalt. Hasonléan, a jelenle-
gi doktorandusz hallgatéimmal kozosen ku-
tatott téma, a rideg anyagokban kialakulo
repedésképpel kapcsolatos eredmények sem
kertiltek targyalasra (Cao & Sipos, 2022;
Michel & Sipos, 2022). Ezeket a dol-
gozatban bemutatott eredmények igéretes
folytatasanak tekintem, hasonléan a csi-
gahéjak geometridjanak jelenleg is folyo,

héromdimenzios elemzéséhez.

99



5.2

TEZISEK

1. Tézis. Tisztan rugalmas anyagmodellel és geometriai nemlinearitdassal jellemezhetd

rugalmassagtani modellekben keletkez6 formakat és mintdzatokat vizsgaltam (Sipos &
Vérkonyi, 2020; Sipos & Fehér, 2016).

(i)

Vékony robotkarok maximalis kinyuldsat a deformécié és a rudalak stabilitasa
egyiittesen hatarozza meg. A robotkarhoz rendelhetd térbeli ridmodellben, a poten-
dalomban szereplo, sikbeli modellek altal elhanyagolt kifordulas csokkenti a maximalis
kinyulas értékét. Ramutattam arra, hogy a kezdeti gorbiilet valtoztatasaval a stabi-
litasi kritérium alapjan szamitott maximalis kinyildas novelhet6. A modell alapjan
numerikus algoritmust adtam a robotkar maximaélis kinyilasanak meghatarozasara.

(Fehér Eszterrel ko6zos eredmény) Két végén befogott, hizott, vékony filmek
kisérletben megfigyelt rdancosodasanak magyarazatara 1j, a klasszikus Karman-féle
nagy lehajlasi, vékony lemezek elméletét véges membrannyilasokra altalanosito, or-
totrop modellt irtunk le. Elofeszitett mintadarabokon végrehajtott kisérletekkel 0ssz-
hangban a modell helyesen jésolja meg a rancos mintazat megjelenését és eltiinését.
Ezen jelenség magyarazhaté egy izola-kozpont bifurkacioval. A modell alapjan a si-
ma és rancos megoldasokat elvalasztoé stabilitdsi hatar helye a 3 tengelyarany és a ¢
makroszkopikus nyulas paraméterek terében jelentésen fiigg az ortotrépia mértékétol.

2. Tézis. A terhelés hatasara kialakulé alak és az anyagi nemlinearitdas kapcsolatat
vizsgaltam (Fehér et al., 2018; Gaspar et al., 2022).

(i)

(iii)

(Fehér Eszterrel és Timothy J. Healey-vel k6z6s eredmény.) A két végén
befogott, huzott, vékony filmek ciklikus kisérletben megfigyelheté rancosodasanak
megjelenését és eltiinését elemezve az els6é terhelés sordn eltéré rancosodéast a
Mullins-hatéssal magyaraztuk. Uj, a Mooney-Rivlin anyagmodellt karosodéasi
allapotvaltozéval (n) kiegészitd, pszeudoelasztikus modellt adtunk a jelenség ma-
gyarazatara.

Az (i) pontban emlitett modellrél megmutattam, hogy az a Mullins-hatédsra az iro-
dalomban javasolt modellosztaly egy specialis, egy allapotvaltozét tartalmazo esete.
Tovabba, moddszert adtam az elsé nyujtas soran kialakulé ortotrépia mértékének a
kisérleti adatokbdl torténd becslésére.

Huzoszilardsag nélkiili falazott ivek allékonysaga fligg az ivben természetesen kiala-
kulé, vagy mesterségesen eldirt repedésképétol (sztereotémia). Az adott terhelési
v allékonysdgdnak klasszikus geometriai feltételét (nyomdsvonal elmélet) térgorbe
referencia vonali szerkezetre altalanositottam.
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(iv)

(v)

Igazoltam, hogy az elore rogzitett C' > 3 csuklészamhoz konstrualhaté olyan, sikbeli,
onsulyaval terhelt, huzészilardsag nélkiili iv, amelyben a tonkremenetel pillanataban
kialakul6 csuklok szama pontosan C'.

A sikbeli, onstlyaval terhelt, korivekbol szerkesztett, allandé vastagsagu, szimmetri-
kus cstcsivrol bizonyitottam, hogy a szerkezetben radidlis sztereotomia esetén kiala-
kulé csuklék szama maximum C' = 7.

3. Tézis. A korrel homeomorf, konvex gorbék alakfejlodését leiré geometriai parcidlis dif-

ferencidlegyenleteket vizsgdltam (Sipos et al., 2018b; Sipos, 2020).

(i)

Bizonyitottam, hogy a gorbiilet-vezérelt kopasi modellek korében az f (k) >0
feltételt kielégité kopasi torvénnyel rendelkezd, a gorbét a befele mutatd normaélis
irdnyéba fejleszté alakfejlédési modellben a gorbiileti szélséértékek N, (t) szdma mo-
noton csokken.

Az ooid részecskék novekedést, titkozéses és surlodasi kopast tartalmazé, két allandd
paraméterrel adott modelljérél bizonyitottam, hogy a modellben szerepl6 affin tag
ellenére az ellipszis nem invarians megoldas, kivéve a surlodasmentes esetet, amikor
az invarians alak kor.

Bizonyitottam, hogy a (ii) pontban emlitett modell sima, egyenstlyi megoldédsai a D2
szimmetriacsoportba tartoznak.

Bizonyitottam, hogy a (ii) pontban emlitett modell két paramétere (¢; > 0 és ¢y > 0)
és a sima egyensulyi alak kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast.

4. Tézis. A gombbel homeomorf, konvex feliiletek alakfejlodését leird, in. Bloore-féle
alakfejlédési modellt vizsgaltam (Sipos et al., 2011; Domokos et al., 2014b).

(i)

(i)

A kopo testet poliéderrel reprezentald, a testet sztochasztikusan felvett metszo
sikokkal fejleszt6 numerikus algoritmust irtam le a Bloore-féle alakfejlodési egyen-
let approximacidjara. Megadtam a sztochasztikus algoritmus esemény valdszintiségei
és a folytonos geometriai PDE allandéi kozotti kapcesolatot.

A sztochasztikus algoritmus felhasznaldsaval numerikusan demonstraltam, hogy a
Firey-féle alakfejlédési modellben poliéder kezdofeltétel esetén két fazis kiilonithetd
el: az els6 fazisban a kopas altal még nem érintett feliilet teriilete nem zérus. Ez a
mérték fokozatosan csokken, a masodik fazisban pedig a test minden feliileti pontja
kopasnak kitett. A numerikus eredmények szerint az elso fazisban a tomegveszteség
az 50%-ot is elérheti.
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5. Tézis. Statisztikai szamossagu objektum tomegeloszlasanak kopas miatt bekovetkezd

id6fejlodését vizsgaltam (Sipos et al., 2021).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Megadtam a kavicspopulaciok kollektiv tomegeloszlasanak idéfejlodését leird Fokker-
Planck egyenletet.

Analitikusan igazoltam, hogy folytonos esetben a geometriai alakfejlodési egyenletek-
kel o0sszhangban 1év6, az r kornyezeti paramétertol fliggd, egyparaméteres iitkozési
kernel elsérendii sorfejtéssel egyszeriisitett formdja a kollektiv modellben r > 1/2
értékeinél fokuszald, r < 1/2 esetén szétszord viselkedésii.

Analitikusan igazoltam, hogy az emlitett egy paraméteres iitkozési kernel alatt az
azonos meéretll részecskéknek megfeleld Dirac-0 tomegeloszlas invaridans. Tovabba
r > 1/2 esetén a Dirac-0 témegeloszlas stabil, < 1/2 esetén instabil.

A Fokker-Planck egyenletet numerikus szimulacidjaval megmutattam, hogy valds ka-
vicspopuldcidk esetében az r = 1/2 érték a teljes, nemlinedris modellben is kritikus.
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