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1 Bevezetés

Erdos Pal és Daniel Kleitman egy 1970-es egy konferenciakotetben megjelené cikkiikben
[17] a kovetkezOképpen foglaltak Ossze, hogy mely miiveletek természetesek az extremalis
halmazrendszeres problémak esetében (a cikket négy évvel késébb folydiratban is megjelen-
tették [18] és Erdds kérésére! a 60. sziiletésnapjra megjelent valogatott {rdsait tartalmazé
kotetbe [20] is bekeriilt): (A) metszet, (B) uni6, (C) diszjunktsdg, (D) komplementer, (E)
tartalmazés, (F) rang (méret). A disszertdcié harom fejezete ezen természetes miiveletekkel
illetve vektorteres analdgjaikkal leirhaté témakorokkel foglalkozik.

Az értekezés masodik fejezete kizart részposzetes problémakkal foglalkozik, azaz olyan
halmazrendszerek méretére vagy més paraméterére keres korlatokat, melyek nem tartalmaz-
nak valamilyen tartalmazdssal leirhaté P részstrukturat. A témakornek van egy egyszeriien
leirhaté altalanos sejtése arrdl, hogy tetszéleges P esetén hogyan néz ki az (aszimptotiku-
san) optimélis halmazrendszer. Téziseim egy része ezt a sejtést igazolja bizonyos specidlis
esetekben. Tovabbi tézisek az tigynevezett pillangé-poszet esetére vontakozé stabilitasi és szu-
perszaturaldsi eredmények. A fejezet utolso tézise egy olyan (tébbszerzds) eredmény, mely
azt mutatja meg, hogy ha az dltaldnositott Turan-problémat tekintjiik, azaz nem a hal-
mazrendszer méretét, hanem az abban taldlhaté egy P-tél kiilonb6z6 P’ struktira maximalis
elé6forduldsi szamat keressiik, akkor a P, P' partdl fiiggéen méar "nagyon kiillonbozé” optimélis
halmazrendszereket is kaphatunk.

Az F halmazrendszer egy S halmazra vett nyoméan az S halmazra vett megszoritasat
értjiik, azaz minden F-beli F' halmazt elmetszink S-sel és ezeket a metszeteket tesszik az
Fs halmazrendszerbe. A teriilet alaptétele a Sauer-lemmaénak hivott [54], de téle figgetleniil
Shelah [55], illetve Vapnik és Chervonenkis [58] altal is bizonyitott 4llitas. Ha F egy n elemi
alaphalmazon Zi:ol (’Z)—nél nagyobb méretii halmazrendszer, akkor van az alaphalmaznak
olyan k méareti K része, hogy Fx megegyezik K teljes hatvanyhalmazaval. Az Osszes legfel-
jebb k—1 mereti részhalmaz rendszere (és ennek komplementere) mutatja, hogy a korlat éles,
de nagyon sok extremélis rendszer 1étezik még (és nem is ismert j6 karakterizécid). A fejezet
tézisei olyan szintén nyomokra vonatkozé feltételeket mutatnak, amelyek szintén a Sauer-
lemma korlatjat implikaljak, de mar csak a trivialis rendszerek lesznek extremalisak, illetve
néhany kapcsolédé eredményt bizonyitanak. Végezetiil a fejezet utolsé tézise a Sauer-lemma
szaturaldsos verzidjat bizonyitja.

Az utolso fejezet halmazrendszeres tételek ugynevezett g-analdgjait targyalja. A hal-
mazrendszeres problémakat ugyanis lehet vizsgdlni a ¢ elemii F, véges test feletti vek-
torterek kozott. Ekkor a fenti, Erdos és Kleitman altal megnevezett miveletek némelyikét
értelemszertien médositani kell: (B’) kozosen generdlt altér, (D’) ortogondlis altér, (F’) di-
menzié. A fejezet két fO tézise a Kruskal-Katona-féle arnyéktétel Lovasz-féle verzidjanak
g-analdgja, illetve az uniform metsz6 halmazrendszerek stabilitasi tételének, a Hilton-Milner
tételnek a vektorteres verzidja. Mindkét eredménynek egy-egy alkalmazasat is adjuk: el6bbi
folyomanyaként meghatarozzuk az r-szeresen metszé uniform altérrendszerek maximalis
méretét, utobbi segitségével pedig meghatarozzuk a ¢g-Kneser grafok kromatikus szamat.

LSimonovits Miklés kozlése
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Jelolések, elnevezések, definicidk

Halmazok: egy X halmaz hatvanyhalmazat 2%, k-elem{ részhalmazainak halmazat ()k(),
az elsé n pozitiv egész halmazat [n] jeloli. A C jel szigoru tartalmazést jelent.

Részben rendezett halmazok: kicsit pongyolan csak a P alaphalmazzal hivatkozunk a
részben rendezett halmazra, az részben rendezési relaciét nem tiintetjiik fel. Halmazrend-
szerek esetében a rendezés mindig a tartalmazds. Az angol poset (partially ordered set)
rovidités magyaritasat a poszetet fogjuk hasznédlni nem is annyira révidsége, mint inkabb
amiatt, hogy a leggyakoribb el6fordulds a részposzet lesz, és a rész-részben rendezett hal-
maznak a helyesirdsaban sem vagyunk biztosak.

Vektorterek: A q elemii véges testet Fg-val jeloljiik. Egy V' vektortér k-dimenziés altere-
inek halmazat Dﬂ jeloli. Egy F, feletti n-dimenzids vektortér k-dimenzios alterei szamat, a
Gauss-féle ¢-binomidlis egyiitt hatét

kg 0<i<k ¢ -1
jeloli. A ¢ indexet néha elhagyjuk, ha értéke a szévegkornyezetbdl egyértelmii. Mind a bi-
nomalis, mind a Gauss-féle egytitthatok kiterjeszthetok a valés szamokra: (i)

illetve [?ﬂq = H0§i<k q::—ti

_ r—1
_ 0<i<k k—i

2 Kizart részposzetes problémak

A témakor kiindulépontja Sperner nevezetes tétele, illetve annak Erdds-féle altalanosita-
sa, mely olyan halmazrendszerek méretére ad korlatot, melyek nem tartlamaznak k + 1
egymasba skatulyazott Fy C Fy, C --- C Fj11 halmazt, azaz k+ 1 hosszu lancot. Ha egy hal-
mazrendszer csak k-féle méretit halmazokat tartalmaz, akkor trivialisan teljestil az el6bbi tu-
lajdonsag. Mivel a legnagyobb binomidlis egyiitthatok kozépen talalhatoak, ezért ezek koziil
az egyszerlien konstrualhaté halmazrendszerek koziil a kozépsé k szint unidja a legnagyobb.
Formadlisan legyen ¥*(n, k) azon halmazrendszerek csalddja, melyek ([?}) U (Z[z]l) U---uU (Z Jr[gll)
alakiak es 2i+k—1 értéke n—1, n vagy n+1 (azaz, ha n+k péros, akkor egy ilyen rendszer
van, ha n + k paratlan, akkor kett6). Jelolje X(n, k) a ¥*(n, k)-beli rendszerek méretét, azaz

B, k) = 205 (ackyyy)-

2.1 Tétel (k = 1 esetben Sperner [56], dltaldnosan Erdés [15]). Ha egy F C 2" halmazrend-
szer nem tartalmaz k+ 1 hosszi ldncot, akkor F mérete legfeljebb 3 (n, k) és eqyenldség csak
¥*(n, k)-beli halmazrendszerekre dll fenn.

A 2.1 Tételnek nagyon sok alkalmazasa és altaldnositdasa van a kombinatorikan beliil,
de a matematika mas dgaiban is. Katona Gyula és Tarjan Tamas a 80-as évek elején az
extremalis grafelmélet Turan-problémakorének mintdjara a kovetkezo kérdést vetették fel:
mekkora lehet legfeljebb egy halmazrendszer, ha elkeriil egy bizonyos tartalmazdsi mintdt,
mint a 2.1 Tétel esetében a k + 1 hosszi lancot. A tartalmazasi mintat a kovetkezéképpen

definidltak.
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2.2 Definicié (Katona, Tarjan [39]). Egy F halmazrendszer (gyengén) tartalmaz egy P
poszetet, ha létezik olyan ¢ : P — F injekcié melyre teljesiil, hogy tetszoleges p <p ¢
esetén i(p) C i(¢q). Ha F nem tartalmazza P-t, akkor (gyengén) P-mentes. Poszetek egy P
halmazara F gyengén P-mentes, ha minden P € P-re gyengén P-mentes. La(n, P) jeldli a
legnagyobb P-mentes F C 2" halmazrenszer méretét.

Egy F halmazrendszer erdsen tartalmaz eqy P poszetet, ha létezik olyan ¢ : P — F
injekcié melyre teljesiil, hogy tetszoleges p,q € P esetén p <p ¢q akkor és csak akkor, ha
i(p) C i(q). Ha F nem tartalmazza erésem P-t, akkor erdsen P-mentes. Poszetek egy P
halmazéra F erésen P-mentes, ha minden P € P-re er6sen P-mentes. La*(n, P) jeloli a
legnagyobb erésen P-mentes F C 2" halmazrenszer méretét.

Ezzel a definicéval, Cg-val jelolve a k elemi lancot, Erdés 2.1 Tétele a La(n, Cyri1) =
La*(n,Cyy1) = 3(n, k) képletet adja. Az La(n, P) illetve La*(n, P) értékek meghatdrozdsa,
becslése a kizart részposzetes problémakor kozponti kérdése. Mivel egy £ elemi lanc min-
den k elemii poszetet tartalmaz gyenge értelemben, ezért Erdos 2.1 Tételébol kovetkezik
az La(n,P) < (|P| — 1)(L J) egyenl6tlenség, azaz La(n, P) nagysagrendje (L J) Ugyanez
az erés esetben Methuku és Pélvolgyi [44] tétele, igy mindkét esetben az asz1mptot1kat

meghatdrozé konstans az érdekes. A lim,,_;;, f1y IE"(T”’P)) és 1imy, i pry %”’1;) hatarértékeket
ln/2] [n/2]

7(P)-vel illetve 7*(P)-vel jeloljik, de 1étezésiik altalanos P esetén még nem bizonyitott. A
kezdeti eredmények mind abba az irdnyba mutattak, hogy barmely poszet esetén az Erdos
tételében is latott egyszert konstrukciénal nem lehet sokkal jobbat taldlni. Azaz formélisan
tetszoleges P poszet esetén legyen e(P) az a maximélis m szdm, amelyre minden i < n

egészekre a UL, ([Z]) halmazrendszer gyenge P-mentes, illetve e*(P) az a maximélis m*

szam, amelyre minden ¢ < n egészekre a szl(z‘ +j) halmazrendszer er6sen P-mentes. Ezen
paraméterek segitségével fogalmazhaté meg az a sejtés, mely el6szor nyomtatasban Griggs
és Lu illetve Bukh egy cikkében jelent meg.

2.3 Sejtés (Griggs, Lu [33], Bukh [10]).
(i) Tetszéleges P véges poszet esetén La(n, P) = (e(P) + 0(1))(LZJ).
2

(i1) Tetszbleges P véges poszet esetén La*(n, P) = (e*(P) + 0<1))(LZJ>'
2

A 2.3 Sejtés szamos poszetosztalyra bizonyitott, egy friss dttekinté cikk a témaban [31] il-
letve a Gerbner Déniellel kéz6s konyviink [30] hetedik fejezete is dsszefoglalja az idevonatkozo
irodalmat. A legismertebb eredmény Bukh (illetve erds esetben Boehnlein és Jiang) nevéhez
flizédik. Egy P poszet (irdnyitott) Hasse-diagramja az a graf, melynek csticshalmaza P el-
emeibdl all, és p,q € P esetén él megy p-bol g-ba, ha p <p ¢ és nincs r # p,q € P,
amire p <p r <p q. A poszet iranyitatlan Hasse-diagramja az iranyitottbdl keletkezik az élek
ianyitasanak elhagyéasaval. Egy poszet fa, ha iranyitatlan Hasse-diagramja fa. Egy poszet ma-
gassaga h(P) a P-ben taldlhaté legnagyobb lanc mérete. Kénnyen lathatd, hogy fa poszetek
esetén e(T) = e*(T) = h(T) —

2.4 Tétel (Bukh [10], Boehnlein, Jiang [8]).
(i) Minden fa T poszetre La(n,T) = (M(T) — 14 O(% ))(LZJ)

(ii) Minden fa T poszetre La*(n,T) = (h(T) — 1+ o( (ng).
2
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A legkisebb poszet, melyre a 2.3 Sejtés nem ismert, a 4-elemli gyémant poszet, melynek
Hasse-diagramja <, ahol az élek irdnyitasa alulrdl felfelé halad. Az altaldnositott gyémant
poszet Dy, melynek reldciéi a < by, b, ..., bs < c. Griggs, Li és Lu [32] megmutattdk, hogy
végtelen sok s értékre a 2.3 Sejtés gyenge P-mentes része igaz. Eredményeiket messzemenden
altalanositottuk és az erds esetben is sikeriilt a sejtést sok poszetre bizonyitani.

Jelolje K, ., ., a teljes tobbszintes poszetet Zle r; elemmel:

1 1 1 2 2 2 s s s
al,az,...,&ﬁ,al,%,...,am,...,al,aQ,...,ars

melyekre af, < aj; akkor és csak akkor, ha i < j. Az aj elem rangja r(aj) = i. Vegyiik

észre, hogy a Dj poszetek megegyeznek K ;i-gyel. Szavakban megfogalmazva azt sikeriilt
bizonyitani, hogy tetszoleges magassagu teljes tobbszintes poszetek koziil a legkisebb és leg-
nagyobb rangi elemek szamat barhogyan megvélasztva, illetve a kozbiilsé rangok esetében
mindig olyan mennyiségli elemet véve, amire Griggs, Li és Lu bizonyitasa miikodik, a 2.3
Sejtés gyenge éllitasa teljesiil. Az erés esetben egy hasonld allitas igaz, de ekkor a kozbiilsd
rangu elemek szamat egy masik, de szintén végtelen halmazbdl lehet valasztani. A pontos
allitasok koziil az elsé kétszintes teljes poszetekre vontakozik az erds esetben. Itt az aszimp-
totikat mar a 2.4 Tétel (ii)-es pontja megadnd, az allitas tobblete a hibatag nagysagrendjének
meghatdrozasa. A tézisek disszertdciobeli szamozéasat zardjelben jeloljiik.

2.5 Tétel (Patkés [52], Theorem 7). Bdrmely 2 < r,t egészekre teljesiil a kivetkezd: 3 (n, 2)+

(2 = 00a(2)) (j)ay) < La" (0, Kig) < (24 2572 4 0(1) (1))

A tobbszintes poszetekre vonatkozé tételek megfogalmazasdhoz sziikségiink lesz a
kovetkezd fiiggvényre.

0 ha r=t=1,
fr,t)y=< 1 har=1,¢t>1vagyr>1,t=1,
2 ha r,t > 2.

Tovabbi definiciok: tetszéleges s > 2 esetén legyen m = my = [logy(s — f(r,t) + 2)] és
m* =m! =min{m : s < ((m%])}' A val6s z szadm pozitiv részét, azaz max{0, z} — et jeldlje
2T, Ezekkel a jeolésekkel a teljes hdromszintes poszetekrdl gyenge esetben a kovetkezd tétel
igaz.

2.1 Tétel (Patkos [52] Theorem 8). Tegyiik fel, hogy s — f(r,t) > 2.

(1) Ha s— f(r,t) € [2ms=1 —1,2ms — ([ﬁ]) —1], akkor m(K, ;) = e(K,s:) = ms+ f(r, 1)
telejsil. Pontosabban a kovetkezd egyenlotlenségek igazak:

Snym, + fr0) + (S22 0,(5)) (8) < Lan, Krse) < (my + f(r,) +
A2 o)) (13y)-

(2) Ha s — f(r,t) € [2™ — ((Ew)ﬂms — 2|, akkor

2
S(n,me + f(r, ) + (C2HEDE 0, () ((5) < La(n, Kpay) < (mo+ f(rt) +1—
2

2 st =1y (1Y teliesiil,
(rl""f}W> )(H) :
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Ahogy kordbban emlitettiikk az r = t = 1 eset Griggs, Li és Lu eredménye [32]. A 2.1
Tétel nem fedi az s = 2 esetet, ha f(r,t) pozitiv. Ekkor a kdvetkez6 allitds bizonyithato.

2.2 Tétel (Patkds [52] Theorem 9). Tetszdleges r,t esetén, melyekre f(r,t) > 0, igazak a
kivetkezk: X3(n, 3)+ (2D -0, (5)) (1) < La(n, Kpag) < 3+2E240(1) (1)),
Specidlisan w(K,24) = 3 teljestil.

A harom vagy még magasabb teljes tobbrészes poszetekre pedig a kovetkezot tudtuk
bizonyitani az er6s esetben. A (ii) és (iv)-hez tartozoé feltételrdl konnyt latni, hogy végtelen
sok s illetve s; teljesiti.

2.3 Tétel (Patkds [52] Theorem 10). (i) Tetszbleges 1 < r,t egészekre X(n,4 + f(r,t)) +
(P22 = 0py(2)) (1,1) < La*(n, Kray) < (44 f(r ) + 22 g o(1)) (7)) teljesiil, gy

n

7 (Kpnag) = 4+ £(r.).
(i1) Bdrmely 1/2 < ¢ < 1 konstanshoz létezik olyan s. egész, hogy s > s. és s < c([m*m)

esetén S(n,mi+ f(r, 1))+ ("2 -0, (5 >)(W21) < La*(n, Kys¢) < (mi+f(rt)+ W"’_

n

O(i))(tn/%) teljesil, igy (K, s0) = mk+ f(r,t).

(#i) Létezik olyan so pozitiv egész, hogy bdarmely r, s,t esetén ha s > sg, akkor X(n,m% +
f<T7 t)) + (% - Or,t(#))((n/g]) < La” (n Krst) > (m: +1 +f(7“a t) (TH 2 +0( ))(LT:/l?J)
teljestil.

(iv) Bdarmely 1/2 < ¢ < 1 konstanshoz létezik olyan s. egész, hogy ha minden s;-re

s; = 4 vagy s; > S. €5 85 < c(( *721) teljestil, akkor igazak az La*(n, K, s..s;t) =

(6*<Kr,s1,52,...,sj,t) + Or,t(ﬁ)) (UMQJ) egyenlOtlense/gek'

Ha egy extremadlis problémara egy vagy csak néhany struktira adja az optimalis valaszt,
akkor adddik a stabilitas kérdése, azaz igaz-e, hogy minden majdnem extremaélis struktira
hasonlit egy extremalisra. Valamilyen kizart részstrukurdval definidlt problémak esetén (am-
ilyen a kizart részposzetes probléma is) pedig felvetédik a szuperszaturdlasi kérdés. Ha
az eredeti probléméra exr a valasz, azaz ekkora a legnagyobb kizart részstrukturat nem
tartalmazé objektum, akkor mennyi részstrukturat muszaj tartalmaznia legalabb a kizart
részstruktirabdl minden ex 4+ £ méretli objektumnak. Trividlisan legalabb E-t, de tipikusan
sokkal tobbet.

Ezekkel a kérdésekkel a kizart részposzetes témakorben csak lancokkal kapcsolatban
voltak ismertek eredmények. Antilancokra, illetve k darab antilanc uniéjara vonatkozd sta-
bilitasi tételek tipikusan a Kruskal-Katona-féle arnyéktételbol [41, 37] vezetheték le (ahogy
a 2.5 Tétel bizonyitasa sordan is). Kleitman [40] buzonyitotta, hogy a legkevesebb tartal-
mazasban all6 par mindig centrdlt halmazrendszerekben (olyan F C 2["l halmazrendszer,
melyben F' € F és ||G| —n/2| < ||F| — n/2| implikdlja, hogy G is eleme F-nek) taldlhat6
és ugyanezt sejtette hosszabb ldncok esetére is. Ezt tobb részleges eredmény [5, 12, 4] utan
Samotij bizonyitotta [53].

Mi a stabilitasi és szuperszaturdlasi kérdéseket a gyengén B-mentes halmazrendszerek
esetében vizsgaltuk, ahol B = Ky a pillangd poszet (az angol butterfly szébol, a poszet
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Hasse-diagramja < az élek felfelé irdnyitva). Az extremadlis problémét DeBonis, Katona és
Swanepoel oldottak meg.

2.4 Tétel (DeBonis, Katona, Swanepoel [13]). Minden n > 2 esetén La(n,B) = X(n,2).
Tovdbbd, han > 3 és F C 2" eqy gyengén B-mentes halmazrendszer, melyre | F| = X(n, 2),
akkor F € ¥*(n,2).

A kovetkez6 stabilitasi tétel nem éles, de elegendé volt ahhoz, hogy a kapcsolédd szuper-
szaturdlasi problémat (aszimptotikusan) pontosan megoldjuk.

2.5 Tétel (Patkds [47] Theorem 12). Legyen m egqy nem-negativ egész szam, melyre m
2n
([7”/_2}1) Ha F C 2" egy gyengén B-mentes halmazrendszer, melyre teljesiil |F \ F*|

~E IV OIA

m minden F* € ¥*(n,2) esetén, akkor minden eléh nagy n esetén a |F| < X(n,2) —
egyenldtlenség fenndll.

2.6 Tétel (Patkds [47] Theorem 13). Az f(n) = ([n/2]+1) (%) jelsléssel minden F C 217
halamzrendszerre, melynek mérete |F| = X(n,2) + E igazak a kovetkezdk.

(a) Hao E = E(n)-re telejsil log E = o(n), akkor F tartalmazza legaldbb (1 —o(1))E- f(n)
gyenge példdnydt B-nek.

(b) Tovabbd ha E < {55, akkor F tartalmazza legalabb E - f(n) gyenge példdnydt B-nek.

Extremadlis grafelméletben Alon és Shikelman [3] publikaciéja 6ta nagyon népszert
kutatdsi téma lett (a korabbi sporadikus eredmények utén) az &ltaldnositott Turan
problémakdér, melyben nem az élek szamat, hanem egy fix H részgraf eléforduldsainak
szamat kell maximalizélni egy mésik F' részgraf kizarasa mellett. Ennek kizart részposzetes
analogjat vezettiik be Gerbner Déniellel és Keszegh Baldzzsal [27]. Formalisan a definicié a
kovetkezo: ha egy F halmarendszer tartalmazza a () poszetet, akkor az F egy G részrendszere
egy példanya @Q-nak F-ben, ha van olyan a 2.2 Definicioban szerepld i injekcid, melyre
G ={i(q) : g € Q}. Jelolje ¢(Q, F) a Q poszet F-ben eléfordulé példanyainak szamét.

2.6 Definicié. Poszetek P és Q csaladjara legyen

La(n,P, Q) := max { Z c(Q,F): FC ol F gyengén P—mentes} )
QeQ

Amennyiben P = {P} és Q = {Q}, akkor La(n,{P},{Q@}) helyett La(n, P, Q)-t frunk.

Néhany eredmény mar mas megfogalmazassal, de ismert volt a kérdéskorben. Katona

[38] bizonyitotta az La(n,Cs, Cy) = ( [ﬁﬂ (%}]) egyenldséget, illetve Gerbner Daniellel [29]
3 3

altaldnosan meghataroztuk La(n,Cj, Cy) értékét minden [ > k parra. Az [ = k + 1 esetben

a pontos érték La(n,Cy.1,Ck) = Hle (";jl), ahol n = ngy > ng > -+ > ng és |(nig —

)

n;) — (g1 — n)| < 1 minden i,i" esetén, azaz n; nagyjdbol Z7n. Ami ebbél fontos, hogy
La(n, Cyyq, Cy) exponencidlisan kisebb, mint La(n, Cyyo, Cri1).
A problémabevezet$ [27] cikkben inkébb sporadikus eredmények szerepelnek, emlitésre

mélto, hogy 2.3 Sejtés egyszertiségével szemben mutattunk olyan P, () poszetpart, amire az
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La(n, P, Q) érték nemhogy nem egymadst kovetd szinteken, hanem nem is szinteken vétetik
fel. A szisztematikus kutatds a Gerbner Daniellel, Abhishek Methukuval, Nagy Daniellel és
Vizer Météval kozos [28] cikkel indult, ahol kilénboz6 poszetekre az La(n, P, Cy) értékeket
probaltunk meghatarozni. A taldlt tétel azért tinik érdekesnek, mert egy az extremalis
grafelmélet Turan-témakorében ismert jelenséggel analdég. Az Erdos-Stone-Simonovtis tétel
[19] meghatarozza az ex(n, F') Trudn-szdm aszimptotikdjét (egy n-csicsi graf maximalis
élszdma, ha nem tartalmazza F-et részgréfként) minden olyan F' esetében, amelynek kro-
matikus szdma legalabb 3. Paros grafok esetén még a nagységrend is ismeretlen sok esetben.
Ezzel valamennyire analég médon azt talaltuk, hogy a P poszet h(P) magassiga lesz a dont6
abban, hogy az La(n, P,C}) érték nagysagrendje (a fenti Gerbner Déniellel kézos tételiink
segitségével) konnyen meghatarozhaté-e vagy sem.

2.7 Tétel (Gerbner, Methuku, Nagy, Patkds, Vizer [28] Theorem 16). Tetszdleges P poszet
esetén igazak a kovetkezok

(i) Ha P magassiga h(P) > k, akkor
LCL(?’L, P7 Ck) = @(LCL(TL, Ck-i—la Ck))

Tovabba
|Pl—1
La(n, Cyy1,Cr) < La(n, P,Cy) < La(n, Pp, Cy) < i La(n, Cyi1, Cy).

(ii) Ha h(P) =1 < k, akkor
La(n, P,Cy) = O(n*~Y2La(n, C), Ci_y)),

és létezik olyan P poszet, melyre h(P) =1 és La(n, P,Cy) = Q(La(n,C}, Ci_1)) teljesiil.

3 Halmazrendszerek nyomai

Halmazrendszerekre vonatkozé extremalis problémékat lehet megadni az alaphalmaz egy
részhalmazara valé megszoritasokra tett feltételekkel. Ezeknek a fogalmaknak a gépi
tanuldstol, a mesterséges intelligencidn keresztiil a diszkrét geometridig (de nem bezérdlag)
vannak alkalmazasai, mi pusztan extremdlis halmazrendszeres megfontoldsokat vesziink fi-
gyelembe. Formalisan az F' halmaz nyoma az S halmazon Fg := F NS, mig egy F ha-
lamzrendszer nyoma S-en Fg := {Fg : F' € F}, azaz a nyomokra vonatkozé problémak
is beillenek az Erdds és Kleitman &altal megadott operacidkkal leirhaté problémak kozé. A
teriilet alaptétel a Sauer-lemmanak is hivott allitas.

3.1 Tétel (Sauer [54], Shelah [55], Vapnik és Chervonenkis [58]). Ha egy F C 2" hal-
mazrendszerhez nem létezik olyan K € ([Z}), amelyre Fr = 25 akkor |F| < Zf:_ol ("). Eza

korlat éles, ahogy azt (<le1> vagy (>n[_",]€+1) mutatja.
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Ha egy F rendszer és egy S halmaz esetén Fg = 27, akkor azt mondjuk, hogy F szétzizza
S-t. Az F éltal szétzuzott halmazok rendszerét sh(F)-fel jeloljiik, ami egy idedl, azaz S’ C
S € sh(F) esetén S’ € sh(F). Az sh(F)-beli halmazok koziil a legnagyobb méretét nevezziik
F Vapnik-Chervonenkis dimenzidjinak. Legfeljebb k — 1 VC-dimenzidju, Zi:ol (TZ) méreti
halmazrendszerbdl, azaz a 3.1 Tétel egyenlttlenségét egyenldséggel teljesito rendszer nagyon
sok van (lasd pl. [26]), és az ilyen rendszerek karakterizaciéja nem ismert és elég reménytelen
problémanak tiinik. Pajor vette észre [46], hogy a 3.1 Tétel legtobb bizonyitdsa kiadja a | F| <
|sh(F)| egyenlStlenséget (ami erésebb az eredeti tételnél). Tobb eredmény van arrdl, hogy ezt
az egyenl6tlenséget mely rendszerek teljesitik egyenldséggel illetve a hasonld |ssh(F)| < |F]|
Bollobds és Radcliffe dltal bizonyitott [9] egyenlStlenség esetén. Itt ssh(F) az F altal erésen
szétzuzott halmazokat jeloli, azaz olyan S halmazokat, amihez 1étezik T tartéhalmaz, hogy
T+2%={SUT : S C S} C F. Ezen eredményeket is hasznaltuk az aldbbi tézisek
bizonyitasakor. Olyan nyomokkal megfogalmazhato feltételeket kerestiink, amelyek a Sauer-
lemma korlatjat implikaljak, de mér csak a trividlis ( <le1) és (>n[_n/,]C +1) rendszerek érik el ezt
a korlatot.

3.1 Definicié (Patkds [48]). Egy F halmazrendszer [-nyomon k-Sperner tulajdonsagu, ha
tetszoleges [ méreti L halmaz esetén az F; nyom nem tartalmaz k + 1 hossza lancot. Mivel
egy [ méretii halmazon legfeljebb [+1 hosszu lanc lehet, ezért a definicié k < [ esetén érdekes.
A legnagyobb F C 2" [-nyomon k-Sperner halmazrendszer méretét f(n, k,1)-lel jeldljiik.

A kovetkez6 tétel (a) része egyszerii kovetkezménye a Sauer-lemmanak, az érdemi (b)
rész azt mondja, hogy ha k£ méretii halmazokon a teljes hatvanyhalmaz helyett mar egy
maximalis lancot is kizarunk nyomként, akkor csak a trividlis halmazrendszerek érik el a
Sauer-lemma korlatjat.

P ’ k-1 (n
3.2 Tétel (Patkés [48] Theorem 44). (a) f(n, k, k) =35 (7).
(b) Ha F C 2" egy k-nyomon k-Sperner tulajdonsdgi halmazrenszer, melynek mérete

| F| = Zi‘:ol (?), akkor vagy F = (g[:ll) vagy F = (Zn[—nl]c—i-l)'

A kovetkezo tétek konkluzidja ugyanaz, mint az el6z6é, a kiillonbség, hogy k < [ esetben
a bizonyitas csak elég nagy alaphalmaz esetén miikodik.

3.3 Tétel (Patkds [48] Theorem 45). Pozitiv egészek minden 1 < k < I pdrjdhoz létezik
olyan N(k,l) kiiszéb, hogy n > N(k,1) esetén f(n,k,l) = Zf;ol (") teljesiil. Tovdbbd ha

2 < k <, akkor a mazimalis méreti; l-nyomon k-Sperner halmazrendszerek csak (Jﬁl) és
(Zn[fl]chl) :

A 3.2 és 3.3 Tételek fix k és [ mellett szolnak elég nagy alaphalmazon él6 halmazrend-
szekr6l. Mar az eredeti [48] cikkben is vizsgaltuk azt az esetet, amikor az alaphalmazbdl csak
néhany fix szamu elemet hagyunk el és igy koveteljiik meg, hogy a nyomon ne legyen k-nél
hosszabb lanc. Ekkor a helyzet radikalisan megvaltozik az eddigiekhez képest. Egy olyan
halmazrendszerben, melyben az egyes halmazok mérete egy m hosszu intervallumba esik,
' tetszbleges elem elhagyasa utdn a nyomok mérete egy m + [’ hosszi intervallumbol keriil
ki. Azaz, ha I < k, akkor a kozéps6 k — I’ szint (n — I')-nyomon k-Sperner tulajdonsdgu

8
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halmazrendszert alkot, igy f(n,k,n —1") > ¥(n,k —1'). Nem-uniform halmazrendszerekre
vonatkozo6 utolsé tételiink azt mondja ki, hogy ez aszimptotikusan optimaélis.

3.4 Tétel (Patkds [50] Theorem 46). Legyenek k ésl' pozitiv egészek, melyekre I < k fenndll.
Ekkor ha F C 2" egy (n —U')-nyomon k-Sperner tulajdonsdgi halmazrenszer, akkor teljesiil
az |F| < (k—=1U"+0(1)) (Ln%J) egyenldtlenség.

Megemlitjiik, hogy [51]-ben, hogy az I’ = 1 specidlis esetben az (n — 1)-nyomon k-Sperner
tulajdonsdgi halmazrendszerek maximédlis mérete pontosan ¥(n,k — 1), ha n elég nagy.
Annak, hogy a disszertaciéban a 3.3 Tétel szerepel két oka van: egyrészt ez altalanos I’ értékre
ad bizonyitdst. Masrészt a bizonyitdsnak két 1épése van: az egyik (a disszertdcié ... Lemmaéja)
egy Turdn-tipusi eredmény szoros hipergraf-utakrol (a grafelméleti it foglaménak tébbfajta
kiterjesztése 1étezik hipergrafokra, 1ldsd pl. [34]). A maésik pedig a kizart részposzetes Bukh
2.4 Tételét kombinalja az el6bb emlitett Turan-tipust eredménnyel, igy ezzel a bizonitas jol
példazza az extremalis kombinatorikai teriiletek osszefondsadast.

Korlatos VC-dimenziéji wuniform halmazrendszerek méretét Frankl és Pach [22]
vizsgaltak elészor. Egy k-uniform halmazrendszer Vapnik-Chervonenkis dimenzoéja nem lehet
tobb knal. Frankl és Pach bizonyitottak, hogy egy F C ([Z]) halmazrendszer mérete, melynek
V(C-dimenzidja legfeljebb k£ — 1, nem lehet tobb, mint (kﬁl) Azt is észrevették, hogy egy k-
uniform metszd G halmazrendszer VC-dimenzidja legfeljebb & — 1, mert ha egy k-elemi
G halmaz G-beli, akkor () ¢ G|g, ellenkez6 esetben pedig G ¢ G|g. A nevezetes Erdés-
Ko-Rado tétel [16] szerint a csillag (az alaphalmaz egy fix elemét tartalmazd Gsszes k-
méretit halmazdbdl &ll6 rendszer) a legnagyobb metsz6 halmazrendszer, Frankl és Pach
azt sejtették, hogy a csillag a legnagyobb k-uniform, legfeljebb k& — 1 VC-dimenziéju hal-
mazrendszer. Ezt Ahlswede és Khatchatrian [2] cafoltdk azzal, hogy k& > 3 esetben kon-
strudltak (Zj) + (Z:g) méretli k-uniform, & — 1 VC-dimenzids rendszert. Ehy évtizeddel
késébb Mubayi és Zhao megadott [45] exponencidlisan sok nem izomorf halmazrendszert,
melyek mindegyikének mérete megegyezik az Ahlswede és Khatchatrian altal kapottél. Ha
ezek extremalisak lennének, akkor a stabilitds hidnya megmagyaraznd, miért nehéz ez a
probléma. Mubayi és Zhao Frankl és Pach (kfl)—es fels6 korlatjan is javitottak.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy hasonléan az uniform esethez, a teljes
hatvanyhalmaz helyett a maximaélis lanc kizarasa mar elegendden ercs feltétel ahhoz, hogy
egy egyszerli konstrukcié (a csillag) legyen stabilan az optimalis.

3.5 Tétel (Patkés [49] Theorem 47). Minden 2 < k egész és 1/2 < ¢ < 1 wvalds szamhoz
létezik eqy No(k,c) kiiszob, hogy minden n > No(k) esetén ha F C ([Z]) eqy k-nyomon
k-Sperner tulajdonsdgi, C(Zj) -nél nagyobb méretd halmazrendszer, akkor létezik az alaphal-

maznak olyan x € [n] eleme, melyet minden F-beli I tartalmaz.

A 3.5 Tételben szereplo konstrukcié &altalanosithaté nagyobb uniformitds esetére:
tetszoleges k < m esetén az az F C (Enm)halmazrendszer, mely az Osszes olyan m-méretii
halmazbdl all, mely tartalmaz egy fix m—k-+1 mérettt M halmazt, rednelkezik a kovetkezo tu-
lajdonsdggal: minden k méretli X-re Cy, € Fi, azaz k-nyomon k-Sperner. A [49] cikkiinkben
azt sejtettiik, hogy elég nagy n esetén ez a halmazrendszer extremalis, azaz legnagyobb ilyen

tulajdonsagi. A sejtést kés6bb Tan bizonyitotta [57].
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Utolsé halmazrendszerek nyomaival foglalkozd tézisiink a Sauer-lemma szaturalds
valtozata. Minden monoton extremalis problémanak megvan a szaturalds valtozata: ha adott
halmazrendszerek egy tulajdnsdga (metsz6, nem tartalmaz k méretii lancot, VC-dimenzi6ja
legfeljebb d, stb), akkor milyen kicsi lehet egy olyan halmazrendszer, ami rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal, de barmilyen 1j halmazt hozzavéve méar nem fog. Jeloljiik tehat satyc(n, d)-
vel a legkisebb F C 2" olyan d VC-dimenziéji halmazrendszer méretét, melyre minden
G € 2"\ F halmazzal F U {G} Vapni-Chervonenkis dimenziéja mér d + 1. Nyilvanvalo,
hogy satyc(n,0) = 1. Dudley [14] bizonyitotta, hogy satyc(n,1) = n+ 1, ami megegyezik a
3.1 Tétel adta felso korlattal, azaz minden tovabb nem bévitheté 1-dimenziés halmazrend-
szer n+ 1 halmazbdl all. Ennek fényében némileg meglep6 eredményiik, hogy minden tovabbi
esetben egy az alaphalmaz méretétdl nem, csak d-tol fiiggd felso korlat adhaté.

3.6 Tétel (Frankl, Kiselev, Kupavskii, Patkds [21] Theorem 48). Minden d > 3 egészre
teljesiil satyc(n,d — 1) < 44, ha n > 2d. Tovdbbd, ha d pdratlan vagy d > 14, akkor 4¢
helyett irhato %(2;).

4 Metszettételek g-analdgjai

Kombinatorikai kutatasok soran gyakran eloéfordul, hogy egy adott altertilet problémajanak
mintajara, mas altertileteken is feltesznek hasonlé kérdéseket. Tetsz6leges halmazrendszeres
probléma természetes analdgjat meg lehet fogalmazni a ¢ eleml végest test F, feletti vek-
torterek rendszerére. Ehhez annyit kell tenni, hogy a részhalmazok mérete helyett alterek di-
menziéjarol, halmazok uniéja helyett kozosen generalt altérrol, komplementer halmaz helyett
merdleges altérrol beszéljiink. Sokszor az igy kapott 1ij probléma a halmazrendszeres esetben
alkalmazott mdodszerrel megoldhato - ez a kevésbé érdekes eset. Ritkan, de olyan is el6fordul,
hogy a probléma konnyebbé valik: egy halmaz/altérrendszer t-metszé, ha barmely két eleme
metszetének mérete/dimenzidja legalabb t. Egy n-dimenziés F, feletti V vektortér k-uniform,
t-metsz6 altérrendszer maximalis méretét Frankl és Wilson b6 tiz évvel hamarabb hatarozta
meg [25] n,k,q,t minden értékére, minthogy Ahlswede és Khatchatrian megoldotta volna
[1] az eredeti halmazrendszeres kérdést. Vannak olyan esetek, amikor a halmazrendszeres bi-
zonyitas nem miikodik vektorteres esetben, és néha a véalasz is valamennyire més. Ez utébbi
kettore lesz példa a fejezet két f6bb tézise, és mindkettonek egy-egy alkalmazasat is adjuk.

Az els6 eredmény, aminek g-analdgjaval foglalkozunk Kruskal [41] és Katona [37]
nevezetes arnyéktétele. Egy véges F' halmaz drnyéka az I altal tartalmazott, eggyel kisebb
halmazok: O(F) = {G C F : |G| = |F| — 1}. Egy F halmazrendszer drnyéka pedig a benne
16v6 halmazok drnyékainak unidja: O(F) = {G : 3F G C F,|G| = |F| — 1}. Az drnyéktétel
arra a kérdésre adja meg a vélaszt, hogy tetszoleges m és k esetén melyik k-uniform m hal-
mazbdl allé F rendszer minimalizalja O(F) méretét. A valaszt kétféleképpen is meg lehet
adni: egyrészt képlettel, masrészt strukturalisan. A pozitiv egész szamok véges részhalmazain
be lehet vezetni az ugynevezett ko-lexikografikus (kolex) rendezést: A < B ha A és B szim-
metrikus differencidjanak (A '\ B) U (B \ A) legnagyobb elem B-beli. Jeldljiikk Zj, ,,,-mel a k
elemii részhalmazok koziil a kolex rendezés szerinti m legkisebbdl allé rendszert.
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4.1 Tétel (Arnyéktétel. Kruskal [41], Katona [37]).
1) Tetszoleges F k-uniform halmazrendszer teljesiti a |0(F)| > |0(Zy. 1 7))| egyenlitienséget.
7| ‘
(ii) Fix k esetén minden m pozitiv szdm egyértelmdien irhato fel m = (ak") + (‘L’“jf) +oot
(“JJ) alakban. Ekkor Tetszdleges m halmazbdl dllo k-uniform F rendszerre igaz a |O(F)| >

() + () + -+ (ja_jl) = |0(Zy,m)| egyenldtlenség.

Bar a 4.1 Tétel (i)-es pontja struktiralisan jol leirja az extremélis rendszert, mind (i),
mind (ii) kevésbé hasznalhaté becsléses alkalmazdsok esetén (és nagyon sok ilyen van!), kivéve
ha m (Z) alaku. fgy gyakran inkabb az aldbbi Lovasz altal bizonyitott némileg gyengébb, de
becslésekhez sokkal kényelmesebb valtozatot hasznaljak.

4.2 Tétel (Lovész [42]). Legyen F C ()kf) sy > k az a valds szdm, mellyel |F| = (}).
Ekkor [0F| > (,.Y,). Ha egyenldség teljesiil, akkor y € ZT és F = (}]:), ahol Y eqy y méreti
részhalmaza X -nek.

Ameera Chowhdury-val kozos cikkiink elétt csak néhdny parcidlis eredmény [6, 24] volt
ismert altérrendszerek arnyékaira vonatkozdan. Ennek legfébb oka az volt, hogy bar mind
a 4.1 Tételnek, mind 4.2 relaxaciéjanak tobb bizonyitasa is ismert volt, de mind hasznélta
a shiftelésnek (tomoritésnek) nevezett operdciét. Ennek az operacionak pedig nem ismert
olyan veltorteres valtozata, amely megérizné a halmazrendszeres arnyéktétel bizonyitasahoz
sziikséges tulajdonsigait. Peter Keevash 2008-ban egy 1j, shiftelést nem haszndlé érvelést
talalt a 4.2 Tételhez. Ezt tudtuk gy modositani, hogy a vektorterekre vonatkozé kévetkezo
tételt kapjuk.

4.3 Tétel (Chowdhury, Patkés [11] Theorem 76). Legyen V' egy gmathbf F, feletti vektortér,
F C Dﬂ és definidljuk azy > k valds szamot az | F| = [Z]q eqyenléséggel. Ekkor

Y
oOF| > .
w2
q
Ha eqyenldség teljesiil, akkor y € 7 és F = D:] , ahol'Y eqy y-dimenzios altere V -nek.
A 4.3 Tétel segitségével be tudtuk latni Frankl aldbbi tobbszoresen metsz6é hal-
mazrendszerekre vonatkozoé tételét. Egy F halmazrendszer r-szeresen metszo, ha tetszdleges
Fl,FQ,...,FT € F esetén |F1OF2ﬂﬁFr| > 1.

4.4 Tétel (Frankl [23]). Legyen X egy n elemi halmaz, F C ()k() pedig eqy r-szeresen metszd
halmazrendszer. Ha (r — 1)n > rk, akkor |F| < (7-}). Tovdbbd az r = 2 és n = 2k eset
kivételével egyenldség akkor és csak akkkor dllhat fenn, ha F = {F € ()k() tx € F} valamely

xz € X elemre.

A tétel korlatja 2k < n esetén mar a nevezetes Erdés-Ko-Rado tétel [16] miatt teljesiil, a
lényeges elem, hogy r és k fliggvényében mar kisebb n esetén is igaz a tétel allitdsa. Egy F
altérrendszer r-szeresen metszo, ha ha tetszéleges Fy, Fy, ..., F,. € F esetén dim(F; N Fy N
-+ N F,) > 1. Sikeriilt belatnunk Frankl 4.4 Tételének vektorteres verzi6jat.
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4.5 Tétel (Chowdhury, Patkés [11] Theorem 78). Legyen V' egy n-dimenzics F,, feletti vek-
V1 eqy r-szeresen metszé altérrendszer. Tegyik fel, hogy az (r—1)n > rk

tortér, F C [k}
n—1
< .
nef]

eqyenlotienséq fenndll. Ekkor
Tovdbba egyenldséqg akkor és csak akkor dll fennteljesiil, ha F = {F € Dﬂ cv C F} valamely
egydimenzios v C V' esetén, kivéve ha r =2 és n = 2k.

A disszertacié masik f6 g-anal6g eredménye eredetijének kiindulépontja a mar emlitett
Erdés-Ko-Rado tétel, mely szerint egy k-uniform F C ([Z]) (2-szeresen) metsz6 halmazrend-
szer mérete legfeljebb (Zj), ha n > 2k. Ha pedig n > 2k, akkor egyenlOoség csak a trivialis

F. ={F € ([Z]) : x € F'} rendszerekre allhat fenn. Hilton és Milner adtdk meg ennek az
eredménynek a stabil valtozatat. Mi a masodik legnagyobb maximalis metszé halmazrend-
szer mérete, azaz egy olyané, amely nem része egyetlen F,-nek sem? Azt, hogy egy hal-
mazrendszer halmazainak nincs kozos eleme, a kovetkezo paraméterrel lehet jellemezni. Egy
F halmazrendszerre jelolje 7(F) a rendszer lefogdsi szdmdt, azaz azt a minimakis ¢ szamot,
amire létezik ¢ elemii T" halmaz, amely minden F' € F halmazt metsz.

Hilton és Milner tétele a 7(F) > 2 egyenlétlenséget teljesité metsz6 rendszerek méretérol
sz6l, de léteznek eredmények a 7(F) > 3, a 7(F) > 4 illetve a 7(F) = k esetrdl is.

4.6 Tétel. (Hilton, Milner [35]) Legyen F C ()k() eqy metszo halmazrendszer, melyre tel-
jestilnek a k >3, n > 2k+1 és 7(F) > 2 egyenldtlenségek. Ekkor |F| < (1-1) — (".*,") + 1.
Az adott korldtot eléré halmazrendszerek:

(i) tetszéleges k méretii F' halmaz és x € X \ F' elem esetén

X
Fum ={F}U{G € (k) cr e G, FNG # 0},
(ii) ha k = 3, akkor tetszbleges 3-elemi S halmazra
X
Fy={F¢ (3) |FNS| > 2}

Az Fygar halmazrendszer konstrukceidjat elismételhetjiik alterekkel is: ha E egydimenzids,
F pedig k-dimenzids altere egy V' n-dimenzids vektortérnek, akkor tekinthetjik a { F}U{G €
[\] : E < G,dim(G N F) > 1} metsz6 rendszert. De ez a rendszer nem maximélis metsz,
ugyanis (E, F)) minden k-dimenziés alterét hozzd lehet adni gy, hogy tovabbra is metsz6
maradjon. Az igy kapott altérrendszereket nevezzilk HM-tipusinak. Ezzel definiciéval sikeriilt
belatni a 4.6 Tétel kovetkez6 g-analdgjat.

4.7 Tétel (Blokhuis, Brouwer, Chowdhury, Frankl, Mussche, Patkds, Szényi [7] Theorem
80). Legyen V' eqy F, feletti n-dimenzios vektortér és k > 3. Tovdbbd legyen q¢ > 3 és

12
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n>2k+1 vagy q =2 ésn > 2k+2. Ekkor barmely F C D:] metszo altérrendszerre, melyre
7(F) > 2 fenndll, teljesil

n—1 n—k—1
< _ k(k—1) k
’]:‘_[k—l] a { k-1 }Jrq

Egyenléség esetén F wvagy egy HM-tipusi rendszer, vagy k = 3 és F = F3 = {F € Dﬂ :
dim(S N F) > 2} valamely S € [‘ﬂ altérre.
Tovabbd ha k > 4, akkor létezik olyan n,q és k-tdl figgetlen € > 0, hogy |F| > (1 —

£) ([Z:ﬂ — gkt [ngﬁl} + qk) esetén F eqy HM-tipusi rendszer része.

A 4.7 Tétel alkalmazéasaként meghataroztuk a g-Kneser grafok kromatikus szamat. Az
eredeti Kneser-graf K. csicshalmaza ([Z}) és két k-elemti halmazt él kot Ossze, ha dis-

zjunktak. A K, graf fiiggetlen csicshalmazai ([Z}) metsz6 halmazrendszereinek felelnek

meg, és x(K,.x) az a legkisebb ¢, amire ([Z]) felbonthaté ¢ darab metsz6 halmazrendszerre.
Egy egyszerii ilyen felbontas, ha minden F' € ([Z]) halmazt az F; rendszerbe tesziink, ha
i =min F' < n—2k+1 és minden mas halmazt egy (n — 2k +2)-edik kénnyen ellendrizhetéen
szintén metsz6 rendszerbe. Lovész nevezetes tétele [43] azt mondja ki, hogy ez optimaélis, azaz
X(Kpg) =n—2k+2.

A g¢-Kneser graf ¢, cstucsai egy n-dimenzidés F, feletti V' vektortér alterei, s ketté F, G
koziiliik akkor és csak akkor van éllel dsszekotve, ha dim(F'NG) = 0. A g-Kneser grafoknél is
adodik egy természetes szinezés: egy V' n-dimenziés vektortér minden k-dimenzids altere el-
metsz egy tetszéleges U (n — k+ 1)-dimenzidsat. gy U egydimenziés altereivel szinezhetiink:
minden F' alteret szinezziink F' N U egy tetszoleges egydimenzids alterével. fgy minden
szinosztaly trividlis lesz, azaz dim(Nper F) > 1 minden F; szinosztalyra. A disszertaci6
utolso tézise azt allitja, hogy ez a szinezés optimalis.

4.8 Tétel (Blokhuis, Brouwer, Chowdhury, Frankl, Mussche, Patkds, Szényi [7] Theorem
81). Legyen k > 3. Han > 2k+1 és q > 3 vagyn > 2k + 2 és q = 2, akkor a q-
Kneser graf kromatikus szamdra teljesil x(qK,.x) = ["_lfﬂ}. Tovabbd eqy minimadlis szint
haszndlo szinezésben minden szinosztdaly trividlis, és a szinosztdlyokat meghatdrozo pontok
eqy (n — k + 1)-dimenzids altér egydimenzids alterei.

Megjegyezziik, hogy Thringer [36] meghatérozta qK,.;, kromatikus szdméat n = 2k és ¢ > 5
esetén.
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