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doktori értekezésérél

Patkds Balazs doktori értekezését egy olyan témaban irta, melyben Magyarorszag hagyomanyosan
erGs. Az extremdlis halmazrendszerek témajaban Katona Gyula egy nagyon erés iskolat hozott létre,
nem kis részben az altala vezetett, és immar tobb mint fél évszazados multra visszatekint6 Extremalis
halmazrendszerek szeminarium segitségével. Az értekezés harom egymassal szoros kapcsolatban
levd témat olel fel: a klasszikus extremalis halmazrendszer problémakat — amik részbenrendezett
halmazok azaz poszetek nyelvén is megfogalmazhatdk, a halmazrendszerek nyomanak a
halmazrendszerre torténé hatdsat vizsgald problémakat, és a g-analégok, azaz a linearis terekben
valé altaldanositdsok problémait. Réviden 6sszefoglalom az eredményeket, de engedtessék meg, hogy
mivel a tételek pontos kimonddasa sok technikai részletet tartalmazna, és azok természetesen
kénnyen megtaldlhatdk a disszertdcidban, igy ehelyett csak a disszertacidbeli szdmozdasra fogok
hivatkozni, ami egyébként az opponensi vélemény hosszara is jotékony hatassal lesz.

Az értekezés bevezet6 utdni mdsodik fejezete kizart részposzetes problémakkal foglalkozik, azaz
olyan halmazrendszerekkel, melyek nem tartalmaznak valamilyen tartalmazassal leirhaté P
részstrukturat. A klasszikus tételekben (Sperner tétel, Erd6s-Ko-Rado tétel) ezek a feltételek
egyszerliek voltak, a kutatasok el6rehaladtdval ezek mar bonyolultabbak. A teriilet egyik 6 sejtése
arrél szol, hogy mindegyik esetben az extremalis struktira — legaldbbis aszimptotikus értelemben -
egyszer( srukturdval rendelkezik. A sejtés emlékeztet a legaldbb 3-kromatikus grafokat nem
tartalmazo extremalis grafok esetére (élszam és struktura). Egyszer( fa strukturdju poszetekre mar
megvolt az eredmény, a szerz6 a 7-10. tételekben konkrét specidlis esetekben igazolja ezt a sejtést.
Ezek kozil talan a pillangd és a gyémant a legfontosabbak, utébbi kiilondésen nehéznek bizonyult,
teljes megoldas még mindig nincs. Nagyon érdekes, hogy grafelmélethez hasonldan, ahol az
altaldnositott Turan szam adott grafok példanyainak maximalis szama a kérdés, poszetek esetében is
elkezd6dott a részstruktirak szamanak vizsgdlata. Figyelemre méltd, hogy itt — akarcsak extremalis
grafelméletben — nem kanonikus strukturak (nem Turan-grafoknak megfelel6en nem néhdany szintbdl
allék) is megjelennek. (Gerbner — Keszegh — Patkéds cikke). (Mar 15 éves eredmény, de kiemelném a
15. tételt, ahol Gerbnerrel szép becslést adnak k-lancok maximalis szdmara |-lancot nem tartalmazé
poszetekben.)

A harmadik fejezet halmazrendszerek nyomara vonatkozo feltételeket kielégit6 halmazrendszereket
vizsgdl. Az F halmazrendszer egy S halmazra vett nyoma az S halmazra vett megszoritasa: minden F-
beli F halmazt elmetsziink S-sel és ezeknek a metszeteknek a halmazrendszere a nyom. A terilet
alaptétele a Sauer-lemma, ami éles becslést ad a halmazrendszer méretére, ha nincs olyan k elem( K
részhalmaza az alaphalmaznak, amin a nyom K 6sszes részhalmazat tartalmazza. A vizsgalatok arrdl
szdlnak, hogy mit tudunk mondani, ha a nyom még azt is tudja, hogy nem tartalmaz hosszu lancot.
(44-45. tétel, és a 46. tétel is hasonld jelleg(). Véleményem szerint a 44-45. tétel a dolgozat



kiemelked6 eredményei. A 47. tétel enyhiti a nyomra vonatkozd feltételt, a 48. tétel pedig egy szép,
és némiképp meglepd szaturdcios tétel. EImondhatd, hogy a harmadik fejezet szamos szép erGsitését
tartalmazza a nyommal kapcsolatos ,klasszikus” tételeknek.

A negyedik rész egy masik fontos irdnyban tartalmaz szép eredményeket metszettételek g-
analdgjairdl. A g-analdgok a téma linearis algebrai altalanositasait jelenti, az alaphalmaz egy
vektortér, és részhalmazok helyett altereket tekintiink. Erdekes, hogy néha ezek az eredmények
el6reszaladtak, el6bb bebizonyitottak 6ket, mint a megfelel6 halmazrendszeres kérdést. (Frankl-
Wilson tétel.) A Katona Kruskal féle arnyéktétel vektorteres altalanositdsa egy ideig derekasan
ellendllt a bizonyitasi kisérleteknek, mignem Keevash Uj médszerét Chowdhury és a jel6lt tovabb
fejlesztették, és bebizonyitottak a megfelels tétel. (76. tétel) Hasonldképpen az r-szeresen metszé
Erd6s-Ko Rado tételt (ami Frankl Péter eredménye) is sikeriilt vektorterekre altalaanositaniuk.
Blokhuis, Brouwer, Chowdhury, Frankl, Mussche, Patkds és Szényi pedig a hires Hilton-Milner tétel g-
analdgjat bizonyitottak be (80. tétel). A kidolgozott mddszer segitségével a fenti hét szerz6 érdekes
kitekintést talal a 81. tételben. Ha a Kneser grafot nem halmazokra, hanem vektortér altereire
definialjuk, akkor sikerilt meghatdrozniuk a kapott g-Kneser graf kromatikus szamat. (Korabban csak
specidlis esetekben volt ismert ez a kromatikus szam.)

Formai szempontbdl az értekezés gondosan szerkesztett, alapos munka. A problémak torténetét,
hatterét j6l bemutatja, a kiillonb6z6 kérdések dsszefliggéseit vildgosan bemutatja. Bar vannak a
dolgozatban és a tézisekben sajtohibak, ezek az olvasast nem nehezitik.

Osszefoglalé:

A disszertdcio a jelolt tizenkét cikkén alapul, nem emlitve a Gerbner Daniellel k6zésen irt kivald
konyvét. A cikkek — amibdl hat egy-szerzGs — kivaldak, amit a fent leirtak mellett az is bizonyit, hogy
azok kimagasld jorészt D1-esQl-es folydiratokban jelentek meg, mint pl European Journal of
Combinatorics, Journal of Combinatorial Theory A, SIAM Journal on Discrete Mathematics, The
Electronic Journal of Combinatorics, Order. A jel6lt az értekezésben bebizonyitotta, hogy a téma
kivald szakértdje, szamos fontos tételt bizonyitott. ElImondhaté, hogy eredményeivel jelentésen
hozzajarult a témaban tortént kutatdsokhoz. Az elért eredmények, a doktori disszertacio szinvonala
egyértelmlen meghaladjdk az MTA doktori cim megszerzéséhez szilkséges szintet. Mindezek alapjan
Patkos Balazsnak az MTA doktora cim odaitélését javaslom.
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