Valasz Balogh Jozsef kérdéseire

1. Milyen iranyban halad a tiltott részposzetek elmélete? Milyen 1j eredmények varhatdak
a kovetkez6 20 évben?

A kizart részposzetes témakorrel foglalkozé cikkek donto tobbsége 2005 és 2020 kozott
szilletett. Ezek mindegyike valamilyen kettos leszamlalos bizonyitdast hasznal az erdemény
megmutatasahoz. Mivel nagyon sokan dolgoztak kiilonboz6 specidlis eseteken, nem tartom
valoszintinek, hogy a témakor f6 sejtésének akar csak jelentOs, 1j poszetcsaladokra valo iga-
zolasat teljesen 1j modszerek hasznalata nélkiil el lehessen érni. Emiatt azt gondolom, hogy
halmazrendszerek méretére vonatkozd olyan extremalis eredmények sziilethetnek a kovetkezd
id6szakban, amelyeknél a halmazrendszer a poszetmentességen kiviil valamilyen extra tulaj-
donsaggal bir. Ilyen eredmények ismertek, amikor az extra tulajdonsdg valamilyen metszetko-
vetelménnyel adott. Ahogy a kizart részposzetes témakor Sperner tételébél [32] indul, gy a
metszetes verzié kiindulépontja Milner “metszé Sperner” tétele [27], melyet azdta j6 néhany
masik kovetett [14, 18, 20, 1]. A metszettulajdonsagokon kiviil természetesnek tiinik a kom-
plementerre zart és a komplementer-mentes extra tulajdonsaggal rendlkez6 halmazrendszerek
vizsgalata is.

Az 1j médszerek hidnydban az extremalis problémak terén jobban figyelmet kaphatnak
az dltalanositott Kkizart részposzetes problémak, azaz amikor nem a halmazrendszer méretét,
hanem egy () poszet megjelenéseinek szamat szeretnénk maximalizédlni a P poszet kitiltasa
mellett. Ilyen eredmény sziiletett mar a disszertaciéban foglaltak megjelenése 6ta is [2].

Az elmult évtized egyik nagy kombinatorikai attorése a hipergraf konténer modszer megje-
lenése volt [3, 30]. Ennek segitségével megvalaszolasra keriilt a kizért részposzetes probléma szu-
perszaturdlés [29] és véletlenes [4, 8] verzidinak lancokra vonatkozo specidlis esete és a vonatkozé
kérdések még egy-két konkrét poszet esetében [21, 23]. Bar megoldatlan kérdés ezeken az al-
tertileteken is nagyon sok van, nem érzem, hogy az extremalis kozosség érdeklddése ezek felé
fordulna.

Nagyon nagy az aktivitas viszont az extremalis kérdéskor “kistestvérénél”, a szaturalasi
szam meghatarozasara iranyuld kutatasoknal. A legkisebb bévithetetlen P-mentes halmazrend-
szer méretének vizsgdlatdt 10 évvel ezel6tt egy hatszerzés cikkben vetettiik fel [19]. Azdta a
nem feltétleniil feszitett esetben kideriilt, hogy ez barmilyen P poszet esetén egy az alaphalmaz
méretétol fliggetlen, csak P-tél fiiggd konstans [26]. fgy a témaban a feszitett eset megértésére
iranyul a legtobb figyelem: tudjuk, hogy van poszet, melyre ez az érték is konstans, de van
olyan poszet, melynek a feszitett szaturalasi szama linearisan no az alaphalmaz méretével. Egy



friss eredmény szerint [15], ha e szdm nem konstans, akkor legaldbb gytkosen né az alaphal-
maz méretével, de nem vildgos, hogy /n-nél, lindris novekedésnél, vagy valamilyen kozbiils6
fliggvénynél lenne az ugras. Tekintve a témdaban sziilet6 cikkek szdmat [5, 13, 28, 9, 24, 25],
megkockaztatom, hogy ez ki fog deriilni a kovetkezd 20 év folyaméan.

Végezetiill megemliteném, hogy a kizart részposzetes problémat mas részben rendezett hal-
mazokban is lehet vizsgalni és ismert is néhany ilyen eredmény [22, 31, 33, 34]. A legtermésze-
tesebb dltalanositasnak a tobbdimenzids racsok illetve egy véges test feletti vektortér altereinek
poszete tinik.

2. A V.C.-dimenzié tébbnyire diszkrét geometriaban szokott megjelenni. Van-e valamilyen
geometriai alkalmazédsa az 1j eredményeknek?

A halmazrendszerek nyomaira vonatkozé, a disszertacié harmadik fejezetében szerepld prob-
lémaékat inkabb extremaélis halmazrendszeres elméleti megkozelitéshol vizsgaltam. Nem tudok
az eredmények geometriai alkalmazasarol, azok impaktja szintén az extremalis kombinatorika
kozosségben mutatkozik meg. A 46. Tétel (tézisfiizetben 3.4) bizonyitdsdnak fontos eleme
egy szoros utakat nem tartalmazd halmazrendszerekrdl szold allitas, mely tobb idézetet is
kapott. A 47. Tétel (tételflizetben 3.5) egy altalam sejtett altaldnositdsat egy cambridge-i
doktorandusz, Ta Sheng Tan bizonyitotta be. A Frankl Nérdval, Sergey Kiselevvel és An-
drey Kupavskii-val kozos a VC-dimenzié szaturdlasasi szamarol szold tételiink (48-as illetve
3.6-0s Tétel) beilleszkedik abba a sorba, hogy egyre tobb teriileten vizsgaljdk az extremalis
problémak szaturdlés valtozatat. Nemcsak az el6z6 kérdésre adott valaszban is megemlitett
kizart részposzetes kérdéskorben, hanem kizért 0-1 részmatrixok [16, 17, 6], rendezett grafok
7], Berge-hipergrafok [10, 11] és egyéb hipergréafos kérdések [12] esetén is.

Budapest, 2023. junius 7.

Patkos Balazs
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