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1. Milyen irányban halad a tiltott részposzetek elmélete? Milyen új eredmények várhatóak
a következő 20 évben?

A kizárt részposzetes témakörrel foglalkozó cikkek döntő többsége 2005 és 2020 között
született. Ezek mindegyike valamilyen kettős leszámlálós bizonýıtást használ az erdemény
megmutatásához. Mivel nagyon sokan dolgoztak különböző speciális eseteken, nem tartom
valósźınűnek, hogy a témakör fő sejtésének akár csak jelentős, új poszetcsaládokra való iga-
zolását teljesen új módszerek használata nélkül el lehessen érni. Emiatt azt gondolom, hogy
halmazrendszerek méretére vonatkozó olyan extremális eredmények születhetnek a következő
időszakban, amelyeknél a halmazrendszer a poszetmentességen ḱıvül valamilyen extra tulaj-
donsággal b́ır. Ilyen eredmények ismertek, amikor az extra tulajdonság valamilyen metszetkö-
vetelménnyel adott. Ahogy a kizárt részposzetes témakör Sperner tételéből [32] indul, úgy a
metszetes verzió kiindulópontja Milner “metsző Sperner” tétele [27], melyet azóta jó néhány
másik követett [14, 18, 20, 1]. A metszettulajdonságokon ḱıvül természetesnek tűnik a kom-
plementerre zárt és a komplementer-mentes extra tulajdonsággal rendlkező halmazrendszerek
vizsgálata is.

Az új módszerek hiányában az extremális problémák terén jobban figyelmet kaphatnak
az általánośıtott kizárt részposzetes problémák, azaz amikor nem a halmazrendszer méretét,
hanem egy Q poszet megjelenéseinek számát szeretnénk maximalizálni a P poszet kitiltása
mellett. Ilyen eredmény született már a disszertációban foglaltak megjelenése óta is [2].

Az elmúlt évtized egyik nagy kombinatorikai áttörése a hipergráf konténer módszer megje-
lenése volt [3, 30]. Ennek seǵıtségével megválaszolásra került a kizárt részposzetes probléma szu-
perszaturálós [29] és véletlenes [4, 8] verzióinak láncokra vonatkozó speciális esete és a vonatkozó
kérdések még egy-két konkrét poszet esetében [21, 23]. Bár megoldatlan kérdés ezeken az al-
területeken is nagyon sok van, nem érzem, hogy az extremális közösség érdeklődése ezek felé
fordulna.

Nagyon nagy az aktivitás viszont az extremális kérdéskör “kistestvérénél”, a szaturálási
szám meghatározására irányuló kutatásoknál. A legkisebb bőv́ıthetetlen P -mentes halmazrend-
szer méretének vizsgálatát 10 évvel ezelőtt egy hatszerzős cikkben vetettük fel [19]. Azóta a
nem feltétlenül fesźıtett esetben kiderült, hogy ez bármilyen P poszet esetén egy az alaphalmaz
méretétől független, csak P -től függő konstans [26]. Így a témában a fesźıtett eset megértésére
irányul a legtöbb figyelem: tudjuk, hogy van poszet, melyre ez az érték is konstans, de van
olyan poszet, melynek a fesźıtett szaturálási száma lineárisan nő az alaphalmaz méretével. Egy
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friss eredmény szerint [15], ha e szám nem konstans, akkor legalább gyökösen nő az alaphal-
maz méretével, de nem világos, hogy

√
n-nél, lináris növekedésnél, vagy valamilyen közbülső

függvénynél lenne az ugrás. Tekintve a témában születő cikkek számát [5, 13, 28, 9, 24, 25],
megkockáztatom, hogy ez ki fog derülni a következő 20 év folyamán.

Végezetül megemĺıteném, hogy a kizárt részposzetes problémát más részben rendezett hal-
mazokban is lehet vizsgálni és ismert is néhány ilyen eredmény [22, 31, 33, 34]. A legtermésze-
tesebb általánośıtásnak a többdimenziós rácsok illetve egy véges test feletti vektortér altereinek
poszete tűnik.

2. A V.C.-dimenzió többnyire diszkrét geometriában szokott megjelenni. Van-e valamilyen
geometriai alkalmazása az új eredményeknek?

A halmazrendszerek nyomaira vonatkozó, a disszertáció harmadik fejezetében szereplő prob-
lémákat inkább extremális halmazrendszeres elméleti megközelitésből vizsgáltam. Nem tudok
az eredmények geometriai alkalmazásáról, azok impaktja szintén az extremális kombinatorika
közösségben mutatkozik meg. A 46. Tétel (tézisfüzetben 3.4) bizonýıtásának fontos eleme
egy szoros utakat nem tartalmazó halmazrendszerekről szóló állitás, mely több idézetet is
kapott. A 47. Tétel (tételfüzetben 3.5) egy általam sejtett általánositását egy cambridge-i
doktorandusz, Ta Sheng Tan bizonýıtotta be. A Frankl Nórával, Sergey Kiselevvel és An-
drey Kupavskii-val közös a VC-dimenzió szaturálásási számáról szóló tételünk (48-as illetve
3.6-os Tétel) beilleszkedik abba a sorba, hogy egyre több területen vizsgálják az extremális
problémák szaturálós változatát. Nemcsak az előző kérdésre adott válaszban is megemlitett
kizárt részposzetes kérdéskörben, hanem kizárt 0-1 részmátrixok [16, 17, 6], rendezett gráfok
[7], Berge-hipergráfok [10, 11] és egyéb hipergráfos kérdések [12] esetén is.

Budapest, 2023. június 7.

Patkós Balázs
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