
Válasz Füredi Zoltán kérdésére

A harmadik rész eredményei tkp. a klasszikus Boole hálós tételek kiterjesztései egy másik
sokat vizsgált posetre, az alterek részben rendezett halmazára. Jól ismert, hogy a Sperner tétel
valamilyen értelemben MINDEN posetre kiterjeszthető (Dilworth tétel, Whitney számok, stb.),
legalábbis a legtöbb fontos posetre. A dolgozatban diszkutált eredmények többsége bizonyára
kiterjeszthetőek a posetek jóval szélesebb osztályaira. Kérdésem: vannak e ilyen kutatások
folyamatban, ismeretesek e nemtriviális általánośıtások?

Válasz: A kizárt részposzetes problémák valóban értelmezhetőek más alapposzetekben is.
Több cikk tárgyalja a q-elemű véges test feletti n-dimenziós vektortér altereinek poszetjét. A
sejtés itt is az, hogy tetszőleges P kizárt poszet esetén a lehető legtöbb P -t még nem tartalmazó
középső szint adja aszimptotikusan a legnagyobb P -mentes altérrendszert. Ilyen eredményekről
szólnak az idevágó irodalom eddigi cikkei [5, 7]. Sudakov, Tomon és Wagner [6] vizsgálták
a kizárt részposzetes probléma kapcsolatát a d-dimenziós rácsban és a Boole-poszetben. Az
eredményükre Gerbner Dániellel, Nagy Dániellel és Vizer Mátéval adtunk egy rövidebb bi-
zonýıtást [3], és egyben két dimenzóban megválaszoltuk egy-két konkrét poszetre a problémát.
Nagyon sok nyitott kérdés van még a témakörben.

Bár Füredi Zoltán kérdése inkább a kizárt részposzetes problémára vonatkozott, hadd
emĺıtsem meg, hogy a halmazrendszerek nyomaival kapcsolatos kérdések is vizsgálhatók általá-
nosabban. Egy L háló egy F része szétzúz egy x ∈ L elemet, ha minden y 6L x elemhez van
olyan F -beli f , amire x ∧ f = y. Rangfüggyvénnyel rendelkező hálók esetében lehet vizsgálni,
hogy mekkora lehet a háló egy részhalmaza, ha nem zúz szét r-rangú elemet. Babainak és
Franklnak [1] vannak ezzel és a háló Möbius-függvényével kapcsolatos tételeik.

Jelöljük tr(A)-val azon elemek halmazát, melyeket A szétzúz L-ben. A Sauer-lemma egy
minimálisan erőśıtett álĺıtása (melyet Pajor [4] mondott ki először) úgy szól, hogy tetszőleges F
halmazrendszer legalább annyi halmazt szétzúz, ahány halmaz található F -ben. Ezt a kérdést
lehet tetszőleges hálóban vizsgálni. Melyek azok az L hálók, amelyekben igaz a Sauer lemma,
azaz tetszőleges A ⊆ L-re teljesül a |tr(A)| ≥ |A| egyenlőtlenség? Babai és Frankl [1] adtak
erre elégséges feltételt, majd nemrégiben Cambie és társai [2] megfogalmaztak egy sejtést az
egyenlőtlenséget teljeśıtő hálók karakterizációjára. Ez a sejtés még nyitott, és az általam látott
speciális esteket tárgyaló bizonýıtások inkább algebrai, mint kombinatorikai jellegűek.
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