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Patkós Balázs:

Problémák az Extremális Halmazrendszerek témaköréből

Témaválasztás:

A dolgozat fő témája extremális halmazrendszerek. A tématerület sok évtizednyi múltra tekint vissza (Erdős
és Kleitman egy 1970-es cikke már összegzi az addig elért eredményeket), és az ezirányú kutatások mindmáig
akt́ıvan folynak. A témaválasztás tehát korszerű és jól illeszkedik a tudományág fejlődési folyamatába.

Rövid értékelés:

A szerző érdekes és fontos eredményeket ért el a diszkrét matematika extremális problémáinak területén.
A második fejezet három cikkre épül, és több részposzetekkel kapcsolatos extremális tételt tartalmaz. A
harmadik fejezet négy cikkre épül, és a klasszikus VC-dimenzió elméletét általánośıtja. A negyedik fejezet
metszet-tételek q-analógjai-t tartalmazza (többek között a Kruskal-Katona és a Hilton-Milner tételek q-
változatát bizonýıtja).

A dolgozat régen felvetett problémákhoz tesz hozzá értékes új eredményeket. A fő bizonýıtások összetettek,
megmutatják a szerző bizonýıtó erejét, egyúttal tanúśıtják jártasságát az irodalomban. A dolgozat eredményei
több cikkben jelentek meg, aminek jelentős része egy szerzős.

Az új tudományos eredmények:

Erdős a következő általánośıtását adta Sperner tételének: Ha egy F ⊂ 2[n] nem tartalmaz egy k + 1 hosszú
láncot, akkor F nem lehet nagyobb, mint a k középső szint együttes mérete. A dolgozat második fejezete
olyan új eredményeket tartalmaz, amelyek a k + 1 hosszú lánc helyett más struktúrákat tiltanak ki.

Például a 7. Tétel a teljes páros gráf/poszet tiltása esetét határozza meg F méretét. 8. 9. 10. Tételek teljes
három osztályú gráfok/poszetek tiltását vizsgálja.

Egy különösen érdekes eset az úgynevezett “pillangó” tiltása, ami a K2,2 gráfra utal. Ebben az esetben
DeBonis-Katona-Swanepoel meghatározta az extremális függvényt. A szerző stabilitási tételt (12. Tételt),
és szuperszaturációt (13. Tételt), bizonýıt.

A Sauer Lemma egy felső korlátot ad egy halmazrendszer H méretére, ha tudjuk hogy nincs ℓ-elemű
részhalmaza amin H-nak teljes nyoma van. Ennek a fontos eredménynek az általánośıtásai a harmadik
fejezet célja.

Egy F halmazrendszer ℓ-nyomon k-Sperner tulajdonságú, ha tetszőleges ℓ méretű L halmaz esetén az FL

nyom nem tartalmaz k + 1 hosszú láncot. Mivel egy ℓ méretű halmazon legfeljebb ℓ + 1 hosszú lánc lehet,
ezért a definició k ≤ ℓ esetén érdekes. A legnagyobb F ⊂ 2[n] ℓ-nyomon k-Sperner halmazrendszer méretét
f(n, k, ℓ)-lel jelöljük.

A Sauer Lemmából következik, hogy f(n, k, k) =
∑

i<k

(
n
i

)
. A 44. Tétel, egy érdekes észrevétel: ha azt is

megköveteljük, hogy a nyom ne tartalmazzon egy k-hosszú láncot, akkor csak akkor lehet egyenlőség, ha
F vagy a legfeljebb k − 1 méretű, vagy a legalább n − k + 1 méretű halmazokat tartalmazza. A további
változatok (45-48. Tételek) összekötik a VC-dimenzió elméletét Sperner és az Erdős-Ko-Rado tételekkel.
Érdekes, hogy a 48. Tétel bizonýıtása használja Lovász Local Lemmá-t.
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A negyedik fejezete a tézisnek Kruskal-Katona és Hilton-Milner klasszikus tételeinek q-változatait iga-
zolja: általános hipergráfok helyett, q-elemű test feletti n-dimenziós vektorterek k-uniform altér-rendszereit
vizsgálja. A 76. Tétel a Kruskal-Katona tétel q-változata, a 80. Tétel Hilton-Milnor q-változata. Az új
eredmények bizonýıtásai teljesen különbözik az eredeti tételek bizonýıtásaitól.

Az eredmények elismertsége:

A dolgozatban levő eredmények a téma elismert szakújságaiban jelentek meg:

[49]: Order,
[50]: Graphs and Combinatorics,
[10], [51], [54], [96], [98], [99]: Electronic Journal of Combinatorics,
[52]: SIAM Journal on Discrete Mathematics,
[97]: Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory,
[22], [100]: Journal of Combinatorial Theory, Series A.

Továbbá, a szerző, Gerbner Dániellel közösen egy könyvet is ı́rt a témáról:
[53]: D. Gerbner and B. Patkós. Extremal finite set theory.

Az értekezés st́ılusa:

A disszertáció angol nyelven ı́ródott. Általában az angolsága elfogadható, nyelvezete gördülékeny. Helyenként
szerepelnek benne hibás szófordulatok, hiányos kifejezések, felesleges illetve hiányzó névelők, apró eĺırások.

A magyar nyelvű tézisfüzet:

A tézisfüzet az elért eredményeknek informat́ıv és lényegi összefoglalását adja, a legfontosabb álĺıtásokat
megfelelően emeli ki. Sajnos, rengeteg zavaró sajtóhibát tartalmaz, jó lett volna, ha a szerző meg egyszer
átolvasta volna. Tekintve, hogy az anyagnak a tézisfüzet az a része, ami a legtöbb érdeklődő kezébe kerül,
megfontolásra javaslom, hogy készüljön ebből egy jav́ıtott változat még a védésre szóló megh́ıvók kiküldése
előtt.

Kérdések a szerzőhöz:

1. Milyen irányban halad a tiltott részposzetek elmélete? Milyen új eredmények várhatóak a következő 20
évben?

2. A V.C.-dimenzió többnyire diszkrét geometriában szokott megjelenni. Van-e valamilyen geometriai alkal-
mazása az új eredményeknek?

Alkalmasság nyilvános vitára:

Az értekezés nyilvános vitára bocsátását és a fokozat odáıtélését javaslom.
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