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1. Bevezetés

Az MTA doktori értekezésem az elmiilt 15 évben elért kutatasi eredményekbol
tartalmaz egy valogatast, amelyeknek a jelentOos része az utdbbi 5 évbol
szarmazik. A f6 kutatési teriiletem kombinatorikus optimalizalasi algorit-
musok, modszerek tervezése, fejlesztése, illetve ezek elemzése elméleti és ta-
pasztalati mdédszerekkel. A kombinatorikus optimalizalas a diszkrét és al-
kalmazott matematika egyik fontos teriilete, amely szorosan kapcsolodik a
szamitastudomanyhoz is. Gyorsan fejlodé kutatasi teriiletrél van szd, amely
az utobbi két évtizedben alkalmazasi szempontbdl is nagyon fontossé valt.
A diszkrét optimalizdlasi modelleket sikeresen alkalmaztak olyan teriilete-
ken, mint a gazdasdg, kornyezettudomanyok, kozlekedés, ipari termelés, stb.
Kutatasaim soran altalaban kozvetleniil, vagy kozvetett mdédon kiilonbozé
gyakorlati probléméakhoz kapcsolodé feladatokat vizsgaltam. A kozlekedési
alkalmazasokhoz kapcsoléddan foglalkoztam jarmiititemezési és titvonal opti-
malizalasi, ipari alkalmazasok témajaban gépiitemezési és pakolasi felada-
tokkal. Emellett bemutatok elméleti eredményeket bizonyos parhuzamos
szamitégépes modellek témajabdl is. Az algoritmusok egy részét ipari projek-
tek keretében valésitottuk meg, az eredmények valés adatokon torténo tesz-
telések soran keletkeztek. Mas eredmények inkabb alapkutatasi jellegiinek
tekintheték. Az eredményeket igyekeztem egy szélesebb spektrumbdl, a kom-
binatorikus optimalizalds kiillonbozo6 teriileteirdl valogatni, hogy ezzel is rep-
rezentalni tudjam a teljes kutatasi tevékenységemet. A disszertacidoban az
elért eredményeket mutatom be, amelyek nagyobbik részben szerzétarsakkal
kozos publikaciékon alapulnak. Mind a dolgozatban, mind a tézisekben azok
az eredmények szerepelnek, amelyeknél a hozzajarulasomat jelentosnek te-
kintem és ezzel a szerzétarsaim is egyetértettek.

2. Ladapakolasi problémak

A ladapakolas az egyik klasszikus probléma a kombinatorikus optimalizalas
teriiletén. Az egydimenzids valtozat az aldbbiak szerint definidlhaté. Le-
gyen L = {ay,as,...,a,} egy n elemii lista, amelynek minden eleméhez egy
s(a;) € (0,1],7 = 1,...,n. méret tartozik. A feladat az, hogy az elemeket mi-
nimalis szamu egységnyi kapacitasu ladahoz rendeljiik, azzal a megkotéssel,
hogy az egyes ladakhoz rendelt elemek Gsszmérete legfeljebb 1 lehet. Kozis-
mert, hogy a probléma NP-nehéz (Johnson, 1973 [23]). Ezért sok kézelito
algoritmust fejlesztettek ki az elmult 40 évben. A kozelité algoritmusok
minodsége kozponti kérdés az algoritmuselméletben. Szamos médszer 1étezik
az algoritmus jéosdganak mérésére: kisérleti vizsgalat, legrosszabb-eset, illetve
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versenyképességi és valdsziniiségi elemzés. A ladapakolasi probléma esetén is
szokas vizsgalni az online valtozatot. Egy online algoritmus egyenként pakol-
ja az elemeket. A aktualis elem érkezésekor semmit sem tud a lista fennma-
rado részérol: sem az elemek szama, sem a méretiik nem ismert. Nyilvanvalo,
hogy az online algoritmusok nem rendelkeznek elegend¢ informéaciéval ahhoz,
hogy olyan j6 pakolast hozzanak létre, mint egy offline algoritmus, ami a teljes
bemenetet ismeri. A ladapakolasban az online algoritmusok versenyképességi
elemzésére két versenyképességi hanyadost szokas hasznalni. Legyen A egy
online algoritmus és I egy tetsz6leges bemenet. Jeloljiik A(I)-vel, illetve
OPT(I)-vel az A megoldasat és az optimélis megolddst. Az A algoritmus
abszolit versenyképességi hanyadosdt az alabbiak szerint hatarozzuk meg:

A maésik mérészam az aszimptotikus versenyképességi hdnyados, aminek a
definicidja a kovetkezo:

R := limsup {mlax { %’ OPT(I) = k}} .

k—o00

Az abszolut versenyképességi hanyadosra ismert az optimalis érték, ami %

[5]. Az aszimptotikus versenyképességi hanyadosra ismert legjobb alsé korlat
M V210387369 ~ 1.5427809064729 [6].

A kovetkezo alfejezetekben az egydimenzids ladapakolasi problémara kifej-
lesztett algoritmussal, illetve harom specialis valtozattal kapcsolatos eredmé-
nyeinket ismertetem.

2.1. Az Advanced Harmonic algoritmus

Az AH algoritmus

Az algoritmus osztopontok egy adott sorozatat hasznalja, amelyek pontos
definicidja a kovetkezo: 1 =ty >t = % > g > >ty = % > s>ty >
ta+1 = 0. Minden j-re a (t;,%;_1] intervallumba esé elemeket j osztalyu
elemeknek nevezziik. Az elemek egy osztalyat hatalmasnak hivjuk ha j =1,
nagynak ha 1 < j < b, kicsinek ha b < j < M, és apronak ha az elemek
mérete legfeljebb t);. Az algoritmus az elemeket online médon részladakba
pakolja, amelyek mindig azonos osztalyi elemeket tartalmaznak, de bizo-
nyosak kombinalhaték, egy lada legfeljebb két részladabdl tevédhet oOssze.
Legyen v; = [i] J < M-re. Minden j nagy vagy kicsi osztalyra és minden
i-re (1 <7 < ;) adott egy nemnegativ a;; paraméter, ahol 0 < «;; < 1.
a;; jeloli az ¢ szdmossagu ladak ardnydt a j osztédly lddai kozott, amelyekre
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a » ,a;; = 1 egyenldség tejesiil minden j-re. Azokat a részladdkat, ame-
lyek i elemet tartalmaznak a j osztalybdl, a j osztaly i-tipusi részladainak
nevezzik. Az algoritmus pakoldsi szabalyai a részladakra vonatkozdan a
kovetkezok:

e Egy hatalmas elemet egyediil pakolunk a részladaba.

e Kis elemek esetén a kovetkezo érkezé elemet mindig a meglévo részladaba
pakoljuk, ha van elég hely. Ha az Gsszes meglévo részlada tele van, 1j
részladat nyitunk és az aranyok alapjan eldontjiik annak tipusat.

e Az apré elemek osztalyanal hasonld modszereket alkalmazunk, de itt a
részladék tipusait az elemek teljes méretétol fiiggden hatarozzuk meg.

e A nagy elemek a pakoldsa soran az osztalydban 4 részlada tipust kii-
lonboztetiink meg:

— Egy kettes tipusu szabalyos részlada, amely méar tartalmaz 2 ele-
met az osztalybdl.

— Egy kettes tipusu deklaralt részldda, amely jelenleg egy elemet
tartalmaz, de AH gy dontott, hogy két elem lesz itt. Csak egy
allando szamu ilyen részlada van.

— Egy egyes tipusi szabalyos részlada, amely egy elemet tartalmaz,
és mar nem tud tobbhoz jutni a késobbiekben.

— Egy egyes tipusi ideiglenes részlada, amely egy elemet tartalmaz
és feltehetoleg még egyhez juthat a késcbbiekben.

e Az egyes tipusu szabalyos és az egyes tipusu ideiglenes részladék teljes
szamanak ardnyat rogzitjik, de az ezen tipusokon beliili aranyokat nem.

e Amennyiben meg kell novelntink a kettes tipusi részladdk szamat az
egyes tipusu ideiglenes részladak egyikének kettes tipusra vald cseréjével,
akkor az 1j elemet egy olyan laddaba pakoljuk, amelynek az eleme a leg-
nagyobb ezen ladak kozott.

e Ha egy 1j egyes tipusu részladara van sziikség és ezért egy 1j ladat
nyitunk meg, akkor ez a részlada egyes tipusu ideiglenes részlada lesz.

A részladak ladakba pakolasa az Osszeméretiik alapjan torténik. A részladak
osszméretét a kovetkezoképpen értelmezziik:

e Az elem mérete a részladaban, amennyiben csak egy eleme van.
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e Az ilyen tipust részladakba illeszthet6 elemek Gsszméretének felsé ha-
tara, ha egynél tobb elemet tartalmazhat.

e A nagy elemekre vonatkozé specialis szabélyok: egy egyes tipusu ideig-
lenes részlada mérete megegyezik az elem méretével, egy kettes tipusu
deklaralt mérete annyi, mint egy kettes tipusu szabdlyosé.

A részladék pakolasi szabdlyai a kovetkezok:

o Két részlada belefér egy ladaba, amennyiben az 6sszméretiik legfeljebb
1.

e Megprobalunk egy %—nél nagyobb méretii részladat osszeilleszteni egy
legfeljebb % méretl részladaval, mindig a legnagyobb méretiivel, amivel
Osszefér.

2.1. Tétel. ([4]) Az AH algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnya-
dosa legfeljebb 1.57828956.

2.2. Alsé6 korlat kotegelt ladapakolasi problémara

A kétegelt ladapakoldsi probléma (Batched Bin Packing Problem, BBPP)
fogalmét Gutin és munkatédrsai vezették be [21]. Az elemek kdtegekben
érkeznek és egyszerre egy koteg pakolhaté egy adott idében. Minden koteg
kilonféle méretii elemeket tartalmazhat és iires is lehet. Ha K > 2 koteg van,
akkor K-BBPP-ro6l beszéliink. Egy kotegelt algoritmus a koteget teljesen el
kell hogy pakolja, miel6tt a kovetkezo koteg megérkezik. Nyilvanvalo, hogy
ha minden koteg egy elemet tartalmaz, akkor a klasszikus online problémaroél
beszéliink, és ha csak egy koteg jon, akkor a probléma az altaldnos (offline)
egydimenzids ladapakolési feladat. Tekintsiik az L bemeneti sorozatot, amely
egy kitegelt sorozat, azaz L = {By, Bs, ..., Bi}, ahol a B; elemek egy hal-
maza, 1 < j < K. Altaldban a K darab kétegh6l sorozatot jeldljiik B(K)-val.
Legyen A egy kotegelt algoritmus, akkor a BBPP esetében az aszimptotikus
versenyképességi hanyados (ACR) definicidja a kévetkezd:

A(L
R = limsup, {o%()m :LeB(j), j<K, OPT(L)= N} .

Gutin és szerzOtarsai az [21] cikkben egy 1.3871...-es als6 korldtot adtak
tetszoleges online 2-BBPP algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanya-
dosara. Nyilvanvalé, hogy

R;‘jingjg..., ha 1<i<j <.

4
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A [3] cikkben a 3-BBPP-t vizsgaltuk és a kovetkezOkben bemutatom az elért
eredményeinket.
Az also korlat bizonyitasdhoz hasznalt konstrukcio a kovetkezo:

e Azelsé koteg (By) ny = 6jn darab azonos méreti pici elemet tartalmaz,
amelyeket ai-gyel jeloliink. Legyen j > 4 fix egész szam, ekkor a koteg
minden elemének mérete s(a;) = 1/65 = e.

° A‘mésodik kotegben a By, listak egyikét adjuk. A By lista noy =
jﬁ%kn darab as, elemet tartalmaz, melyek mérete s(asy) = 5 +ke—§
s+t ahol 1 <k <j—1.

o A By, koteget a Bs j, koteg koveti. Bsj-ban ngjp = j6_—jkn darab a3 elem
taldlhato, melyek mérete s(ag) = 5 + &.

Az alsé korlat bizonyitasahoz a fenti harom kotegtipust hasznaljuk, ame-
lyekbc'il listakat képezﬁnk a kovetkez6 mddon: (Bl, B2’1, Bg’l), (Bl, B272, B372),
ceey (B17 B27j_1, B3,j_1). Jelolje (il, ig, ig)l, (il, ig, 2.3)27]“ illetve (’il, ig, i3)37k
egy lada tipusat a B;, By, illetve a Bs ) kotegek elpakoldsa utan. Ha egy
lada az (i1, 42, i3)2x dllapotban van, akkor nem pakolt az algoritmus bele Bs j,
elemet, vagyis barmilyen (iy,1s,13)2, tipusi lddara i3 = 0. Egy (i1, i2,13)
harmast valds pakoldsi mintdnak (vagy lehetséges pakoldsi mintdinak) ne-
vezunk, ha
i18(ar) + i2s(azr) +izs(aszy) < 1.

A lehetséges pakolasi mintak halmazat V-vel jeloljiik. Definialjuk az alabbi
részhalmazokat is:

Vi={veV| 4>06s4, =0 har <t} t=1,23.

Nyilvanvaléan V, NV, = () ha t # r.

A [3] cikkben megfogalmazottak alapjan elegendd olyan algoritmusokat vizs-
gélni, amelyek By, By, Bs i-t ugy pakoljak, hogy a pakolasi mintak az alabbi
ladatipusokat tartalmazzdk:

(ilaoao)ly (1‘17170)2,/% (i172a0>2,k7 (07 1a 1)3,]6’ <0a270)2,k7 (07071)3,16-

Egy tetszoleges online algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyado-
sanak kiszamitasat a 3-BBPP-re linearis program segitségével végezziik. A
linearis program feltételei az elemek szamara és az algoritmusok alsé korla-
tainak lehetséges értékeire vonatkoznak. Az jelolés egyszerisitése érdekében
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R helyett R-t fogunk haszndlni. Az elsd feltétel az elsd koteg elemeinek
szamara vonatkozik.

67
leil,ig,m - lezl 2,83 ny (1)
(i1,42,i3)€V1 i1=1

ahol 3:“ iz JEION az (i1,12,173) tipust ladak szamdt a By, By, Bsy kotegek

pakoldsa sordn. Hasonlo feltételeket adhatunk a B, kotegekben szerepld
elemek szdmara.

4j—k 2j—2k
xi1’170 + 2 x,l'172’0 + xO,l,l + 21’07270 — TL27/§, k — ]_, 2, e ,j - 1.

i1=2j—2k+1 =1
(2)

A kovetkezd j — 1 egyenlet a Bs kotegek elemeinek szamara vonatkozik:
1'31,1 + 373071 = N3k, k= 17 27 . ’j —1. (3)

Harom also korlatra vonatkozoé feltétel is sziikséges.

ZI’L:[ 12,03 <R OPT(Bl) (4)
i1=1
67
fol,iQ,iS + xlg,l,l + $g,2,0 < R-OPT(B1, Ba) (5)
i1=1
67
11,1213+$011+$020+x001<3 OPT(By, Ba, B ) (6)
=1

Az alsé korlat kiszamitasahoz azt a linearis programozasi feladatot tekintjiik,
amely tartalmazza a fenti 2(j+1) darab feltételt ((1) - (6)) és a célfiggvényben
az R-t szeretnénk minimalizalni. A [3] cikkben tetszéleges j értékre kiszamol-
tuk a fenti LP feladat megoldasat, ami igy j-t a végtelenbe tartatva megadta
a kivant értéket.

2.2. Tétel. ([3]) Ha A egy kotegelt algoritmus a 3-BBPP-re, akkor

ROO

7

B (-1.-%e §3> + 36
- ~ 1.51211383...
1€

= oW (-1, -3¢ %) +33
ahol W(—=1,x) a Lambert fiigguény negativ dga.

6
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A szamitas soran megkaptuk a kiilonbozé j értékhez tartozoé alsé korlatokat
is, valamint azt a d értéket, ami meghatarozza, hogy a feltételek koziil
mennyit sziikséges feltétlentil szerepeltetni az LP-ben a kivant érték eléréséhez.

d R
1 1.480075901
10 3 1.494928787
6  1.503357743
50 15 1.508573181
100 30 1.510335641
200 60 1.511221192
500 152 1.511757013
1000 305 1.511935384

1. tablazat. R értékei kiilonbozo j-k esetén

2.3. Elemszam—korlatos ladapakolas

Az elemszam-korlatos ladapakolasi probléma esetén a bemenet a ladapakolasi
feladatnak megfeleld, de van egy globalis k > 2 paraméter, amelyet elemszam
korlatnak neveznek. A cél az, hogy az elemeket minimélis szamu ladaba
pakoljuk 1gy, hogy mindegyikben az elemek Gsszmérete legfeljebb 1 lehet és
a szama nem haladhatja meg a k-t.

Vegyiik a kovetkez6 bemenetet egy adott II ladapakoldsi problémara. Le-
gyen 6 > 2 fix pozitiv egész szam. Adott elemek 6 darab listdja, ahol az L;
lista (1 < i < 0) azonos méretii elemeket tartalmaz, az elemek mérete s;, ahol
51 < 89 < --- < sg. Egy N > 0 nagy egész szamra az L; listanak «; - N eleme
van, ahol 0 < «; < 1 egy raciondlis szam paraméter i = 1, ..., 6-re (N-et ugy
vélasztjuk hogy ;- N egész szam legyen). Az elemeket nemcsdkkend sorrend-
ben adjuk egy online algoritmusnak és ezt barmikor befejezhetjik. Vagyis
van 6 lehetséges bemenet, amelyek egymas utan johetnek és vizsgéaljuk egy
tetszoleges online algoritmus viselkedését ebben az esetben. A kovetkezdkben
bemutatunk ilyen tipusu alsé korlat konstrukcidkat kiilonbozo k értékekre.

Tekintstik a &k = 5 esetet. Legyen 6 = 4, oy = %, a;, = 1,1 = 2,3,4-re.

Legyen 0 < 8 < 5005, 51 = 25 — 0 > 0, 5o = 12 53 = 12 ¢g 5y = 2.
Nézziik a k =7,8,...,11 eseteket. Legyen 6 = 4, az elemek méretei legyenek
ugyanazok mint a k = 5 esetben, tovabba a; = % (vagyisag < 1)ésa; =1

1= 2,3, 4-re.

s

2.3. Tétel. ([9]) A kdvetkezd értékek also korldtok az aszimptotikus verseny-
képességi hanyadosra vonatkozoan.
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° %: 1.5 k = 5-re.

% k = 7,8-ra. Ez az érték 217/143 ~ 1.5174825 k = T-re és

3—? ~ 1.5238095 k = 8-ra.

2

o % = 189 ~ 1.5241935, k = 9-re.

. % k =10,11-re. Ez az érték 235/154 ~ 1.525974 k = 10-re és

209 ~ 1.525547 k = 11-7e.

137

A kovetkezokben tekintsiik a 14 < k < 18 eseteket. Legyen § =4, a; = 1

1=1,2,3,4-re. Legyen0<6<ﬁ,31:%—35>0, sgz%f’,sg:%és
145

Sq4 = D)

2.4. Tétel. ([9]) A % érték alsd korlat az aszimptotikus versenyképességi

hanyadosra, ahol 14 < k < 18.

Végiil legyen k& = 19,20,...,35. Legyen 0 = 5, oy = 218 o, =1

]
;o 1 _ 1 _ 1+% _ 5
1= 2,3,4, 5re. Legyen0<6<m, 51—@—5, S2 = Tgy 83 = g,
_ 140 ¢« _ 149
S4—T€S S5—T.

2.5. Tétel. ([9]) A 2. tdblazatban megadott értékek also korlatok az aszimp-
totikus versenyképességi hanyadosra a k = 19,20, ...,35 esetben.
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| k | kordbbi alsé korldt || 1j alsé korlat |
|5 ] 147058 [19] | 3/2 =1.5 9]
7 L5 [28] 217/143  ~1.51748 [9]
8 L5 [28] 32/21 ~1.52380 [9]
9 L5 [28] 189/124  ~1.52419 [9]
10| 150943 [19] 235/154  ~1.52597 [9]
11 151724 [19] 209/137  ~1.52554 [9]
14]  1.52595 [19] 315/206  ~1.52912 [9]
15| 1.52912 [19] 75/49  ~1.53061 [9]
16 | 1.52567 [19] 72/47  ~1.53191 [9]
17 152312 [19] 765/499  ~1.53306 [9]
18 1.52459 [19] 135/88  ~1.53409 [9]
19 152678 [19] 30799/20072  ~1.53442 [9]
20 [ 1.52912 [19] 2365/1541  ~1.53471 [9]
21 1.52941 [19] 13251/8633  ~1.53492 [9]
22 | 1.52914 [19] 10417/6786  ~1.53507 [9]
23] 1.53004 [19] 49795/32434 ~1.53527 [9]
24 [ 1.53086 [19] 152/99  ~1.53535 [9]
25 | 1.53162 [19] 54175/32284 ~1.53539 [9)]
26 | 1.53231 [19] 3523/2204  ~1.53574 [9]
27 1.53296 [19] 2439/1588  ~1.53589 [9)]
28 ||  1.53356 [19] 1897/1235  ~1.53603 [9)]
20 | 1.53412 [19] 70789/46079 ~1.53625 [9]
30|  1.53465 [19] 6105/3974  ~1.53623 [9]
31|  1.53514 [19] 84103/54742 ~1.53635 [9]
32|  1.53560 [19] 39104/25449 ~1.53656 [9]
33|  1.53603 [19] 23925/15568 ~1.53680 [9]
34[  1.53644 [19] 280/188  ~1.53723 [9]
35| 1.53682 [19] 76195/49569 ~1.53715 [9)]

2. tablazat. Ijj alsé korlatok az aszimptotikus versenyképességi hanyadosra.
A miésodik oszlop a korabbrol ismert alsé korlatokat, a harmadik a javitott
értékeket tartalmazza.

2.4. NF-alapu tarkorlatos ladapakolasi algoritmus

Zheng és szerzétarsai [30] egy gyakorlati problémat modelleztek az egydi-
menzios online ladapakolasi probléma egy specialis valtozataval, és kidolgoz-
tak egy félig online algoritmust a megoldédsra. Algoritmusukban egy puffert
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hasznéltak az elemek ideiglenes tarolasara, ezaltal lehetoségiik volt arra, hogy
elére tekintsenek az érkezé elemek listdjaban. A gyakorlati probléma miatt az
ugynevezett 2-paraméteres esetet vizsgaltak, azaz amikor max,ey s(a) < 1/2.
Az algoritmusuk minden 1épésben a puffer legnagyobb elemeit helyezi a 1j
nyitott ldddba a Next Fit szabaly (NF) hasznalataval: a puffer tartalmanak
pakolasakor az algoritmus 1j, tires ladat nyit, és — néhany egyszerii szabalyt
kovetve — iterativ modon a puffer elemeit ebbe a lddaba helyezi, amig be-
leférnek, majd bezarja a ladat. Ez azt jelenti, hogy legfeljebb 1 lada van nyit-
va a pakolds sordn. Azokat az algoritmusokat, amelyek konstans szamu nyi-
tott ladat hasznalnak, tdrkorlatos algoritmusoknak nevezziik. Ha legfeljebb
1 nyitott lada van, akkor az algoritmust NF-alapu félig online algoritmusnak
nevezzik. Az NF-alapu algoritmusok hatékonysagat elemezve bizonyitottak,
hogy az ACR értéke % tetszoleges 1-nél nem kisebb pufferméretnél. %—os alsé
hatart adtak azokra a tarkorlatos algoritmusokra, amelyek NF-alapuiak.
Zhang és szerzOtarsai szintén ezt a problémat vizsgaltdk [29]. Két algorit-
must ismertettek, az els6 2 méretii puffert hasznalt, és bebizonyitottak, hogy
az algoritmus ACR értéke 1.4375... 3 méretli puffer hasznédlataval tovabb
javitottdk a fels6 korlatot. Algoritmusuk ACR-je igy 1.4243... volt. Végiil
megadtak egy alsé korlatot is, ami 1.4230..., ez szintén jobb a korabbroél
ismertnél.

A [13] cikkben az allandé méretii puffert hasznélé NF-alapu, félig online algo-
ritmusokat vizsgaltuk az altalanos r-paraméteres esetben. Olyan L listakat
tekintettiink, ahol max,cy, s(a) < * egy adott r egész szémra (r > 1). Az als6
korlat bizonyitasahoz az igynevezett Sylvester sorozatot hasznaltuk, aminek
a definicidja adott k > 1 és r > 1-re a kovetkezo:

my =r+1, my =1+ 2, mi=mj;_(m; ; —1)+1, haj=3,... k.

m’ r=1| r= r=3 r= T =
j= 2 4

j= 3 5 7
j= 7 13 21 31 43
j =4 43 157 421 931 1807
j= 1807 | 24493 | 176821 | 865831 | 3263443

3. tablazat. Az altalanositott Sylvester sorozat néhany tagja k = 5-re

10
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Definidljuk a kovetkezd értékeket:

hoo(r) =1+ i L
i=2

—
m; — 1

A hy(r) sorozat elsé néhany tagja: hoo(1) &~ 1.69103, hoo(2) &~ 1.42312,
hoo(3) ~ 1.30238.

2.6. Tétel. ([13]) Tekintsik az r-paraméteres tdarkorldtos esetet konstans

méretd pufferrel. Ha A eqy tetszoleges NF-alapi félig online algoritmus, ak-
kor Reo(A) > hoo(r).

A kovetkezokben egy sulyfiiggvényt definidlunk, ami szokasos technika a
ladapakolési algoritmusok elemzésénél.

1
,if L < o
x+mz(mi—1) - A
W(x) = .
ms + x, if L 1<x§$
mz mi+1 1

Egy lada stlya a benne 1év6 elemek stilyanak az osszege, illetve altalaban egy
halmaz stlya az elemei sulyanak az Osszege.

A kovetkezdkben egy ladat jo ldddnak neveziink, ha a benne 1évé ele-
mek sulyanak osszege legaldbb egy, és egy halmaz j0 részhalmaz, ha elemei
stulyanak az 0sszege nagyobb vagy egyenld egynél és a méretek osszege leg-
feljebb egy. Természetesen egy jo lada tartalmaz egy jé részhalmazt. Egy 3
nagysagu puffert vesziink és harom virtudlis ladat fogunk alkalmazni — egy
kapacitassal — a pufferben 1év elemek el6feldolgozasara, mielott a ladaba
helyeznénk oOket.

11
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Az NFFD-B3 algoritmus
(1) Toltsiik fel a puffert a lista kovetkezé elemeivel, amig azok beleférnek.

(2) Rendezziik a pufferben 16v6 elemeket nem névekvo sorrendbe, és pa-
koljuk az elemeket harom virtualis ladaba — amelyek jelolése VBIN,,
1 = 1,2,3 — az FFD szabalyt hasznalva. Azok az elemek, amelyek
nem férnek el egyik virtualis ladaban sem a pufferben maradnak.

(3) Ellendrizziik a virtualis 1adak tartalmét. Azoknak, amelyek jé 1ladék,
nyissunk 1j tires ladat és pakoljuk bele a tartalmukat, majd zarjuk be
azt. Lépjlink az (5) pontra.

(4) Keressiink egy j6 részhalmazt a VBIN;, i = 1,2, 3 ladédk tartalmaban,
nyissunk 1j tires ladat és pakoljuk bele a tartalmukat, majd zarjuk be
azt.

(5) Ha van még elpakolatlan elem lépjiink (1)-re.

(6) Uritsiik ki a virtuslis ldddk tartalmét j ladédkba, majd zérjuk be
ezeket és lépjiink ki.

2.7. Tétel. ([13])
Roo(NFFD-B3) = hoo(r).

3. Gépiitemezési problémak

A gépiitemezési problémakat széles korben vizsgéltak az utébbi évtizedekben,
sok véltozata létezik, melyekkel szamos cikk foglalkozott. Altalanosan ugy fo-
galmazhatjuk meg a problémat, hogy adottak valamilyen feladatok, amelyek
az altaldnos esetben tobb tevékenységbdl is allhatnak és ezeket gépekhez sze-
retnénk rendelni. A tevékenységek a gépeket adott idétartamig hasznaljak,
célunk az indulasi id6k meghatérozasa gy, hogy valamilyen adott célfiiggvény
szerint az Utemezés optimalis legyen. A diszkrét optimalizalas teriiletén
altalaban fontos szerepiik van az online problémaknak, illetve algoritmusok-
nak. Ekkor az algoritmus inputja részenként érkezik, és végleges dontéseket
kell hozni az input tovabbi részeinek teljes vagy részleges ismerete nélkiil.
Els6 esetben online, masodik esetben félig online problémardl beszéliink.
Amennyiben az input teljesen ismert az algoritmus szamara, akkor beszéliink
offline algoritmusrél. A gépilitemezési problémék esetén is mindharom valto-
zatot széles korben vizsgaltak. A kovetkezo eredmények egy specidlis online
valtozatra vonatkoznak [22].

12
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3.1. Alsé korlatok eltéro sebességii gépekre

A problémanal adott gépek egy halmaza, amelyek sebessége eltéro lehet,
tovabba adottak feladatok, vagy munkak a feldolgozasi idejiikkkel. A felada-
tok egy tutemezése minden munk&at valamelyik géphez rendeli. A feladat
végrehajtasdhoz sziikséges id6 megegyezik a megadott feldolgozasi id6 és
a gép sebességének hanyadosaval. Cél a maximalis befejezési idé minima-
lizélasa.

A probléma online verziéjaban a munkak egyenként jelennek meg. Ami-
kor egy munka megjelenik, az online algoritmusnak egy visszavonhatatlan
dontést kell hoznia, és a feladatot hozzarendelheti egy géphez. Ez a dontés
végleges és a jovobeli munkak ismerete nélkiil torténik, az algoritmus még azt
sem tudja, hogy léteznek-e jovébeli munkdk vagy sem. Az online algoritmus
R-versenyképes, ha minden input esetén egy olyan iitemezést készit, amelyre
a befejezési ido legfeljebb az optimalis R-szerese.

Az alsé korlat egy olyan példéan alapul, ahol a feldolgozasi idék egy
mértani sorozatot alkotnak. Ezt a sorozatot mar a kordbbiakban is vizsgaltak.
[14, 18, 17]. Léteztek eredmények 2 és 3, illetve tetszbleges szamu gépre. A
sebességeket gy kell megvalasztani, hogy barmely online algoritmus csak a
leggyorsabb gépeket hasznalhassa, ezek az tigynevezett aktiv gépek. Az alsé
korlatot ezutan ezen gépeken az iitemezés lehetséges mintdinak elemzésével
kapjuk. Altaldnositva ezt 3-nal tobb gépre, a lehetséges mintdk kikiiszo-
bolésére szamitégépes elemzést hasznédlva tobb alsé korlatot bizonyitottunk
kilonbozo gépszamokra. A kordbbi és az altalunk bizonyitott alsé korlatokat,
valamint a legjobb ismert algoritmusok korlatait az 4. tabldzatban foglaljuk
ossze.

13
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alsé korlatok algoritmusok
m  korabbi sajat legjobb LS
2 ¢~ 1.618 - — ¢~ 1618
3 2 - - 2
4 — 2.141391 - 2.2248
5 = 2.314595 - 2.4143
6 2.2880  2.347312 - 2.5812
7 - 2.439957 - < 2.7321
8 - 2.439957 - < 2.8709
9 24380  2.462775 - <3
10 - 2.483120 - < 3.1214
11 - 2.502672 = < 3.2361
oo 2.5648 5.8284  O(logm)

4. tablazat. Korabbi és sajat alsé korlatok; LS a List Scheduling, vagyis a
moh¢ algoritmus, m a gépek szama ([22]).

3.2. Egységnyi végrehajtasi idejli paros munka iiteme-
zési algoritmus elemzése

A paros munka titemezési feladatot (CTP) a kovetkezSképpen definidljuk:
adott n munka, mindegyik két részfeladatbol all. A két részfeladatot adott
sorrendben kell végrehajtani és a végrehajtasuk kozott pontos késési idot kell
betartani. A i. munkédt (¢ = 1,...,n) az (a;,l;, b;) pozitiv egész szdmokkal
adjuk meg, ahol az értékek az elsé részfeladat feldolgozasi idejét, a késleltetési
idot, illetve a masodik részfeladat feldolgozasi idejét jelentik. A késleltetés
ido alatt a gép tétlen allapotban van és mas munkak feldolgozhatok ebben az
idointervallumban. A cél az, hogy az n feladatot egyetlen gépen iitemezziik
oly médon, hogy ne legyen két részfeladat atfedésben és a legutoljara iite-
mezett munka befejezési ideje a leheto legkisebb legyen. Az altalanos esetre
a szokasos harom részbol 4ll6 jelolést haszndljuk — Graham és szerzotéarsai
vezették be [20] — ami a kévetkez6: 1| Coup-Task, exact 1;|Crax.

Legyen S(n) n péros munkabdl allé lista és legyen A egy kozelito al-
goritmus. Jeloljilk Cpax(A, S(n))-nel és Cpax(OPT, S(n))-nel az A algorit-
mus, illetve egy optimalis algoritmus altal kiszamolt maximaélis befejezési id6t
S(n)-re. Az A algoritmust p-kozelitd algoritmusnak nevezzik (p > 1) ha

Cmax<A7 S(n)) < p CmaX(OPT7 S(TL))

minden bemeneti listara. A leheto legkisebb ilyen p értéket az A algoritmus
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legrosszabb-eset hdanyadosanak nevezzik és pa-val jeloljik.

Ageev és Baburin [1] a kévetkez6 algoritmust definidlta az egységnyi hosszi
részfeladatokat tartalmazé esetre (UET), azaz amikor a; = b, = 1, i =
1,...,n.

A DNF algoritmus

(1) Rendezziikk a munkdkat a késleltetési idejiik szerint nemcstkkend sor-
rendbe, azaz [; <y < ... <|,.

(2) Hozzuk létre a oy iitemezést a kovetkezé mddon:

(2.1) Kezdjiik az 1-es munkét a 0. pozicién.
(2.2) Az ¢ = 2,...,n munkékra inditsuk az i. munkdt a legkorabbi
lehetséges helyen az el6z6 munka elsé részfeladata utan.

(3) Legyen k azon munkék szama, amelyek teljesen befejez6dnek az n. mun-
ka inditasa el6tt.

(4) Hozzuk létre a oy litemezést a kovetkezdképpen (csak ha & > 0):

(4.1) Inditsuk a k& + 1. munkat a 0 pozicién.

(4.2) Azi =k+2,...,n,1,..., k munkdkra inditsuk az i. munkat
a legkorabbi lehetséges helyen az el6z6 munka elso részfeladata
utan.

(5) Legyen o az algoritmus kimenete, ami a oy és oy iitemezések koziil a

jobbik.

Ageev és Baburin a kovetkezo tételt bizonyitotta.

3.1. Tétel. ([1]) A DNF algoritmus legrosszabb-eset hdnyadosdra teljesil a

kovetkezo -
PDNF < 1

Az [11] cikkben egy 1j als6 korlatot igazoltunk az UET tipusu problémékra,

valamint egy konstrukciéval bizonyitottuk a Lzl-es korlat élességét.

3.2. Tétel. ([11]) Tegyik fel hogy >\ l; > n(n—1). Ekkor tetszbleges S(n)

listara

Cone(OPT, S(n)) > 2n + E(Z i —n(n—1)]
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A konstrukcié a kovetkezo:
Legyen n = 4m + 2, m > 2-re. Definidljuk az S;(n) probléma sorozatot a
kovetkezoképpen
L=2m—1, i=1,...2m—1
loy, = 4m,
Li=4m+1, 1=2m+1,...,4m,

l4m+2 == 8m + 1

Y

3.1. Lemma. ([11]) Az S;(n) probléma sorozatra

Choax(DNF, S;(n)) = 7"2_ 6

3.2. Lemma. ([11]) Az S;(n) probléma sorozatra
Cinax(OPT, S7(n)) = 2n.
3.3. Tétel. ([11]) A DNF algoritmus legrosszabb-eset hdanyadosa %.

3.3. First Fit tipusu algoritmus a paros munka titemezési
feladatra

A kovetkezOkben a First-Fit Decreasing (FFD) kozelité algoritmust defi-
nialjuk a paros munka iitemezési feladat egy specidlis esetére, amely az alabbi:

1|Coup-Task, exact l; € {L1, Lo}, a; = b; = 1|Cpax,

ahol L, és Ly adott pozitiv egész szamok.

Az FFD algoritmust eredetileg D. S. Johnson [23] definidlta, mint 14-
dapakolasi algoritmust. A kovetkezokben definidljuk a megfelel6 verzidjat a
probléméankra. Természetesen az algoritmust ugy adjuk meg, hogy tetszoleges
szamu kiilonbozo késleltetéssel oldja meg a problémaét, de csak két kiilonbozo
késés értékre elemezziik.

A First-Fit Decreasing algoritmus

(1) Rendezziik a munkékat a késleltetéseik szerint nemndvekvé sorrendbe.
Ezutén tegytik fel, hogy Iy > o > ... > [,. Legyen ¢ = 1.

(2) Utemezziik a J; munkét a legkordabbi idopontra, amelyre lehetséges tite-
mezést kapunk.

(3) i =i+ 1. Ha i < n akkor lépjiink (2)-re, egyébként alljunk meg.
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3.4. Tétel. ([10]) Legyen I(n, k) egy olyan példa, amely n = ny + ny = 9k
munkdt tartalmaz, ahol ny = 3k és no = 6k a hosszu, illetve a rovid munkak
szama. Tegyik fel, hogy Ly = 12k — 2 és Ly = 9k — 2. Ekkor

FFD
1
sy Gl U (1,8)) 30

koo OPT(I(n,k)) — 19°

3.5. Tétel. ([10]) Azon UET tipusi problémdk esetén, ahol csak két kiilonbizd
késleltetésti munkank van, az FFD algoritmus legrosszabb eset hanyadosara a
kovetkezo teljesul:

30 VII+3
157894 .. = 20 < pppp < T+ = 1.579156.. . .,

és az also korlat éles ha Li/ny < 4.

4. A matrix transzponalasi probléma

s s e e

gépes rendszereket fokozatosan a nagyobb szamitdsi kapacitds felé vitték.
Ugyanakkor hatékonyabb algoritmusokra volt sziikség. Egy jé architektura,
vagy egy hatékonyabb algoritmus csokkentheti a feldolgozasi idét a parhu-
zamos szamitasi kornyezetekben. A hardver oldaldn a parhuzamos szamités
hatékonysaga erdteljesen fiigg attol, hogy milyen gyorsan tudunk adatokat
kiildeni a forrasprocesszorrol a rendeltetési helyre. A kiilonb6z6 architektirak
kozott az tugynevezett haldszeriien osszekapcsolt processzorokbdl allo rend-
szereket széles korben vizsgaltdk. A legegyszertibb — egydimenzids — esetben a
halézat egy linedris tomb, amelyben minden processzor kétirdnyu Osszekot-
tetéssel kapcsolodik szomszédaihoz. Magasabb dimenziokban a processzo-
rok valédi tombot alkotnak és egyméssal haldszertien vannak osszekapcsol-
va. Egyes esetekben a parhuzamos kommunikacio hatékonysagat buszok-
kal segitik. Amennyiben buszt hasznalunk, azt mindig Gsszekotjilkk néhany
processzorral. Az igy Osszekapcsolt processzorok nemcsak szomszédaikkal,
hanem barmelyik, hozzdjuk busszal kapcsolodd processzorhoz kiildhetnek
egy lépésben tizenetet. Fontos azonban, hogy egy lépésben csak egyetlen
processzor hasznalhat egy adott buszt. Altaldnosan az az elterjedt, hogy
kétdimenzids halozatok esetén sor- és oszlopbuszokat hasznalunk. Ilyen ar-
chitektira esetén az egy sorban ill. az egy oszlopban elhelyezkedd processzo-
rokat kotjiik ossze egy-egy busszal. Ezeket sor-ill. oszlopbuszoknak nevezziik.
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1. dbra. Sor- és oszlop buszok

A kétdimenzids halézatokon definidlhatd egy specidlis permutacios tize-
nettovabbitdsi probléma a mdtriz transzpondldsi probléma (MTP). E fel-
adatndl minden i, j-re, ahol 1 < i,5 < n, az (i,7) index{i forrdsban tarolt
tizeneteket a (j,7) indexti célhoz kell eljuttatni. Kétdimenzids busz nélkiili
esetben Ding, Ho és Tsai [16] elemezte az MTP-nek azt a verziéjat, amikor
a processzorokban k darab matrix elemeit taroljuk, és a feladat ezeknek a
matrixoknak a transzponaldsa. Ez az un. k — k verzié. Ha egy A algoritmus
vizsgdlatakor T4 (k, n)-nel jeloljik k darab n x n-es métrix transzponaldsdhoz
sziikséges 1épések szamét, akkor [16] alapjan a kovetkezd alsé korlét igaz:
tetszéleges MTP-t megoldé A algoritmusra, Ta(k,n) > (1 — 1/v/2)kn ~
0.293kn. Kaufmann, Meyer és Sibeyn [24] definiédlt egy algoritmust, amely a
megoldashoz 0.301kn + O(n/k) 1épést igényel. A [12] cikkben megmutattuk,
hogy sor- és oszlopbuszok hasznélataval javithatjuk a matrix transzponéalasi
probléma megoldasi algoritmusainak hatékonysagat. Eloszor a kétdimenzids
esetre bizonyitottunk egy alsé korlatot.

4.1. Tétel. ([12]) Legyen A egy tetszbleges algoritmus és jelolje T¥(1,n) az
MTP megoldasahoz sziikséges lépések szamat az n X n-es kétdimenzios, bu-
szokkal ellatott hdalozaton. Ekkor

lim —Tf(l’ n)

n—oo n

2
>2— 5\/ 15 ~ 0.450806 . . .

A [12] cikkben definidltuk LBA algoritmust a métrix transzponalasi probléma
megoldasra 2 dimenziéban.
Az LBA algoritmus

El6készito 1épés: Legyen

. - n_{gw
o [l - P“w
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B

2. dbra. Az n X n-es haldzat felosztdsa az LB A-val

és osszuk fel a processzorokat 6t diszjunkt részre. Legyenek ezek A, B,C,D, &
ahogy a 2. dbra mutatja.

1. 1épés: Jeloljik meg a processzorokat a C és D tertileteken az R
és C betlikkel, a 3. abra szerint. Azok a processzorok, amelyek az R jelet
kapték, elészor a sorbuszokat fogjak hasznalni, mig a C' jeltiek oszlopbuszokon
indulnak. Vegyiik észre, hogy ha egy processzor a C' jelet kapta, akkor a péarja
R jeli és forditva.

A kovetkez6 4 1épése az algoritmusnak (2-5. 1épések) parhuzamosan hajtédik
végre:

2. 1épés: Tovabbitsuk az & teriilet lizeneteit a kapcsolévonalakon a mohé
algoritmussal: a f6atlo alatt 1évo elemek el6szor a céloszlopukhoz sétélnak,
ott elfordulnak, majd a célprocesszorukhoz mennek 1épésrol 1épésre. A tobbi
elem el6szor a célsorhoz megy, balra fordul, majd eljut a célprocesszorhoz.

3. lépés: Utemezziik a C és D teriiletek tizeneteit a sor- és oszlopbu-
szokra a 1. 1épésben meghatarozott cimkék szerint. Az R cimkével ellatott
processzorokra a ”legtavolabbi legel6szor” stratégiat alkalmazzuk, el6szor a
D teriilet elemeivel inditva. Vegyiik észre, hogy a megfelel6 oszlophoz valé
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C|]R|C R
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C R C]R
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CJR|C /| R ]|C

R

C

C | R

C|  R|C|R

R

R C]R

C R C]R

C

CJR | C|R

C

CJR | C|R

C|R|C]JR|C]|R

R

R | C]|R

C|  R|C|R

R|C| R

CJR | C|R

R|C]R | C|R

R

RIS

3. abra. A sor- és oszlopbuszok iitemezése egy 15 x 15-6s halézaton
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megérkezés utan a D teriiletrdl érkezo lizenetek a kapcsoldévonalakon halad-
nak a céljuk felé. A C teriilet tizenetei ezutan 1jbol buszt fognak hasznélni,
méghozza R jelli lizenet esetén oszlopbuszt. igy ezen tizenetek tovabbitéasa 2
buszmiiveletet igényel. A C-jelii tizenetek tovabbitasa hasonléan torténik.

4. 1épés: Tovabbitsuk a B tertilet iizeneteit a halézat kozepe felé a
kapcsolévonalakon, amig az (1,n—z+1),(z,n),(n—z+1,1), (n, 2) pozicidk
tizenetei eljutnak a nekik megfelel$ (1,y+1),(n —y,n),(y+1,1),(n,n —y)
poziciékba.

5. 1épés: Utemezzilk az djonnan érkezett elemeket (amelyek a B teriilet-
rél szarmaznak) a C teriileten a sor- és oszlopbuszokra, amikor megérkeznek.
A felfelé (illetve lefelé) mozgd elemek sorbuszokra lesznek iitemezve, a bal-
ra (illetve jobbra) mozgé elemek pedig oszlopbuszokra. Amikor egy ilyen
elem elkiildésre keriil a buszon, mindig egy 1j elem keriil a poziciéjara, hogy
a kovetkezd lépésben a buszt haszndlhassa. Az elsé buszmiivelet utan az
elemek a mésodik buszmiiveletre a processzorok bufferében varakoznak. A
sorbanallas megroviditése érdekében ezek az elemek folyamatosan mozoghat-
nak is a céljuk felé.

6. lépés: Amikor a fenti négy lépés befejezodott, akkor az algorit-
mus az A régio elemeit, és azokat az elemeket tovabbitja a sor as oszlop-
buszok hasznélataval, amelyek az 5. 1épés végrehajtasa utan a pufferben
varakoznak. Mivel ezek nem haszndlnak kozos buszt, ezért ezek tovabbitasa
parhuzamosan megoldhaté.

4.2. Tétel. ([12]) Az LBA algoritmus kevesebb mint 5 +9 lépésben megoldja
a matrix transzpondaldst problémdt.

A 5. tablazatban lathatjuk, hogy az adott elemek melyik 1épésben érkeznek
a rendeltetési helyiikre egy 10x10-es matrix esetében. A szam melletti kod
bemutatja az dtvitel modjat az utolsé 1épésben, amely lehet séta (W), sorbusz
(R) és oszlopbusz (C).
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0 |2W [ 4W | 5W | 5W | 5C | bR | 5C | 4R | 4C
AW | 0 | 2W | 5W | 5W | 5W | 3C | BR | 4C | 4R
AW [ 4W | 0 | 2W | 5W | 5W | 5W | 3C | 3R | 4R
SW | 4W [4W | 0 | 2W | 5W | 4W | 5W | 5C | 4R
SW | BW [ AW | 4W | 0 | 2W | 4W | 4W | 5W | 5C
SR | BW | 5W | 4W | 4W | 0 | 4W | 4W | 4W | 5W
5C | 3R | BW [ AW | AW | 4W | 0 | 4W | 4W | 4W
5R | 5C | 3R | 5W | AW | 4W | 2W | 0 | 4W | 4W
4C | 4R | 3C | BR | 5W [ 4W | 4W | 2W | 0 | 4W
4R | 4C | 4C | 4C | BR | 5W | 4W | 4W | 2W | 0

5. tdblazat. Az LBA algoritmus lépései 10x10-es matrixon

n 10 100 200 1000 | 4000

LB ) 45 226 451 1803

MTB | 14 29 259 509 2009
Ratio | 2.8 | 1.3111 | 1.1460 | 1.1286 | 1.1142

6. tablazat. Az alsé korlatok értékei és az LBA algoritmus 1épéseinek szama
kiilonb6z6 méretli (nzn) métrixokon.

5. Utvonaltervezd rendszer tomegkozlekedés-
hez

Manapsag az utazok korében elterjedt a szamitégépes itvonaltervezok hasz-
nalata. Az egyéni utasok szamara webhelyek és GPS navigacids késziilékek
széles valasztéka all rendelkezésre. Altalénosségban elmondhat6, hogy az
ilyen tipusu rendszereknél a uthalézatot egy graf modellezi. A graf csicsai
az utak talalkozasi pontjai, mig az élek a pontokat 0sszekotd szakaszok. Ha
az utszakasz hosszat az élekhez rendeljiik, akkor sulyozott grafot kapunk. A
jol ismert Dijkstra algoritmust hasznéalhatjuk a két pont kozotti legrovidebb
ut kiszamitasahoz. A Dijkstra algoritmus hatékonysaga meglehetosen jo,
am a valds uthalézatokat leiré grafok mérete nagyon nagy lehet, kiillénosen
nagyobb foldrajzi tertilet, példaul egy kontinens esetében. Mivel az utasok
altalaban szinte azonnali valaszt varnak a kereséseikre, még a polinomidlis
futdsi idével rendelkez6 Dijkstra algoritmus sem elég gyors idénként. Az
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elmult két évtizedben szdmos gyorsitasi lehetoséget vizsgaltak a probléma
megoldasa céljabdl.

Az utvonalkereso szolgédltatasok nemcsak egyéni utazok, hanem tomegkozle-
kedést hasznélé utasok szamara is elérhetéek. Ebben az esetben az 1ithéalé-
zatot altalaban nem sziikséges graffal leirni. Ennek oka az, hogy az ttvonal
elore meghatarozott, vagy az utazas gyakran nem egy hagyomanyos uthél6za-
ton torténik, hanem kotott palyan (példaul vasiton), levegében, vagy akar
vizen. A tomegkozlekedési utvonalak grafjai altalaban a jarmi megall6it
tartalmazzak, az élek pedig a megallok kozotti utazasi lehetdségeket repre-
zentaljak. Az élek silya jelentheti az utazasi idot, de mivel az egyes fel-
hasznélék kiilonboz6 szempontok alapjan valaszthatjak ki az utvonalat, mas
modelleket is figyelembe lehet venni. A tomegkozlekedési halozatok altalaban
nagyobbak lehetnek, mint a kozuti hélézatok, mivel az utazas idotol figg,
és ennek kezelését a modellben is megkovetelik. Ezért ebben az esetben a
keresések felgyorsitasanak lehetoségei kiillonosen fontosak, és ezeket szintén
széles korben vizsgaltdk. A kozuti grafokon elérhet6 gyorsitéasi lehetoségek
koziil néhany hasznalhato itt is, de azok nem, amelyek az tuthalézatok sajé-
tossagait hasznéljék.

A [8] cikkben egy ttvonaltervezd rendszer, illetve annak a keresési algo-
ritmusa keriilt bemutatasra. A rendszer két orszig, nevezetesen Magyar-
orszag és Szerbia két régidjanak teljes tomegkozlekedési halozatara kertilt
kifejlesztésre. A modell alapjat képezo adatbazisok tavolsagi vonatokat,
autébuszokat és a nagyobb varosok teljes helyi kozlekedését tartalmaztak.
Az adatbéazisok a régidkban mikodo szolgaltatoktdl kapott menetrendeken
alapultak. A rendszer modellezte a gyalogos forgalmat is, nem tul tavoli
megélléhelyek kozott. Figyelembe vette az egyéni felhasznaldi preferencidkat,
mint példaul a gyaloglédsi tavolsagokat, a szallitdsi modokat és a célfiiggvény
tulajdonsagait. A haldzatot dbrazolé graf nagyon nagy volt, de néhany
gyorsitasi modszer segitségével sikeriilt létrehozni egy hatékony keresési al-
goritmust, amely képes volt kezelni a felhaszndléi igényeket. Az algoritmus
az KU altal finanszirozott Magyarorszag-Szerbia Interreg-IPA CBC Program
keretében megvalosulé projektben keriilt kifejlesztésre egy komplex ttvonal-
tervezési alkalmazds részeként.

A halézatok szerkezete

Az irodalombdl ismert mindharom graftipust hasznaltuk a kézlekedési halozat
modellezésére. A meméridban az tgynevezett Station gréfot [27] és az arra
épitett Time-Dependent grafot [15] taroltuk tartésan. A Time-Dependent
graf éleinek szdma meglehetdsen nagy volt, mivel ebben az idészakban hét
kiilonb6z6 menetrend valtozat volt hasznalatban. Ez azt jelentette, hogy
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a kilonb6zo napokra és idoszakokra vonatkozo keresésekre eltéré menetren-
dek vonatkoztak. Példaul a vasarnapi menetrend kiilonbozott a hétkozna-
poktol. A Station grafnak és a Time-Dependent grafnak nem volt kozvetlen
szerepe keresésben, csak az elofeldolgozasnal. A tényleges keresés soran a
Dijkstra algoritmust egy Time-Expanded grafon [26] valésitottuk meg. A
Time-Expanded graf nem volt allandéan a meméridban, mivel az mindig
dinamikusan véltozott a kérések soran. A 7. tablazat a kiilonb6z6 tipusu
grafok méretét mutatja.

Gréaf tipus Csucsok szama | Elek szama
Station 12014 416163
Time Dependent 12014 6786662
Time Expanded ~ 562000 ~ 4616000

7. tablazat. A grafok mérete

A keresési algoritmus gyorsitasa

A Kkeresés gyorsitasa érdekében elvégeztiink egy el6feldolgozasi 1épést, mi-
elott elkészitettiik a megfelel6 Time-Expanded grafot és végrehajtottuk raj-
ta a Dijkstra algoritmust. A cél az volt, hogy meghatdrozzuk azokat a
csomoépontokat, amelyek tartalmazzék a felhasznaléi paramétereknek és a
célfiiggvénynek megfelel6 legrovidebb utat. A modszer hasonlé a TRAN-
SIT algoritmusokhoz, amelyeket a [2, 7, 25] cikkekben ismertettek. Végiil
a Time-Expanded graf sokkal kevesebb csicspontot tartalmazott, és ez a
keresés jelentOs felgyorsulasahoz vezetett.

Az elofeldolgozashoz a Station grafot hasznédltuk. Célunk az volt, hogy meg-
hatarozzuk az Osszes csucsot, amelyek a forras és a rendeltetési hely kozotti
maximalisan k£ hosszisagu uton fekszenek. Ebben az esetben a k paraméter
azt jelentette, hogy hany atszallas lehetséges az utazas soran. Itt a mélységi
keresés algoritmus modositott valtozatat hasznaltuk, amely nem vette figye-
lembe a forrastol a kivant hosszisdgnal tavolabbi csticsokat. Mivel bizonyos
esetekben az eljaras végrehajtasa hosszabb idot vett igénybe, a k paraméter
mutattak, hogy ezek a heurisztikdk a gyakorlatban is jol miikodtek, vagyis
a kapott csucspontokra épitett Time-Expanded graf szinte minden esetben
tartalmazta a teljes grafban megtalalhaté legrovidebb utat.
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A célfiiggvény

Olyan célfiiggvényt hasznéaltunk, amely a kiilonb6zo célok stlyozott Gsszegét
tartalmazta. A silyokat a felhasznaldok altal megadott informéciok alapjéan,
elore beallitott mintak felhasznaldsaval hataroztuk meg.

Az utazasi él sulya a kovetkez6 volt: t,w, + f,., ahol t, az utazas ideje, w, az
utazasok tényleges stlya, és f, az utazasi koltségek additiv tényezsje.

A varakozasi él sulya a kovetkezo: t;w;, ahol t; a varakozasi ido, és w; a
varakozas tényleges silya.

A gyalogos €l sulya a kovetkezo: t,w, + f,, ahol t, a gyaloglds ideje, w, a
gyaloglas tényleges silya, és f, a kiegészito tényezo a gyalogosok szamara.
A keresés soran a felhasznalok szamara harom lehetéség allt rendelkezésre
a cél tekintetében. Ezek a leggyorsabb 1ut, a minimélis atszallassal vald
utazds és a legkevesebb gyaloglas. Az egyes célok sulyainak paramétereit
a 8. tablazat tartalmazza.

OpCIék Wy fr Wy Wq fa
Leggyorsabb 1 30 [0.8|1.5] 30
Legkevesebb atszallas | 1 | 1000 | 0.8 | 1.5 | 10
Legkevesebb gyaloglas | 1 30 0.8 30 | 1000

8. tablazat. A sulyok paraméterei

Eredmények

Megvizsgaltuk hogy a vizsgalt példak mekkora részében tartalmazza a csok-
kentett méretli graf a legrovidebb 1t Osszes cstcsat. Ez biztositotta ugyanis,
hogy a gyorsitott keresés optimélis megoldast adjon. Az elofeldolgozas heu-
risztikdban két paramétert modositottunk. Az egyik a korabban mér emlitett
k paraméter, a masik a keresési id6. A k lehetséges értékei s+1 és s+2 voltak,
ahol s a Station grafban az adott két pont kozotti legrovidebb ut. Kétféle
tesztelést végeztiink. Mindketto 1000 kérdést tartalmazott, amelyek egyike
a helyi kozlekedésre (T1), a masik pedig a tavolsagi kozlekedésre (T2) vonat-
kozott. Az alabbi tablazatban Osszefoglaljuk, hogy az elofeldolgozas milyen
hatékonysagu volt a két esetben, kiilonbozé k értékek esetén. A tablazatban
lathatjuk, hogy a csokkentett méretii graf hanyszor adott olyan megoldast,
amely eltért az optimalistél, amit a teljes Time-Expanded graf segitségével
szamoltunk ki.
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Input tipus | k=s+1 | k=s+2
T1 13 0
T2 54 11

Az eléfeldolgozas optimalitasi statisztikaja ([8])

A 10. és 11. tablazatok az atlagos és a maximalis keresési idéket tartalmazzak
ezredmasodpercben az emlitett 1000 kérdésnél a csokkentett és a teljes Time
Expanded grafra. A jelolések a tablazatban a kovetkezok:
RB: csokkentett graf felépitésének ideje,
RS: keresési id6 a csokkentett grafon,

RC (=RB+RS):0sszes keresési id6 a csokkentett grafon,
FB: teljes graf felépitésének ideje,
F'S: keresési id6 a teljes grafon,
FC (=FB+FS): Osszes keresési id6 a teljes grafon.

RB |RS| RC | FB | FS | FC
T1,k=s+1| 308 | 18 | 327
T1,k=s+2|1394 | 406 | 1801 5327 | 166 1 5493
T2,k =s+1| 256 | 55 | 312
T2,k =s+2 | 1186 | 316 | 1502 5427 | 1137 | 6564

10. tablazat. Atlagos futdsi idék ezredmésodpercben (ms)([8])

RB | RS | RC | FB FS FC
Tl,k=s+1|1478 | 446 | 1529
T1,k=s+2|4959 | 2458 | 5453 oTd4 | 4130 | 9502
T2, k=s+1]2491 | 788 | 3279
T2,k =s+2| 3119 | 3938 | 6469 0290 | 10216 1 15650

6. 6sszefoglalés
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11. tédblazat. Maximélis futdsi id6k ezredméasodperchben (ms)([8])

A doktori disszertacio 4 kiilonbo6zo téméaban a PhD fokozat megszerzése utan
elért eredményekbdl mutatott be néhanyat, amelyek nagyobbik részben szer-
zotarsakkal kozos publikacidkon alapulnak. A disszertacidoban és a tézisekben
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azok az eredmények szerepelnek, amelyeknél a hozzajaruldsomat jelentésnek
tekintem és ezzel a szerzotarsaim is egyetértettek.
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