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I. Bevezetés

A foldi nehézségi er6tér ismerete fontos a tudomdny és a mérnoki
alkalmazasok szamara. A fizika, geofizika, 6ceankutatds, meteorold-
gia igényli a nehézségi er6 eloszlasa, valtozasa ismeretét. Az épitési,
vizépitési tevékenység is szorosan kapcsolddik hozza, mivel a nehéz-
ségi er6 vektorai jelolik ki a fiigg6leges iranyokat, a rajuk meréleges
szintfeliiletek érint6 egyenesei pedig a helyi vizszintes iranyokat. A
nehézségi er6 és ennek két 0sszetevdje, a tomegvonzasi (gravitacios)
és forgasi centrifugalis er6k potencidlos erék, ezért a nehézségi er6
vektorai a nehézségi er6tér potencialfiiggvényébdl szarmaztathatok
gradiens (derivalt) képzéssel. A tomegvonzasi rész a Fold tomegel-
oszlasatol fiigg, ezért a nehézségi er6tér ismerete a nyersanyagkuta-
tas szempontjabdl is fontos.

A mérnoki, hidroldgiai, 6ceankutatasi feladatok elsésorban a
szintfeliiletek, és a kozepes tengerszintek magassagaban levé kitlinte-
tett szintfeliilet, a geoid egyre pontosabb ismeretét igénylik. A fels6-
geodézia egyik id6szer( feladata az egyes orszagok, foldrészek 6nalld
magassagi rendszereinek osszekapcsoldsa, amihez a geoid egész f6ld-
re kiterjed6 meghatdrozasa sziikséges. A geodinamikai szemléletmdd
az id6ében valtozé erétérre jellemz6 mennyiségek meghatarozasat cé-
lozza. Ehhez elengedhetetlen a méréseink megismétlése, folyamatos
végézése és feldolgozdsa. A mérnoki alkalmazasokban cm-es, sz€ls6
esetben egy-egy mérnoki létesitmény teriiletén akar még nagyobb pon-
tossagra is sziikség lehet. Ez megkivanja az er6tér finomszerkezetének
meghatarozasat, amihez fontos a nehézségi erd helyfiiggd valtozdsat
leiré gradiensek mérése, feldolgozasa.

A nehézségi er6 gradiensei és ezek mérése elvalaszthatatlanul
Osszekapcsolodnak E6tvos Lorand nevével. A nehézségi erd gradien-
seinek mértékegysége, és az dltala megalkotott eszkoz, a horizontalis
variométer az 6 nevét viselik. Az E6tvos-inga mint gradiensmérd m-
szer, alkalmas a nehézségi er6tér meghatarozasara, finomszerkezeté-
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nek vizsgdlatdra. A nehézségi er6tér valamely kivdlasztott szintfeliile-
te részletes meghatarozasaval a vilagon el6szor tudomanyos célokbol
Eotvos Lorand foglalkozott. Arad vidékén az ingajaval végzett méré-
sek felhasznalasaval a szintfeliiletet érinté Bessel-ellipszoidhoz viszo-
nyitott potencidleltéréseket szerkesztették meg ~2 cm-nek megfelel
értékkozii izovonalakkal.

Eotvos kutatdsai nem valaszthatdk szét a mai értelemben vett
alap- és alkalmazott kutatasra. Ingaja a gyakorlati geofizika, a kéolaj-
kutatds els6 és sokdig egyetlen miiszere lett. Eszkozével viszont egy
olyan alapkutatdsi problémat is vizsgalt, mint a sulyos és tehetetlen
tomeg egyez6ségének vizsgalata. Az 1906 és 1909 kozott végzett mé-
réssorozat leirasat Eotvos munkatarsai, Pekar Dezs6 és Fekete Jeno
publikaltak 1922-ben. Ephraim Fischbach 1986-ban megjelent cikke
vilagméret(i érdeklédést keltett E6tvos, Pekar és Fekete (EPF) klasszi-
kus kisérletsorozata irant a feltételezett “6t6dik eré” miatt. A Fisch-
bach és munkatdrsai altal észrevett fajlagos barionszam fliggés oka
tovabbra is tisztazatlan.

A 2019-es Bar6 Eotvos Lorand-emlékév kapcsan nemrég elétér-
be keriilt E6tvos Lorand szellemi hagyatéka. Kutatdsaimban ennek a
gazdag szellemi 6rokségnek a felhasznaldsa vezetett az elmélet és a
gyakorlat igényeinek a szem elétt tartasaval.

II. A kutatas célkittizései

Tudomanyos fokozatomat (kandidatus) 1994-ben szereztem a foldi
nehézségi er6tér és a topografikus-izosztatikus tomegek kapcsolata-
nak kutatdsaban elért eredményeimbdl. Ezutdn a kutatdsaim a ne-
hézségi er6tér modellezése, finomszerkezetének vizsgalata témdjaban
folytatodtak.

Ertekezésemben harom f8bb teriileten végzett vizsgalataimat
mutatom be, melyek mindegyike szorosan kapcsoldédik E6tvos mun-
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kassdgahoz. Az elsé ketté a nehézségi erétér meghatarozasa gradi-
ensmérések felhasznaldasaval. Ez azért fontos, mert bar az Eotvos-
ingaval végzett gradiensmérések szempontjabol Magyarorszag a vilag
legjobban felmért teriilete, viszont a méréseket korabban csak nyers-
anyagkutatatdsi szempontbdl hasznositottak. A korszert ireszk6zok-
kel (GOCE) végzett gradiensmérések is rendelkezésre dllnak. Az em-
litett pontossagi igényeket szem el6tt tartva ezért célul tiztem ki ezek
bevonasat a nehézségi er6tér meghatarozasaba. Erre a gradiometriai
peremérték-feladatok lehetéséget adnak. A mesterséges holdas méré-
sek viszont nem a foldfelszin kozelében vannak, ezért foglalkoztam
a mérések analitikai folytatasaval is. Az Eotvos-inga mérések tovab-
bi felhaszndldsa valésult meg abban az atfogé nehézségi er6tér meg-
hatarozasban, melybe alkalmas inverzids eljardssal a rendelkezésre
all6 6sszes pontbeli mérést, koztiik az Osszes felszini gradiensmérést
bevontam. A harmadik teriilet, bar kissé eltér ettdl, mégis szorosan
kapcsolddik az elézbéekhez: a nehézségi erétér gradienseinek, ezek
idébeli és térbeli véltozdsainak a hatdsdt vizsgaltam az EPF ekvivalen-
ciakisérletben.

Ertekezésemben tudomdanyos eredményeimet négy fejezetben
targyalom, amelyek mindegyike egy-egy tézisnek felel meg. Ezt a té-
zisfiizetet is ennek megfelel6en tagolom. A kovetkezd fejezetekben az
egyes témakorokhoz tartozé 1j tudomanyos eredményeimet foglalom
Ossze.

III. Az Eotvos peremérték-feladat

A fels6geodézia peremérték-feladatai azért fontosak, mert segitségiik-
kel a foldfelszinen végzett mérésekbdl a teljes kiilsé térben meghata-
rozhatdé a nehézségi erétér, tovabba a Fold matematikai vagy fizikai
alakja. A gyakorlatban szamban és tipusban is egyre tobb mérési adat
all rendelkezésre, melyek pontossaga €és eloszlasa is folyamatosan ja-
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vulnak. Ezzel pdrhuzamosan a geoidfeliilet meghatdrozdsdnak meg-
bizhatdsaga az 1950-es évektdl napjainkig a tobbszor 10 m-rél néhdny
cm—-dm-re javult. Az elérehaladas ellenére a geodéziai peremérték-
feladatok szempontjabdl tovabbra is kihivds a cm pontos geoid meg-
hatédrozasa.

A BME Altalanos és Fels6geodézia Tanszék adatbazisdban mint-
egy 45000 pontban vanak E6tvos-inga mérések. Ezzel Magyarorszag
az egész vilagon egyediildll6 a felszini gradiensmérések tekintetében.
Az 1. dbra (Volgyesi 2019) mutatja a BME Altaldnos és Fels6geodézia
Tanszék adatbdzisaban levé mintegy 45000 Eotvos-inga-mérési pon-
tot. Kutatasaimnak ezért fontos célja a meglévd E6tvos-inga mérések
felhaszndaldsa az er6tér meghatarozasara, finomszerkezetének vizsga-
latara.

200000 300000

100000

| | 1 | |
500000 600000 7 00000342;’ 800000 900000

1. abra. Digitalis adatbazisba rendezett mintegy 45 000 hazai E6tvos-inga-
mérés pontjainak tertileti eloszldsa (Volgyesi 2019).

A gradiensmérések geodéziai hasznositasa érdekében megfogal-
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maztam az Eotvos peremérték-feladatokat (Toth 2002), amelyben az
Eo6tvos-inga altal mérhetd Osszes gradiens, és csakis ezek a mérési ered-
mények, a szamitott mennyiségek pedig a potenciadlzavar (IN geoidun-
dulécidé) és a Ag nehézségi rendellenességek. Az Eotvos-inga mért
mennyiségeit egy-egy vektor és tenzor mennyiségbe foglalva a vektor
és tenzor gombfiiggvények segitségével a térbeli fliggvényeket a spekt-
ralis tartomanyba vittem at, és ott a feladatot megoldottam. Megke-
restem a térbeli megoldasokat, az (1) E6tvos integralokat.

N(P) ﬁz ED
{ Ag(P) } - { 41:0 }ﬂ { E(l) }<¢PQ) (Tyzcosa® + T, sina*) (Q)+

47y

E®
+{ E(Az) } (l/JpQ) (TA cos2a* + 62W,, sin20c*) (Q)dS(Q).
8

D
Az (r=R) specidlis esetben a (2,3) E6tvos magfiiggvények
E(Tl)(z/;) = Llp - tg% (1 + cos? %) , E(Z)(Z/J) 5 — %, 2)
cos 5 1+sin 5
cos lp(l sin Z) (1—sm 2)2
E(l) 212 2 , E(Z) 2 3
(l/J) sin 5 <1+s lp) (l/J) )

2sin % <1+sm l/}) '

Az Eotvos magfliiggvények a 2. abran lathatdk. Zérus szogtavol-
sagra a potencidlzavar (geoid) szamitasdhoz sziikséges fliggvények
korlatosak, mig a a nehézségi rendellenességhez tartozok a Stokes-
fliggvényhez hasonléan szinguldrisak. Ez lényeges sajatossag a tavoli
teriilet hatasanak szamitasa szempontjabol.

Megvizsgaltam azt a gyakorlat szamara fontos esetet, amikor
csak egy korlatozott teriileten vannak mérések. Ez esetben a kozeli
mérési adatokbol szamitott geoidundulaciét vagy a nehézségi rend-
ellenességet kiegészitjiik a tavoli teriilet hatdsaval. A tavoli teriilet
hatasa geopotencialis modellb6l szamithatd. Ismert geopotencidlis
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modellekbdl becsiiltem a tavoli teriiletek elhanyagoldsdbol ered6 hi-
bat és elemeztem a hiba csokkentésének lehetbségeit.
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abra. A (2, 3) Eotvos magfliggvények a szogtavolsag fliggvényében.

Az EGM2008 modellel végzett becslés eredményét mutatja a 3.

.
abra.
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3. abra. A tdvoli teriiletek becsiilt atlagos hatdsa az E6tvos és Stokes-integral
esetében, az EGM2008 modellel (Pavlis et al. 2012) 2160 fokig szamitva.
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Vizsgélataim alapjan az aldbbi tij tudomanyos eredményeket
adom meg.

1. tézis

Levezettem a geoidmagassagokra és nehézségi rendellenességekre vo-
natkozd integralosszefiiggéseket, az Eotvos integrdlokat, amelyekben
az Eotvos-inga dltal mérhetd 0sszes mennyiség szerepel.

A tézishez kapcsolodo publikdcick: (Téth et al. 2002), (Téth 2002),
(Téth 2003)

1.1 altézis
Az Eotvos integralok magfliggvényeit az E6tvos magfiiggvények végte-
len sorait 6sszegezve zart alakban eléallitottam.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth et al. 2002), (Téth 2002),
(Téth 2003)

1.2 altézis

A gyakorlat igényeit szem el6tt tartva kidolgoztam a tavoli teriiletek
hatdsanak szamitasat a peremérték-feladatot megoldé integralkifeje-
zésekre. Megallapitottam, hogy az E6tvos fliggvények eltérd sajatos-
sagai miatt a tavoli teriiletek hatdsa lényegesen eltéré modon csokken
a geoidundulaciok, illetve a nehézségi rendellenességek esetében. Ez
alapjan két 1épéses eljarast javasoltam a geoidundulédciok szamitasa-
ra.

A tézishez kapcsolédo publikdcick: (Toth et al. 2002), (Toth 2002),
(T6th 2003)
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IV. Gravitaciéos gradiens tenzor analitikai
folytatasa és alkalmazasa az t(rgradio-
metridban

Az analitikai folytatasok segitségével kapcsolat teremtheté a nehéz-
ségi vagy tomegvonzasi (gravitdcids) er6tér kiilonbozé kiinduld és
szamitdsi mennyiségei kozott. Ilyen mennyiségek lehetnek a poten-
cial(zavar), a nehézségi rendellenesség, a fliggévonal-elhajlas és a po-
tencialfiiggvény masodik derivaltjai, az E6tvos tenzor elemei. A kiin-
dulé mennyiségek altalaban valamely szabalyos feliileten (pl. gémb,
forgasi ellipszoid) ismertek. Az analitikai folytatasok segitségével a
szamitdsi mennyiségek hatdrozhaték meg ugyanazon vagy egy masik
ismert feliileten. A nehézségi vagy tomegvonzasi er6tér meghatdroza-
sa szempontjabol ezek az eljarasok fontosak, mivel valamely kiinduld
(mért) mennyiségekbdl a kivant szamitasi mennyiségeket adjak meg.
A mennyiségek atvitele két, kiilonb6z6é méretti feliilet kozott felfelé/-
lefelé folytatasként is ismeretes.

A GOCE tirprojekt a tomegvonzasi er6tér gradiens tenzorat (gra-
vitacids gradiens tenzor) mérte a miihold magassagdban, és ezaltal
jelentésen hozzajarult a nehézségi erétér pontosabb meghatarozasa-
hoz. Kiilonboz6 adatfeldolgozasi stratégidkkal a mérésekbdl nehézsé-
gi er6tér modellt allithatunk elé. A legtobb ilyen eljards a nehézségi
er6tér gombfiiggvénysorfejtésén alapul. Egy masfajta megkézelités
a GOCE-adatok kozvetlen felhasznéldsa. Ebben az esetben alkalmas
Osszefliggésekre van sziikségiink a gravitacids gradiensek atvitelére a
kiilonb6z6 magassdgi szintek kozott.

Bolling és Grafarend (2005) megoldast adtak az E6tvos tenzor
elemei egy-egy sajatos Gsszedllitasanak (V,,; V., ésV sV, =V, és
2V.) analitikai folytatasara. Kutatdsaimban egy téliik fliggetlen — a
2004-ben kozlésre elfogadott Toth et al. (2006b) cikkben bemutatott

- kib6vitett megoldast adtam harom elem-6sszeallitas 9-féle analitikai
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folytatdsdra barmely mdsik elem-6sszedllitdsba. Az eljards vazlatdt
mutatja a 4. dbra.

Eﬁaaléaa-sség sz ’ Vyz VXX - Vyy ’ 2VX)’
felszin sz sz ’ Vyz Vxx - V)’Y 2 2ny

4. abra. Az E6tvos tenzor analitikai felfelé/lefelé folytatdsanak vazlata. Bol-
ling és Grafarend (2005) megoldasat a fekete nyilak mutatjak.

Levezettem, hogy a kilencféle analitikai folytatds szdmitasat le-
hetévé tevé Osszefliggések a teljes () térszogre vonatkozd integralok

- 1 oy [ €OS in* G « [ cosja *
ViV = gz o ViV () ( sin ia* )K(i) o )( sin ja )dﬂ '

i,j €{0,1,2}
, @
A kilenc Kg)) (r, r*) magfliggvényt mutatja az 5. abra.
Vizsgalataim alapjan az alabbi 4j tudomanyos eredményt adom
meg.

2. tézis
Felirtam az E6tvos tenzor elemei haromféle Osszedllitisanak 9-féle
analitikai folytatasat lehet6vé tevé integralokat és a benniik szerep-
16 magfiiggvényeket.

\O
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A tézishez kapcsolodoé publikdciok: (Téth et al. 2006a), (Toéth et al.
2006b)

1.00 K S‘)) 1.00 I'((S‘] 1.00 X ((‘2'))
0.75 1 0.75 0.75 1
0.50 | 050 0.50 |
0.25 1 0.25 1 0.25 1
0.001 0.004 0.00 1
—0.25 —0.25 —0.25
0 5 10 5 5 10 15 0 5 10 15
1.00 Kéo; 1.00 k((ll)] 1.00 K(%)
0.75 1 0751 0.75 1
0.50 0501 0.50
0.25 1 0251 0.25 1
0.001 0001 0.00 1
~0.25 : ; ~0.25 ; ; ~0.25 ; ;
0 5 10 15 0 5 10 ] 5 10 15
1.00 A&) 1.00 I,((:)J 1.00 A(%)
0.75 0.751 0.75
0.50 | 050 0.50 |
0.25 1 0251 0.25 1
0.00 1 000 0.00 1 L—
—025 ; ; ~0.25 ‘ ‘ —0.25 ‘ ‘
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
W (fok) o (fok) v (fok)

5. dbra. Az Eo6tvos tenzor analitikai felfelé folytatasanak magfiiggvényei a
GOCE pélyamagassdagara szamitva.

A GOCE gravitdcios gradiensek dtvitele a gyakorlatban a kiilon-
b6z6 magassagi szintek kozott tobb probléma vizsgalatat igényelte.
Az egyik a gravitacios gradiensek atvitelének korlatozasa (szfirés) a
gombfiiggvény-spektrumban. Ez azért sziikséges, mert a GOCE méré-
sei féként az 5-100 mHz kozotti frekvenciatartomanyra korlatozod-
nak (6. a) dbra). A mdsik annak vizsgdlata, hogy egy adott pontossdg

10
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eléréséhez a (4) integralast mekkora teriiletre kell kiterjeszteni, vagy-
is mekkora a tavoli teriiletek elhanyagolasabdl ered6 hiba.

A gombfiiggvény-spektrumban végzett szliréshez Wiener, illet-
ve mddositott gombi Butterworth (MSB) szliréket definidltam. Ezek
spektralis sulyait mutatja az 6. b) abra.

10* 1.0

\ ==+ Wiener

\ — MSB
0.8 K

103 4

102 4

101 0.6 1

suly

10° 4

PSD ( mE/Hz'/?)

\
\
\
0.44 LY
A\
10 \

\
024 3
10724

-3 T T T T T 0.0 T T T
10°¢ 107 104 1072 1072 1071 10° 0 100 200 300
a) frekvencia (Hz) b) fokszam

400

6. abra. a) GOCE V,_, jel- és zajspektrumok és Wiener-sz(iré sulyok. b)
A GOCE mérések frekvenciatartomdnydhoz igazitott Wiener és MSB szlir6k
stlyai a gombfiiggvény-spektrumban.

A tavoli teriiletek elhanyagoldsabdl szarmaz6 hibat mind a fel-
mind a lefelé folytatas esetében vizsgaltam (To6th et al. (2005), Téth
et al. (2006a)). A felfelé folytatas akkor sziikséges, amikor a GOCE
méréseit dsszevetjiik a foldfelszini nehézségi vagy E6tvis-inga méré-
sekkel. A lefelé folytatds pedig a GOCE mérési adatainak felhasznala-
sat teszi lehet6vé a nehézségi erbtér helyi szerkezetének kutatdsara.
A lefelé folytatéssal atszamitott adatokat igy a foldfelszini mérésekkel
egyltt tudjuk felhasznalni. A tavoli teriiletek elhanyagolasabdl ered6
hibat mutatja a vertikalis gravitacids gradiens lefelé folytatasa soran a
7. a) dbra, az E6tvos-inga mérésekbdl szdmitott T, felfelé folytatdsa
sordn pedig a 7. b) dbra.

11
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MSB 250 km
MSB 200 km
Wiener 200 km 120 1
Wiener zérus

— L.
= EGM96 modell

140

E)

magassag: 250 km

hatés (E)

hatds (m
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a) tévolsag (fok) b) tévolsag (fok)

7. dbra. a) A tavoli teriiletek elhanyagolasabdl ered6 hiba a V., lefelé foly-

tatasa sordn 200 és 250 km-es palyamagassagbdl, MSB és kétféle Wiener

szliréssel az EGM96 geopotencialis modell segitségével becsiilve. b) A tavoli

teriiletek elhanyagoldsabdl eredd hiba az E6tvos-inga mérésekbdl szamitott
T,, GOCE pdlyamagassagba val felfelé folytatdsa sordn.

Vizsgalataim alapjan az aldbbi 1ij tudoméanyos eredményeket
adom meg.

2.1 altézis

Meghatdroztam a GOCE mérések lefelé folytatdsa sordn a tavoli terii-
letek elhanyagolasabdl eredd hibat. Megallapitottam a mérések pon-
tossaganak megfelel6 lefelé folytatashoz sziikséges adatteriilet nagy-
sagat.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Téth et al. 2006a)

12
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2.2 altézis

Meghataroztam az E6tvos-inga mérések felfelé folytatasa sordn a ta-
voli teriiletek elhanyagoldsdbol ered6 hibat. Megallapitottam, hogy
az Eotvos-inga adatai 6nmagukban nem, csak mas mérésekkel egytitt

alkalmasak a GOCE meérések ellenorzésére.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Toth et al. 2005)

V. Gravitdacios gradiensek felhasznalasa a
nehézségi er6tér meghatarozasara Ma-
gyarorszag teriiletén

A nehézségi er6tér valamely kivalasztott szintfeliilete részletes meg-
hatarozasaval gradiensmérésekbdl a vilagon elészor tudomanyos cé-
lokbol E6tvos Lorand foglalkozott. Arad vidékén az ingdjaval végzett
mérések felhaszndlasaval (Eotvos 1906) a szintfeliiletet érint® Bessel-
ellipszoidhoz viszonyitott potencidleltéréseket szerkesztették meg ~2
cm-nek megfelelé értékkozli izovonalakkal (Bird et al. 2013). Az
egész orszagra kiterjedben az 1950-es évektdl végzett csillagdszati-
geodéziai geoidmeghatarozasokat a kiilonb6z6 intézményekben mo-
dern gravimetriai geoidszamitasok kovették.

A felszini gradiensmérések o6nmagukban is alkalmasak az
Eotvos peremérték-feladatok segitségével a geoid vagy a nehézségi
rendellenességek kiszamitdsara. Ugyanakkor indokolt az E6tvds-inga-
méréseket a tobbi méréssel egyiitt felhaszndlni. Ezzel az eljarassal
varhatéan novelheté6 a megoldas pontossaga és megbizhatdésaga. A
nehézségi erétér meghatarozasanak kiilonboz6 inverzids eljarasai
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lehet6séget adnak erre.

Az inverziés mddszerek kozos alapgondolata az, hogy a ne-
hézségi er6tér meghatdrozandé W (x) potencidlfiiggvényét alkalmas
B(x, x;.) bazisfiiggvények segitségével felirjuk

W(x) =) cB(x,xp) 5)
k

alakban. Célunk az ebben a felirdsban szereplé c; inverzids egyiittha-
tok meghatarozasa. A méréseket a W (x) potencialfiiggvény segitsé-
gével modellezziik. Ezutdn valamilyen becslési eljarassal az egyiittha-
tokra kapott egyenletrendszert megoldjuk. A megoldas ismeretében
a potencialfiiggvény és barmely, az er6térben bel6le szarmaztatha-
té mennyiség (geoidundulacid, nehézségi rendellenesség, fiiggdvonal-
elhajlds, Eotvos-tenzor) tetszéleges pontban kiszdmithaté. Az inver-
zids eljarasok nagy elénye, hogy a felhaszndlt és a szdmitott mennyi-
ségek hibai is részei a megoldasnak.

Magyarorszdgon a nehézségi eréteret kétféle inverzids eljaras-
sal hatdroztam meg. Az egyik a Krarup és Moritz nevéhez f(iz6d6
legkisebb négyzetes kollokacié (Moritz 1980). A madsik a radidlis ba-
zisfiiggvényes inverzié (Schmidt et al. 2007).

A legkisebb négyzetes kollokaciéval szamitott HGTUB2007 el-
nevezésl megoldas (Téth (2009a), Téth (2009b)) 1°x1,5-es atlag
szabadlevegb nehézségi rendellenességek, csillagaszati-geodéziai fiig-
g6vonal elhajldsok, 6678 pontbeli W_,, Wy vizszintes nehézségi gra-
diensek és az OGPSH 95 szintezett pontjdban levé GNSS mérések alap-
jan késziilt el. Kétféle geopotencidlis modell és az SRTM3 digitalis
domborzatmodell lett felhasznélva a szamitdsban. Az E6tvis-inga mé-
rések egy erre a célra kidolgozott két 1épéses eljarasban kertiltek bele
a megolddsba. A GPM98CR geopotencidlis modellel elkészitett gravi-
metriai, asztrogeodéziai, gradiometriai és GNSS/szintezési megolddst
a 8. abra mutatja. A kiilonb6z6 tipust adatokat tartalmazé megol-
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dasokat egymas kozott, kordbbi megolddsokkal és fiiggetlen EUVN
GNSS/szintezési adatokkal is dsszehasonlitottam.

49°
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A\ =" \\\
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8. abra. A HGTUB2007 kvazigeoid megoldas.

1. tablazat. A radidlis bazisfiiggvényes inverzidban felhasznalt adatok

adatrendszer tipus adatok szama
MGH-50 Ag nehézségi rendellenesség 509

GMH 1991 ¢, n fiiggévonal-elhajlds 2x138
OGPSH+Bendefy +0,22 m 87
OGPSH+EOMA +0,22 m 149
OGPSH+EOMA tjabb +0,22 m 97
E6tvos-inga W,., W, vizsz. grad. 2x37610
Eotvos-inga Wp, W,y gorb. grad. 2x37272
0sszesen: 154477
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Az E6tvos-inga mérések tovabbi felhaszndldsa valdsult meg a
nehézségi erétér radialis bazisfiiggvényes meghatarozasban (Volgye-
si et al. 2018a). Ebben az inverzios eljarasban az 1. tablazatban
felsorolt mintegy 155 ezer pontbeli mérési adatot, koztiik az dsszes
felszini E6tvos-inga mérést felhaszndltam. A legkisebb négyzetes kol-
lokaciéval a megoldandé egyenletrendszer mérete 180 GB lett volna.
A radiélis bazisfiiggvényes eljaras (Toth és Foldvary 2015) legnagyobb
tarigénye csak 16 GB volt. Ennek az az oka, hogy ez ut6bbi eljarasban
nem a mérések, hanem a bazisfiiggvények szamanak megfelel6 mére-
tli egyenletrendszert kell megoldani. A szamitasokat harom kiilonbo-
z6, 2160 fok- és rendszdmu geopotencidlis modellel végeztem. Meg-
allapitottam, hogy a magyarorszagi adatokhoz legjobban az 5. gene-
raciés GOCE és az EGM2008 kombinalt modellje illeszkedik a radidlis
bazisfiiggvények 200-1200 fokszam kozotti tartomanyaban. A dom-
borzat hatdsat az ERTM2160 modell segitségével (Hirt et al. 2014)
vettem figyelembe.

A nehézségi eré6tér modellezése altalaban rosszul kondicionalt
inverzfeladathoz vezet. Egyrészt a mérések hibdi, masrészt a lefelé
folytatas és a szabalytalan adateloszlas miatt. A fizikailag értelmes
megoldas megtaldldsa regularizacidt igényel. A megoldds sordn hasz-
nalt iteracios VCE eljaras (Koch és Kusche 2002) a regularizacion
tulmenden az adatok szérastényezéit is megadta. Ezek a tényezdk
megmutattak azt, hogy az egyes mérések milyen mértékben jarultak
hozza a nehézségi er6tér modelljéhez. Meghatarozhatok tovabba az
1. tablazatban feltiintetett adatrendszerek jel/zaj viszonyai, vagyis a
modellbe bevont/be nem vont jelosszetevék atlagos nagysaganak ha-
nyadosai. Ezeket a 2. tablazatban lathatjuk az EGM2008-as modellel
készitett megoldas esetében. A tablazatbdl lathatd, hogy az EGM2008
modellel készitett megoldashoz a legnagyobb mértékben az tijonnan
szintezett OGPSH pontok jdrultak hozzd, a legkevésbé pedig a W,
gorbiileti gradiensek. Sajnos csak viszonylag kevés pontbeli nehézségi
rendellenességet lehetett bevonni a megoldasba, mivel kutatasi célra
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sem volt elérhet6 a kozel 400 ezer pontot tartalmazd magyarorszagi
nehézségi adatbazis.

2. tablazat. Az adatrendszerek szérastényez6i és jel/zaj viszonya
(EGM2008 modellel készitett megoldas)

adatrendszer szorastényezo jel/zaj viszony (dB)
MGH-50 5,12 mGal 2.66

GMH 1991 ¢: 0,937 és n: 0,927 1,98 és 2,44
OGPSH+Bendefy 0,22 m 4,78
OGPSH+EOMA 0,14 m 2,53
OGPSH+EOMA tjabb 0,20 m 4,84

Eotvos-inga W,.,: 5,6 E és Wyzz 6,0E -2,87 és -3,44
Eotvos-inga Wa: 12,2 E és 2ny: 12,5E -5,88 és-5,76

A radialis bazisfiiggvényes inverzié sordn az ismeretlen para-
méterek teljes kovariancia matrixat is megkaptam, és ebb6l barmilyen
kiszamithaté mennyiség teljes kovariancia matrixa is levezethetd. Pél-
daként a kvazigeoid unduldcidk becsiilt hibdit mutatja a 9. dbra.
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9. abra. Az EGM2008 modellen alapuld kvazigeoid megoldés becsiilt hibai
a 200-1200 gombfiiggvény-fokszam tartomdnyban.

A radidlis bazisfiiggvényes megoldast Gsszehasonlitottam
az EHT/VITEL 2014 geoidmodelljével (Takacs és Siki 2017). Az
eltérések statisztikdit mutatja a 3. tablazat.

3. tablazat. Az EGM2008 modellen alapulé kvazigeoid megoldas és az
EHT/VITEL2014 geoidmodell eltéréseinek statisztikai

minimum maximum 4tlag SzOrds

0,079 m 0,645 m 0,408 m 0,060 m

Vizsgélataim alapjan az aldbbi 1ij tudoményos eredményeket
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adom meg.

3. tézis

Inverzids eljarassal modellezve a nehézségi er6tér potencialfiiggve-
nyét, kombindlt geoidmegoldasokat hatdroztam meg Magyarorszag
teriiletére az E6tvos-inga mérések felhaszndaldsaval.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Téth 2009b), (Téth 2009a), (Toth
és Foldvary 2015), (Volgyesi et al. 2018a)

3.1 altézis

Legkisebb négyzetes kollokaciéval meghatdroztam a nehézségi er6tér
modelljét. Az E6tvos-inga vizszintes nehézségi gradiensméréseket egy
erre a célra kidolgozott két 1épcsés eljarassal vontam be a meghata-
rozasba, melyben nehézségi rendellenességek, fiiggévonal-elhajldsok,
szintezett GNSS pontok és az SRTM3 digitdlis domborzatmodell sze-
repeltek.

A tézishez kapcsolédo publikdciok: (Téth 2009b), (Téth 2009a)

3.2 altézis

Regularizalt radidlis bazisfiiggvényes megolddssal az orszdg teriile-
tén elséként hataroztam meg a nehézségi erétér modelljét az Gsszes
Eotvos-inga mérést, valamint az 6sszes rendelkezésre allé egyéb pont-
beli mérést is felhaszndlva.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Toth és Foldvary 2015), (Volgye-
sietal. 2018a)
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VI. Nehézségi gradiensek jelentdsége a sulyos
és tehetetlen tomeg ekvivalenciamérésé-
ben

Eotvos Lordnd és munkatarsai, Pekdr Degsé és Fekete Jen6 1906-tdl
tobb méréssorozatot végeztek (EPF-mérések) a sulyos (gravitacios) és
a tehetetlen tomeg ardnyossdgara vonatkozéan (E6tvos et al. 1922).

Az EPF kisérletben Eotvos feltételezte, hogy a centrifugadlis
gyorsulds fliggetlen az anyagi mindségtél, viszont a G tdmegvonzasi
(gravitdcios) er6 fiigghet t6le. Az anyagi mindségi tényez6t (Eotvos-
paraméter) y-val jelolve, a gravitdcids eré nagysdga az (1 + n)mG
Osszefliggés szerint valtozik, amennyiben valamilyen referencia
anyagra az 1 = 0 értéket vessziik fel. Ha az inga fels6 és alsé
tomegére az 1 tényezok kiilonbéznek egymastdl, akkor a gravitdcios
és tehetetlen tomeg eltérése miatt megszlinik az egyenstly. Ennek
kovetkeztében egy kicsiny északi irdnyu er6 fog jelentkezni, mely az
Eotvos-inga K-Ny-i iranyban allé karja esetében maximalis elfordulast
okoz (Té6th 2019).

Eotvosék 10 anyagparra meghataroztak a Ay kiilonbségek érté-
két. A mérés sordn az inga karjan lelégatott Au témeget kicserélték
egy, a felsé tomegtdl eltérd, masik anyagbdl készitett tomegre, és fi-
gyelték az inga karjanak az elcsavarodasat. A kevésbé fejlett 2. mod-
szerrel mértek 5 anyagpdrt. Ez esetben csak egy ingat hasznaltak, és
tisztaban voltak vele, hogy a nehézségi erétér valtozdsa a mérés koz-
ben befolyasolhatta a kapott eredményeket. Ezért tovabbi 5 anyag-
parra a fejlettebb 3. mddszeriikkel egyidejii mérést végeztek kettbs
ingaval. Ezzel a mddszerrel azt kivantak biztositani, hogy a nehézségi
er6tér mérés kozbeni megvaltozasa ne befolyasolja az eredményeket.
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10. abra. Az EPF kisérletben az inga als6 tomegét kicserélték. A.) A témeg

alakjanak valtozasa miatt megvaltozott a gravitdcids kolesonhatas a kornye-

z6 tomegekkel és ez még valtozatlan nehézségi erétérben is befolydsolhatta
a mérést. B.) A nehézségi er6tér valtozhatott a mérés sordn.

Az ekvivalencia-kisérlet szabalyos hibaja abbdl adédik, hogy a
probatestek méretével 6sszevethetd tavolsdgon a gravitdcids eré meg-
véltozasa (a gradiens) mar nem tekinthetd egyenletesnek, igy szamit
a prébatestek alakja is (10. dbra). Ez a hiba befolyasolhatta a 3. mdd-
szer eredményét is. A szabalyos hiba értékének, a fellépé nyomaték-
nak a meghatarozasara gravitaciés multipdlus modellezést végeztem.
Negyedfoku tagokig vizsgdlva a kolcsonhatdst levezettem, hogy a 3.
modszer esetében az Eotvos-paraméter valtozasa egyenesen aranyos
lesz a 3-adfoku, 1-rendd inga multipdlus tomegcsere miatti relativ val-
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tozdsaval (Agz;/q31). Ez az eredmény azért fontos, mert fiiggetlen a
kiils6 nehézségi er6tért6l, amely az EPF mérés esetében ismeretlen. A
11. 4bran az lathatd, hogy az EPF mérés esetében a becsiilt mérési
hibakat is figyelembe véve valoban fennall ez a kozelitd linearis fiig-
gés. Ez az eredmény alatamasztja az EPF kisérlet szabalyos hibdjanak
hipotézisét.

6 C T T T T ]
1: magnalium-Pt
2: kigyo6fa-Pt
3: Cu-Pt 3
4 4: Ag-Fe-S04-Ag-Fe-S0a4 b
5: H20-Cu 1
6: CuS0Oa4-5H20-Cu
7: CuSOa(oldat)-Cu
2r 8: azbeszt-Cu b
. 9: faggyu-Cu 10
3 T 10: RaBr2-Pt
= |
S 4
I 013
% l 1
—
=21 | A :2. médszer 8|6 ]
W : 3. médszer 9
7
_4 - 5 -
—6kL . . . . E
-0.20 -0.15 -0.10 —-0.05 0.00
Ags1/931

11. dbra. Az Eotvos-paraméter Ay kiilonbségei az EPF kisérletben az inga

Aqgs1 /93, tomegcesere miatti relativ multipélus véltozasa fiiggvényében. Jol

lathatd a 3. mddszerre a kozelitd linedris fiiggés, ami aldtdmasztja a szaba-
lyos hiba hipotézisét.

Az elemzés ramutatott arra is, hogy a probatestek alakjabol szar-
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mazo6 hiba kézben tarthatd a probatestek alakjanak megfelel6 megva-
lasztasaval. Megallapitottam, hogy ha csak olyan henger alaki pro-
batomegeket hasznalunk a kisérletben, amelyek esetében a H magas-
sagl, R sugart hengerre szamitott H?/12 — R?/4 kifejezés értéke al-
landé, akkor a szabalyos hiba - fiiggetleniil a gravitacids erétér szer-
kezetétdl - nem 1ép ol (Toth 2020).

Vizsgalataim alapjan az alabbi 1j tudomanyos eredményeket
adom meg.

4. tézis
Az E6tvos-Pekdr-Fekete ekvivalenciamérésekben olyan nehézségi erd-
tér fligg6 szabalyos hibat taldltam, amely indokoltta teszi a kisérletek
megismétlését.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Toth 2019), (Téth 2020)

4.1 altézis
Kimutattam, hogy az EPF kisérlet szabalyos hibaja a probatémegek
alakjanak megfelel6 megvalasztasaval kikiiszobolhetd, és javasoltam
ennek figyelembe vételét a kisérlet tjramérése soran.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth 2019), (Téth 2020), (Vol-
gyesi et al. 2018b)

Az eredeti kisérleti mérések helyszinén a mérésekhez hasznalt
ingak kozelében taldlhatd tomegeket, azok nagysagat, elrendezését, a
kisérlet kozbeni esetleges valtozasat nem ismerjiik, ezért a szabalyos
hiba hatdsa utélag mar nem szamszertsithet6. Viszont egy 5 tomeg-
pontbdl allé egyszerli modellel megvizsgdltam a valtozd nehézségi
er6tér hatasat az EPF kisérletben. A modell paramétereinek (t6meg-
pontok helyzete, tomege) ésszerli mértékd, legfeljebb 18%-os valtoz-
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tatdsaval teljesen reprodukalni lehetett az EPF ekvivalenciamérések
eredményeit (12. dbra). A nehézségi er6tér mérés kozbeni valtozasa
valészintisithetd. Eotvosék ugyanis beszamoltak réla, hogy egy épit-
kezés kezd6dott a mérés helyszinének kozvetlen kozelében, mialatt
folytak a mérések (Kilényi 2019).
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12. dbra. Az EPF ekvivalenciaméréseket reprodukélé toémegmodell paramé-

terei (tdmegpontok & iranya, d tavolsaga, M,/M; tomegaranya). A maxi-

malis paraméter valtozas 18%, de a paraméterek 84%-4nak valtozasa +5%-
ndl is kisebb.
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Ezek alapjan az aldbbi 4j tudomdnyos eredményt adom meg.

4.2 altézis

Tomegmodell segitségével szamszertsitettem a valtoz6 nehézségi erd-
tér hatasat az EPF kisérletben. Kimutattam, hogy a nehézségi er6tér
ésszertien feltételezhetd idébeli valtozasa a mérés soran magyaraza-

tot adhat a kisérletben tapasztalt eltérésekre.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Téth 2020)

Eotvosék eredeti ekvivalenciakisérlete annyira érzékeny volt,
hogy mar egy ilyen kicsiny masodrend(i gravitacios hatds is megje-
lenhetett az eredményekben, amire 6k akkor nem gondoltak. Az
ekvivalenciakisérlet megismétlése egy eredeti E6tvos-Pekdr ingaval
modern koriilmények kozott folyamatban van a Wigner Fizikai Kuta-
tékozpontban (Volgyesi et al. 2018b), és segithet megérteni azokat
az okokat, amelyek az EotvOs-Pekdr-Fekete kisérletben tapasztalt
szabalyos eltérésekhez vezettek, illetve a megismételt kisérlet mar
mentes lehet a probatestek alakjatol és a gravitacios tér szerkezetét6l
fligg6 szabalyos hibatdl.

VII. Az 1ij tudomdnyos eredmények jelentsé-
ge, alkalmazasi lehet6ségei

A kutatasam tudomanyos jelentéségét abban latom, hogy ismereteim
szerint els6ként fogalmaztam meg az Eotvos geodéziai peremérték-
feladatot és adtam meg ennek megoldasat. Meghataroztam az EGtvos
tenzor analitikai folytatasat leird, a korabbiaknal teljesebb Gsszefiiggé-
seket. Fontos eredménynek gondolom azt az atfogd inverzids nehéz-
ségi er6tér meghatdrozast, amiben felszini nehézségi gradiensek, ne-
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hézségi rendellenességek, fiiggévonal-elhajldsok és GNSS/szintezési
mérések egylittesen szerepelnek. Jelentés tudomdnyos eredménynek
tartom az Eotvos, Pekdr, Fekete-féle ekvivalenciakisérletben a nehéz-
ségi gradiensek okozta szabalyos hiba felismerését és vizsgalatat.

Az elért eredmények elméleti és gyakorlati oldalrdl hozzajarul-
tak a magassagmeghatarozas szempontjabdl fontos referencia feliilet,
a geoid, illetve tagabb értelemben a nehézségi erétér szintfeliileteinek
pontos meghatarozasdhoz. Erre sziikség van, mert igy a GNSS vevék-
kel vagy LIDAR technikaval meghatarozott geometriai magassagok
felhasznalhatdk fizikai, tengerszint feletti magassagok kiszamitasara.
A HGTUB2007 geoidmodell példaul a Balaton vizfelszinének tenger-
szint feletti magassdga meghatarozasdhoz lett felhasznalva (Zlinszky
et al. 2014), (Zlinszky et al. 2017). A geoid pontos ismeretének to-
vabbi gyakorlati geodéziai alkalmazasa a koltséges magassagmegha-
tarozasi eljarasok (pl. szintezés) kivaltasa. Kutatasaim nemzetkozi
szinten hozzajarultak a Nemzetkozi Geodéziai Szovetség (IAG) globa-
lis geodéziai megfigyel6rendszere, a GGOS céljai megvaldsitdsdhoz,
hogy biztositsa a Fold nehézségi erétere, idébeli és térbeli valtozasai-
nak vizsgalatat.
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