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El6szor is szeretném megkoszonni professzor Ur pozitiv és tdmogatd birdlatat! Az opponensi vé-
leményben Kkifejtett megjegyzésekre és kérdésekre — kévetve annak strukturajat — az alabbiakban
adom meg részletes valaszaimat.

I. Bevezet6 gondolatok

A dolgozat valéban meglehetésen rovid terjedelm, valamint sok részlet csak a hivatkozott publi-
kacidokban talalhaté meg, ezért nehezebben kovethetd. Koszondm a dolgozatban észrevett gépe-
1ési hibdk felsorolésat.

I1. A dolgozat fejezetei és a kapcsolatos tézisek

Egyetértek a Birdlo 3. fejezetethez fizott megjegyzésével, hogy az analitikai folytatas kifejezés
a dolgozatban nem a komplex fiiggvénytanban szokdsos miiveletre utal. A geofizika tetszéleges
anomaliaterek esetében hasznadlja az analitikai folytatas elnevezést. Volgyesi (2002) szerint “Az
analitikai folytatasok mddszerének az a 1ényege, hogy tetszéleges (pl. gravitaciés) anomaliatere-
ket az adott észlelési sikrdl atvissziik (attranszformaljuk) valamely folotte, vagy alatta levé sikra.
Az el6bbi az analitikai felfelé folytatas, az utébbi az analitikai lefelé folytatas esete”. A fels6geo-
dézidba Sjoberg és Bagherbandi (2011) szerint A. Bjerhammar vezette be az analitikus folytatas
fogalmat, amivel a kiils6 tomegvonzasi er6tér harmonikus lefelé folytatdsara utalt a Féld belsejé-
ben elhelyezkedd és késébb réla elnevezett Bjerhammar gombre. A dolgozatban a geofizikaban és
a felségeodézidban elterjedt (Moritz 1970; Cruz és Laskowski 1984; Agren 2004; Sjoberg 2007;
Sjoberg és Bagherbandi 2011) széhaszndlatot vettem alapul, és ezt talan hasznos lett volna ott
megemliteni.

3. A dolgozat téziseirdl

a) Altézisek megfogalmazasaval a tézisek jobb strukturdlasa volt a célom. Természetesen el tudom
fogadni, hogy az 1. és 2. tézisek altézisei a megfeleld tézisekbe legyenek integralva.

c) Koszonom a Birdld javaslatat. A 4. tézist és a 4.1 altézist ez alapjan a kovetkez6képpen fogal-
mazom meg:

4. tézis

Pontositottam az Eotvos-Pekar-Fekete ekvivalenciamérés modelljét az inhomogén nehézségi erd-
térben a kiilonb6z6 anyagi min6ségli mintak eltéré hosszusagabdl adodé hatassal, ami indokoltta
teszi a kisérletek megismétlését.

4.1 altézis

Elméleti megfontolasok alapjan kimutattam, hogy az EPF kisérletben az inhomogén erétér hata-
sa a probatomegek alakjanak megfelel6 megvalasztasaval kikiiszobolhetd, és javasoltam ennek
figyelembe vételét a kisérlet djramérése soran

4. Néhany osszefoglald, zar6 megjegyzés

a) A dolgozat angol nyelvii ismertetését csatoltam a valaszhoz.



b) Koszonom a Biralo észrevételét. Az emlitett kutatok valdban sokat tettek a geoiddal kapcso-
latos kutatadsok teriiletén. Prof. Sjoberg nevéhez flizédik példaul az egyik nagy siker(i, a geoid
szamitasaval kapcsolatos nemzetkozi iskola 1étrehozasa. Az, hogy az 6 eredményeikre nem hivat-
koztam, nem az érdemeik kisebbitését jelenti. Az emlités hidnyanak oka az, hogy a dolgozatban
nem tértem ki azokra a fontos geoidszamitasi modszerekre, melyekkel 6k foglalkoztak. Részle-
tesebben csak azokat az eljdrdsokat targyaltam (legkisebb négyzetek szerinti kollokdcio, gombi
radialis bazisfiiggvények), amelyek kiviil esnek a felsorolt kutatok munkassagan.

c) Egyetértek a Birdlé megjegyzésével. Kezdeti kutatasi témam globalis topografikus-izosztatikus
modellek vizsgalata volt, ebbdl készitettem a kandidatusi értekezésemet. A fels6geodézia teriile-
tén Eotvos Lordnd szellemi hagyatéka dpoldsat szem el6tt tartva valtottam irdnyt. A nemzetkozi
hivatkozasok szamat tekintve jobb lett volna megmaradni a kezdeti irdany mellett, de nem banom,
hogy igy alakult.

5. Kérdések a jelolthoz

Kosz6nom a Biralénak, hogy felhivta a figyelmemet a gépi tanulds modszereinek egyre névekvé
alkalmazasdra a geoid, illetve tagabb Osszefiiggésben a nehézségi er6tér meghatarozasa kapcsan.
Ezen mddszerek jelentéségét az is mutatja, hogy a Globdlis geodéziai megfigyel6rendszer, a GGOS
2023 ota kiemelt teriiletként kezeli a mesterséges intelligencia (MI, Al) alkalmazdsat. Az 4j “Fo-
cus Area on Artificial Intelligence for Geodesy (AI4G)” (GGOS 2023a) egyik munkacsoportjaként
létrehozta az “Al for Gravity Field and Mass Change” elnevezés(i bizottsdgot (GGOS 2023b), ame-
lyik a nehézségi er6tér és a tomegvaltozasok tanulmanyozasara a mesterséges intelligencia és gépi
tanuldsi modszerek felhasznaldsat célozza.

a) A vonatkozd nemzetkozi szakirodalom alapjan a geoid meghatarozasara a gépi tanulas valto-
zatos modszerei alkalmazhatok. Ezek az eljardsok a feliigyelt gépi tanuldst hasznaljak. Tobbsé-
giik vagy kozvetleniil GNSS/szintezési adatok alapjan a geoid adott feliiletdarabjanak regresszios
kozelitését, vagy egy un. hibrid eljardssal (Arana et al. 2017) valamilyen gravimetriai geoidmeg-
oldéashoz és GNSS/szintezési adathalmazhoz rendelhet6 korrekcids feliilet meghatdrozdsat végzi.
Erol és Erol (2013) tanulméanya az el6bbi esetben részletesebben vizsgalt néhany, mesterséges
neuralis halézatokkal megvaldsitott gépi tanuldsi eljarast. Hazankban is tobbféle, gépi tanuldson
alapulé eljaras lett kiprobalva a geoid emlitett médokon tortén6é meghatarozasara, melyben T. Bi-
ralémnak is fontos szerepe volt (Zaletnyik et al. 2004; Zaletnyik et al. 2007, 2008; Awange et
al. 2018). Az emlitett gépi tanuldsi modszerek elénye, hogy tetszéleges nemlinedris fliggvényt
képesek megtanulni és a tanitds utdn a szamitds gyors. Hatrdnyként emliti Erol és Erol (2013),
hogy a mesterséges neuralis hal6zatok optimalis felépitése nagyban a kisérletez6 ligyességétol és
hozzaértésétdl fligg, valamint hosszas kisérletezést és sok erbfeszitést igényel.

Az el6z6ektdl eltérd adatok esetében is van lehet6ség a gépi tanulds mddszereinek felhasz-
nélasara a geoid meghatarozasa soran. A mesterséges holdak méréseinek lefelé folytatasa ugyanis
lehet6vé teszi a foldfelszinen a geopotencidl és abbdl a Bruns 6sszefiiggéssel a geoid meghataroza-
sat. Schneider és Michel (2022) egy mesterséges intelligencian alapuld eljarast, a szétdri tanulast
alkalmazta a lefelé folytatas szamitasahoz, ahol a szétar elemei olyan probafiiggvények, mint a
gombfiiggvények, a Slepidn fiiggvények, a radidlis bazisfiiggvények és a waveletek. Az eljarés
lehet6vé teszi azt, hogy végtelen sok probafiiggvénnyel dolgozhassunk.

A mddszertdl fliggetleniil a rendelkezésre allé tanité adatok minGsége és eloszldasa nagyban
befolyésolja a kozelités végsd pontossagat. Az adatok mindsége és eloszlasa szempontjabol ezért
hasznos lenne a kiilonb6zé forrasbdl szarmazoé mérések egylittes felhasznaldsa. A geoid meghata-
rozasara hazankban rendelkezésre 4ll6 heterogén informaciok (geopotencialis modellek, mestersé-



ges holdak mérései, GNSS/szintezési, nehézségi rendellenesség, fligg6vonal-elhajlds, Edtvos-inga
adatok) kozvetlen bevondsa a gépi tanuldsi eljardsokba viszont még tovabbi kutatdsokat igényel.

b) APINN (Physics Informed Neural Network) technika egy uj, érdekes irdnya a mesterséges intel-
ligencidn alapulé médszerek alkalmazdsanak (Raissi et al. 2019). A PINN-ek neurdlis hélézatok,
amelyek explicit mddon tartalmazzak a célfiiggvényben a fizikai modellbél fakadé kényszereket.
Az asztrodinamika igényelte gravitacids erétér modellezés teriiletére Martin és Schaub (2022a)
vezette be a médszert. Az eljardsuk lényege az volt, hogy az U potenciélfiiggvénynek az a gyorsu-
ldsok segitségével torténd meghatdrozdsara létrehozott neurdlis halézat célfiiggvényében explicit
médon alkalmaztdk a —VU = a kényszert. Az U potencialfiiggvénybdl a VU gradiensvektort au-
tomatikus differencidldssal nyerték. Mddszeriiket tovdbbfejlesztették olyan osszetett célfiiggvény
bevezetésével, amelyben az U potencidlfiiggvénynek mdr ki kellett elégitenie a konzervatfv erd-
térre vonatkozé Laplace-egyenletet (AU = 0) és a tomegeken kiviili forrdsmentesség feltételét
(VxVU=0) is (Martin és Schaub 2022b). Legtjabban pedig tovdbb finomitottdk a szamfitést a IIL
generdcids modelljiikkel, amelyet Martin és Schaub (2023) ismertet.

A PINN technika nagy elénye a gravitdcids er6tér modellezése teriiletén — szemben egyéb
mddszerekkel — a gyorsasaga, mely kiilondsen fontos szempont az asztrodinamika teriiletén, ami-
kor egy trjdrmt valds idejli navigdldsa a feladat. Amikor a modellt csak egy égitest kozelében
kivdnjuk hasznélni, akkor a Martin és Schaub (2022a) 4ltal emlitett skédldz4si problémak nem jat-
szanak szerepet. A kapott megoldds egyik problémdja a neurdlis halézatok spektralis torzitdsa
(Rahaman et al. 2019), ami azt jelenti, hogy a hélézat a tanulds sordn elényben részesiti a nehéz-
ségi er6tér alacsony frekvencids dsszetevsit, vagyis azokat hamarabb tanulja meg. Ez rendkiviil
alacsony tanuldsi sebességet eredményezhet, amikor a gravitdcids erdteret prébdljuk meg model-
lezni, amelyben magas frekvencidjui sszetevék is jelen vannak. Ezt a problémat tobbféle médon
prébaltdk orvosolni (Sitzmann et al. 2020; Tancik et al. 2020; Wang et al. 2021b). Egy mésik
nehézség, hogy az dsszetett célfiiggvény a versengé gradiens szamitdsi dinamika miatt lerontja a
tanulasi sebességet (Wang et al. 2021a). Ez abbdl fakad, hogy a kiilénbdz6 célok kiilonbdzs tanu-
lasi tulajdonsagokkal rendelkeznek, ami megakaddalyozhatja bizonyos célok érvényre juttatdsat a
tanulds sordn. Emiatt a Fold gravitdcids er6terének modellezése esetében a szerzdk a szdmitisaik-
ban eddig nem is alkalmaztak a konzervativ er6térre vonatkozé kényszereket (Martin és Schaub
2023).

Osszességében igéretes lehet8ségnek latom a PINN-ek alkalmazasat a nehézségi er6tér meg-
hatdrozésdra, amennyiben a modell megalkotdsa sordn a felségeodézia szakteriiletének specidlis
szempontjait is sikeriil figyelembe venni. Példdul fontos kivanalom, hogy a potencidlfiiggvény a
kiilsé térben kielégitse a Laplace-egyenletet. Egy mésik kihfvés lehet a PINN-ek alkalmaz4sat illet-
en az a mar korabban emlitett szempont, hogy a nehézségi er6tér meghatdrozédsdra rendelkezésre
all6 heterogén informdcidk (geopotencidlis modellek, mesterséges holdak mérései, GNSS/szin-
tezési, nehézségi rendellenesség, fiiggévonal-elhajlds, Eotvos-inga adatok) kézvetleniil legyenek
bevonva a modell megalkotdsdba.
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The importance and use of gravity field gradients in some areas of geodesy and physics
MTA Doctoral thesis by Gyula T6th

Summary

The thesis presents studies in three main areas, all closely related to E6tvos’ work. The first two
are the determination of gravity fields using gradient measurements. Hungary is the best surveyed
area in the world in terms of gradient measurements with the E6tvos torsion balance, but since
the measurements were previously only used for exploration purposes, it is important to exploit
them in geodesy. Gravitational gradient measurements with modern space instruments (GOCE)
are also available. In view of the accuracy requirements, the aim is to include these measure-
ments in the determination of the gravity field. Gradiometric boundary value problems provide
the opportunity for this, which is discussed in the second part. However, satellite measurements
are not close to the Earth’s surface, so it is necessary to continue the measurements analytically.
This is the subject of part three. As a further option, a comprehensive gravity field determination
was performed by a suitable inversion procedure using all available measurements, including all
surface gravity gradient measurements. The related research is discussed in the fourth part. The
third area, although slightly different, is closely related to the previous ones: the effect of gravity
field gradients and their temporal and spatial variations in the EPF equivalence experiment. The
fifth part reports on this.

The scientific significance of the research is the formulation and solution of the E6tvos geodetic
boundary value problem, and the description of more complete relations than before, describing
the analytical continuation of the Eotvds tensor. An important achievement is a comprehensive
gravity field determination by inversion, combining surface gravity gradients, gravity anomalies,
deflections of the vertical and GNSS/levelling measurements. A significant scientific insight is the
refinement of the gravity gradient measurement model and its investigation in the E6tvos, Pekar,
Fekete equivalence experiment.

The significance of the results obtained is that they have contributed, from a theoretical and prac-
tical point of view, to the accurate determination of the geoid, the important reference surface for
height determination. This is still needed because the geometrical heights determined by GNSS
receivers can be used to calculate physical heights above sea level by means of the geoid. In practi-
ce, therefore, accurate knowledge of the geoid is important to replace costly height determination
procedures (e.g. levelling). The research has contributed to the objectives of the International
Association of Geodesy’s (IAG) Global Geodetic Observing System, GGOS, to provide a means of
studying the Earth’s gravity field, its variations in time and space.
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