toth.gyula.2 46 22

A nehézségi erotér gradienseinek jelentosége
és felhasznalasa a fels6geodézia és a fizika
egyes teriletein

MTA DOKTORI ERTEKEZES

frta:

Téth Gyula

Budapest
2022



toth.gyula.2 46 22



toth.gyula.2 46 22

Tartalomjegyzék

Jelolések
1. Bevezetés

2. Az Eo6tvos peremérték-feladat

2.1. Peremértékek szamitdsa E6tvos-inga mérésekb6l . . . . . ... L. 0L
2.2. Vektor és tenzor gombfiiggvények . . . . . . . ... ...
2.3. A peremérték-feladat és megoldasa a spektrumban . . . . . . ... ... ...
2.4. Térbeli megoldas és az Eotvos magfliggvények . . . . . . . .. ... ... ..
2.5. Az Eo6tvos integralok szamitdsa nem a teljes foldfelszinre . . . . . . . . . ...
2.6. Osszefoglalds . . . . . . . .. . . i

Gravitacids gradiens tenzor analitikai folytatdsa és alkalmazasa az irgradiomet-
ridban
3.1. Gradiométeresadatok . . . . . . . . .. ... L
3.2. Az Eo6tvos tenzor felfelé/lefelé folytatasa . . . . . . . . . . . .. ... ....
3.2.1. Gradiens tenzoroperatorok komplex gombi, valos és polaris formaban .
3.2.2. A derivalt operatorok elforgatasa . . . . . . ... ... ... ... ..
3.2.3. A szamitasi és kiindulasi operdtorok alkalmazasa a Poisson-integrélra
Szamitasi operdtorok . . . . . . . . ... ...
Kiindulasi operatorok . . . . . . . . . . . .. .. .. e
A szamitasi és kiindulasi operatorok egyiittes hatasa . . . . . . . . ..
3.2.4. Magfiiggvények a felfelé/lefelé folytatdshoz . . . . . . . . .. . .. ..
3.3. Osszefoglalds . . . . . . . . . . e

Nehézségi gradiensek bevondsa Magyarorszag teriiletén a nehézségi er6tér meg-

hatarozasaba

4.1. A HTGUB2007 kvazigeoid megoldds legkisebb négyzetes kollokdciéval . . . . .
4.1.1. A felhasznalt adatok és redukalasuk . . . . . . ... .. ... ... ..
4.1.2. Akvazigeoid meghatdrozdsa . . . . . . ... ... .. ... ... ..
4.1.3. A szamitott megolddsok és Osszehasonlitdsuk . . . . . . . .. .. ...
4.1.4. Osszefoglalds . . . . . . . . . . e

4.2. A HGTUB2015 kvazigeoid megoldas gombi radidlis bazisfiiggvényes inverziéval
4.2.1. Aparaméterekbecslése . . . . . .. ..o
4.2.2. A felhaszndlt adatok és redukélasuk . . . . . . . ... ... ... ...
4.2.3. Kisérleti szdmitdsok és eredmények . . . . . . ... ..o
424, Osszefoglalds . . . . . . . . . . ...

15
16
16
17
17
18
18
18
19
19
23



Toth Gy.: A nehézségi er6tér gradiengeinek j

5. Nehézségi gradiensek jelentésége a stlyos és tehetetlen tomeg ekvivalenciajanak
mérésében
5.1. Az E6tvos-Pekar-Fekete kisérlet elve és a szabalyos hibaoka . . . .. ... ..
5.2. Multipdlus kifejtés és a lehetséges gravitacids gradiens hatas elemzése . . . . .
5.3. Az EPF-kisérlet lehetséges hibdjanak szamszertisitése és elemzése . . . . . . . .
5.4. A nehézségi gradiensek hatdsa mds ekvivalenciakisérletekre . . . . . . . . ..
5.5. Osszefoglalds . . . . . . . v i

6. Az eredmények Osszefoglalasa
KoszoOnetnyilvanitas

Irodalom

55
57
61
64
70
72

75

77

79



toth.gyula.2 46 22

Jelolések

B(x, x;) bazisfliggvény az x; bazispontban

C centrifugalis gyorsulas

OE Eotvos-tenzor rendellenesség (zavar)

SEM Eotvos gradiens vektor rendellenesség (zavar)

SE@ Eotvos nyirasi tenzor rendellenesség (zavar)

v masodrend( gémbi tenzor differencialoperator

Ay Eo6tvos ekvivalenciaparaméter-kiilonbség két kiilonbozé anyagra
E Eotvos-tenzor

E(Tl) (W), E(Tl) (y) potencidlzavar E6tvos magfiiggvényei

E(Alg) (W), E(Alg) (y) nehézségi rendellenesség Eotvos magfiiggvényei

EKL x = Eszak, y = Kelet, z = le irdnyokba mutato tengelyt koordindta-rendszer
g nehézségi térerésség, nehézségi gyorsulas

G Newton-féle egyetemes témegvonzasi dllandd; tomegvonzas gyorsuldsa
Gn(P,Q) geoidunduldciohoz tartoz6 Green-fiiggvény

Gag (P, Q) nehézségi rendellenességhez tartozé Green-fiiggvény

GOCE Gravity and Ocean Circulation Explorer

0% normal nehézségi térerdsség, normal nehézségi gyorsulas

72 Tyihonov-regularizacié paramétere

og nehézségi zavar vektora

Ag nehézségi rendellenesség

N geoidundulacid, geoid-ellipszoid tavolsag

Q egységgombfeliilet

Py, (sin @) Legendre fiiggvények

@ ellipszoidi foldrajzi szélesség

%) P és Q pontok gombi szogtdvolsdga

Tim multip6lus nyomaték

le, sz) tavoli teriilet hatdsdhoz tartozé egyiitthaték az Eotvos integrdlokban
Qi multipdlus tér

R a foldi ellipszoiddal térfogatazonos gomb sugara

S(y) Stokes-fliggvény
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szferoiddlis vektor gombfiliggvény

jel/zaj viszony

potencialzavar

az Eotvos-ingara hatd gravitacids nyomaték

normal nehézségi er6tér potencidlfiiggvénye

az Eotvos-inga K-Ny-i irdnyban 4ll6 ingaridjanak elfordulasi szoge

tomegvonzasi er6tér vagy geopotencialis modellel redukalt er6tér potencialfiiggvénye
gravitdcios gradiens tenzor (i,j = x, v, z)

az Eo6tvos-inga E-D-i iranyban 4ll6 ingartidjanak elfordulési szoge

nehézségi er6tér potencidlfiiggvénye; gravitacids kolesonhatds potencidlis energidja
E-D-i iranyt fiigg6vonal-elhajlas 6sszetevé

gombfiiggvény

K-Ny-i iranyu fiiggévonal-elhajlds 6sszetevé; E6tvos ekvivalenciaparaméter

nyirasi tenzor gombfiiggvény

kvazigeoid undulacié, magassagi rendellenesség
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1 Bevezetés

A foldi nehézségi er6tér ismerete fontos a tudomany és a mérnoki alkalmazasok szamdra. A fizi-
ka, geofizika, 6ceankutatas, meteoroldgia igényli a nehézségi er6 eloszlasa, valtozasa ismeretét.
Az épitési, vizépitési tevékenység is szorosan kapcsolddik hozza, mivel a nehézségi eré vektorai
jelolik ki a fiiggbleges irdnyokat, a rdjuk meréleges szintfeliiletek érint6 egyenesei pedig a helyi
vizszintes irdnyokat. A nehézségi er6 és ennek két Osszetevoje, a tomegvonzasi (gravitacios) és
forgasi centrifugalis erék potencialos erék, ezért a nehézségi erd vektorai a nehézségi erétér po-
tencialfiiggvényébdl szarmaztathatdk gradiens (derivalt) képzéssel. A tomegvonzasi rész a Fold
tomegeloszlasatdl fiigg, tehat a nehézségi er6tér ismerete a nyersanyagkutatas szempontjabdl
is fontos.

A mérnoki, hidrolégiai, 6ceankutatasi feladatok els6sorban a szintfeliiletek, és a kdzepes
tengerszintek magassagaban levé kitiintetett szintfeliilet, a geoid egyre pontosabb ismeretét
igénylik. A felségeodézia egyik idGszerti feladata az egyes orszagok, foldrészek 6nallé magassa-
gi rendszereinek 6sszekapcsolasa, amihez a geoid egész foldre kiterjed6 meghatarozasa sziiksé-
ges (Rummel 2001). A geodinamikai szemléletmdd az id6ben valtozo erétérre jellemz6 mennyi-
ségek meghatdrozasat célozza (Bird 1983). Ehhez elengedhetetlen a méréseink megismétlése,
folyamatos végézése és feldolgozasa. A mérnoki alkalmazasokban cm-es, sz€ls6 esetben egy-egy
mérnoki létesitmény teriiletén akdr még nagyobb pontossdgra is sziikség lehet (Hirt és Seeber
2007; Hirt és Flury 2008). Ez megkivanja az er6tér finomszerkezetének meghatarozasat, ami-
hez fontos a nehézségi er6 helyfiiggd valtozasat leiré gradiensek mérése, feldolgozasa.

A nehézségi er6 gradiensei és ezek mérése elvalaszthatatlanul 6sszekapcsolédnak E6tvos
Lorand nevével. A nehézségi er6 gradienseinek mértékegysége, és az dltala megalkotott eszkoz,
a horizontalis variométer az 6 nevét viselik. Az Eotv0s-inga mint gradiensmér6é mdszer, alkal-
mas a nehézségi er6tér meghatarozasara, finomszerkezetének vizsgalatara. A nehézségi erétér
valamely kivélasztott szintfeliilete részletes meghatarozasaval a vilagon elészor tudomanyos cé-
lokbdl E6tvos Lordnd foglalkozott. Arad vidékén az ingdjaval végzett mérések felhaszndlasaval
(Eotvos 1906) 6 és munkatdrsai megszerkesztették nehézségi er6é egyenlé nagysagu vizszintes
gradienseinek izovonalait, valamint a szintfeliiletet érinté Bessel-ellipszoidhoz viszonyitott po-
tencialeltéréseket ~2 cm-nek megfeleld értékkozii izovonalakkal (Bir6 et al. 2013).

Eo6tvos kutatdsai nem valaszthatdk szét a mai értelemben vett alap- és alkalmazott ku-
tatdsra. Ingaja a gyakorlati geofizika, a kéolajkutatas elsé és sokaig egyetlen mfiszere lett.
Eszkozével viszont egy olyan alapkutatasi problémat is vizsgalt, mint a stlyos és tehetetlen
tomeg egyez6ségének vizsgdlata. Az 1906 és 1909 kozott végzett méréssorozat leirdsdt E6tvos
munkatarsai, Pekdr Dezs6 és Fekete Jen6 publikaltak (Eotvos et al. 1922). Egy 1986-ban megje-
lent cikk (Fischbach et al. 1986) vilagméret(i érdeklédést keltett Eotvos, Pekar és Fekete (EPF)
klasszikus kisérletsorozata irant a feltételezett “6todik er6” miatt. Az Fischbach és munkatdrsai
altal észrevett fajlagos barionszam fliggés oka tovabbra is tisztazatlan (Kilényi 2019).

A 2019-es Bar6 Eotvos Lorand-emlékév kapesan nemrég el6térbe keriilt E6tvos Lordnd
szellemi hagyatéka. Kutatasaink egyik célja ennek a gazdag szellemi 6rokségnek a felhasz-
nalasa. A jelen értekezésben harom fé teriileten végzett vizsgalataimat mutatom be, melyek
mindegyike szorosan kapcsolddik E6tvos munkassagahoz. Az els6 ketté a nehézségi er6tér meg-
hatdrozdsa gradiensmérések felhaszndldsaval, amit a kévetkezé hdrom részben targyalom. Az
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Eo6tvos-ingaval végzett gradiensmérések szempontjabdl Magyarorszag a vildg legjobban felmért
teriilete, de mivel a méréseket korabban csak nyersanyagkutatatdsi szempontbdl hasznositottak,
ezért fontos azok geodéziai hasznositdsa. A korszeri treszkozokkel (GOCE) végzett gradiens-
mérések is rendelkezésre allnak. Az emlitett pontossagi igényeket szem elétt tartva igy célul
tliztiik ki ezek bevonasat a nehézségi er6tér meghatarozasaba. Erre a gradiometriai peremérték-
feladatok lehet6séget adnak, amir6l a masodik részben szolok. A mesterséges holdas mérések
viszont nem a foldfelszin kozelében vannak, ezért foglalkoztam a mérések analitikai folytatasa-
val. Ez a harmadik rész targya. Tovabbi lehet6ségként atfogd nehézségi erétér meghatarozast
végeztem alkalmas inverzids eljarassal a rendelkezésre all6 6sszes mérés, koztiik az 6sszes felszi-
ni gradiensmérés bevondsaval. Az ezzel kapcsolatos kutatasaimrdl szélok a negyedik részben.
A harmadik teriilet, bar kissé eltér ett6l, mégis szorosan kapcsolédik az el6z6ekhez: a nehézségi
er6tér gradienseinek, ezek idébeli és térbeli valtozadsainak a hatdsat vizsgaltam az EPF ekviva-
lenciakisérletben. Az 6todik részben err6l adok szamot.

A kutatasaim tudomdnyos jelent6ségét abban latom, hogy hogy ismereteim szerint els6-
ként fogalmaztam meg az E6tvos geodéziai peremérték-feladatot és adtam meg annak megolda-
sat. Meghataroztam az E6tvos tenzor analitikai folytatasat leird, a kordbbiaknal teljesebb 6ssze-
fliggéseket. Fontos eredménynek gondolom azt az atfogo inverzids nehézségi er6tér meghataro-
zast, amiben felszini nehézségi gradiensek, nehézségi rendellenességek, fliggévonal-elhajlasok
és GNSS/szintezési mérések egylittesen szerepelnek. Jelentés tudomdnyos felismerésnek tar-
tom a nehézségi gradiensek okozta szabdlyos hibat és vizsgalatat az E6tvos, Pekdr, Fekete-féle
ekvivalenciakisérletben.

Az elért eredmények jelentésége véleményem szerint az, hogy elméleti és gyakorlati ol-
dalrdl hozzdjarultak a magassagmeghatdrozas szempontjabdl fontos referencia feliilet, a geoid
pontos meghatarozasdhoz. Erre tovabbra is sziikség van, mert igy a GNSS vevékkel meghatéro-
zott geometriai magassagok felhaszndlhatok fizikai, tengerszint feletti magassagok kiszamita-
sara. A gyakorlatban ezért fontos a geoid pontos ismerete a koltséges magassdgmeghatarozasi
eljarasok (pl. szintezés) kivéaltdsdra. Kutatdsaim tovabba hozzdjdrultak a Nemzetkozi Geodéziai
Szovetség (IAG) globdlis geodéziai megfigyelérendszere, a GGOS (Adam 2007) céljai megvalé-
sitdsahoz, hogy biztositsa a Fold nehézségi erGtere, idébeli és térbeli valtozasainak vizsgalatat.
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2 Az Eotvos peremérték-feladat

A potencialelmélet peremérték-feladatai fontosak ott, ahol potencidlfiiggvényeket alkalmaznak.
Ilyeneket hasznalunk az elektromossag, magnesség vagy a geofizika teriiletén. A fels6geodézia-
ban azért fontosak, mert segitségiikkel a foldfelszinen végzett mérésekbdl a teljes kiils6 térben
meghatarozhat6 a nehézségi er6tér, tovabba a Fold matematikai vagy fizikai alakja. A gyakor-
latban szamban és tipusban is egyre tobb mérési adat all rendelkezésre, melyek pontossaga
és eloszlasa is folyamatosan javulnak. Ezzel parhuzamosan a geoidfeliilet meghatdrozasanak
megbizhatdsdga az 1950-es évektdl napjainkig a tobbszoér 10 m-r6l néhdny cm—dm-re javult. Az
elérehaladas ellenére a geodéziai peremérték-feladatok szempontjabol tovabbra is kihivas a cm
pontos geoid meghatdrozdsa (Wang 2016).

A Stokes-féle peremérték-feladat és megoldasa jellegzetes példdja a geodéziai peremérték-
feladatoknak, ezért tanulsagos ezt réviden attekinteni (Bir6 et al. 2013). A Stokes-féle feladat-
ban a Fold kiils6 nehézségi eréterének a W potencidlfiiggvényét, pontosabban ennek valamely
alkalmas U referencia (normal) er6térhez viszonyitott eltérését (a T = W — U potencialza-
vart) hatarozzuk meg a foldfelszinen mért nehézségi értékek fiiggvényében. Stokes megoldasa
(Stokes 1849) egy olyan integrdl (2.1), amelyben a Ag nehézségi rendellenességek és egy specid-
lis fiiggvény (S(y) sulyfiiggvény vagy magfliggvény, az un. Stokes-fiiggvény) szorzata szerepel.
A Stokes-fliggvény két pont, a P és Q pontok p(, szogtavolsagatol fligg, és az integraldst a teljes
foldfelszinre (pontosabban a normalalak felszinére) ki kell terjeszteni.

Célszerti a tovabbiakban elnevezésiikben is megkiilonboztetni egymastdl a P és Q ponto-
kat. Az N geoidundulaciét a foldfelszini P-nek megfelel$ geoidi P’ pontban szamitjuk ki, ezért
ezt szdmitdsi pontnak fogom nevezni. A szamitas kiinduldsaként hasznalt nehézségi rendelle-
nességek a Q pontokban ismertek, ezért ezekre kiinduldsi pontokként fogok utalni. A normal
nehézségi térerdsség (atlagos) vy nagysagat figyelembe véve a megoldas

R
NP) = ﬂmd S(¥pg) Ag(Q) dF. (2.1)

Az Osszefiiggésben dF y-val jeloltem a Q kiinduldsi ponthoz tartozé felszinelemet az R sugaru
gombon.

A megoldéshoz a Fold fizikai felszinén végzett nehézségi méréseinkbdl nehézségi rendel-
lenességeket szamitunk. Ezt a geodéziai foldmodell teszi lehet6vé, ami magdban foglalja a Fold
normdlalakjat és normdl nehézségi eréterét. Segitségével a Agp = gpr —yp~ (geoidi) nehézségi
rendellenesség barmely pontban kiszamithat6 (P” jel6li az ellipszoidi normalalak felszinén a P’-
nek megfelelé pontot). A Stokes-féle integralbdl végeredményben megkapjuk a geoid-ellipszoid
tavolsagot (geoidundulaciot).

A Stokes-féle integral (2.1) esetében az integralast egy R sugart gomb felszinére irjuk elb,
igy a lapultsag nagysagrendjének megfelelé elhanyagolassal éliink. Nagyobb pontossagi igény
esetén korrekcids tagokat alkalmazhatunk, illetve megoldhaté a feladat gomb helyett forgdsi
ellipszoidon (Bolling és Grafarend 2005). Barmelyik megoldast is vélasztjuk, az ellipszoidi pe-
remfeliilet feletti tomegeket valamilyen redukcids eljarassal el kell tavolitani. Igy a peremérték-
feladat megoldasara alkalmazhaté a potencidlra vonatkozé Laplace-egyenlet, amely csak a to-
megeken kiviili térben érvényes. A Stokes-féle integral pedig el6allitja a potencialzavart és a
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beléle (a Bruns-féle osszefiiggéssel) szamithato ellipszoidhoz viszonyitott geoidunduldciokat a
Fold kiilsé terében.

A tovabbiakban részletesebben tdrgyaljuk, hogy milyen, a Stokes-féle megolddshoz ha-
sonld Osszefiiggések irhatok fel a potencidlzavar és a nehézségi rendellenességek kiszamitasara

(2.2). A szamitashoz kiindul6 adatként csupan az E6tvos-inga mérésekbdl elééllithaté mennyi-
ségekre (OE) van sziikség:

NP) | _ [ 5 G (P, Q)
{ Ag(P) }_{ 1y }-HFéld{ Gpg(P,Q) }‘SE(Q) dFq. (2:2)

Ezt a peremérték-feladatot E6tvis peremérték-feladatnak nevezhetjiik el (T6th 2002), mert
az Eotvos-féle torzids inga altal mérhet6 Osszes gradiens, €s csakis ezek a benne foglalt mérési
eredmények. Az Eotvos peremérték-feladat, mivel abban a nehézségi er6é potencialfiiggvényé-
nek masodik derivaltjai szerepelnek, masodrend, un. gradiometriai peremérték-feladat.

Az Eotvos peremérték-feladat megolddsanak az elméleti jelent6ségén tul a gyakorlati
haszna abban all, hogy segitségével a meglévé magyarorszagi Eotvos-inga mérések felhasznal-
hatdk az er6tér modellezésére. Ezeket akar kozvetleniil, akar nehézségi rendellenességekké
atszamitva mas adatokkal egyiitt fel tudjuk haszndlni a geoid meghatdrozasara. A 2.1 abran
(Volgyesi 2019) lathatjuk azt, hogy a BME Altaldnos és Fels6geodézia Tanszék adatbazisaban
mintegy 45000 pontban vanak E6tvos-inga mérések.

200000 300000

100000

EOV - Y [m]

1 1 1 A | |
500000 600000 TDODWE;:_’_ 800000 900000

2.1. abra. Digitdlis adatbazisba rendezett mintegy 45 000 hazai E6tvos-inga-mérés pontjainak teriileti
eloszlasa (Volgyesi 2019)

A peremérték-feladat megoldasdhoz elészor azt tisztdzzuk, hogy az Eotvos-inga mért
mennyiségeit hogyan kell egymashoz kapcsolni a peremérték-feladatban, mik a peremértékek:
ehhez egy vektor és egy tenzor mennyiséget adunk meg. A vektor és tenzor gombfiiggvények
segitségével a térben adott fliiggvényeinket a spektralis tartomanyba vissziik at, ami a sorfejté-
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si egyiitthaték kiszdmitdsat jelenti. A peremérték-feladatot az egytitthatok segitségével meg-
oldjuk. Megkeressiik a térbeli megoldast és a sziikséges magfiiggvényeket (az E6tvos fliggvé-
nyeket). Vizsgaljuk annak hatasat a szamitasra, amikor csak egy korlatozott teriileten vannak
méréseink.

2.1 Peremértékek szamitasa Eotvos-inga mérésekbdl

A nehézségi er6tér W potencialfiiggvényének kilenc masodrendt derivaltja alkotja az E E6tvos-
féle tenzort (roviden: Eotvos-tenzor). A Foldiink kiils6 terében csak ot fliggetlen eleme van,
mivel szimmetrikus és a Laplace-egyenlet miatt a féatléban levé elemek Osszege zérus. Az
Eotvos-ingaval mérheté négy mennyiségben a tenzornak mind az 6t fiiggetlen eleme szerepel,
azonban ezek kézil kettének csak a kiilonbsége mérhetd: W, W, Wy = Wy = Wi, Wy,
(Itt és a tovabbiakban a rovidség kedvéért a potencialfiiggvény koordinatak szerinti parcialis
derivaltjait als6 indexszel jelsljik, pl. W,, % 9°W/dxdy).

Méréseink az (x, y, z) helyi derékszogl koordindta-rendszerben vannak, amelynek tenge-
lyei megegyeznek a helyi szintfeliileti koordinata-rendszer tengelyeivel: x Eszakra, y Keletre,
illetve z a helyi szintfeliileti normdlis irdnydban lefelé mutatnak. A méréseket at kell szami-
tanunk az ellipszoidi peremfeliiletre gy, hogy a felszini tomegeket eltavolitjuk. A tomegek
eltavolitdsat valamilyen topografikus redukciéval oldhatjuk meg. Az Eotvos-inga mérésekre a

kozeli terep hatasat el6allitottak, és azt minden esetben figyelembe vettiik.
A geodéziai peremérték-feladatok esetében szokdsos mdédon a peremértékeket egy alkal-

masan valasztott U potencialfiiggvénnyel jellemezheté normal nehézségi erétérhez viszonyitjuk.
A mérési pontokban a normal E6tvos-tenzor

uxx 0 UXZ
gradU =| 0 Uyy 0 (2.3)
uxz 0 UZZ

nemzérus elemei Claessens (2021) 6sszefiiggéseivel kiszamithatdk a valasztott geodéziai vonat-
koztatdsi rendszerben (pl. GRS80). A normal Eétvos-tenzorbdl sziikséges U, = Uy, — Uy,
U, értékek a mérési hely fiiggvényében csak kissé véltoznak: 100 m-es vizszintes helyzetval-
tozas esetén kb. 0,07 E-t és a magassagtol elsé kozelitésben fliggetlenek (Rummel és Colombo
1985). A helyi és ellipszoidi koordindta-rendszerek kozotti elforgatds miatti véltozas pedig
(Hein 1981) tanulmdnya szerint kisebb 0,1 E6tvosnél, igy a méréseink 1-3 E pontossagdhoz

képest elhanyagolhato.

Mérési pontjaink térbeli helyzete a sziikséges pontossaggal ismert, ezért a feladatunk
un. kotott peremérték-feladat. A peremértékek kiszdmitdsdnak elsé 1épése az Eotvos-tenzor
elemeinek valédi és normdl erétérben vett kiilonbségei (a T potencidlzavar fiiggvény masodik
derivéltjai) meghatdrozdsa a

Txx Txy sz
SE=E—gradU =| T, T,, T, (2.4
sz Tyz Tzz

Osszefliggés szerint. Ezeket az értékeket még at kell szamitani a peremfeliiletre (ellipszoid) gy,
hogy a peremfeliilet felett ne legyenek tomegek. Az atszamitas els6 1épéseként az ellipszoid felet-

4

ti tomegeket igen vékony, de nagy stirtiségli rétegbe az ellipszoid ala tomoritjiik, a Helmert-féle
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kondenzaciés modellhez hasonléan. Ennek az eljardsnak a hatdsat figyelembe vessziik (2.4)
elemeire. Ezt kévetéen analitikus lefelé folytatdssal megkapjuk a T, T\, Ta, T, peremérté-
keket az ellipszoid felszinén. Az E6tvos-tenzor analitikus lefelé folytatdsanak egyik lehetéségét
az értekezés kovetkez6 fejezetében ismertetem.

A szintfeliileti helyi koordindta-rendszerben az Eotvos-tenzor elemei vagy csak vizszin-
tes, vagy csak fliggbleges irdnyu, vagy pedig mindkét iranyd derivalast tartalmaznak. Ezért
kiilénb6z6 tipusu gradiometriai peremérték-feladatokrdl beszélhetiink. A csak fiiggbleges ira-
nyu derivaltat tartalmazd peremérték-feladat megoldasat Heck (1979) adta meg. Az Eo6tvos-
tenzor f6atldbeli elemeivel Petrovskaya és Zielinsky (1998) adtak megoldast. Az E6tvos-ingdval
mérhetd derivaltakat tartalmazé peremérték-feladatok megolddsdhoz a szokdsos skalar értéki
gombfiiggvények mellett vektor és tenzor gombfiiggvényeket is kell alkalmazni.

A peremérték-feladat megolddsa megkivanja az E6tvos-ingdval mért mennyiségek egy-
méshoz kapcsoldsat egy vektor és egy tenzor mennyiségben. A SEV gradiens vektor a g nehéz-
ségi zavar vizszintes valtozasat mutatja

T

SED) = [ "Z ] . (2.5)
T,,

A SE@ tenzort nyirdsi tenzornak nevezhetjiik, mivel ez a deformaciéelméletbél ismert sikbeli

nyirasi deforméacioé tenzorahoz hasonld, szimmetrikus és zérusatlgju tenzor

SE@ = Ta —2Ty (2.6)
—2T,, T,

ahol Ty = Ty, — T,,. A tenzor elemeire (T, T,,) a gorbiileti mennyiségek elnevezést is
hasznaljuk, mert kapcsolatban vannak a szintfeliiletek gorbiiletével. A (2.5) vektor és (2.6)
tenzor alkalmas vektor és tenzor gémbfiiggvények segitségével a spektralis tartomanyba vihet6

at. Ezt l1atjuk a kovetkez6 fejezetben.

2.2 Vektor és tenzor gombfiiggvények

Az Eotvos geodéziai peremérték-feladat megolddsdhoz haromfajta bazisfiiggvényre van sziik-
ségiink: skaldr, szferoiddlis vektor, illetve nyirdsi tenzor gombfiiggvényekre. Az elsé az Y;,,
(komplex) skaldr gombfiiggvény. Ezt a (@, A) gombi foldrajzi koordinatdk fiiggvényében igy
definidljuk:

QI+ 1) —m)!
4t (l + m)!

Y. (9, A) = \l Py, (sin @)e™A, 2.7

Itt P;,,, (sin ¢)-vel jeloltiik a Legendre fiiggvényeket. Gombfeliileten értelmezett skaldrmennyisé-
gek — bizonyos feltételek mellett — sorba fejthet6k skalar gombfiiggvények szerint. A szamunkra
érdekes potencidlzavar illetve nehézségi rendellenesség fiiggvényei is ilyenek. A kiils6é térben
ezek a sorok

© /R I+1
T(p, A1) =Uy )y (—) > TinYim(@, M), (2.8)
=1 \T m=—I
© /R 42
AP, A1) =70 ) (7) > A Vi@, ), 2.9)
=2 m=—1
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alkalmas T, és Ag,,, egylitthatokkal. Az egytitthatok [ és m szerint végtelen rendszere a spekt-
rélis tartomdnyban jellemzi az E6tvos peremérték-feladat ismeretlen fiiggvényeit. A (2.8, 2.9)
osszefiiggésekben az U, = kM/R és 7o = U,/R , ahol kM a Fold geocentrikus gravitdcids
allandoja és R a Fold sugara.

Az Eotvos-inga mérésekbol szdmithaté peremértékeket kétfajta ortogondlis bazisfiigg-
vényrendszer segitségével vihetjiik at a spektrumba. Ezek a (komplex) S;,, szferoiddlis vektor,
illetve a Z;,, nyirdsi tenzor gombfiiggvények. A skalar gombfiiggvények differencidldséval kapjuk
Oket

I+ 1)

vy, ( A)—,’ﬂz (@, A) (2.11)
m @, - (1_2)' Im @, . .

A VD V@ differencidloperatorokat a nehézségi erétér T potencidlzavar fiiggvényére alkal-
mazva a peremértékek emlitett (2.5) vektorat és (2.6) tenzorat kapjuk. Ezek a vektor és tenzor
mennyiségek atvihet6k a gombfiiggvényspektrumba vektor és tenzor gombfiiggvénysorok segit-
ségével

oo +3

SED (9, A, 1) =Eg ) (5> Y SENS;, (9, ), (2.12)
= NT m=—I
oo 1+3

SE@ (g, A1) =Ey Y <?) Y OEZDZ (9, ). (2.13)
=1 m=—I1

Ezekben az osszefliggésekben E; = 7,/R . A gombfiiggvény-egyiitthatékat a vektor és tenzor
gombfiiggvények

1 r [+3 _
v _ (T (1
OE},) = £ (R) JI 9B - 5y,,d5, (2.14)
SE@ — - (T o ﬂ SE@ .7Z, dS (2.15)
Im — Eq \R S Im '

ortonormalitdsa segitségével kaphatjuk meg. Az integralds tartomdnya az S egységgombfelszin
(vagy a teljes térszog). Az integrandusban a vektorok, illetve a tenzorok skalaris szorzata (kont-
rakcidja) szerepel, és feliilvonas jeloli valamely komplex mennyiség konjugaltjat.

A kovetkezbkben felirjuk az Eotvos peremérték-feladatot és megoldjuk az egyiitthatdk
segitségével a spektrumban.

2.3 A peremérték-feladat és megoldasa a spektrumban

Az Eotvos-inga mérések a (2.12, 2.13) osszefiiggések szerint két egylitthat6 sorozatot adnak,
viszont a (2.8, 2.9) egyenletekben csak egy-egy ismeretlen T, illetve Ag;,, egyiitthaté sorozat
van. Az Eotvos peremérték-feladat ezért un. tulhatdrozott geodéziai peremérték-feladat. Emi-
att legkisebb négyzetek szerinti becslést adunk az ismeretlen egyiitthatokra. A becslést altalanos
esetben Gelderen és Rummel (2001), illetve Gelderen és Rummel (2002) ismertetik. Az egyiitt-
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haték optimdlis becslése a mi esetiinkben
(D), (1) sp(1) (2),,(2) s (2)
_Ap U OE), + AT OE )

ATy, = , (2.16)
L) ) e

M, (D) sp() | 3(2),(2) sp(2)
(-1 (Al Py OEL + A7 D 5Ezm)
2 2 :
MY? (1) @2 )
(/\l ) Pt (/\l ) P

Ezekben a kifejezésekben AZ(D és Al<2> a (2.10) és (2.11) differencidloperatorok sajatértékei,

tovabba p;l) valamint pl(z) a két rész spektralis sulyai. Az egyiithatdk

Ty } (8:"); } (1) { (&”)y } 2)
: — SE\Y 4 OE (2.18)
{ Aglm { ( l(l))Ag tm (gl(Z))Ag o

optimalis becslését tigy kaptuk meg tigy, hogy a két részhez azonos, egységnyi sulyokat ren-
deltiink. Az (2.18) 0Osszefiiggésben szerepld g; szorzétényezdket a 2.1. tdbldzatban foglaltuk
ossze.

Aglm = (2.17)

2.1. tablazat. Az (2.18) Osszefiiggésben szerepl6 g; szorzétényezok.

mérések T potencidlzavar Ag nehézségi rendellenesség
1 -1
(T, T L S =
(1) (T, Ty) @1+1)yI(I+1) @1+1)yI(I+1)
-1 V(I-1)3

2) (TA, T
(2) (Ta, Tyy) QI+ DI+ 1) (1+2) QI+ DI+ 1) (1+2)

2.4 Térbeli megoldas és az Eotvos magfiiggvények

A térbeli, (2.2) alaku megolddst az egyiitthatdk (2.18) becslésébdl kapjuk. A becsléseket beirjuk
a (2.8,2.9) gombfiiggvénysorokba és figyelembe vessziik az egyiitthatdk (2.14),(2.15) értékeit.
Az integralds és az 0sszegzés felcserélése utan

N 2 (1) (2)
T(P) } x ( G (P,Q) G; (P,Q)
R =1 7 SED(Q) - + 6EP(Q) - dS(Q).
{ AZ(P) { T }ﬂs Gy (P, Q) Gy (P, Q)
(2.19)

A (2.19) kifejezésben szereplé négy, vektor illetve tenzor G() fliggvény a peremérték-
feladat térbeli megoldasat adé Green-fiiggvények. Ezek végtelen sor alakjaban vannak a megol-

dasban

G (P, Q) } oo (R)”z{ g } : {Em@) }

— 47 = o Y, (P). (2.20)
{ G(2)(Pr Q) lzzl 14 gl(Z) m;Z Zlm(Q) :

Az Eotvos peremérték-feladat megoldasanak a 1épéseit 6sszefoglaldan a 2.2 dbran lathatjuk.
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p N
)
PENEES GT,Ag ————— =
///// \\\\
m
SEV —————1—= SEj)) < (o i
Im &Y, potencialzavar
gradiens vektor '44’ Y, \
A A m
oE U s Aglm ] T, Ag
P VA / ,’ 25
Eotvos-tenzor SE® Im SE @}\w nehézségi
AP m rendellenesség
/
yirasi € spektrumban J
\\\\ \_ J
\\\ //
7 \\\ 7z 7
térben S~ o Pt térben
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2.2. abra. Az E6tvos peremérték-feladat megoldésa vektor és tenzor gombfiiggvények segitségével (Toth
2003).

A gyakorlatban elényosebb a Green-fiiggvények zart alakjat hasznalni. A (2.20) végtelen
sorokat az m index szerint a vektor és tenzor gombfiiggvények 0sszegzési tételei segitségével
szummazhatjuk. A P és Q pontok gombi szogtdvolsagat y-vel, a P pont a Q-ban vett északi
azimutjat a*-val jelolve

Lo 20+1 [T— D! cos &t
m;l Sim Q)Y (P) = T+ 1)!Pl,1(COS l/J)[ sin ], (2.21)

Lo~ 20 +1 !(1—2)! 1T coson  — sinon®
m;lZlm(Q)Ylm(P) =\ 2)!P1,2(Cos lﬁ)ﬁ [ Csinda*  — cos2u” }, (2.22)

ahol P, 1 (cos ) és P; ,(cos ) az [-edfoku els6- és masodrend(i Legendre-fiiggvények. Az Gsszeg-
zési tételeket alkalmazva a Green-fiiggvények elsé- és masodrendi Legendre fiiggvények vég-
telen sorai lesznek és szétbonthatok két rész szorzatara. Az egyik rész iranyfiiggetlen, a P és Q
pontok szogtavolsagatdl fiigg és Legendre-fliiggvények végtelen sora, mig a masik rész egy-egy
azimutfiiggo vektor illetve tenzor (matrix). Fontos megemliteni, hogy a szintén azimutfiiggo
Vening-Meinesz integrdlban, amivel fiiggévonal-elhajldsok szamithatdk nehézségi rendellenes-
ségekbdl, az azimut kiilonbozik ett6l. Abban a Q pont « azimutja szerepel a P pontbdl nézve,
nem a P pont a* azimutja a Q-bdl nézve.

A z4rt alakd megoldast a g; egyiitthatdkkal felirt végtelen Legendre-fiiggvénysorok 6sszeg-
zésével kapjuk. Az 6sszegzés a Legendre-fiiggvények és a Legendre-polinomok kozotti kapesolat
segitségével végezhetd el. Az 6sszegfliggvényeket, mas néven magfiiggvényeket E6tvés magfiigg-
vényeknek nevezziik. Az r = R specidlis esetben

1 1 1
EQ () = i tgf (1 + cos? 2) , ER) = — 7 5 (2.23)
cos & 2 2 l+singy 2
Y(1_ Y %
cosi<§—s1n5> (1—s1n5>
E(l)(lp) — E(z)(lp) — (2 24)
Ag ) oy Mg ) Y '
sm5(1+s1n§> 2s1n5(1+31n§)
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Az Eotvos magfiiggvények a 2.3 dbran lathaték. Zérus szogtdvolsagra a potencidlzavar
(geoid) szamitasahoz sziikséges fliggvények korldtosak, mig a a nehézségi rendellenességhez
tartozok a Stokes-fliggvényhez hasonldan szingularisak. A fliggvények viselkedése az origdéban
lényeges szempont, amennyiben nem a teljes felszinre végezziik az integralast. Ezzel a 2.5
fejezetben foglalkozom.

eoid nehézségi rendellenessé
1.00 g 2.0 g g
— — Hw
0.75 1 -=- EQ@) 1.5 - E(AQg)(ﬂ/')
0.50 ~ 1.0
\
N\
~
\\
0.25 - ~\ 0.5 -
"~ ~ - -
000N Tm————— 0.01
—0.25 T T T —0.5 T T r
0 45 90 135 180 0 45 90 135 180
o (fok) o (fok)

2.3. abra. Az (2.23, 2.24) E6tvos magfiliggvények a szogtavolsdg fiiggvényében.

A mondottakat figyelembe véve felirjuk a geoidmagassagokra és nehézségi rendellenessé-
gekre vonatkozo végs6 integralosszefiiggéseket. El6szor a (2.5) vektort és (2.6) tenzort beirjuk
a (2.21, 2.22)-be és kiszamitjuk a skalarszorzatot illetve a tenzorok kontrakciéjat. Végiil (a
Bruns 6sszefiiggést is figyelembe véve) megkapjuk az E6tvos integrdlokat

2
{ Ag(P) } B 471:: ﬂs{ E(Alg) (¢PQ> (sz cosa™ + TyZ sina ) Q)+

(2.25)

E(2)
T ‘ .
+ { E(2) } (IPPQ> <TA cos 24" + 52ny sin 2w ) (Q)dS<Q)

Ag
Hangsulyozzuk, hogy a geoidundulacidra illetve a nehézségi rendellenességekre felirt E6tvos in-

tegralokban levé magfiiggvények kiszamitasakor egységnyi spektralis sulyokat vettiink fel. Mas
sulyokkal masok a fliggvények és altalaban zart alakban nem is fejezhet6ek ki.

Az integralok kiszamitdsahoz a teljes foldfelszinre ismerniink kellene az E6tvos-ingdval
mért gradiens és gorbiileti értékeket. Mivel a gyakorlatban nem ez a helyzet, a kévetkez6 feje-
zetben megvizsgaljuk az ennek kovetkeztében fellép6 elhanyagolast, az in. csonkitasi hibat.

2.5 Az Eotvos integralok szamitdsa nem a teljes foldfelszinre
A geoidundulacidk és nehézségi rendellenességek szamitasdhoz a (2.25) integrédlokat a teljes

foldfelszinre kell venni. Helyette a gyakorlati alkalmazas sordn az integraldst a szamitdsi pont-
tél vett valamilyen ¢, gémbi szogtavolsagon beliili kozeli teriiletre végezziik el. Ez az a tertilet,

10



I I I I 2 1 6 2 2 Az Eotvos peremérték-feladat

ahol vannak méréseink. Az ezen tuli teriilet hatdsat a szakirodalom csonkitasi hibanak nevezi
(Kenyeres 2001). A (2.25) Eotvos integralok korlatozott szamitdsi teriilet miatti sajatossaga-
inak vizsgalata felhasznalja a matematikai eszkoztarat, amelyet Mologyenszkij fejlesztett ki a
peremérték-feladatok vizsgdlata sordn (Mologyenszkij et al. 1962). A tdvoli teriilet hatdsat egy

olyan integral adja, amelyben az E(l) () moédositott magfiiggvények szerepelnek ((7) a gradi-
ens vagy gorbiileti mennyiségekre utal, értéke 1 vagy 2 lehet). A mdédositott magfliggvények a
Py gombi szogtavolsdgon beliil zérus értékiiek, azon kiviil pedig a megfelelé E6tvos magfiigg-
vénnyel azonosak. A tavoli teriilet jaruléka végtelen sorba fejthet6

N } { R/2 } S { Q) } "
csi (P) = i ( )E ! (P). (2.26)
{ Agés) ’)/0/2 IZZZ ( l())Ag l/’o !

Az Osszefliggésekben a Ql(i) (o) egyiitthatok és az [-edfoku E l(i) (¢, M) feliileti gombfiiggvények
szorzatai vannak. A feliileti gombfiiggvények kiszamithatdéak a potencidlzavar gombfiiggvény-
soranak az egyiitthatdibol.

A Ql(i) (1) egylitthatok meghatdrozdsanak matematikai részleteit Téth et al. (2002) kozli.
Ezek az E6tvos magfiiggvényekbdl integralassal szamithatdok

(")
{(Qz("))fg }(%): T+ 0!

A gyakorlatban kiszamitjuk a kozeli mérési adatokbdl a geoidunduléciot vagy a nehézsé-
gi rendellenességet és azt kiegészitjiik a tdvoli teriilet hatdsdnak becsiilt értékével, igy vessziik

kozelitéen figyelembe a tavolabbi teriiletek hatdsat. Ez a hatas geopotencialis modellb6]l meg-
becsiilhetd. Végtelen sok (2.26) egyiitthato helyett csak egy adott fokszamig szamitunk.

(=it 7 EY -
o) ()P ;(cos ) sin Ppdip. (2.27)
Ag

A tdvoli teriiletek hatdsdnak varhat6 nagysagdrdl tdjékozddhatunk a nehézségi er6tér va-
lamely geopotencidlis modelljét haszndlva. Ez lehet példaul az EGM2008 modell (Pavlis et al.
2012). A szdmitds eredményét mutatja a 2.4 dbra.

geoid nehézségi rendellenesség
30 —— Stokes 301 Estvos
AY e
\ === Eotvos =
~ 25 1 S 25
~ S
o =
& 201 g 207
2 3
2 15 < 151
[ 3
S R
S =
. S
3 54 \L>“ 5
01 0 1
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
integralasi sugdr (fok) integralasi sugdr (fok)

2.4. abra. A tavoli teriiletek becstilt atlagos hatdsa az E6tvos és Stokes-integral esetében, az EGM2008
modellel (Pavlis et al. 2012) 2160 fokig szamitva.
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Az 2.4 abrédn lathaté fiiggvények lokdlis minimumai a hozzdjuk tartozé magfiiggvények
zérushelyei. A gyakorlat szempontjabdl az az eset kedvezd, amikor a tavoli teriiletek hatésa
az integralasi sugar novelésével gyorsan csokken. A Stokes-integral esetében ez a hatds kisebb
integralasi sugar mellett lathatéan gyorsan csékken. Ennek az az oka, hogy a Stokes-féle fiigg-
vény az origoban végtelen nagy, igy joval nagyobb silyt kapnak a szamitasi ponthoz kozeli
adatok. A nehézségi rendellenességek szamitdsdhoz hasznalt E6tvos magfiiggvény (2.3 dbra) a
Stokes-féle fliggvényhez hasonléan az origéban végtelen nagy, ezért a tavoli teriiletek elhanya-
goldsabdl adddé hibdja is kedvezébb.

A tavoli teriiletek elhanyagoldsdnak hibdjdt a gyakorlatban ugy is csokkenthetjiik, hogy az
adatokbol eltavolitjuk valamely referencia er6tér hatdsat, és az integralokat a redukalt adatokkal
szamitjuk. Az EGM96-os modellel redukalt adatokra vonatkozo tévoli teriiletek hatdsat mutatjak
a 2.5 abrak.

geoid nehézségi rendellenesség
0.4 1 r"'\\ —— Stokes Eo6tvos

KA ——- Ebtés | g
— I \ ©
E oL ¢
= 034, \y E
N I ©

= \ \Q 6 1
2 I \ 8
~ I \ <
2024 \ ~

2 Y 24
2 \ =
= \ /’ \\ 2
©° 0 1 i N~ - N —

R N 2 21
- \\ ‘E

K h L
\\
0.0 1 — 0
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
integralasi sugar (fok) integralasi sugar (fok)

2.5. dbra. A tavoli teriiletek becsiilt dtlagos hatdsa az Eotvos és Stokes-integral esetében, a GPM98CR
modellel (Wenzel 1998) 720 fokig szamitva. Az adatok redukcidjat az EGM96-os modellel (Lemoine et
al. 1998) végeztiik 360 fokig (Pavlis et al. 2012).

Lathato, hogy a redukalt adatokkal szamitott E6tvos integralok esetében a tavoli teriiletek
hatdsa mar 1ényegesen kisebb, a bemutatott esetben néhdny dm, illetve jorészt 1 mGal alatt van.
Magasabb foku referencia er6tér eltavolitasa utan a hibak tovabb csokkenthet6k. Latjuk, hogy
kedvezo6bb ilyen szempontbdl a geoidundulédcidk szamitdsat két 1épésben, a nehézségi rendel-
lenességeken keresztiil végezni. Ha igy jarunk el, akkor a médositott E6tvos magfiiggvények
hasznalata a cm pontos geoidmeghatarozas szamara is megfelel6 eredményeket adhat.
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Az Eotvos peremérték-feladat
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2.6. abra. Az EGM96 modellbél (Lemoine et al. 1998) 360 fokig szamitott gradiens és gorbiileti mennyi-
ségek. A szamitasi teriiletet kék téglalap, az integraldsi teriiletet a szamitési teriilet ENy-i sarkdban sirga
kor jeloli szaggatott vonallal. A mértékegység Eotvos (E), az izovonalak értékkoze: 5 E

A nehézségi rendellenességek kiszamitdsat a (2.25) integralds segitségével egy példan
mutatom be. Az EGM96 geopotencialis modellel (Lemoine et al. 1998) kiszamitott gradiens és
gorbiileti adatokbdl (2.6 4bra) numerikus integraldssal meghatdroztam a i, = 3, 8° tavolsagon
beliili adatok hatdsat (2.7 a) abra). A modell egyiitthatdival a (2.26) Osszefliggésbdl kaptam
a tavoli teriilek hatasat. Ez a hatds 8 és 29 mGal kozotti, viszonylag sima teriileti eloszlast
mutat (2.7 b) abra). A két rész egyiitt adta az E6tvos-inga mérések felhasznalasaval szamitott
nehézségi rendellenességeket (2.7 c) dbra). A szamitas ellenérzését mutatja a 2.7 d) dbra. Ez
a geopotencidlis modellbdl szamithaté referencia nehézségi rendellenességekhez viszonyitott
eltéréseket abrazolja. A szamitds végén kapott eltérések szorasa +0.22 mGal, ami a nehézségi

13



Toth Gy.: A nehézségi er6tér gradiengei

rendellenességek +25.2 mGal sz6rdsdnak kevesebb, mint 1%-a. A kapott kis eltérések jelzik a
eljaras helyességét és gyakorlati alkalmazhatdsagat.

a)
=

2.7. abra. A (2.25) Eotvos integrallal kiszamitott nehézségi rendellenességek. a) numerikus integralas-

bdl a , = 3, 8° tdvolsdgon beliili adatok hatdsa; b) tévoli teriilet hatésa; c) a) és b) egyiitt; d) c) eltérése

az EGM96 modellbdl szamitott nehézségi rendellenességektdl. A mértékegység mGal, az izovonalak ér-
tékkoze: a) és ¢) 5 mGal, b) 1 mGal, d) 0.1 mGal.

2.6 Osszefoglalas

Az E6tvos peremérték-feladatok megolddsdba vektor illetve tenzor gombfiiggvényeket bevonva
a Stokes integralhoz hasonld alaku (2.25) megolddsokat, az Eotvos integralokat kaptam. A
(2.23, 2.24) magfiiggvényeket, az Eotvos fiiggvényeket specidlis esetben (a megoldds soran
egységnyi spektralis sulyokat felvéve) zart alakban is el6allitottam.

A gyakorlat igényeit szem el6tt tartva kidolgoztam a tavoli teriiletek hatdsanak szamitasat
a peremérték-feladatot megoldo integralkifejezésekre. Megéllapitottam, hogy az E6tvos fliggvé-
nyek eltérd sajatossagai miatt a tavoli teriiletek hatasa eltéré modon csokken a geoidundulaciok,
illetve a nehézségi rendellenességek esetében. Az ismertetett eljarasok miikod6képességét egy
szampélddval mutattam be.

Az Eo6tvos peremérték-feladatok megolddsdhoz, amint lattuk, a peremértékeket a fold-
felszinrdl a peremfeliiletre (tengerszintre) kell dtszamitani. Az atszamitas akar a 3. részben
targyalt analitikai lefelé folytatdssal, akar a 4. részben tdrgyalt radidlis bazisfiiggvényes inver-
ziéval elvi nehézség nélkiil megoldhatd. A szadmitds gyakorlati megvaldsitdsa viszont tovabbi
kutatasokat igényel.
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3 Gravitacios gradiens tenzor analitikai folytatasa és alkalma-
zasa az trgradiometriaban

Az analitikai folytatasok segitségével a nehézségi vagy tomegvonzasi (gravitacids) er6tér kii-
16nb6z6 kiinduld (mért) és szamitott mennyiségei kapcsolatba hozhaték egymadssal. Ilyenek
lehetnek a potencidl(zavar), a nehézségi rendellenesség, a fliggévonal-elhajlds és a potencidl-
fliggvény masodik derivaltjai, az E6tvOs tenzor elemei. A kiindulé mennyiségek sok esetben
valamely szabdlyos feliileten (pl. gémb, forgasi ellipszoid) ismertek. Az analitikai folytatasok
megadjak a szamitott mennyiségeket ugyanazon vagy egy masik ismert feliileten. A mennyi-
ségek atvitele két, kiilonbozd méretti feliilet kozott felfelé/lefelé folytatdsként is ismeretes (VOI-
gyesi 2002). A nehézségi vagy tomegvonzasi er6tér meghatarozasara hasznos eszkozoknek
bizonyultak ezek az eljarasok.

Az Eurépai Uriigynokség (ESA) GOCE firprojektjének a célja a nehézségi erétér minden
korabbindl pontosabb meghatarozasa volt (Rummel et al. 2011). A GOCE mtihold 2009 marciu-
sa és 2013 novembere kozott haromtengely(i gradiométerrel mérte a V tomegvonzasi potencial
masodik derivaltjainak teljes E6tvos tenzorat, a VZ-]- (i,j = x, y, z) gravitdciés gradiens tenzort.
Kiilonboz6 adatfeldolgozasi stratégiakkal a mérésekbodl nehézségi er6tér modellt allithatunk eld.
Az egyik stratégia szerint a mért gravitdcids gradiensekbdl a potencidlfiiggvény gomfiiggvény-
sorat hasznaltak a Fold nehézségi ertere meghatarozasara.

Egy mdsik megkozelités a GOCE-adatok kozvetlen felhaszndldsa. Ennek a megkozelités-
nek az az egyik el6nye, hogy a gombfiiggvénysorral ellentétben egy korldtozott tartomanyban
lev6 kiindulasi adatokat vizsgalhatunk. El6szor egy alkalmas referenciagémbre vetitiink. Ez-
utan a teljes Eo6tvos tenzor felfelé/lefelé folytatasat kell elvégezniink. Ezért megfeleld 6sszefiig-
gések sziikségesek a gravitacids gradiensek atvitelére a kiilonb6z6é magassagi szintek kozott. Ez
a gravitaciés gradiens tenzor analitikai folytatasanak problémdja.

A masodik fiiggbleges gravitacids gradiensek felfelé/lefelé folytatasanak feladatat Heck
(1979) oldotta meg. Bolling és Grafarend (2005) pedig megoldottak az E6tvos tenzor elemei
egy-egy sajatos Osszedllitdsanak (V,,; V,, és V.5V, — V,, és 2V, ) analitikai folytatasat
ugyanbba az elem-6sszedllitdsba. Toliik fiiggetleniil megoldottam harom elem-6sszedllitds 9-
féle analitikai folytatasat barmely masik elem-6sszedllitasba. Ezt a kib6vitett megoldast a 2004-
ben kozlésre elfogadott Toth et al. (2006a) cikkben kozoltiik. Az eljaras vazlatat a 3.1. abra
mutatja. Azéta tobben is vizsgaltak az Eotvos tenzor analitikai folytatasat. Sprlak et al. (2014)
példaul a gravitacids gradiensek analitikai folytatasanak tovabbi megoldasait is kozli. Ebben a
részben az altalam adott megoldast mutatom be. Elészor a megfelel6 Osszefliggésekrél, utana

a gyakorlati alkalmazasukrdl ejtek szot.
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palya- 1% V.,V V.-V, 2V,
magasség - - .

felszin %

2z

Ve, Vi, [vxx- V,, 2ny]

3.1. abra. Az Eotvos tenzor analitikai felfelé/lefelé folytatasanak vazlata. Bolling és Grafarend (2005)
megoldasat a fekete nyilak mutatjdk.

3.1 Gradiométeres adatok

A GOCE gradiométer mérései a palyamenti helyi vonatkoztatdsi rendszerben vannak. A gya-
korlatban két ilyen rendszert haszndlnak. Az elsében az x, y és z a pélya menti, a palyasikra
merdleges és az el6zbekre merdleges, kozel sugariranyu tengelyeket jeloli. A masodik az ana-
litikai folytatdshoz hasznalt jobbsodrasu, Foldhoz kotott vonatkoztatdsi rendszer. Ez tobbféle
tajolasu lehet, pl. Kelet-Eszak-fel (KEF) vagy Eszak-Kelet-le (EKL) tengely(i. Az egyértelmiiség
miatt harom betii (K, E, F) is haszndlhaté (x, Y, z) helyett.

A GOCE palyéja kozel kor alakt volt 250 km-es névleges magassagban. A gradiométeres
mérések tehat kozelitbleg egy gomb felszinén vannak. Az analitikai folytatas szamitasa el6tt
a megfigyeléseket az atlagos palyamagassdgban elhelyezked6 gombre vetitjiik. A vetités a su-
gariranyu r valtozasat jelenti, ezért a gravitacios gradiensek r szerinti Taylor-féle sorfejtésével
torténik

aV?jlé“(go, A7) lang‘é“((p,/\,r) 5

5mb ) .
Vlfo’jom (gpl/\/ rgomb) — V;}?ert((p,/\,r) + — dr + 5 52 arc + ...,

aholi,j = ¢, A, r. A Taylor-féle sorfejtés magasabb foku tagjait a viszonylag kis vetitési tdvolsag
miatt elhanyagolhatjuk. A vetités hibdjanak részletesebb vizsgalatat Téth és Foldvary (2005)
tartalmazza.

3.2 Az Eo6tvos tenzor felfelé/lefelé folytatasa
Az Eotvos-tenzor felfelé/lefelé folytatasat a geopotencialra vonatkozo Poisson-integralbol kiin-

dulva oldottam meg. Alkalmas skaldr és komplex differencidloperatorokat vettem fel, és ezeket
a kiindulasi- és szamitdsi pontokban alkalmaztam a Poisson-integrélra.

A Poisson-integral az () egységgombfeliiletre (teljes térszogtartomanyra) vett integral
(Heiskanen és Moritz 1967)
14 ! [ vankar)dor (3.1)
(r) = 17 Jo r I, T . .

K (r,r*) a Poisson-magfiiggvény, amely Legendre-sorba fejtheté (a nullad- és els6foku tagok
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nélkiil)
oo % +1
;
K (r,r*) = Z(—) Q1+ 1P, (&) (3.2)
=\ T
(T és t*egységvektorok). A Poisson-magfiiggvény zart alakja (Moritz 1980)
3 2
o’ (1-0o
K(o,x) = % — 03 — 30%x, (3.3)

aholo = (r/r),x =t-# és L2 =1 —20x + 2.

3.2.1 Gradiens tenzoroperatorok komplex gombi, valds és polaris formaban

AV gravitacids gradiens tenzor a Vij tenzoroperator (i,j = x,y,z) hatdsa a V geopotencidlra;
derékszogli koordinatakban felirva Vii=V;V. A gradiens tenzor kilenc 6sszetevéje egy-egy
parcidlis derivalt, d;V = 9;0;V, ahol d; = dV/dx;. A koordindta-rendszer elforgatdsa utdn e
masodrend Vz‘]‘ tenzoroperator bizonyos 6sszetevéi egymas kozott transzformalédnak. Mate-
matikailag ez ugy fogalmazhaté meg, hogy az SO(3) forgascsoport hatdsdra a tenzoroperdtor
elemei tgy alakulnak at, mint a mdsodfoka komplex feliileti gombfiiggvények (Fano és Racah
1959). Ezek az dsszetevék vagy osszedllitasok egy tin. V2 mdsodrendii gombi tenzort alkotnak,
amelynek 6t 6sszetevije V,(nz), m = —2,-1,0,1,2. Ha a z tengely koriil forgatunk, az 6t 6ssze-
tevé mindegyike kiilon-kiilon az SO(2) forgascsoport dbrazolasa szerint alakul at (Varshalovich
et al. 1988). Ennek a gombi tenzornak az 0sszetevdi (i a képzetes egység)

2 .
Vi’f) Oyy — Ory + 120,
v | = Oz %10y, (3.4
v 9.

A komplex (3.4) gombi tenzoroperator Osszetevdi helyett a V,, V, valds vektorokat és a
V, skalart hasznaltam, amelyeket az EKL-rendszerben igy definidltam: V, = (9yy — Oxxs 2axy>T,

V1 = (52, 9y2)", Vg = 9, ahol T a transzponaldst jeloli.

A vektor differencidloperdtorok (r, ¢, A) gombi poldrkoordindtdkban felirva

1
( Oy = Oxx ) _ 1 ( dpp T AN QI — =012 ) 35)
- 1 .
20y, 2 29, (maA)
és 1
-d
( gxz ) = _ar( 4 ‘Pa ) (3.6)
yz 7 oS @ A

ahol d,, 8@ d, a gombi koordindtak szerinti parcidlis derivaltakat jelolik.

3.2.2 A derivalt operatorok elforgatasa

A (3.2) Poisson-magfiiggvény irdnyfiiggetlen, vagyis csak a i gombi szogtavolsdgtol fiigg
(cosy = t-1*), az azimutoktdl nem, ezért célszer(i a (3.5, 3.6) vektor differencidloperdtorokat
a (¢, a), illetve a (p, a*) valtozok fiiggvényében felirva alkalmazni a szdmitdsi, illetve a
kiindulasi pontokban. A megfelelé operatorok a P kezdépontt helyi EKL-rendszerben a
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kovetkezok

0, —0 1 cos 2«
vy xx — _
( 29 ) T2 (al/”/’ C0t¢a¢) ( sin 2« ) 37

Oy \ _ 1 cos
(1))

Ezek az operatorok az SO(2) forgdscsoport hatdsdra ugyanugy transzformalédnak, mint a md-
sodfokd, masodrendd, illetve mdsodfoku, elsérendi gombfiiggvények. Amikor a P* kiinduldsi
pontban alkalmazzuk 6ket, a (3.7, 3.8) kifejezésekben az a azimut helyett a*-t kell irnunk.

és

3.2.3 A szamitasi és kiindulasi operatorok alkalmazasa a Poisson-integralra
Szamitasi operatorok

A Poisson-integralra a (3.7, 3.8) operatorokat a szamitasi pontban egyszertien alkalmazhat-
juk. Bdrmi legyen is a K(r,r*) magfliggvény, az operdtor (r, 1) valtozoktdl fliggd részét al-
kalmazzuk rd. Az igy kapott K (r,r*) = (r*/r)Z(aw, — cot YayP)K(r,r*) és KD, ) =
—r*zar(l/r)alpK(r, r*) magfiiggvényekkel

1% 1 cos 2w
yy—xx - * (2) * *
( 2Vyy ) )= 47rr*? fQ V) K2 e ) ( sin 2« )dQ (3.9)
és
VXZ _ 1 * (1) * cosa *
( v )(r) = — [ verkOar (o )dor (3.10)

Ha a K(r, r*) fliggvényt végtelen Legendre-sorba fejtjiik, akkor az (3.7, 3.8) operatorok r-
tol fliggd része tagonként alkalmazhatd, hiszen az egy r szerinti hatvanysor. Azonban mielétt a
i szerinti tagonkénti differencidldst alkalmaztam, ellendrizniink kellett a kapott sor egyenletes
konvergenciajat.

A teljesség kedvéért k6zlom a masodik fliggoleges derivalt felfelé/lefelé folytatasanak in-
tegraljat is (Heck 1979)

1
47rr+2?

V_.(r) = fQ V (") KO (r, r*) dO* (3.11)

ahol K (¢, r*) = r*zaﬂK (r,r*).

Kiindulasi operatorok

A (8.7, 3.8) kiindulasi operatorok Poisson-integralra torténé alkalmazasahoz sziikségem volt
az operdtorok Y, (¢, A) (komplex) géombfiiggvényekre vett hatdsara. Ezt a kovetkez6képpen
hatdroztam meg.

A sz) és VE_LZf komplex differencidloperdtorok hatdsdra a gémbfiiggvényekbdl az ugyne-
vezett spin-2 és spin-1 gombfiiggvényeket kaptam (Goldberg et al. 1967), amelyek ortonormalt
bazisfiiggvények az egységgomb feliiletén. Ezért amikor ezeket az operatorokat a V potencial
P* pontbeli gobmbfiiggvénysorfejtésére alkalmaztam, akkor a mérések spin-2 vagy spin-1 sorfej-
tését kaptam. E fiiggvények ortonormalitdsa miatt a geopotencidl egységgombfeliileti integra-
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lokkal kifejezett sorfejtési egyiitthatdit kaptam. Amikor ezeket az egyiitthatékat visszairtam a
geopotencial sorfejtésébe, akkor végiil a kiindulasi operatorok Poisson-integralra vett hatasat
kaptam meg

Vi) = — j ( yyx )(r*) ( Zififf )KQ) (r,") dOY* (3.12)
és 5
r Vs . cosa* . .
V() = e IQ( v, ) (r) - ( sin )K(l) (r,r*)dQ)". (3.13)

A K(z)(r, r*) és K(l)(r, r*) magfiiggvényeket a (3.2) Legendre-sorbdl a megfelel6 diffe-
rencidloperdtorokkal és a spin gombfiiggvények sajatértékeinek négyzeteivel kaptuk. Ezek a
magfiiggvények

o e\l 20 +1 Pia(cos§)
Koy (r, 1) = l; (7> T DI+ D2 (aw — cot 1/]81/,) P;(cos ) (3.19)
és
o\l 2l +1 ln(cosy)
K(l) (r,r ) = ; (7) m (—aw) PZ(COS lp) (315)

az els6- és masodrend( asszocidlt Legendre-fiiggvények végtelen sorai.

A szamitasi és kiindulasi operatorok egyiittes hatasa

A (3.7, 3.8) kiindulasi és a (3.13, 3.12) szamitasi operatorok egyiittes hatasa a Poisson-
integralra a V, , V; vektor és V|, skalar derivalt operdtorokkal

_i . cos in* K9 (p ot cos ju .
VjV<r)—4anViV(r)-< L ) (r, )( . dQ* -i,j€1{0,1,2} (3.16)

sin ia* @ sin jo

A K((f)) (r,r*) magfiiggvényeket a d, = (8¢¢ — cot lpalp), d, = _81/}’ do = 1 operétorok-
kal definialjuk,

+3 0 —)!
8)) (r,r*) = 0, Z( ) (20 + 1)( ) P@l (F-1%) (3.17)
ahol Pj; (¥ - t*) = P;(cos¢) az asszocidlt Legendre-fiiggvények. Ezzel végiil megkaptuk az (i)
mennyiségek analitikai folytatasdnak keresett integralosszefiiggéseit a szamitando (j) mennyi-
ségek elbdllitdsara. Latjuk, hogy (3.16) Osszesen 9-féle analitikai folytatast foglal magaban.

3.2.4 Magfiiggvények a felfelé/lefelé folytatashoz

A felfelé/lefelé folytatashoz tartozé magfiiggvényeket a 3.1. tdblazatban foglaltam Gssze. Itt a
sorok a kiinduléasi gravitacios gradiens adatokat irjak le, az oszlopok pedig az egyes magassa-
gokban kiszamitandé kiilonb6z6 gravitacids gradiens mennyiségeket vagy egyiitteseket adjak.
A h magssagot a ¢ = R/(R + h) paraméter tartalmazza.
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3.1. tablazat. A teljes Eo6tvos tenzor elemeinek vagy egylitteseinek felfelé/lefelé folytatasahoz tarto-

z6 magfiiggvények az EKL koordinata-rendszerben. A sorokat [ = 2-t6l végtelenig vagy | = Lyax-ig

Osszegezzilk
kiszamitott mennyiség — V., (Vyzr Viz) (Vyy—xxr 2Vy)
| mért mennyiség (cos w, sin &) (cos 2, sin 2u)
1+3 2i+1 1+3p _ 20+l 143

sz ZZ(ZI + Do PZO al Zl 1+1 82 Zl (1+1)(1+2> PZO

* . * 2141 143 21+1 143 21+1 1+3
Vycosa® + V. sina ) =-0'Pp 012, s Py 9, oY Py

* : * 21+1 l+3 21+1 l+3 2[+1 1+3

Vyy—xx COS2a" + 2V, sin 2 Zl P 012 oY Pp 0,3, SIS Py

A fenti magfiiggvények zart képleteit Sprlak et al. (2014) kozlik. A 3.2. 4bra a GOCE
magassagara vonatkoz6 magfiiggvényeket mutatja.

y &4

A féatloban 1év6 magfiiggvények hasonldéak egymashoz, kivéve K(2,2), ami az origéban
1évé kiindulasi adatoknak ad maximalis sulyt. A K(1,0), K(2,0), K(0,1), K(2,1), K(0,2) és
K(2,2) magfiiggvények mind eltolt maximumokkal rendelkeznek, és ezek tapasztalataim sze-
rint (Téth 2003) kedvezétlenek a tavoli teriiletek elhanyagoldsa szempontjabdl. Erdekes kivétel
az origéban szingularis K(1,2) magfliggvény. Tapasztalataim szerint a szinguldris magfiigg-
vények a tavoli teriiletek elhanyagolasa szempontjabdl elényosebbek. Ezért gyakorlati szem-
pontbdl a GOCE esetében a (V,., Vyz) vegyes vizszintes-fliggbleges derivéltak egyiittesének
szamitdasat javasoltam a (V,, ., 2V, ) mésodik vizszintes derivaltakbol. Ez az elemzés csak a
magfiiggvények vizsgalatara tamaszkodott. Adott esetben a csonkitasi hibdk részletes vizsgala-
tara lehet sziikség.
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1.00 K((g)) 1.00 K(%)) 1.00 K((j))
0.75 1 0.75 1 0.75 1
0.50 - 0.50 - 0.50 -
0.25 0.25 1 0.25
0.00 4 0.00 1 0.00 1
~0.25 | ~0.25 | ~0.25 | |
0 10 0 5 10 15 0 5 10 15
1.00 K((?)) 1.00 K((ll)) 1.00 K(%)
0.75 1 0.75 1 0.75 1
0.50 - 0.50 - 0.50 -
0.25 0.25 0.25
0.00 - 0.00 - 0.00 -
—0.25 : —0.25 : —0.25 | .
0 10 5 0 5 10 15 0 5 10 15
0 1 2
1.00 K<(2)) 1.00 K((Z’)) 1.00 K‘g’)
0.75 1 0.75 1 0.75 1
0.50 - 0.50 - 0.50
0.25 0.25 0.25
0.00 - 0.00 - 0.00 -
~0.25 | ~0.25 : ~0.25 | |
0 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
1 (fok) 1 (fok) 1 (fok)

3.2. dbra. Az Eotvos tenzor analitikai felfelé folytatdsdnak magfiiggvényei a GOCE palyamagassagara
szamitva.

A GOCE gravitacids gradiensek atvitele a gyakorlatban a kiilonb6z6 magassédgi szintek
kozott tovabbi vizsgélatokat igényelt (Toth et al. 2006b). Az egyik gyakorlati szempont a gra-
vitacios gradiensek atvitelének korlatozasa (szlirés) a gombfiiggvényspektrumban. Ez azért
sziikséges, mert a GOCE mérései féként az 5-100 mHz kozotti frekvenciatartomanyra korlato-
z6dnak (3.3. a) abra). A masik annak vizsgalata, hogy egy adott pontossag eléréséhez a (3.16)
integraldst mekkora teriiletre kell kiterjeszteni, vagyis mekkora a tavoli teriiletek elhanyagola-
sabdl ered6 hiba.

A gombfiiggvényspektrumban végzett szliréshez Wiener, illetve médositott gombi Butter-
worth (MSB) sztir6ket definidltunk (T6th et al. 2006b). Ezek spektralis stlyait mutatja az 3.3.
b) abra.
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3.3. dbra. a) GOCE V_, jel- és zajspektrumok és Wiener-sz(ir silyok. b) A GOCE mérések frekvencia-

e

tartomdnydhoz igazitott Wiener és MSB sz{irék sulyai a gombfiiggvényspektrumban.

Megvizsgaltam a tavoli teriiletek elhanyagoldsdbol szarmazé hibat mind a fel- mind a
lefelé folytatds esetében (Toth et al. (2005), Téth et al. (2006b)). A felfelé folytatas akkor
sziikséges, amikor a GOCE méréseit kalibracio céljabdl 6sszevetjiik a foldfelszini nehézségi vagy
E6tvos-inga mérésekkel. A lefelé folytatads pedig a GOCE mérési adatainak felhasznaldsat teszi
lehet6vé a nehézségi er6tér helyi szerkezetének kutatasdara. A lefelé folytatassal atszamitott
adatokat igy a foldfelszini mérésekkel egytitt tudjuk felhasznélni valamilyen peremérték-feladat
megoldadsaban. A tavoli teriiletek elhanyagoldsabdl ered6 hibat mutatja a fiigg6leges gravitacios
gradiens lefelé folytatdsa sordn a 3.4. a) dbra, az E6tvos-inga mérésekbdl szamitott T, felfelé
folytatasa soran pedig a 3.4. b) abra.

108
105 —— MSB 250 km 110 —
—— MSB 200 km —— EGM96 modell
104 —— Wiener 200 km 120 4
5 =  Wiener zérus
10 1001
oo E magassag: 250 km
N % 807
E 10! e
) = 60 -
10
107! 107
10—2 20 T
1073 + T T T T T 0 T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10
a) tavolsdg (fok) b) tavolsdg (fok)

3.4. abra. a) A tavoli teriiletek elhanyagoldsabdl eredé hiba a V., lefelé folytatdsa soran 200 és 250

km-es palyamagassagbol, MSB és kétféle Wiener szliréssel az EGM96 geopotencialis modell segitségével

becsiilve. b) A tavoli teriiletek elhanyagoldsdbdl eredd hiba az Eotvos-inga mérésekbdl szamitott T,
GOCE palyamagassagba valo felfelé folytatasa soran.

A lefelé folytatds a magfiiggvény regularizaldsat igényli, példaul ugy, hogy a magfiigg-
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vényt a gombfliggvényspektrum adott részére korlatozzuk. A Haagmans et al. (2002) altal
alkalmazott gombi Butterworth-sz(ir6 alkalmas valasztas lehet, mivel segitségével a GOCE hasz-
nos mérési tartomanyaban (MBW) taldlhat6 informaciora korlatozédhatunk. A 3.5. dbran pél-
daként az igy kapott K(((l))) magfiiggvényt mutatom be. Ezzel a magfiiggvénnyel a GOCE pa-
lyamagassagdban mért T, gradienseket lefelé folytatva a foldfelszinen V., és V. gradiensek

szamithatok.

i
0.5 1
0.0 1
—-0.5 T T T T
0 1 2 3 4

tévolsdg (fok)

3.5. abra. A GOCE hasznos mérési tartomdnyara korlatozott atviteld K((%) magfiiggvény a GOCE palya-
magassagabdl végzett lefelé folytatashoz. A normalizalt magfiiggvény a gombi szogtavolsag fliggvénye.

A sziirést 1-es tipusd Butterworth sztlirével valdsitottam meg (Haagmans et al. 2002)

A szamitasok tovabbi részleteit T6th et al. (2005) és Toth et al. (2006b) kozlik.

3.3 Osszefoglalas

Ebben a részben a teljes E6tvos tenzor felfelé/lefelé folytatdsanak problémajat vizsgaltam. Meg-
mutattam, hogy a gravitacids gradiensek harom meghatarozott 6sszeallitasa (egy 2. rangu gom-
bi tenzor gradiens operatoranak elemei, Bayman (1978)) kiilonb6z6é magassagokba atvihet6 a
hdrom koziil barmelyik 0sszedllitasba. Az ismertetett eljards 9 kiilonb6z6 magfiiggvényt ered-
ményezett, és a modositott Poisson-integral 8 Osszedllitds esetében fligg a kiindulasi- és/vagy
a szamitasi pontok egyszeres és kétszeres azimutjaitdl. A magfiiggvények segitettek eldonteni
azt, hogy gyakorlati szempontbdl mely 6sszeallitasok el6nyosek, és melyek nem. Az integralok-
kal a teljes E6tvos-tenzor atviheté kiilonb6zé magassagokra, a gombfiiggvényspektrum adott
részére korlatozott magfiiggvények segitségével. gy a gravitaciés gradiens adatokat csak egy
adott tavolsagig sziikséges integralni. Megvizsgaltam az E6tvos tenzor analitikai folytatdsdnak
gyakorlati megvaldsitdsahoz kapcsolodé kiilonb6z6 szempontokat is. Kutatdsaim eredményeit
hasznositani lehet az (r vagy 1égi gravitdcios gradiometriaval nyert E6tvos tenzor adatok feldol-
gozasara.
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4 Nehézségi gradiensek bevonasa Magyarorszag teriiletén a
nehézségi er6tér meghatarozasaba

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, a nehézségi er6tér valamely kivalasztott szintfeliilete részletes
meghatdrozdsdval gradiensmérésekbdl a vildgon elészor tudoményos célokbdl Eotvos Lorand
foglalkozott (E6tvos 1906). Késébb az 1950-es évektdl az egész orszagra kiterjedben torténtek
csillagaszati-geodéziai geoidmeghatarozasok (Bird et al. 2013), amelyeket a kiilénb6zé intéz-
ményekben modern gravimetriai geoidszamitasok kovettek (Volgyesi et al. 2005).

A kvazigeoid meghatdrozdsanak egyik célja az, hogy megteremtse a kapcsolatot a Ma-
gyarorszagon hasznalt, tengerszintre (EOMA alapszintjére) vonatkozé normalmagassagok és a
GNSS-el meghatarozott, adott geodéziai datumra vonatkozd ellipszoid feletti magassagok ko-
z0Ott. Mérsékelt domborzati viszonyainknak koszonhetéen a legnagyobb eltérés a kvazigeoid és
a geoid (vagy normal- és ortométeres magassagok) kozott csak mintegy 25 mm (Adam et al.
2002), viszont ezt az eltérést a nagy pontossagu geoid meghatarozasanal mar tekintetbe kell
venni. A rovidség kedvéért a ,,geoid” elnevezés alatt is a tovabbiakban mindig a kvazigeoidot
értjiik.

Magyarorszagra tobb gravimetriai geoidmegoldds késziilt el a Stokes integrdl (2.1) elja-
rasaval (HGEO2000: Volgyesi et al. (2005), HGTUB2000: Téth és Rézsa (2000)). Néhanyat
az Orszagos GPS Halézat (OGPSH) GPS/szintezési pontjaira illesztettek a GNSS magassagmeg-
hatdrozas céljara (HGGG2000 és HGGG2004: Volgyesi et al. (2005)). A GNSS és szintezési
adatainknak kelléen nagy stlyt adva ugyanis illeszthetjilk a megoldast a GNSS és szintezési
adatok magassagi rendszerébe (Marti 2007).

Ahogy a 2. részben lattuk, az E6tvos peremérték-feladatok segitségével a felszini nehéz-
ségi gradiensmérések énmagukban is alkalmasak a geoid vagy a nehézségi rendellenességek
kiszamitasara. Azt is lattuk, hogy a gyakorlatban a tavoli teriiletek hatasat valamely geopo-
tencialis modellel tudjuk szamszertisiteni. A cm pontos geoidmeghatdrozast szem el6tt tartva
azonban indokolt az E6tvis-inga-méréseket a tobbi méréssel egyiitt felhasznalni (Szics et al.
2014). A nehézségi er6tér meghatdrozdsanak inverzids eljdrdsai erre lehet6séget adnak. Ez az
eljards varhatdan javitja a megoldds részletességét, pontossagat és megbizhatdsdgat.

Az inverziés modszerek kozos alapgondolata az, hogy a nehézségi er6tér meghatarozandé
W (x) potencidlfiiggvényét alkalmas B(x, x;) bazisfiiggvények és x; bdzispontok segitségével
felirjuk a

W(x) = chB(x, Xi) 4.1)
k

alakban. Célunk az itt szerepld c; inverzids egyiitthaték meghatdrozdsa. Ehhez kiilonb6z6 mé-

réseket haszndlunk fel, amelyeket az er6tér potencidlfiiggvényéhez valamilyen F (W) el6irdssal
rendeljiik hozz4. Az F(x;) méréseket a Bf (x,, x,) bazisfiiggvényekkel modellezziik

F(x) +e(x) = Y B (x;xp) (4.2)
k

ahol e(x;) a mérési és modellezési hibakat jeloli. Ezutdn valamilyen becslési eljdrdssal (példa-
ul a hibdk stilyozott négyzetdsszegének minimalizaldasaval) a (4.2) egyenletrendszert megold-
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juk az ismeretlen ¢, egyiitthatékra. A megoldés ismeretében a W potenciélfiiggvény, illetve
barmely, bel6le szarmaztathaté F(W) mennyiség (geoidunduldcio, nehézségi rendellenesség,
fliggévonal-elhajlas, E6tvos-tenzor) tetszéleges Xj pontban kiszamithaté (modellezhet6, elére-
jelezhet6) az

F(x]-) = Z ckBF(x]-, Xi) (4.3)
k

Osszefliggéssel. Az inverzids eljarasok elénye az integral transzformacids (Stokes, E6tvos) el-
jarasokkal 6sszehasonlitva az, hogy a felhaszndlt és a szamitott mennyiségek hibai is részei a
megolddsnak. Konnyd az eltér6 megbizhatdsagi mérések kozos felhasznalasa és a szamitott
mennyiségek megbizhatdsdganak jellemzése.

A nehézségi er6tér modelljének megalkotdsa sordn a fels6geodézidban szokdsos eljdrds
az, hogy a valddi nehézségi erbteret egy szabalyos erétérhez, a geodéziai foldmodell nehézségi
er6teréhez viszonyitjuk. A teljes W (x) potencialfiiggvény helyett a geodéziai foldmodell U (x)
normalpotencialjahoz viszonyitott T(x) = W (x) — U(x) potencidlzavar fiiggvényét, illetve a
belble szamithaté egyéb mennyiségeket (geoid-ellipszoid tavolsag, nehézségi rendellenesség,
fligg6vonal-elhajlas, stb.) hasznaljuk.

Magyarorszagon a nehézségi erbteret kétféle inverzids eljarassal hatdaroztuk meg. Az
egyik a Krarup és Moritz nevéhez fiz6d6 legkisebb négyzetek mddszerén alapuld kollokdcio
(Moritz 1980). A masik a radidlis bdzisfiiggvényes inverzio (Schmidt et al. 2007). Ezek az
eljdrdsok a B(x, x;) bazisfliggvények megvdlasztdsdban kiilonboznek egymastdl.

Alegkisebb négyzetek mddszerén alapuld kollokacio (a tovabbiakban réviden: kollokacid)
esetén a bazisfiiggvények az er6tér statisztikai lefrdsdhoz haszndlt un. kovarianciafiiggvények-
kel dllnak kapcsolatban (Moritz 1980), a bazispontok pedig a mérési pontok. Az alkalmazott
koordinata-rendszertél fliiggben a kovarianciafiiggvények gombi vagy vetiileti sikkoordinatak-
ban adottak. A kollokacio eljarasanak kozponti eleme a modellezni kivant nehézségi er6tér sta-
tisztikai szerkezetéhez legjobban illeszked6 kovarianciafiiggvény becslése. Ezt a mérési adatok
és a kovarianciafiiggvény valamely felvett paraméteres modellje alapjan végezziik el a paramé-
teres modell illesztésével.

A kovarianciafiiggvény a kollokaciéban a mérési adatok sulyat adja meg, és fontos jel-
lemzéje a korreldcids hossz. Ez az a tdvolsag, amelyre a kovariancia a maximalis érték felére
csokken. Gyakorlati okokbodl célszer(i ezt a tdvolsagot csokkenteni, mert igy kevesebb adatot
kell bevonni a szamitasba — olyan adatokat, melyek silya nem zérus, vagy zérus kozeli kis érték.
A csokkentés a nehézségi er6tér f&bb jellegzetességeit leiré modell(ek) segitségével valdsitha-
té meg. A kollokacié sikeres alkalmazasahoz homogén és iranyfiiggetlen adateloszlés is kell,
mert a szamitashoz egyetlen, irdnyfiiggetlen kovarianciafiiggvényt hasznalunk. Ezeket a ko-
vetelményeket a szdmitds sordn az adatok tovabbi redukaldsaval érhetjiik el. A gyakorlatban
ugy jarunk el, hogy a nehézségi erétér valamely geopotencialis modellje, illetve a terepfelszin
segitségével szamithaté mennyiségeket kivonjuk a mért mennyiségekbdl. A kollokaciot pedig
ezekkel a maradékokkal szamitjuk.

Az inverzi6 masik eljarasahoz hasznalt gombi radialis bazisfiiggvényeket a gombfiiggvény-
spektrumbeli egylitthatdikkal és térbeli helyzetiikkel adjuk meg. Az egyiitthatok definialjak a
bazisfiiggvények spektralis tulajdonsagait és alakjat. A térbeli helyzetiik vagy egy elére meg-
adott racspontrendszerhez kotott, vagy szabadon viéltoztathatd az inverzié soran. Alkalma-
zasuk hasonlithaté a nehézségi er6tér tomegpontokkal (maszkonokkal) valé modellezéséhez,
voltaképpen annak tovabbfejlesztett valtozata.

A gombi radidlis bazisfiiggvényeken alapul6 inverzi6 a tapasztalatok szerint jol alkalmaz-

26



Nehézségi gradi ézségi er6tér meghatarozasaba

haté a regiondlis nehézségi er6tér meghatdrozdsara. Schmidt et al. (2007) jo attekintést adnak
errdl az eljarasrdl, amelyet tobben sikeresen alkalmaztak a helyi nehézségi er6tér szamitasara
mind f6ldi (Klees et al. 2008; Wittwer 2009; Bucha et al. 2016; Mahbuby et al. 2017), mes-
terséges holdas (Eicker 2008; Naeimi 2013) valamint Girgradiometriai és foldi adatok esetében
(Lieb et al. 2014). A mddszer elénye a kollokédcidhoz képest a 1ényegesen kisebb szdmitésigény
(nem kell az adatok szamaval megegyez6 szamu ismeretlent meghatarozni).

A nehézségi erétérre vonatkozd mérésekbol a nehézségi er6tér modellezése altalaban
rosszul kondicionalt inverzfeladat. Egyrészt a mérési hibak, mdsrészt az analitikai lefelé foly-
tatds és a szabdlytalan adateloszlds, példdul adathidnyos teriiletek is bizonytalannd tehetik. A
fizikailag értelmes megoldashoz ezért gyakran a megoldas szabdlyozdsdra (regularizacid) van
sziikség. A szakirodalomban erre szamos eljarast javasoltak (Bouman 1998).

A kovetkezbkben az emlitett két nehézségi er6tér meghatdrozast mutatjuk be. Mindegyik
megoldds ismertetése sordn megemlitjiik a felhasznalt adatokat, valamint a redukcié soran fel-
hasznalt geopotencidlis és terep (felszin) modelleket. Ezen kiviil kitériink a modellezéshez fel-
hasznalt kovariancia vagy bazisfiiggvényekre és az elkésziilt megoldasok vizsgalatara. Tovabbi
részleteket a Téth (2009a) , Volgyesi et al. (2018a) és Toth és Foldvary (2015a) cikkek tartal-
maznak.

Magyarorszagon az itt emlitett megoldasok mellett tovabbi nehézségi er6tér modellek
is késziiltek inverzids eljarassal. Dobrdka és Volgyesi (2009) egy joval kisebb modellteriileten
ugyancsak az E6tvos-inga méréseit haszndltdk az inverzid sordn. A potencidltér leirdsra hasznalt
bazisfiiggvények a térbeli derékszogli koordinatak haromvaltozoés polinomjai voltak. Megemlit-
jik még az EGM2008 geopotencidlis modell (Pavlis et al. 2012) segitségével kollokaciéval el6al-
litott kombinalt asztrogeodéziai-gravimetriai kvazigeoidot (Toth és Szlics 2011). Téth (2020b)
diplomamunkdjaban pedig ugyancsak a radialis bazisfiiggvényeket hasznalta. A felszini gravi-
metriai, GNSS, szintezési és asztrogeodéziai mérések mellett a GOCE pdlyamagassdgdban Ma-
gyarorszag tagabb teriilete folott mért gravitacios gradienseket vonta be a megoldasba, viszont
a modellben nem hasznalt E6tvis-inga méréseket.

4.1 A HTGUB2007 kvazigeoid megoldas legkisebb négyzetes kollokacidval

A HGTUB2007 jel kvézigeoid megolddst Magyarorszag teriiletére gravimetriai, GNSS, szin-
tezési, fliggbvonal-elhajlasi, Eotvos-inga és DTM adatok kombindlasaval készitettem el (Toth
2009a). A legkisebb négyzetes kollokacié mddszerével, sikbeli logaritmikus auto- és kereszt-
kovariancia fiiggvényekkel és 720 fokszamu referencia geopotencidlis modellell végeztem a
szamitast. A végs6 megoldasban gyakorlati okokbdl nagy sullyal szerepeltek az Orszagos GPS
Halozat (OGPSH) 95 szintezett pontjdnak mérései. A megoldds bels6 pontossagat jelz6 szoras
értéke az orszag teriiletén 2 cm-nél kisebb.

4.1.1 A felhasznalt adatok és redukalasuk

A szamitasok soran — a geopotencialis modelleken és a domborzat-, helyesebben felszinmodel-
len kiviil — 6tféle adatrendszerrel dolgoztam. A megoldando egyenletrendszer méretének csok-
kentése céljabol a nehézségi rendellenességeket és Eotvos-inga nehézségi gradienseket egyen-
letesen ritkitottam. A megolddsban végiil a 4.1. dbrdn lathaté adatok szerepeltek:
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4.1. abra. A megoldéshoz felhasznalt adatok.

* 6678 atlag szabadlevegd nehézségi rendellenesség 2'x3” méretd (kb. 3.5 km X 3.5 km-
es) blokkokra az ELGI adatbazisabdl

* 276 (2 X 138) asztrogeodéziai fliggévonal-elhajlas 6sszetevd

* 7452 Eo6tvos-inga nehézségi gradiens 0sszetevd (a nehézségi erd vizszintes valtozasa vek-
toranak E-i és K-i iranyt 6sszetevéi)

* 95 GNSS és szintezési pont kvazigeoid magassdgai (az Orszdgos GPS Halézat (OGPSH)
Ujabban szintezett pontjai)

Hazank teriiletén kiviil bevontam az EGG97-es modellb6él (Denker és Torge 1998) to-
vabbi 267 kvdazigeoid magassagot. A célom az orszdghatdron kiviili megoldds ,elcstiszdsdnak”
megakadalyozasa volt. Ezt a technikat alkalmazta Marti (2007) a svajci CHGEO2004 szamitasi
eljarasban. Az orszag teriiletén kiviili adatokat ugy sulyoztam, hogy Magyarorszagon beliil a
megoldast ne befolyasoljak. Ezért jelentésen (1000 km-el) megnéveltem ezeknek és a GNSS/-
szintezési pontoknak a tavolsagat, hogy a szamitasban nagyon kicsi legyen a sulyuk. Végered-
ményben az orszdgon beliili és kiviili kvdzigeoid magassdgok esetleges eltérései igy nem okoz-
hattak szabdlyos hibat az orszag teriiletén beliil.

Az 6sszes adat redukalasat két geopotencidlis modellel is elvégeztem, 720 maximalis fo-
kig. Az egyik a GPM98CR modell volt (Wenzel 1998). A mdsik a GRACE GGMO02C modell
(Tapley et al. 2005) egyiitthatdit tartalmazta 200 fokig és rendig, azon feliil pedig a GPM98CR
modell egyiitthatdit, amelyeket a 180-200 fokszamtartomanyban linearis &tmenettel kombinal-
tam (GGMO2CB modell). fgy a modellek eltéré maximalis fokszama nem befolyasolta az adatok
redukcidjat, masrészt az ijabb GRACE modell varhatdan javitotta megoldast. A szamitds soran
még nem 4llt rendelkezésre az djabb, nagy felbontdsu EGM2008-as geopotencidlis modell.

Az adatok topografikus redukci6jdhoz a 3” (kb. 90 m) felbontasi SRTM3 digitalis felszin-
modellt haszndaltam fel (Farr és Kobrick (2000), Timar et al. (2003)). Ezzel a modellel RTM
korrekcidkat szdmitottam (Forsberg és Tscherning 1981) az 0sszes adatrendszerre a geopoten-
cialis modellek maximalis fokszamaval.

Vizsgalataink (Téth és Rozsa 2006) szerint Magyarorszag teriiletén a GRACE mérésein
alapuld geopotencidl modellek az eltérések szdérdsa és az atlagos eltérés tekintetében is jobban
illeszkednek a nehézségi rendellenességekhez, mint a korabbi, EGM96 alapti modellek, viszont
rosszabbul az OGPSH szintezett pontjaiban a kvdzigeoid unduldciokhoz, természetesen azonos
fokszam mellett. Az adatredukcié soran most is azt tapasztaltuk, hogy a felhaszndlt GRACE
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alapti modellbdl szadmitott er6tér paraméterek, a nehézségi rendellenességek kivételével, kissé
nagyobb szdrassal és atlagos eltéréssel illeszkedtek (4.1. tablazat).

4.1. tablazat. A HGTUB2007 megoldashoz felhasznalt eredeti, valamint redukalt adatok szdérasa/atlaga

adatrendszer nehézségi o™ o) GNSS és
rendellenesség szintezés (m)
(mGal)

eredeti adatok +17.92/14.90 +2.47/0.55 +2.17/2.85 +0.12/0.23

GPMO98CR és +7.77/-4.41 +1.22/0.02 +1.06/-0.06 +0.12/0.23

RTM

GGMO2CB és +7.69/-1.06 +1.20/-0.24 +1.09/-0.11 +0.14/0.61

RTM

A tablazatban az Eotvos-inga mérések statisztikai adatai nem szerepelnek, mert az alkal-
mazott geopotencialis modellek felbontdsa (kb. 28 km) nem elég ezeknek az adatoknak az
érdemi redukcidéjahoz. Ez azt jelenti, hogy a gradiensek szdrdsa =15 E volt a redukcid el6tt,
és ez maradt a redukcié utan is. Az érdemi redukciéhoz igen nagy felbontasu geopotencialis
modellek lennének sziikségesek.

4.1.2 A kvazigeoid meghatarozasa

A kollokacié szamitdsdhoz a Forsberg (1987) éltal javasolt, térbeli derékszogii koordinatdk-
ban felirt logaritmikus kovariancia modellt valasztottam. Egyrészt azért, mert ez alkalmas volt
az Osszes altalam felhasznalt mérési tipus auto- és keresztkovariancia fiiggvényei eléallitasara.
Masrészt a referencia geopotencidlis modell fokszdma és a szamitasi teriilet kisebb kiterjedése
lehet6vé tették a vetiileti koordinatak hasznalatat (Forsberg 1984).

A nehézségi rendellenesség autokovariancia fiiggvénye

4
C(Ag, Ag2) = —Cy Z w;In(D; + hy + hy + \/52 + (D; + hy + hz)z) 4.4
i=1

a pontok 111, h, magassagatdl és s vizszintes tdvolsdgdtdl fiigg. C, a nehézségi rendellenességek
variancidja, az «;-k egész szamok (1, -3, 3, -1), D; = D + (i — 1)T (Forsberg 1984).

Ez a kovariancia modell nehézségi gradiensekre is hasznalhatd, ami kevés kovariancia
modellrél mondhaté el. A modell a; és D; allanddin keresztiil hdrom szabadon vélaszthaté
paramétertdl fiigg: Cy, D és T. Az els6, Cy a nehézségi rendellenesség autokovariancia fligg-
vénye skalatényezdbje, D az er6tér magasabb frekvenciaju, T pedig az alacsonyabb frekvenciaji
nehézségi er6tér osszetevoket csokkenti. A kiilonb6z6é mennyiségekhez tartozo részletes ossze-
fliggéseket Forsberg (1987) fliggeléke tartalmazza.

Az emlitett harom modellparamétert a (4.4) kovariancia modell illesztésével hataroztam
meg. Az illesztést a nehézségi rendellenességekkel végeztem, de a modell a 4.2. tdbldzat tanu-
saga szerint jol illeszkedett a tobbi adatra is. Az illesztéssel kapott paraméter értékek: Cy =
57.7 mGal2, D = 5 km, T = 9 km voltak.
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4.2. tablazat. A Cy = 57.7 mGal?, D = 5 km, T = 9 km paraméter(i Forsberg-féle kovariancia modellb8l
szamitott és a redukalt adatok szdérdsai. A nehézségi rendellenességek szérdsa megegyezik C, értékével

mennyiség redukalt adatok szérdsa  modellbdl szamitott szoras
magassagi rendellenesség +0.120 m +0.083 m
fligg6vonal-elhajlas +1.1-1.2" +1.13"
vizszintes gravitacids gradiens +14-15E +15.2E
60 RTM nehézségi rendellenességek gradiens — geoid — fiiggévonal-elhajlas
\ A— tapasztalati é
50 1 ‘\ === modell 3
T
o of A
8 A @
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4.2. dbra. Tapasztalati és modell auto- és keresztkovariancia fliggvények. A fiiggvények szamitdsdhoz
az adatok redukcidjat a GPM98CR geopotencidlis modellel végeztem 720 maximadlis fok- és rendszamig.

Az 4.2. abrdkon lathatok a nehézségi rendellenességek autokovariancia fiiggvényei, illet-
ve a T, gradiensek, a kvdzigeoid unduldciok (GNSS és szintezés) valamint a K-Ny-i fiiggévonal-
elhajlas 0sszetevOk modellbdl szamitott keresztkovariancia fiiggvényei. A kovariancia modell
paramétereinek valtozasara a fligg6vonal-elhajlasok és a nehézségi gradiensek voltak a legérzé-
kenyebbek.

A kovariancia modell segitségével az Eotvos-inga mérések, nehézségi rendellenességek,
fliggévonal-elhajldsok és GNSS/szintezési adatok egylitt hasznédlhatdk fel a szdmitdsban. A kii-
16nb6z6 tipusu adatok sulyozasat tapasztalati titon végeztem, megfigyelve a szamitott pontok-
ban kapott eltéréseket. Az E6tvos-inga vizszintes nehézségi gradienseit azonban két 1épésben
hasznositottam. El6szor a kivalasztott 3726 pontbeli (+5 E kozéphibaja) vizszintes gradiensek-
bl és a (+£0.3"-es kozéphibdju) fiiggévonal-elhajlasokbol kollokacidval fiiggévonal-elhajlasokat
interpoldltam mind a 3726 pontban. A =5 E kozéphibat a nehézségi rendellenességekkel és
vizszintes nehézségi gradiensekkel végzett prébaszamitdsok alapjdn allapitottam meg. A ma-
sodik 1épésben a szamitott fiiggévonal-elhajlasokkal és becsiilt kozéphibdikkal 14 700 pontban
kvazigeoid unduldcidkat hataroztam meg. Ebben a 1épésben a nehézségi rendellenességeket,
fliggévonal-elhajlasokat és GPS/szintezési adatokat is felhasznaltam.

A kétlépéses szamitasi eljarast a kollokacids egyenletrendszer instabilitasa miatt kovettem.
Ezt akkor tapasztaltam, amikor a nehézségi gradienseket kozvetleniil vittem be a megoldasba.
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Az instabilitast vélhetéen a nehézségi gradiensek inhomogén teriileti eloszldsa okozta (4.1. ab-
ra). Ugyanis ha a szdmitasi pontnak abban a kdrnyezetében, amit a korreldciés hossz mutat,
nincs elég adat, akkor az eredményt az adatok eloszlasa is nagyon befolyasolja. A 4.2. abra
szerint a nehézségi gradiens — fiiggévonal-elhajlds keresztkovariancia fliggvényének korreldci-
0s hossza lényegesen kisebb, mint a nehézségi gradiens — geoid mennyiségeké (3.5 km 17 km
helyett). Ezért a fiiggévonal-elhajldsok szamitasahoz a pont jéval kisebb kornyezetébdl kelle-
nek csak nehézségi gradiensek. fgy a kétlépéses szamitds mar stabil. Erdekes megfigyelni azt,
hogy az 2. részben az Eotvos peremérték-feladat gyakorlati megoldasa sordn is egy kétlépéses
szamitasi eljaras bizonyult célravezetébbnek.

4.1.3 A szamitott megoldasok és 6sszehasonlitasuk

Tobbféle kvazigeoid megoldast készitettem el, amelyek az adatok és a GNSS/szintezési ada-
tok felhaszndldsa tekintetében térnek el egymdstol. Ezek asztrogravimetriai (AG), asztrogravi-
metriai és GNSS/szintezési (AGG), valamint asztrogravimetriai, GNSS/szintezési és vizszintes
gravitacios gradiens (AGGG) megoldasok. Gyakorlati szempontok miatt a GNSS/szintezési ada-
tok némelyik megolddsban nagy sullyal szerepeltek. Ez ugyan elfedi a GNSS/szintezési adatok
esetleges hibdit, viszont hasznos lehet a GNSS magassdgmeghatdrozdshoz, amikor EOMA ma-
gassagokat szamitunk ellipszoid feletti (GNSS) magassagokbol.

N G
| S
N

5)\ \*\‘7 A —— @ 43%) O
\
If
Y
/ ,

S \/\’\_
| (@
21° 22°
4.3. dbra. A GRACE geopotencidlis modellel készitett HGTUB2007 kvéazigeoid megoldds a GRS80 ellip-
szoidhoz képest.

(

47°

SR

Az OGPSH-hoz illeszked6, GGM02CB geopotencialis modell szerinti HGTUB2007 AGGG
megoldds (4.3. dbra) szdmitdsa ugy tortént, hogy a 94 GNSS/szintezési adat nagy sulyt (kis,
+0.1 mm-es kozéphibat) kapott. A kvazigeoid unduldciok becsiilt kozéphibdja ezért gyakorla-
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tilag zérus lett a 94 pont kozelében, =1 cm-es az orszag teriiletén és =5 cm-es azon kiviil (4.9.
abra). Az AG és AGG kvazigeoid megoldasok kiilonbsége (4.5. dbra) az orszag teriiletére 47
cm-es 4tlagos eltérést és +10 cm-es szérast mutatott. Megfigyelhet6 egy ENy-DK irdnyt d6lés is.
Az OGPSH és az EGG97 6sszehasonlitdsa (Kenyeres és Virdg 1998) szintén jelentds, 23 cm-es
atlagos eltérést és ENy-DK iranyt délést tart fel. Az OGPSH némelyik pontjan kiugréak lettek az
eltérések, ami nyilvan a GNSS/szintezési adatok egyedi ponthibdinak tulajdonithat6 (Kenyeres
és Virag 1998).
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4.4. abra. A HGTUB2007 megoldas becsiilt kozéphibai. A GNSS/szintezési pontokat haromszogekkel
jeloltem
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4.5. dbra. Az asztrogravimetriai és a GNSS/szintezési adatokhoz illeszkedd asztrogravimetriai kvazige-
oid megoldasok eltérése. A GNSS/szintezési pontokat haromszogekkel jeloltem

Az OGPSH pontjaiban a GNSS/szintezési adatokat nagy sullyal figyelembe vevé megoldas
végiil a 4.6. abran lathato eltérésekkel illeszkedett a felhasznélt 94 pontban, dtlagosan +2.1
cm-es szdrassal.
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4.6. abra. Az asztrogravimetriai és a GNSS/szintezési adatokhoz illeszked6 kvazigeoid megoldds eltérése
a 94 OGPSH ponton. A GNSS/szintezési pontokat haromszogekkel jel6ltem

Erdekes megfigyelni a nehézségi gradiensekbél adédé kvazigeoid undulacié kiilonbsége-
ket, amelyek az Eotvos-inga mérések hatasat jelzik. Ezeket, vagyis az orszag teriiletén beliili
asztrogravimetriai és asztrogravimetriai-gradiens geoidfeliiletek kozotti eltéréseket a 4.7. abran
lathatjuk. Ezek a (-4 cm, +13 cm) tartomdnyba esnek, dtlagos nagysaguk (szérds) =1.3 cm. A
nagyobb értékek jellemzben az orszaghatdr mentén ott taldlhatdk, ahol vannak E6tvos-ingdval
mért pontok.

49° 0.2
- 0.1
48°
L 00 E
47°
-0.1
46°
T T T -0.2
16° 18° 20° 22°

4.7. abra. A vizszintes nehézségi gradiensek bevondsdbdl szdrmazd geoidunduldci6 eltérések a
GGMO02CB geopotencidlis modell alapt asztrogravimetriai és asztrogravimetriai-gradiens megoldasok
kozott. A felhaszndlt E6tvos-inga pontokat bejeloltem

Megoldasomat 6sszevetettem a kordbbi HGTUB2000B jelti gravimetriai geoidmegoldéssal
(Téth és Rozsa (2000), Volgyesi et al. (2005)). Ezt spektralis kombinéacids eljarassal készitettiik.
Ez volt az eurépai EGG97-es geoidmegoldas (Denker és Torge 1998) szamitdsi mddszere is. A
4.8. 4bra mutatja, hogy az eltérések az orszag teriiletén kiviili magas hegyvidéken elérték a
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90 cm-t is, de az orszag teriiletén beliil joval kisebbek, altalaban 10 cm alattiak maradtak. A
nagyobb eltérések feltehetéen abbdl adédtak, hogy a HGTUB2000B megoldasban Magyarorszag
teriiletén kiviilrdl is voltak nehézségi rendellenességek, valamint a felhasznalt geopotencialis
modellek is kiillonboztek egymastdl.
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4.8. abra. A HGTUB2007 és HGTUB2000B megoldésok kiilonbsége
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4.9. abra. A HGTUB2007 megoldas becstilt hibdi. A GNSS/szintezési pontokat haromszogekkel jel6ltem

A kollokaciés megoldas becsiilt hibai, ahogy lattuk, az orszagon beliil 1-2 cm-esek, az
OGPSH kivalasztott pontjain a sulyozas miatt gyakorlatilag zérusok (4.9. abra). Ez a megoldas
belsé pontossdgat jelzi. A kiils6 pontossag értékeléséhez GNSS/szintezési pontokon ellendriz-
tem a szamitott AGGG megoldést. Hét EUVN GNSS/szintezési pont (Adam et al. (2000), Ihde
et al. (2000)) esik a szamitasi teriiletre. Az atlagos eltérés ezekben a pontokban 0.179 m és az
eltérések szérasa + 7.0 cm lett (4.10. abra). Az atlagos eltérés értéke nagyjabdl hasonld lett az
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UELN és a magyar felsérendd szintezési hdlézat magassagai kozotti 14 cm-es eltéréshez (Addam
(2014), Biré et al. (2013)).

atlag: 0.179 m
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4.10. abra. A HGTUB2007 megoldas eltérései az EUVN GNSS/szintezési pontok geoidmagassagaitol

CSANADALB
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4.1.4 Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy olyan kisérleti kvazigeoid modellt mutattam be, amelyben — Magyaror-
szagon els6ként — egylitt hasznaltam fel gravimetriai, csillagaszati geodéziai, GNSS/szintezési
és felszini nehézségi gradiens méréseket. A megoldas jelent6s jdonsaga az volt, hogy abban —
bar kozvetetten — hazai E6tvos-inga méréseket is felhasznaltam.

Néhany pontban a GNSS/szintezés nem jol illeszkedett az asztrogravimetriai megoldas-
hoz, valészintileg a harmadrend( szintezés hibai miatt. Ezért a cm pontos geoid meghatdro-
zédséhoz fontos felsérendii magassdgi hdlézatbdl levezetett GNSS pontokat haszndlni. Ez csak
részben valdsult meg orszédgos magassagi alaphdlézatunk (EOMA) ujramérése kapcsdn. Az In-
tegralt Geodéziai Alapponthdlézat (INGA) pontjai viszont jé lehetéséget biztosithatnak a GNSS
technolégia magasabb szintd, nagyobb pontossdgu alkalmazasara (Kenyeres et al. (2011), Ke-
nyeres (2012)). A fliggévonal-elhajlasok kozvetleniil a geoidfeliilet normalvektoranak helyzetét
mutatjak, ezért elényosebbek a pontosabb geoidfeliilet meghatdrozas szempontjabdl a nehézsé-
girendellenességeknél (Marti 2007), melyek csak kozvetetten kapcsolédnak a geoidhoz. A BME
Altaldnos- és Fels6geodézia tanszékén jelenleg is folynak a gyors és pontos terepi csillagészati
fligg6vonal-elhajlas mérések megvaldsitasat célzé kutatasok a svajci QDAEDALUS rendszerrel
(Volgyesi és Toth 2021). A rendszer alkalmas arra, hogy 20-30 perces méréssel a fiiggévonal
helyzetét +0.1” pontossadggal meghatdrozza, amivel megbizhatobb és részletesebb geoidkép
hatdrozhaté meg.
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4.2 A HGTUB2015 kvazigeoid megoldas gombi radialis bazisfiiggvényes
inverzioval

A nehézségi gradiensek geodéziai hasznositasa szempontjabdl fontos, hogy az 6sszes E6tvos-
inga mérést sikeresen felhasznaltuk a nehézségi erétér radidlis bazisfiiggvényes (Schmidt et
al. 2007) meghatarozasaban (Volgyesi et al. 2018a). Ezen kiviil a megoldasban minden sza-
munkra elérhet6 pontbeli fiiggévonal-elhajlas, nehézségi rendellenesség és GNSS/szintezéssel
meghatdrozott kvdzigeoid magassag (Toth és Foldvary 2015b; Volgyesi et al. 2018a) szerepelt.
Keriiltiik a nem kozvetleniil mért, hanem a mérésekbdl interpolalt atlagértékek hasznalatat.
Egyrészt azért, mert szerettiik volna elkeriilni az interpolaciébdl szarmazé hibakat, masrészt
azért, mert még nem Kkiforrott ezek felhasznélasa a radialis bazisfiiggvényes modellezésben.
Haromféle gepotencialis modellel is szamitottunk kvazigeoidot, hogy lassuk, ez hogyan befo-
lyasolja az eredményt.

4.2.1 A paraméterek becslése

A gombi radidlis bazisfiiggvényes paraméterbecslés funkciondlis modellje hasonlé a (4.1) ma-
tematikai modellhez. Amennyiben a mérési pontok térbeli helyzete ismert,

K
F(r;) +e(r;) = Z B (r;, 1) . (4.5)
k=1

F (r;) és e (r;) jelolik a mért nehézségi er6tér mennyiséget és a mérési, modellezési hibajat
az r; pontban, Bf (r;, 1) az r; pontban levé gémbi radilis bazisfiiggvény, K a bazisfiiggvények
szdma és x; a k-adik bazisfiiggvény ismeretlen paramétere. A (4.5) egyenlet vektoros alakban az
x ismeretlenre felirt linedris egyenletrendszer. Az A alakmatrixszal, y mérési- és e hibavektorral
az

y+e=Ax (4.6)

linedris egyenletrendszert kapjuk. Az N,;, és N,,., kozotti gombfiiggvény-fokszam tartomdny-
ban korlatozott B (r;, 1) gombi radialis bazisfiiggvényt Legendre-soranak b,, egyiitthatéival de-
finidljuk
N nax n+1
Tk SN
B(r;, 1) = Z (2n +1) (—) b,P, (t; %), 4.7)
n=Np, ri

ahol P, (%; - ¥;) az n-edfokt Legendre-polinom, ¥ = r/|r| = r/r az r vektorhoz tartozo egység-
vektor, a - b pedig az a és b vektorok skaldris szorzata. A (4.7) sorfejtésbdl ugy kaphatjuk a
BF (r;,1;) sorfejtését, hogy alkalmazzuk rd az F mennyiség D differencidl operatorat. Példa-
ul a ¢ fiiggévonal-elhajlas 6sszetevére B¢ (r;, 1)) — a derivalt gombi kozelitésével — a B (r;, 1;)
bazisfiiggvény ¢ szélesség szerinti derivaltjdbdl szamithatd ki az r; pontban

Nmax 7 n+1 af
BS(rr) = > @u+1) (—") b, Pl (% - ) — - . (4.8)
n=N, Ti aQ)

—Vmin

A goémbi radidlis bazisfiiggvények alakja fligg a valasztott gombfiiggvény-fokszam tarto-
manytol és egylitthatoktdl. Tenzer és Klees (2008) valamint Bentel et al. (2013) kiilonb6z6
gombi radidlis bazisfiiggvényeket vizsgdltak meg. A legegyszer(ibb Shannon-féle gombi radia-
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lis bazisfiiggvényeket alkalmaztam, melyek esetében a b,, egytitthaték értéke 1. Ilyen fiiggvény
lathat6 a 4.11 abran. El6nyos sajatossaguk, hogy az adott gombfiiggvény-fokszam tartomanyon
kiviil zérusok. Ezzel megkonnyitik a geopotencialis és terepmodellekkel torténd szamitasokban
a kiilonb6z6 jelosszetevok egyiittes hasznalatat.

A megolddsban a gdmbon szabdlyos lefedést ad6 Reuter-féle racs r; pontjaiban vannak a
gbmbi radialis bazisfiiggvények (Eicker 2008). A racs szomszédos pontjainak allando tavolsagat
a ¢ paraméter adja, ami a merididn menti pontok szdma. Ez a paraméter azonos a bazisfiiggvé-
nyek sorfejtésének maximalis N, ,, fokszamadval.

1.00 1 <h @
fokszdmtartomany: 200-1200 annon-lele ]
radialis bazisfiiggvény
0.75 1
0.50 1
0.25 1
0.00

—-1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
gombi szogtavolsag (fok)

4.11. abra. Shannon-féle radidlis bazisfiiggvény alakja. Az egyiitthatok gombfiiggvény-fokszam tarto-
manya 200-1200

A nehézségi er6tér modellezése altalaban rosszul kondicionalt inverzfeladathoz vezet. En-
nek oka tobbek kozott a mérések hibai, a peremhatas (modell teriileten kiviili mérések hatasa),
a lefelé folytatas és a szabdlytalan adateloszlds. A fizikailag értelmes megoldds megtaldldsa
tovdbbi informdciot igényel. Ezt a 1épést nevezziik regularizdciénak (Naeimi 2013). A szak-
irodalomban szamos regularizacidos megoldast javasoltak, amelyekrdl jé attekintést ad Bouman
(1998) tanulmanya. A regularizaciét gondosan figyelembe kell venni a radialis bazisfiiggvényes
megoldas soran.

Amikor t6bbféle adatrendszer (mérési csoport) van, akkor az x = [x; ],k = 1, ..., K para-
métervektort a kovetkezokképpen becsiilhetjiik. Az egyes adatrendszerek stlyait az egységsu-
lyd mérések szdrasai (kozéphibai) segitségével a szokasos mddon 6ndlldan felvessziik. Ezutan
az i-edik mérési csoporthoz bevezetiink egy ismeretlen o; szérastényezét, ami az adatrendszer
tobbi adatrendszerhez viszonyitott sulyat fejezi ki. Az utolsé ,mérési” csoportnak tekintjiik az
ismeretlen paraméterekre vonatkozé elézetes informaciot. Az ehhez tartozo6 szérastényez6 o,.
Ez a Tyihonov-regularizacié (Bouman 1998) o paramétere. Az adatrendszerek szdrasténye-
z6ivel egyiitt 7 is megbecsiilhetd, ha a regulariziciét az ismeretlen paraméterekre vonatkozo
el6zetes informéaciénak (prior) tekintjiik a Bayes-féle becslés elmélete szerint. Ez a 1ényege a
Koch és Kusche (2002) altal javasolt szérastényez6 becslésnek (Variance Component Estima-
tion, VCE). Az N egyiitthat6-méatrixd normdlegyenlet-rendszer az egyes mérési csoportok N;
egyitthaté-matrixd és n; vektord normalegyenlet-rendszereinek silyozott 6sszege

1

1
NX =n, ahol N = Z —2Ni és n = Z —n;. (4.9)
0 o;

i Yi i
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A normdlegyenlet-rendszer megoldédsa az X paramétervektor, de kiszamithaték az egyes adat-
rendszerekbdl becsiilt X; részmegolddsok is:

£=Nln= Z %; ahol %; = N7!n,. (4.10)
i
A megoldas tehat tgy tekinthet6, mint az egyes adatrendszerekbdl szamitott részmegoldasok

osszege. Igy az is vizsgalhatd, hogy az egyes mérési csoportok milyen mértékben jarultak hozz4
a teljes megolddshoz. A mérési csoport sulyok a becsiilt 7; szoérdstényez6k négyzetének

o2 = L (4.11)

reciprokai, ahol €; a javitasok vektora, P; az i-edik mérési csoport silymadtrixa és r; a folosmé-
réshanyad

1
=n;— —tr (NN, (4.12)

7j
Az i-edik csoport méréseinek szdma n; és tr(A) az A métrix nyoma. Kezdetben az 6sszes sz6-
rastényez6 egységnyi. Ezutan szamitjuk az X megoldast és az 4j szorastényezdket. Majd az
4j szérastényezbdkkel meg kell ismételni a szamitdst egészen addig, amig a megoldds valtozdsa
mar elhanyagolhaté (Eicker 2008). Ha az iterdcidé konvergal, megkapjuk a paramétervektor
optimalis becslését, az egyes mérési csoportok szorastényezdit és a regularizacié paraméterét.
A konvergenciahoz a regularizacié paraméterének jo kiinduld értéket kell adni. Erre Naeimi

(2013) javaslata szerint a modellezett teriilet nagysagabdl szamithaté kezd6értéket hasznaltam
fel.

Az X becslés ismeretében a paraméterek C; kovariancia matrixa levezethet6 a kovarian-
ciaterjedés torvényébdl

1
C, = Z ﬁN_lNiN_l. (4.13)
1 1

A nehézségi er6tér kiilonbozé y mennyiségeit kiszamithatjuk nem mért pontokban az X
becslésnek a (4.6)-hoz hasonld egyenletekbe torténdé behelyettesitésével, a mennyiség bazis-
fliggvényének felhaszndsaval. A bazisfliiggvényeket a szdmitandé pontokban felirva el6allithat-
juk az Ag matrixot, majd az §5 = AgX Osszefiiggéssel az adott mennyiséget. Az §5 mennyiség

teljes kovarianciamadtrixa is levezethetd a kovarianciaterjedés torvényébdl
T

A kiilonb6z6 mennyiségek koziil szdmunkra természetesen most a kvazigeoid magassadgok sza-
mitdsa fontos. Mivel a radidlis bazisfiiggvényes modellezés a megoldast csak az N ;, és N, .«
kozotti gombfiiggvény-fokszam tartomanyban adja meg, ezért hozza kell adni a nem modelle-
zett gombfiliggvény-fokszam tartomany és az RTM terepmodell (Forsberg és Tscherning 1981)

hatéasat.

4.2.2 A felhasznalt adatok és redukalasuk

A nehézségi er6tér modellezéséhez 11-féle mérési adatrendszerrel dolgoztam. A normal nehéz-
ségi er6teret a GRS80 vonatkoztatasi rendszerben szamitottam. Mivel az 0sszes adatot redukal-
tam valamilyen geopotencidlis modell segitségével, a tovabbiakban nem a valddi potencialfiigg-

38



Nehézségi gradi ézségi er6tér meghatarozasaba

vény szokdsos W jelolését, hanem a V jelolést haszndlom. A redukcidra ebben az eljardsban
is sziikkség van. Egyrészt az adatok korlatozott teriiletr6l vannak, ami nem teszi lehet6vé az
N,,in-nél kisebb fokszdmu egyiitthaték meghatdrozasat. Mdsrészt az ismeretlen paramétereket
csak a felhaszndlt Reuter-féle racs felbontdsdnak megfeleld N, fokszdmig szamitjuk, ezért az
er6tér magasabb foku részét is el kell tavolitani. A felhaszndlt adatok a kévetkezok voltak:

* Ag szabadleveg6 nehézségi rendellenességek az MGH-50 alaphdlézatban (Renner és Szi-
lard 1959, 509 pont)

* (, n csillagaszati-geodéziai fiiggdvonal-elhajlds 6sszetevok a felsérendd alaphélézat pont-
jaiban (138 pont)

* [ kvazigeoid unduldciok (magassdgi anomalidk) az OGPSH alaphdl6zat pontjaiban:

= CBendefy a T€8I Bendefy-féle szintezési halézat pontjaiban (87 pont)

- Croma az EOMA szintezési halézat pontjaiban (149 pont)

- Cromaj az Gjonnan szintezett EOMA hal6zat pontjaiban (97 pont)

- V.,V kozeli terephatdsra javitott E6tvGs-inga vizszintes gradiensek (37610 pont)

- V.V, kozeli terephatdsra javitott E6tvos-inga gorbiileti gradiensek (37272 pont)

- Ccpm valamely geopotencidlis modellbdl szamitott unduldcidk az orszagon kiviili
Reuter-féle racspontokban (3598 pont)

Az utolsé adatrendszer valamilyen geopotencidlis modell (GPM) segitségével szamitott
kvazigeoid unduldcidkat tartalmazza Magyarorszdg teriiletén kiviil a ¢ = 2190 paraméter(i
Reuter-féle rdcs pontjaiban. Ez homogén lefedést adott ott, ahol nem voltak adatok. A
gombfiiggvény-sorfejtés ez esetben természetesen a gombi radidlis bazisfliggvények fokszam-
tartomdnyan beliili egyiitthatokat tartalmazta. Az adatrendszerek egységnyi sulyhoz tartozd
szorasai (stlyegység kozéphibai) a kiegyenlités el6tt az egyes adatok becsiilt pontossagat tiik-
rozték. A felvett szérasok az E6tvos-inga adatokra +5 (E), a fiiggévonal-elhajlas 6sszetevokre
+1 (“), a kvazigeoid undulaciékra +0.1 (m) és a nehézségi rendellenességekre =1 (mGal)
voltak.

Harom gepotencidlis modellt haszndltam, mindegyiket a modell maximadlis 2190 foksza-
maig. Az elsé az EGM2008-as geopotencialis modell volt (Pavlis et al. 2012), a masodik az
EIGEN-6C4 modell, amelyben mar a GOCE mesterséges hold 0sszes mérését felhasznaltak (Fo-
erste et al. 2014). A harmadik az EGM2008 és GOCE DIR RO5 modellek egyiitthatdit tartal-
mazta (Téth és Foldvary 2015a). A domborzat hatasat az ERTM2160 elnevezésti RTM modell
segitségével (Hirt et al. 2014) vettem figyelembe.

A modellezéshez felhasznalt gombi radialis bazisfiiggvények fokszamtartomdanyat, vagyis
az N,,;,, s N,,,,, értékeket az adattertilet kiterjedésével 6sszhangban kellett megvalasztani. Az
adatteriiletetnek megfelel6 minimadlis fokszdm 144. A szadmitdsaim sordn ennél kissé nagyobb,
N,,in = 200 értéket valasztottam, igy az adatokhoz képest kissé nagyobb mértékben tamasz-
kodtam a geopotencialis modellekben taldlhat6 informdciora. Az E6tvos-inga adatok atlagos
ponttavolsaga 2 km. Ha azt a szakirodalomban javasolt szabdlyt alkalmaztam volna, hogy az
ismeretlen paraméterek szdma az adatok szamanak koriilbeliil 1/3-a legyen (Wittwer 2009),
akkor a megoldand¢ egyenletrendszer mérete 180 GB lett volna. Az ilyen nagyméretii egyen-
letrendszer megoldédsa komoly szdmitasi nehézségekkel jart volna, ezért a kisérleti szamitashoz
egy kisebb felbontdst add, de kezelhetd méretii egyenletrendszerhez vezet6 N,,,,, = 1200 érté-
ket vettem fel.

A modell teriilete Magyarorszag teriiletét fedte le a 45.5°-49° ellipszoidi féldrajzi széles-
ség, 16°-23° ellipszoidi foldrajzi hosszusag tartomanyban (4.12. dbra). A peremhatas elkertilé-
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se miatt az adatok és a gombi bazisfiiggvény racs teriiletét ennél nagyobbra kellett megvalasz-
tani (Naeimi 2013). A modell teriiletbél kiindulva az adatteriiletet minden oldalon ki kellett
béviteni a 4.12. dbran lathaté médon, mivel bizonyos tdvolsdgig a modell teriileten kiviili ada-
tok is jelentésen hozzajarulnak a megoldashoz. Az adatteriiletnél kicsit nagyobb racs tertiletre
volt sziikség, mivel az adatteriileten kiviili, de ahhoz kozeli bazisfiiggvényeknek is jelentés sze-
repiik van a modellezéshez.

fﬁ/wk&?m racs /j

%0 adat |
4>\¥4ﬁ\“
48° A“\Av,—\'
460‘?? modell [
o %
T < BN

44°

15° 20° 25°

4.12. dbra. A modell, adat és racs teriiletek kiterjedése.

Az 6sszes adatrendszert ugy redukdltam, hogy lehetbleg csak a valasztott N,,,;,, és N,
kozotti gombfiiggvény-fokszam tartomanyban tartalmazzon informaciot a nehézségi er6térrél.
Azért csak ‘lehetbleg’, mert a geopotencidlis modellek nincsenek teljesen 6sszhangban a valé-
di nehézségi erétérrel, igy a redukci6 utan is maradhattak ezen a fokszam-tartomanyon kiviili
OsszetevOk. Elészor a 2160 fokszdmndl nagyobb frekvencidju 0sszetevéket tavolitottam el az
ERTM2160 modell segitségével (Hirt et al. 2014). Ezutdn a geopotencidlis modell hatasat is
eltdvolitottam az adatokbdl az N, ;,,-nél kisebb, illetve az N,,,,—ndl nagyobb fokszdmu egyiitt-
haték felhasznalasaval. Az eredményiil kapott, a kisérleti szamitasokban felhasznalt redukalt
mérési adatokat mutatjdk a 4.13 — 4.18 dbrdk. A redukdlt adatok szérdsai a 4.3 tdbldzatban
vannak.
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4.13. dbra. AHGTUB2015 megoldéshoz felhasznalt V.., V, . E6tvés-inga gradiensek 200-1200 fokszdm-
tartomanyba es6 része
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4.14. dbra. A HGTUB2015 megoldashoz felhasznalt V5, 2V, E6tvs-inga gorbiileti értékek 200-1200
fokszam-tartomanyba esé része
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4.15. dbra. A HGTUB2015 megoldashoz felhasznalt ¢, # fiigg6vonal-elhajlas 6sszetevék 200-1200
fokszadm-tartomanyba esé része
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4.16. abra. A HGTUB2015 megoldéashoz felhaszndlt { kvazigeoid undulaciék 200-1200 fokszam-
tartomdnyba esé része a Bendefy-féle és EOMA szintezési pontokban
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4.17. abra. A HGTUB2015 megoldashoz felhasznalt { kvazigeoid unduldciék 200-1200 fokszam-
tartomanyba esé része az djabban szintezett EOMA pontokban, illetve az EGM2008-as modellbdl az
orszagon kiviili teriiletre esé Reuter-féle racs pontjaiban
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4.18. abra. A HGTUB2015 megoldashoz felhaszndlt Ag nehézségi rendellenességek 200-1200 fokszam-
tartomanyba esé része az MGH-50 halézat pontjaiban
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4.2.3 Kisérleti szamitasok és eredmények

Ahogy emlitettiik, az inverzids megoldds regularizacidt igényelt. Az EGM2008-as gepotencid-
lis modellel végzett szamitds esetében a (4.9) normalegyenletrendszer egyiitthatématrixdnak
sajatértékeit mutatja a 4.19 abra. A kondiciészam a legnagyobb és a legkisebb sajatértékek ha-
nyadosa. Regularizacié nélkiil a matrix kondiciészdma 8 - 10'°, a regularizacié utédn 3 - 10°. A
megoldas sordan hasznalt iterdacids VCE eljaras (Koch és Kusche 2002) az adatok szérastényezdit
is megadta. Ezek a tényez6k megmutattak azt, hogy az egyes mérések — a felvett silyegység
kozéphibdkon tal — milyen mértékben jarultak hozza a nehézségi erétér modelljéhez. A 4.20
abra az EGM2008-as modellel szamitott szorastényezéket mutatja.

33 4
10 eredeti
regularizalt
1030 4
42 =13.0- 1077

1027 i i S — E—— E—— ——
~x
!
N}
.;'i 1024 4
3

1021 4

1018 4

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

sajatérték szdma

4.19. dbra. A normdlegyenletrendszer egyiitthatémdtrixdnak eredeti sajatértékei, és a Tyihonov-
regularizacié utani sajatértékei. A Tyihonov-regularizacié paraméterét (72) az abran szaggatott vonallal
jeloltem
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4.20. dbra. Az EGM2008-as modellel szamitott szérastényezdk az egyes adatrendszerekre és valtozasuk
az iteracié soran. Kezdetben mindegyik szorastényez6 egységnyi volt. Az adatrendszerek egységnyi
sulyhoz tartozo szdrésai a kiegyenlités el6tt #5 E, =1 “, 0.1 m és =1 mGal voltak

A radialis bazisfiiggvényes inverzié soran az ismeretlen paraméterek teljes kovariancia
matrixdt is megkaptuk, és ebbél barmilyen szamitott mennyiség, igy a kvazigeoid undulacidk
teljes kovariancia métrixa is levezethet6. A 200-1200 gombfiiggvény-fokszam tartomdnyba es6
kvazigeoid undulacidék nagysagat és azok becsiilt hibait mutatja a 4.21. dbra.

4.21. abra. Az EGM2008 modellen alapuld kvazigeoid megoldas a) és becsiilt hibdi b) a 200-1200
gombfiiggvény-fokszam tartomanyban. A mértékegység m, az izovonalk6z 0.1 m és 0.01 m

Az egyes adatrendszerekhez tartozd X; részmegoldasokbdl a szamitott kvazigeoid magas-
sag részmegoldasokat is meghataroztam. Ezeket lathatjuk Magyarorszag teriiletén beliil a 4.22
— 4.27 abrdkon. A részmegolddsoknak kiszdmitottam a szérdsdt, ami a nagysagukat mutatja,
illetve a korreldcids matrixdt, ami pedig az egyes részmegolddsok statisztikai kapcsolatét jelzi
(4.28 abra).
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4.22. abra. AV, V, . Edtvos-inga gradiensekbdl szdamolt részmegolddsok
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4.23. dbra. AV,, 2V, E6tvés-inga gorbiileti értékekbdl szamolt részmegoldasok
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4.24. abra. A ¢, n fiigg6vonal-elhajlds dsszetevékbdl szamolt részmegolddsok
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4.25. abra. A Bendefy-féle és EOMA szintezési pontokban adott { kvazigeoid unduldciékbdl szamolt
részmegoldasok
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4.26. abra. Az tjabban szintezett EOMA pontokban, illetve az EGM2008-as modellbdl az orszdgon kiviili
teriiletr6l felhasznalt { kvazigeoid undulaciékbdl szamolt részmegolddsok
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4.27. dbra. A HGTUB2015 megolddsba bevont Ag nehézségi rendellenességekbdl szdmolt részmegoldas
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4.28. abra. A kiilonb6z6 adatrendszerekhez tartozé kvéazigeoid részmegolddsok korreldciés métrixa és
szorasaik, amelyek az egyes adatrendszerek hozzajaruldasanak nagysagat mutatjak

A szérastényezOk, az egységsily szdrdsa (kozéphibaja) és a kiegyenlités javitasai ismere-
tében kiszdmithatdk az egyes adatrendszerek végleges szérdsai. Meghatdrozhatdk tovdbba az
adatrendszerek jel/zaj viszonyai

IAX]|

vagyis a modellezett és nem modellezett jelosszetevék atlagos nagysaganak hanyadosai. Ezek
megmutatjak, hogy az egyes adatok milyen mértékben voltak modellezheték az inverzios elja-
radsban. Az emlitett jellemzoket a 4.3. tabldzatban ldthatjuk a harom kiilonb6z6 geopotencidlis
modellel készitett megoldas esetében. A modellbe bevont jelosszetevok nagysagat mutatjak a
mérési pontokban a 4.29 — 4.34 abrdk. Ezek azért érdekesek, mert egyrészt adatrendszerenként,
masrészt teriileti eloszlasban mutatjak a modellezhet6 jeleket.
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4.29. abra. A HGTUB2015 megoldésba bevont V

vz» V- EOtvos-inga gradiens jelosszetevék
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4.31. dbra. A HGTUB2015 megoldésba bevont ¢, 7 fliggdvonal-elhajlds jelosszetevok
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4.32. abra. A HGTUB2015 megoldasba bevont ¢ kvazigeoid unduldcié jelosszetevék a Bendefy-féle és

EOMA szintezési pontokban
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4.33. dbra. A HGTUB2015 megoldasba bevont { kvazigeoid unduldcié jelosszetevék az djabban szinte-
zett EOMA pontokban, illetve az EGM2008-as modellbdl az orszagon kiviili teriiletre es6 Reuter-féle racs

pontjaiban
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4.34. dbra. A HGTUB2015 megolddsba bevont Ag nehézségi rendellenesség jelosszetevék

Az EGM2008-as modellbdl szamitott végleges megoldast a 4.35 abran lathatjuk.

49



Toth Gy.: A nehézségi er6tér gradiengei

4.3. tablazat. A geopotencidlis és RTM modellekkel redukdlt adatrendszerek o py, szérdsa, a kiegyen-
lités utdni nem modellezett maradékok o, szérdsa és az adatrendszerek jel/zaj viszonya a 200-1200
gombfliggvény-fokszdm tartomanyban

adat tipus Vs Vy: Va 2V ¢ n
geopotencidlis modell E E E E szogmp. szogmp.
Ocpm *14.06 =14.73 +28.15 +28.74 x1.827 +1.730
EGM2008 Oe +12.43 +13.44 +27.19 +27.88 +0.93 +0.92
jel/zaj -2.87dB -3.44dB -5.88dB -5.76 dB 1.98 dB 2.44 dB
0GPM +14.06 *14.71 +28.14 +28.73 £1.820 +1.715
EIGEN-6C4 Oe +12.41 +13.42 +27.19 +27.86 +0.93 +0.91
jel/zaj -2.88dB -3.44dB -5.90 dB -5.77dB 1.97 dB 2.43 dB
0GPM +14.06 *14.73 +28.15 +28.74 +1.829 +1.700
GOCE RO5-EGMO08 Oe *+12.41 *=13.44 +27.19 +27.88 +0.93 +0.92
jel/zaj -2.88dB -3.44dB -5.90dB -5.77dB  1.91dB 2.30 dB
adat tipus  Cpendefy ¢EOMA  (EOMA G CGPMkiviil A8 {GPM Mo.
geopotencidlis modell méter méter méter méter mGal méter
Oopm  *0.220  *0.144  +0.199  +0.429 +10.44 +0.051
EGM2008 Oe +0.108 *+0.073 +0.070 +0.082 +5.12 min: -0.187

jel/zaj 4.78dB 2.53dB  4.84dB 7.74dB 2.66dB max: 0.227

ogpm *£0.222 *+0.134 +0.195 +0.428 +10.35 +0.051
EIGEN-6C4 Oe +0.108 £0.073 +0.073 +0.079 +5.10 min: -0.189
jel/zaj 4.44dB 2.39dB 4.35dB 7.82dB 2.65dB max: 0.224

ogpm *=0.223  *=0.135 +0.195 +0.420 =*=10.33 +0.056
GOCE R05-EGMO08 O +0.111  +0.082 +0.082 +0.079 +5.16 min: -0.206
jel/zaj 4.05dB 1.86dB 3.65dB 7.92dB 2.57dB max: 0.219
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4.35. abra. A HGTUB2015 kvézigeoid megoldas az EGM2008-as modell alapjan, a GRS80 ellipszoidhoz
képest.

Az EGM2018 modellel elkészitett megoldast 6sszehasonlitottam a HGTUB2007 megoldas-
sal és az EHT/VITEL 2014 geoidmodelljével (Takacs és Siki 2017). A kapott eltéréseket a 4.36
abra mutatja. Az HGTUB2015-VITEL 2014 kiilonbségek statisztikdit mutatja a 4.4. tablazat.
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4.36. abra. a) a HGTUB2015 EGM2008 alapii megoldas és a HGTUB2007 megoldés kiilonbsége (m). b)
a HGTUB2015 EGM2008 alapu megoldds, valamint a VITEL 2014 2 km x 2 km-es rdcshalé pontjaiban
EHT2014 eljarassal atszamitott tengerszint és ellipszoid feletti magassagok kiilonbségeinek eltérései
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4.4. tablazat. Az EGM2008 modellen alapuld kvazigeoid megoldds és az EHT/VITEL2014 geoidmodell
eltéréseinek statisztikdi

minimum maximum atlag SzOras

-0,806 m 0,294 m -0,528 m 0,060 m

4.2.4 Osszefoglalas

A gombi radidlis bazisfiiggvényes eljardsban mintegy 155 ezer pontbeli mérési adatot, koztiik az
Osszes felszini E6tvos-inga mérést felhaszndltam. Sajnos csak viszonylag kevés pontbeli nehéz-
ségi rendellenességet tudtunk bevonni a megoldasba, mivel nem volt elérheté a kozel 400 ezer
pontot tartalmazé magyarorszagi nehézségi adatbazis. Az adatok életkora tobb évtized, ezért
a nehézségi er6tér idébeli valtozasa miatt a kapott modell nem feltétlentil tiikrozi a jelenlegi
nehézségi erbteret. A redukdlt adatrendszerek tobbségére legjobban az EIGEN-6C4 modellje
illeszkedett a radidlis bazisfiiggvények 200-1200 fokszam kozotti tartomdnyaban.

A kisérleti gombi radialis bazisfiiggvényes regionalis nehézségi er6tér modellezés ésszert
eredményeket szolgdltatott. Egyik elénye a legkisebb négyzetes kollokaciéval szemben a kisebb
tarigénye volt: 16 GB, 180 GB helyett (Téth és Foldvary 2015a), mivel ebben az eljarasban
nem a mérések, hanem a bazisfiiggvények szamanak megfelelé méret(i egyenletrendszert kellett
megoldani. A masik elénye az, hogy ez az eljaras — ellentétben a kollokaciéval — nem simitja ki
tulzottan a megoldast (Kotsakis 2007).

A modellek koziil a legrégebbi, EGM2008 modellel készitett megoldasban lett a legna-
gyobb (legjobb) a legtobb adatrendszer jel/zaj viszonya, de kiillondsen az EOMA GNSS/szinte-
zési adatoké (4.3. tablazat). Ez valdszintileg azért volt, mert az adatrendszerek is régebbiek.
Az tjabb adatokat tartalmazé EIGEN-6C4 és GOCE R05-EGMO08 modellekben viszont a Magyar-
orszagon kiviili adatok jel/zaj viszonya lett a nagyobb.

A kiilonboz6 adatrendszerekhez tartozé kvazigeoid részmegoldasok korreldcioit és szora-
sait mutato 4.28 dbra alapjan érdekes megfigyeléseket tehettiink. El6szor is az latszott, hogy a
legnagyobb mértékben az orszagon beliili megoldashoz az orszagon kiviili, geopotencialis mo-
dellbdl szamitott adatok jarultak hozzd, =7 cm-es szoérdssal. Ezutan kovetkeztek az Eotvos-
ingaval mért gradiensek, illetve a nehézségi rendellenességek. A fiiggévonal-elhajldsok tudtak
a legkisebb mértékben hozzdjarulni a kapott megoldashoz, feltehetéen azért, mert a pontstiri-
ség nem volt megfeleld, tobb ilyen adatra lett volna sziikség. Az is megfigyelhetd, hogy a régebbi
adatok részmegoldasai egymassal jobban korreldltak (nehézségi rendellenességek, fiiggévonal-
elhajlas 6sszetevok, Bendefy-féle és régebbi EOMA pontok), viszont kevésbé jél korreldltak az
Ujabban szintezett EOMA pontokbdl szarmazoé részmegoldassal.

A kozolt eredmények természetesen finomitasra szorulnak, azonban bizonyitottak e mo-
dellezési technika egyik fontos elényét: kiilonb6zé tipusu és heterogén eloszlasi adatok na-
gyobb nehézség nélkiil egyiitt hasznalhatdk fel egy szigord értelemben vett paraméterbecslési
eljarasban, amely egytittal a becsiilt paraméterek teljes kovariancia matrixat (nem csak a ko-
zéphibdkat vagy szdérasokat) is szolgdltatta.

Fontosnak tartom ujabb adatok felhaszndalasat is a megoldasban. Ebben az irdnyban egy
1épés Téth (2020b) munkaja, amiben az INGA pontok méréseit is felhasznélta. Erdemes masfaj-
ta regularizacids eljardsokat is kiprébdlni, példdul a Naeimi (2013) altal javasolt PSC eljarast.
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A Klees et al. (2008) 4ltal kidolgozott adaptiv eljards még jobb eredményeket szolgdltathat.

Végiil rdmutatunk arra, hogy kozvetlen kapcsolat van a (4.5) egyenletben taldlhaté x;
gombi radidlis bazisfiiggvény egylitthatok és a gombfiiggvény egyiitthatok kozott (Schmidt et
al. 2007). Ennek segitségével fel lehet irni bArmilyen regiondlis adatrendszerhez tartozé becsiilt
jel és hiba fokvariancidkat, amely tovabbi el6nye az eljarasnak. Ezek a fokvariancidk példaul az
optimalis spektralis becslésen alapulé nehézségi er6tér modellezési eljarasok szamara fontosak.

53



Toth Gy.: A nehézségi er6tér gradiengeinek j

54



toth.gyula.2 46 22

5 Nehézségi gradiensek jelentdsége a sulyos és tehetetlen to-
meg ekvivalencidjanak mérésében

Eo6tvos Lordnd és munkatdrsai, Pekdr Dezs és Fekete Jené 1906-t6] tobb méréssorozatot végeztek
(EPF-mérések) a sulyos (gravitdcios) és a tehetetlen tomeg ardnyossagara vonatkozéan (E6tvos
et al. 1922). Az ekvivalencia-mérés célja a tomegvonzasi erd anyagfiiggésének ellenérzése volt.
Ugy tervezték, hogy ne befolydsolja a mérés kornyezetében esetlegesen idében valtozé nehézsé-
gi erGtér. Erdekes médon 1986-ban Fischbach és munkatérsai (Fischbach et al. 1986) szabalyos
anyagfiiggést talaltak az EPF-mérésekben (5.1 abra). Ez a felfedezés élénk vitat valtott ki, és bar
a hatast masok azdéta sem tudtak kimutatni, az anyagfiiggés mogott allé ok tovabbra is ismeret-
len. A vizsgélatainkbdl kideriilt, hogy az id6ben valtoz6 tomegvonzasi gradiensek a kisérletet
végzdk szandéka ellenére is torzithattdk az eredményeket. S6t, még dllandd, de inhomogén to-
megvonzasi er6térben is eltéré tomegvonzasi erd hatott az eltéré alaku prébatomegekre. Ezek
a problémak komolyak: megmutattam, hogy a mérés kornyezetében idében valtozé témegvon-
zasi er6térrel reprodukalhatok a mérési eredmények. Ezért javasoljuk az djramérést a tomeg-
vonzasi gradiensek torzitdsanak gondos ellen6rzésével. Mas, pontosabb ekvivalencia-méréseket
is megvizsgaltam, vajon befolydsolhattdk-e azokat is hasonlé szabdlyos hibdk. A jelen részben
ezekrdl a vizsgélatainkrdl adok szamot.
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5.1. dbra. Az EPF-mérésekbdl kapott eredmények és becsiilt hibdik a B/p barionszdm/témeg ardny

fliggvényében. Az adatok forrdsa a Fischbach et al. (1986) cikkében taldlhaté II. és VIIL. tablazat. A

szaggatott vonal a haromszoggel jelolt adatokhoz stlyozott legkisebb négyzetek mddszerével szamitott
regresszids egyenes.
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A testek sulyos és tehetetlen tomegének Eotvos-Pekdr-Fekete ekvivalencia-mérése a 20.
szazad elejének kiemelked6 eredménye volt a fizikdban. Tobb, mint hdarom nagysdgrenddel
javitottak a korabbi mérések pontossagat, és els6ként hasznaltak torziés ingat az ekvivalenciaelv
ellenérzésére. A méréseik alapjan az 1/100 000 000 pontossagi szinten sem talaltak eltérést.

Fischbach és munkatdrsai Ujraelemezték az EPF adatokat, és meglep6 anyagfliggést fe-
deztek fel a mintdk barionszam-témeg aranyat tekintve (5.1 dbra). Feltételeztek egy anyag-
fliggd otodik erét. Felfedezésiiket tjabb ekvivalencia-mérések kovették, nagyrészt az Egyesiilt
Allamokban a Washingtoni Egyetemen dolgozé Eot-Wash csoporttél, de nem talaltak bizonyi-
tékot ilyen 6todik erére. Az 6todik erd hipotézisét kisérleti aldtdmasztds hidnydban elvetették.
Az EPF-kisérlettel kapcsolatban azonban tovdbbra is maradtak fontos kérdések (Kirdly 2007).
Ez a kisérlet nagyban kiilonbozott a kévetkezd, pontosabb ekvivalencia-mérésektdl, és az EPF-
anyagfiiggést minden er6feszités ellenére sem sikeriilt fizikai okokkal megmagyarazni (Franklin
és Fischbach 2016).

Ez a helyzet késztetett minket arra, hogy megvizsgaljuk a nehézségi gradiensek szerepét
az EPF-kisérletben. Ezek a mérési hely szerint jelent6sen, nem linedrisan valtozhatnak (Volgyesi
és Ultman 2010). Kivancsiak voltunk, hogy vajon lathaté-e ebbél eredé valamilyen hatds az EPF-
kisérlet eredményeiben.

Az itt bemutatott gondolatmenet szerint az EPF-mérést jelentésen torzithatta a mérési
kornyezet nehézségi eréterével kapcsolatos klasszikus szabalyos hatas. Az er6tér forrastomeg-
modellezésével azt taldltam, hogy a nehézségi gradiensbdl fakadé hatds az EPF-eredményeket
pontosan reprodukalhatja, 6todik er6 nélkiil. Az elemzés lényeges szempontjait az 5.2. abra
foglalja Gssze.
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5.2. abra. Az EPF kisérletben az inga als6 tomegét kicserélték. A.) A tomeg alakjdnak valtozdsa miatt
megvaltozott a gravitdcios kolcsonhatas a kornyez6 tomegekkel és ez még véltozatlan nehézségi erétér-
ben is befolyasolhatta a mérést. B.) A nehézségi er6tér valtozhatott a mérés soran.
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Az 5.1 fejezetben attekintem az EPF-mérések lényeges részleteit, és bemutatom a tomeg-
vonzasi gradiensbdl szarmazé szabdlyos hiba okét. Az 5.2 fejezetben bemutatom a tobbpélusu
formalizmust, és azzal modellezzem az inga és a kornyezeti nehézségi erétér kozotti koleson-
hatast. A modellel kiértékelem és elemzem az EPF-kisérletben a tomegvonzasi gradiens okozta
hibat. Az 5.3 fejezetben felépitek egy egyszer(i kornyezeti nehézségi erétér modellt, és bemu-
tatom a modellel kapott szdmszer(i eredményeket. Az 5.4 fejezetben a tomegvonzdsi gradiens
hibaval kapcsolatban megvizsgdlok néhédny tijabb, az EPF-kisérletnél pontosabb ekvivalenciamé-
rést.

5.1 Az Eotvos-Pekar-Fekete kisérlet elve és a szabalyos hiba oka

Az EPF kisérletek célja a Fold altal okozott tomegvonzdas G gyorsuldsanak osszehasonlitasa volt
kiilonb6z6 anyagokon vagy mintdkon (Eo6tvos et al. 1922). Eo6tvos eredeti gondolata az m
tomegre hatdé tomegvonzasi erd, és a centrifugdlis eré mC vizszintes 6sszetevéinek 0sszehason-
litasan alapult (lasd az 5.3 abrat). Feltételezte, hogy az mC centrifugalis er6 fliggetlen az anyagi
Osszetételtdl, ezért ha a tomegvonzasi erd fligg t6le, akkor a vizszintes er6k egyensulyanak hia-
nyat a torzios ingdjdval ki lehet mutatni. Ha az ¢ sz6g az mg nehézségi er6 (a tomegvonzasi és a
centrifugdlis erék dsszege) és az mG tomegvonzasi erd kozotti irdnykiilonbség, akkor mG sin e
ennek az erének a vizszintes 0sszetevéje. A ¢ ellipszoidi foldrajzi szélességen a centrifugdlis
erd vizszintes 6sszetevéje mC sin ¢.

forgastengely

5.3. dbra. Az Eotvos-Pekar-Fekete ekvivalencia-mérés elve

Eotvos bevezette a rdla elnevezett 17 E6tvos-paramétert a tomegvonzasi er6 lehetséges
anyagfiiggésének jellemzésére. Ez a fiiggés leirhaté az (1 + #)mG képlettel, amennyiben vala-
milyen referencia anyagra az 7 = 0 értéket vessziik fel. Az Eo6tvos-paraméter az inga fels6 és
alsé tomegei kozotti gyorsulaskiilonbség vizszintes 0sszetevéjének és a tomegvonzasi gyorsulas
vizszintes 0sszetevOjének hanyadosa (Adelberger et al. 2009). Eotvosék 10 par prébatomeggel
dolgoztak. A mérés eredménye a kar alatti, cserélhet6 tomeg €s a fels6 (nem cserélhet) tomeg
Eotvos-paramétereinek eltérése Ay. Az EPF-mérések végeredményeit végiil a paraméter kiilon-
b6z6 mintapdrok kozotti eltérésével adtak meg (Eotvos et al. 1922). Hibatlan mérés esetén
ennek nem nulla értéke az ekvivalenciaelv megsértését jelezte.
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Mivel az észlelend6 kis erd az észak-déli irdnyba mutat, ezért ez az erd a kelet-nyugati
irdnyban &ll6 ingakar tomegeire hatva fejt ki maximalis nyomatékot. (Az irdnyok megadésdhoz
az inga als6 tomegének helyzetét hasznaljuk.) Amikor az inga alsé tomege keleti iranyban van,
az ingdra hat6 nyomaték — (1, — 1,)mGlsine = —AymGlsine. Itt | az inga fél karhossza és 7,
17, az also, illetve felsé tomegekhez tartoz6 E6tvos-paraméter. (Pozitivnak tekintjiik azt a nyoma-
tékot, amelyik E-rél K felé forgat.) Ezutan atforgatva 180°-al az ingét a nyomaték AnymGl sin e-ra
valtozik. A nyomatékok kiilonbsége tehdt —2AymGl sin €. A forgatds utdn az alsé tomeg irdnya
(azimutja) 180° + v4, vagyis a valtozds nem pontosan 180°, ha Ay nem zérus. Az ingakar szog-
helyzetének v, valtozdsa egyenesen ardnyos a nyomatékkiilonbséggel. Az ardnyossdgi tényezo
a torzids szdl T csavardsi dllandéjanak reciproka. Ha megmérjiik a v; elfordulast, # kiilonbsége
kiszamithato

T0q

A= —————. 5.1
T 2mlGsin € -1

Ez az egyszerli Osszefliggés sajnos bonyolultabba valik a toémegvonzasi erd térbeli val-
toz4sa miatt. Eszaki-keleti-lefelé mutaté tengelyti helyi koordinatarendszert vezetiink be: az
x tengely északra, y keletre és z lefelé mutat. Ebben a rendszerben a tomegvonzdsi erének
csak az x osszetevéje, g, ad nyomatékot a kelet-nyugati irdnyban 4ll6 ingartdra. Linedris ko-
zelitéssel ennek az OsszetevOonek a valtozasa a keleti és nyugati irdnyban levé tomegek kozott
mg,(z) = mg,,z, ahol g, a g, fliggbleges gradiense. Ezért a gravitdcids gradiens miatti elfor-
dulés

2
Uy = —;mlhgxz, (5.2)

ahol /i a tomegek fliggbleges irdnyu tavolsaga.

Az (5.2) osszefiiggésbdl latszik, hogy legaldbb két fontos feltételnek kellett teljesiilnie
ahhoz, hogy a gravitacids gradiens ne okozzon hibat az EPF-mérésben. Mindkett6 abbdl kovet-
kezett, hogy v, értéke nem vdltozhat a mérés sordn. Ellenkez6 esetben a v = v; + v, teljes
elfordulasi sz6g barmilyen valtozasa az (5.1) 6sszefiiggés értelmében hibdsan az ekvivalenciaelv
sériiléseként értelmezhet6. Megemlitem, hogy E6tvos és munkatarsai teljesen tisztaban voltak
ezekkel a feltételekkel és ahogy latjuk majd, meg is valtoztattdk emiatt a kisérleti elrendezést.

Az elso feltétel az volt, hogy a T csavarasi allanddnak, az m tomegnek, az [ fél karhossznak,
valamint a h fiigg6leges tavolsagnak a vizsgalt mintaparokra allandénak kellett lennitik, vagy
ezeket pontosan mérve az eredményeket meg kellett javitani. Mivel 7 dlland¢ értéke nem volt
biztosithatd és a valtozdsat pontosan nem is lehetett mérni, E6tvos és munkatarsai egy igyes
oOtlettel kikiiszobolték valtozasanak a hatasat. Kihasznaltak azt, hogy az észak-déli iranyban allé
ingarudra nincs anyagi kiilonbség miatt fellépé nyomaték, viszont van gradiens hatds, amelyb6l
az (5.2) osszefiiggéshez teljesen hasonldéan szamithat6 a w elfordulas szoge

w = EmlhgyZ (5.3)
T
agy; gradiens ismeretében. (Megjegyzem, hogy a (5.2) és (5.3) egyenletek jobb oldalainak
elgjele azért kiillonbozik egymastdl, mert a pozitiv értelmi mg, és mg, er6k forgatd hatasa
egymassal ellentétes irdnyu.) A v/w hanyados mar nem tartalmazta a kritikus 7 paramétert,
viszont a tomegek kicserélése miatti Ay tovabbra is kiszdmithatd, ha a gravitdciés gradiensek
véltozatlanok. Ez volt E6tvosék 2. mddszere.

A masodik feltétel szerint a mérés kornyezetében a g,, gradiens (valamint a 2. mdd-
szernél a gz is) a mérés kozben nem valtozhatott. Ezt kikiiszobolendé Eotvosék egyidében
mértek egy-egy anyagpart kettds ingdval. Emiatt a tomegvonzasi gradiensek barmilyen valto-
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zésa ugyanugy hatott mindkét anyagra; v/w ugyanarra az idépontra vett kiilonbségébdl a két
inga kozott a hatds kiesett. Az anyagpar elsé mérési sorozata utdn egy masodikat is mértek,
a probatomegeket az ingak kozott kicserélve. A két sorozattal végzett szamitds lehet6vé tette,
hogy a kett6s ingak kissé eltérd paraméterei és tajolasa se befolydsoljak az eredményeket. Ez
volt a legfejlettebb 3. mddszeriik. Megjegyzem, hogy a kisérleteik végeredményei, a Ay anyag-
paronkénti értékei kozott a 2. és a 3. mddszerrel kapott eredmények is voltak. Az 5.4. dbran
lathatjuk mind az eredményeket, mind a mérési mddszereket.

Most lassuk, honnan szarmazik a gravitaciés gradiensekbél eredd tovabbi torzitas,
amellyel E6tvosék nem szdmoltak. Az (5.2) egyenlet helytdllé tomegpontok és homogén
korhengerek esetében is, ha I és h a tomegkozéppontjukra vonatkozik. Az utébbit kénnyen
ellenérizhetjiik integralassal.

Viszont mi van akkor, ha a g, fiigg6leges irdnyt valtozdsa nem teljesen egyenletes, vagyis
nem irhaté le a g, (z) = g, z linedris Osszefiiggéssel? A kovetkez6 lehetéség a g, (z) = g,z +
Sz z? négyzetes kozelités. Az Eotvosék altal hasznalt henger alakd prébatomegek esetén a
teljes tomegvonzasi erét g, (z) integrdldsdval kell kiszdmitani

2 (%
v == L1 m,lg, (z)dz, (5.4)

ahol z{, z, jeloli a henger tetejének és aljanak a magassagat és m, egy végtelen kis keresztmet-
szet tomege. Egyszer( szamitds utdn a H = z, — z; magassagu hengerre

2 H?
vy = ——ml (hgxz + (hz + E) gxzz) : (5.5)
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5.4. dbra. Az Eotvos-Pekar-Fekete ekvivalencia-mérés eredményei, az egyes anyagparokra vonatkozé Ay
Eotvos-paraméter eltérések és becsiilt szorasaik

Az (5.5) osszefiiggés ravilagitott egy tovabbi lehetséges hibara az EPF-mérésben, ame-
lyet a gravitacids gradiensek okozhattak. Ez a prébatémegek magassagatol vald fiiggés. Ha a
magassag H helyett H' és g,.. nem zérus, akkor a gravitdcios gradiens okozta hiba az E6tvos-
paraméterben

8xzz 2 )
Amp, = ——SxE 2 g2y 5.6
Thibe = ~T5G sin e ) (.6)

A hiba miatt a valdsaggal ellentétben azt kaptuk, hogy sériil az ekvivalenciaelv. Mivel E6tvosék
a mérésiikben nagyon eltérdé magassagu hengereket hasznaltak, ez teret ad ennek a hibanak.
Példaul a Pt henger magassaga 6 cm, a magnaliumé (Mg-Al 6tvozet) 11.9 cm, a kigyéfaé 24 cm
volt. (Megjegyzem, hogy az (5.5) egyenlet csak vékony hengerekre igaz. Ahogy majd latjuk,
ennél jobb kozelités szerint H>/12 — R?/4 a fiiggés. A hatds a henger R sugaratdl is fiigg,
azonban az alakfiigg6 hiba tovabbra is fennall.)

A hiba az (5.6) kifejezés szerint ardnyos g,,,-vel. Ez g, magassag szerinti fiiggésében
a négyzetes tag egylitthatdja. A feliiletek kozelében, ahol a stirliség ugrasszertien valtozik,
g, valtozdsa erésen nem linedris. Milyen tomegek lehettek az ingdkhoz kozel a mérési hely-
szin(ek)en? Mivel hidnyoznak az eredeti mérési jegyz6konyvek, jegyzetek, rajzok, erre a kér-
désre nem tudunk valaszolni. Tomegmodellekkel végzett szamitdsaink szerint g, valtozdsa
elérhette a 0.2 — 3 nGal/cm?-t stirtiségi hatarfeliiletek (padld, falak, stb.) 1 m-es kornyezeté-
ben. Nemrég egy 2,5 m széles foldalatti folyosé kdzepén g, = 0.07 nGal/cm? értéket mértiink
egy pontosabba tett Pekar G-2B tipusu Eotvos-ingdval (Volgyesi et al. (2018b), Szabd (2016)).
Ezért a gravitacids gradiens okozta becsiilt Ay hiba elérhetia 2- 1072 —8-10~8 értéket és erésen
fiigg a kornyezet nehézségi eréterének szerkezetétsl és a prébatomegek alakjatdl. Osszehason-

litasul: ahogy az 5.4 abrén is lathatd, Eotvosék a kisérletitkben Ay = +1—6-107 eredményeket
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kaptak (Eotvos et al. 1922).

Ebben a fejezetben a kornyezet gravitacids hatasdbol eredé lehetséges hiba okat és varha-
toé nagysagat irtam le. A kovetkezé fejezetben bemutatom a hiba tovabbi elemzését multipélusok
segitségével.

5.2 Multipdlus kifejtés és a lehetséges gravitacios gradiens hatas elemzése

A multipélus kifejtés (D'Urso és Adelberger 1997) hasznos matematikai eszkoz a torzids inga
és a kornyezo6 tomegek témegvonzasi kolcsonhatasanak leirasara (Su et al. 1994). A kornyezd
tomegeket a Q;,,, multipolus térrel jellemezhetjiik. Ekkor az ingéra hato gravitacids nyomaték

oW > 1 ! .
T, = —— = 471G Y —— —ime. 5.
8 a(P 7Tl I:ZZ 21+ 1 m;lm qlleme ( 7)

W jeloli a gravitacios kolesonhatds potencidlis enenergidjat, G az egyetemes tomegvonzasi al-
landé, g, az inga multipdlus nyomatéka az ingéhoz rogzitett koordindta-rendszerben és ¢ az
ingakar azimutszoge. Az azimutszoget az x tengelyt6l mérjiik, pozitiv értelemben az y tengely
felé. Az Q;; multipdlus tér nem eredményez nyomatékot, mivel a kar szabadon fiigg a torzios
szalon; ezért az Osszegzés | = 2-t6l indul.

Az volt a célom, hogy kiszdmitsam a Ay E6tvos paraméter megvaltozasat a multipdlus
nyomatékok és a kornyez6 tomegek multipolus tere segitségével. A 2. mddszer esetében a

valtozas
v v
A’7=C<———,>, (5.8)
woow
ahol v és w az inga karjanak kelet-nyugati és észak-déli irdnyban skalaosztas egységben kifeje-
zett elfordulasat jeloli. A 3. modszer esetében

cl[/v - v 0"
2 [\wy  w, wy, W]

ahol a vessz6 az eltéré prébatomeget, az alsé indexek pedig a kettds inga két kiilon ingdjat
jelolik (Eotvos et al. 1922). Az aranyossagi tényez6

_ wT
©T 4LM_ Csing’

ahol L a leolvasé skala tdvolsaga a tiikort6l skalaosztas egységben, M, a prébatomeg nagysaga,
l, az inga fél karhossza, T a torzids szal csavarasi allanddja és Csin ¢ a centrifugdlis gyorsu-
las vizszintes GsszetevGje (5.3. abra). A kar azimutjanak kis valtozasa is okozhatja az E6tvos
paraméter valtozasat, de ettol eltekintettem, mivel a gravitacids gradiensek hatdsara voltam
kivancsi.

Ezek utdn kifejeztiik v-t és w-t a gravitacios nyomatékkiilonbségek segitségével, amelyek
viszont az (5.7) Osszefiiggés szerinti kapcsolatban vannak a multipdlus térrel. Negativ m ese-
tében figyelembe vettiik a Q; _,,, = (=1)"Qj,, kapcsolatot, ahol a csillag komplex konjugéltat
jelol. Feltételeztiik, hogy az ingakar tomegeolszlasa az inga tengelye és a torzios szal altal alko-
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tott sikra szimmetrikus. Ekkor mindegyik q;,,, valds. Csak az | < 4 fokszdmu tagokat megtartva

R
v_ R (5.10)
w Im(p)
ahol
5 5 5 5
P =10q2Q + Z 9310931 — - 933Q33 + ) g41Q41 — ) 943Q73- (5.11)

Osszegezve, az (5.8-5.11) egyenletek adjak meg multipélus nyomatékok és terek segitsé-
gével a gravitacios gradiensek hatdsat az EPF-kisérlet eredményére, ha | < 4.

A v/w hanyadost megvizsgdlva valaszt kaptunk arra, hogy a probatomegek alakja és a
nehézségi er6tér lehetséges valtozdsa hogyan befolydsoljdk a hdnyados értékét. Ugyanis az
(5.8, 5.9) osszefiiggésekbdl lathatd, hogy a v/w hanyados minden ilyen eredet( valtozasa az
Eotvos paraméter hibajat okozza.

El6szor a q;,-ek alakfiiggésével foglalkoztam. Valamely () tartomanyban p(7) stirdség
tomegeloszlas multipélus nyomatéka

Jim = pr(F)rlYfm(f)d3r

ahol Y}, (komplex) feliileti gombfiiggvény, a csillag komplex konjugéltat jeldl és 7 az 7 ira-
nyu egységvektor. Az EPF-kisérletben haszndlt dsszes probatomeg fiiggélegesen felfiiggesztett
henger volt. Fiiggbleges, homogén tomegeloszlasu, a koordinata-rendszer kezdépontjaban el-
helyezett hengerek esetében Stirling és Schlamminger (2017) Osszefiiggéseivel szamoltam, és a
kapott multipdlusokat eltoltam D’Urso és Adelberger (1997) eljarasaval. Fiiggbleges hengerek
esetében az alacsony fokszamu (I = 2,3, 4) multipdlus nyomatékok koziil csak

1|5
G0 = ﬁ\’;z\/m&ﬂ —3R? — 6x% — 6y* + 122%), (5.12)
1121 ; 2 2 2 2 2
g31 = 3 ;M(x —iy)(H*= — 3R* — 3x~ — 3y~ + 12z°), (5.13)
315 ; 2 2 2 2 2
I =3 ;Mz(x —iy) (H?* — 3R* — 3x% — 3y* + 4z%) (5.14)

alakfiiggéek, ahol M a henger tomege, R a sugara, H a magassdga, x, i, z a henger tomeg-
kozéppontjdnak a koordindtdi. Ha a tomegkozéppont az xz sikban van, ezek az egyiitthatok
mind valdsak. A felsorolt multipélus nyomatékok, ahogy arra az 5.1 fejezetben utaltam, vald-
ban H2/12 — R?/4-el aranyos alakfiiggést fejeznek ki. Fontos megéllapitds tehdt, hogy ha ez a
mennyiség a kisérletben hasznalt kiilonb6z6 probatomegek esetében dllandd, akkor az alakha-
tas kikiiszobolhet6. Az EPF-kisérlet szempontjabdl a g3, €s g4, alakfliggése fontos, mivel ezek
az (5.11) osszefiiggésben is megjelennek.

A legnagyobb nehézségi er6tértdl fliggd hiba varhatéan az alacsonyabb foku multipdlus
tértdl szarmazik. Ehhez hasonléan a legnagyobb alakfiiggé hatés a g3;Q3; tagtol varhatd, mi-
vel az (5.7) sor (r/R) fiiggvényében konvergal, ahol r a torziés inga jellemz6 mérete és R a
legkozelebbi tomeg jellemzé tdvolsdga (Su et al. 1994). Ezért az alak és nehézségi erdtér fiiggod
hiba elemzésben elsésorban a (5.11) els6 két tagjara 6sszpontositottam, vagyis két multipdlus
osszetevét (Q,q €s Q3;) tartalmazé tomegvonzasi eréteret tételeztem fel.

A hiba szamszertsitéséhez kiszamitottam v/w teljes derivaltjat a multipélus nyomatékok
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és terek dqzq, dQ,q és dQ3; végtelen kis névekményei szerint

cz(i) L (Ed OF + 0 d QY + 2 dQ+) (5.15)
w) ™ TImpy \7 3131 T 921951 7‘731 31 )/ :
aholadQ3, = Re(dQy1)+v/wIm(dQ;),dQ3, = Re(dQz1)+v/wIm(dQs1), Q3 = Re(Qz1)+
v/wIm(Qzp) €ésp = 42101 + % q31Q3; roviditéseket haszndltam. Ahogy emlitettem, az (5.15)
osszefiiggésel felirt v/w valtozas kozvetleniil hozzdkapcsolhaté a Ay hibdjahoz az (5.8) és (5.9)
kifejezésekkel.

Az (5.15) jobb oldaldnak elsé tagja a dq;;-t6l fiiggé alakhibat adja, mig a mdsik kettd a
nehézségi er6térbdl szarmazét a dQF; és dQ3, fiiggvényében.

A 2. mddszer esetében (ldsd 5.8 egyenlet) mindhdrom tag befolydsolhatta az E6tvos pa-
ramétert, hiszen v/w és v’ /w' értékeit az EPF-kisérletben kiilonb6z6 probatomegekkel egymas
utdn végzett mérési sorozatokbdl szamoltak ki. Jelentds idének kellett eltelni az egyes mérési
sorozatok kozott. Bar Eotvos et al. (1922) nem kozolt részleteket a méréseik idézitését illetden,
de azt megadtak, hany mérés volt az egyes mérési sorozatokban. Ugy becsiilhets, hogy legalabb
egy hét, de inkabb tobb is eltelt az egyes mérési sorozatok kozott, amely id6szak alatt a nehéz-
ségi er6tér nem biztos, hogy valtozatlan maradt. Es természetesen ott van még a prébatdmeg
alakjdtdl fiiggd hatds dgs; miatt, fiiggetleniil attdl, hogy az erétér valtozott-e vagy nem.

A 3. moddszer esetében (lasd 5.9 egyenlet}) E6tvosék egyszerre mértek a kettds ingdval.
A v/w és v’ /w' szamitdsat gyakorlatilag egyidejii mérésekbdl végezték, ezért a dQ7; és dQF;
tényez6kt6l fliggd hibdk még valtozd erbtérben is majdnem ugyanazok voltak v/w és v’ /w' ha-
nyadosok esetében. Kiilonbségeik (5.9) szerint kiestek, nem okoztak hibat. Viszont az (5.15)
els6 tagja hibat okozhatott, hiszen g5, kiilonbozott az egyes probatomegekre, vagyis dq3; nem
volt nulla a kisérlet sordn. Latszik, hogy ez a hiba fiigg a QF, multipSlus tért6l. Ez megval-
tozhatott a mérés soran, hiszen két mérési sorozatot mértek, az elsé utan a két inga kozott
felcserélve a prébatomegeket. Ezért a nem nulla alakfiiggés miatt (nem nulla dg3;) még ennél
a médszernél is hibds lehetett az E6tvos paraméter probatomegek kozotti eltérése, ha megval-
tozott a kornyezet nehézségi erétere.

Megtartottam az (5.15) egyenlet elsé tagjat és bevezettem a dqgs/q3; relativ valtozast.
Ekkor

d(g) _ > Qa1 SN
w 7Im(Qa1) +5/7Im(Q31) 431/921 931
Megéllapitottam tehdt, hogy a 3. mddszerben (vagy a 2. mddszerben véltozatlan nehézségi
erétérben) a hiba egyenesen ardnyos a dqs; /g3, hdnyadossal, ha a g3/, hanyados illetve a
Q51, Q31 multipdlus terek a prébatomeg pdrokra azonosak voltak. Ezt a fontos Osszefiiggést
hasznaltam kés6bb Eotvosék eredményeinek az ellen6rzésére amiatt, hogy a multipdlus terek
(a kornyezet nehézségi erGtere) ismerete nélkiil is haszndlhatd.

(5.16)

Végiil megjegyzem, hogy ha a p-ben mdsodfokiindl magasabb foku tagokat elhanyagoltam
(Eotvosék elemzését kovettem), akkor a kisérlet lehetséges hibdja csak a Q,; valtozdsa miatt
kovetkezhetett be, vagyis az (5.15) mdsodik tagja miatt. Ezt a hibat keriilték el E6tvosék a 3.
mddszeriikkel.

Lathato tehat, hogy amennyiben a magasabb fokii multipélus terek nem hanyagolhaték
el, még a 3. moddszer eredményei is hibasak lehettek. Ennek oka prébatomegek alakfiiggo
csatolddasa a nehézségi erétérhez (5.2 abra).
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5.3 Az EPF-kisérlet lehetséges hibajanak szamszertisitése és elemzése

A szamitds kiinduld adatai, az Ay E6tvos paraméter kiilonbségek és szorasaik lathatdk az 5.4
abran a 10 mért prébatomeg parra. Ezeket az eredeti Eotvos et al. (1922) cikkben taldlhato
v/w hényadosok és azok becsiilt szérdsai alapjan szamitottam ujra.

Viszonylag egyszer( volt kiszamitani az E6tvosék altal hasznalt ingak multipélus nyoma-
tékait az E6tvos et al. (1922) cikkben k6zolt paraméterekbdl. A fiiggbleges és vizszintes tenge-
ly hengerek multipélus nyomatékait D’Urso és Adelberger (1997), Stirling és Schlamminger
(2017) alapjan szamitottam ki. A kisérletben hasznalt inga karja 0.5 cm atméréjii sargaréz cs6
volt. A fels6 30 g tomeg( Pt hengert a cs6ben helyezték el (Selényi 1953). Az ingakar hidnyzé
méreteit a kozolt tehetetlenségi nyomatékokbol (Eotvos et al. 1922) hatdroztam meg. A teljes
ingatest tomegmodelljével végeztem az Osszes szamitast, beleértve a kiillonb6z6 prébatomege-
ket, az ingakart és a fels6 tomeget, hacsak kiilon nem jeleztem. Az egyértelmiiség kedvéért az

5.1 tabldzatban kozlom az inga multipélus nyomatékait és a kiszamitott g1 /4,7 hdnyadosokat.

(o)]
T
1

: magnalium-Pt
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: CuS04-5H20-Cu T
: CuSOa4(oldat)-Cu +
: azbeszt-Cu 7
: faggyu-Cu 10
0: RaBr2-Pt o

POoO~NOURWNERE

10°- ANmért
o

=21 | A :2. médszer 8¢ 1
B : 3. mddszer g
7
-4} 5 4
—6 E 1 1 1 1 -
-0.20 —-0.15 -0.10 —-0.05 0.00
AQg31/931

5.5. dbra. Az Eo6tvos-paraméter Ay kiilonbségei az EPF kisérletben az inga Agsz, /g3, tomegcsere miatti

relativ multipdlus véaltozésa fiiggvényében. Ha a kiilonb6z6 prébatémegekre a g3, /7, hdnyadosok éllan-

ddk, akkor Ay linedrisan fog valtozni a 3. mddszer esetében, valamint id6ben véltozatlan erétérben a 2.

mddszer esetében is. JOl lathat6 a 3. modszerre a kozelit6 linedris fiiggés, ami aldtdmasztja a szabdlyos
hiba hipotézisét.
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Az 5.2 fejezetben lattuk, hogy a 3. mddszer, illetve véltozatlan nehézségi er6térben a 2.
modszer esetében a gradiensek okozta hiba egyenesen aranyos dq3; /31 -el. Ez akkor teljestil, ha
a g31/q,1 hanyadosok és a Q,1, Q3 multipdlus terek a kiilonb6z6 anyagpdrokra allanddk. Az
5.1 tablazatbol latszik, hogy g3 /9,1 a 3. moédszer sordn 2 %-nal kevésbé valtozott a kiilonb6z6
anyagparokra és 16 %-nal kevésbé a 2. mddszer soran. Idében véltozatlan nehézségi er6térben
tehat kozel linedris valtozas lenne varhaté a Ay E6tvos paraméter kiilonbségekben. Az 5.5 dbra
a Ay véltozéasat mutatja Aqz; /g3, fliggvényében az anyagpdrok kiilonbozé prébatomegei kozott.
A 3. modszer esetében a két kissé eltér6é Agzq /g3, érték atlagaval szdmoltam.

Az EPF-mérések helyszinéhez (helyszineihez) kozeli tomegek nagysagat és elhelyezkedé-
sét sajnos nem ismerjiik. Ahogy emlitettem, sem mérési vazlatok, sem jegyz6konyvek nincsenek,
amik ebben a segitségiinkre lehetnének. Igy csak taldlgathatjuk, hogy mekkora hibat okozhat-
tak a tomegvonzasi gradiensek a kisérletben. Ezzel ellentétben a torzids ingak forgatasaval
végzett tGjabb ekvivalenciakisérletekben a multipélus tereket gondosan megmérték és kompen-
zaltdk (Su et al. 1994; Wagner et al. 2012; Xu et al. 2017), hogy elkeriiljék a tomegvonzasi
gradiensek okozta hibat.

5.6. abra. A kornyezeti nehézségi er6tér tomegpont modellje. Az egyik része két azonos, a kezdépont-

hoz képest szimmetrikusan elhelyezett M; és M; tomegbdl &ll. Ez a rész modellezi a nem zérus Q,;

multipdlus teret és a Q43 sem zérus. A mdsik rész hdrom, 2M,, M, és M, tomegb6l &ll, ami a Qs
mulipdlus teret modellezi (1d. 5.2 tdblazat). Az a paraméter értéke 5 /Zg\/m

Szerettem volna azonban annak ellenére is megmutatni az id6ben valtozé nehézségi eré-
tér hatasat az EPF-kisérletek eredményére, hogy nem ismerjiik a kozeli tomegekbdél szarmazd
multipdlus tereket. Ezért egy egyszeri tomegmodellt készitettem a kornyezeti nehézségi erétér
el6allitasahoz (5.6. abra). Tisztaban vagyok vele, hogy ez a modell mesterkélt. Ennek ellenére
ugy gondolom, hogy megfelel annak a célnak, hogy megmutassa, mennyire érzékeny volt az
EPF-mérés a prébatomegek alakja miatt a mérés kornyezetének idoben valtozé tomegvonzasa-
ra.
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5.1. tdbldzat. Az ingakar és a hozz4 kapcsolt tomegek multipélus nyomatékai és g5, /g,; hdnyadosai

az EPF-kisérletben mért probatomegekkel. A szdmitdsokat a kozolt adatok alapjan végeztem. A sorrend

azonos az Eotvos et al. (1922) altal kozolt sorrenddel. Csillaggal jeldltem a 2. médszerrel mért prébato-

megeket. Az egyszerl és kettds ingdk paramétereit E6tvos et al. (1922), Selényi (1953) alapjan vettem

fel. A koordinata-rendszer kezd6pontja az inga tomegkozéppontja, a z-tengely lefelé, az x-tengely pedig
az ingakar irdnydba mutat az als6 témeg felé

Ssz.  probatomeg 921 g31 933 941 943 931/921

2 3 4 4

103gem? 10°gem® 10*gem® 10°gem* 10°gem cm

1. magndlium -8.3228 -0.8134 -2.2382 2.1409 -4.9000 9.77

2.7 Pt -8.3539 -0.7606 -2.2274 2.4847 -4.9165 9.10
3.7 kigydfa -8.0080 -1.1556 -2.4277 0.5126 -4.7800 14.43
4.7 bt -8.3101 -0.9075 -2.2611 2.2896 -4.9278 10.92
5.7 Cu -8.3255 -0.9107 -2.2451 2.2757 -4.9340 10.94
6.” Pt -8.3510 -0.9149 -2.2465 2.2786 -4.9494 10.96

7.* Ag-Fe-SO, -8.4156 -0.8502 -2.2556 2.0067 -4.9577 10.10
8.7 Ag-Fe-S0O, -8.3556 -0.8366 -2.2536 2.0365 -4.9220 10.01

1. H,0 -8.3994  -1.0159  -2.2430  1.6862  -4.9774  12.10
2. Cu -8.4586  -0.9615  -2.1794  2.2868  -5.0424  11.37
3. Cu -8.3255  -0.9107  -2.2451  2.2757  -4.9340  10.94
4. H,0 -8.4607  -1.0491  -2.1780  1.7296  -5.0434  12.40
5. CuSO,5H,0 -8.3522  -0.9867 -2.2430  1.8215  -4.9494  11.81
6. Cu -8.4692  -0.9758  -2.1777 22069  -5.0484  11.52
7. Cu -8.3198  -0.9196  -2.2355 22061  -4.9289  11.05
8. CuSO,5H,0 -8.4656  -1.0306  -2.1664  1.8453  -5.0442  12.17
9. CuSO,(oldat) -8.3584  -0.9949  -2.2387  1.7739  -4.9523  11.90
10. Cu -8.4415  -0.9668  -2.1692 22265  -5.0304  11.45
11. Cu -8.3198  -0.9196  -2.2355 22061  -4.9289  11.05
12. CuSO,(oldat) -8.4769  -1.0418 -2.1696  1.7889  -5.0515  12.29
13. azbeszt -8.3954  -0.9967  -2.2376  1.8011  -4.9740  11.87
14. Cu -8.4415  -0.9668  -2.1692 22265  -5.0304  11.45
15. Cu -8.3164  -0.9187  -2.2351 22080  -4.9268  11.05
16. azbeszt -8.4849  -1.0364  -2.1696  1.8324  -5.0563  12.21
17. faggyu -8.3602  -1.0280  -2.2348  1.5629  -4.9527  12.30
18. Cu -8.4415  -0.9668  -2.1692 22265  -5.0304  11.45
19. Cu -8.3164  -0.918766 -2.2351  2.2080  -4.9268  11.05
20. faggyu -8.4601  -1.0704  -2.1646  1.5852  -5.0406  12.65

29.* RaBr, -8.4553 -0.9757 -2.2611 2.0180 -5.0140 11.54



Nehézségi g ekvivalencidjanak mérésében

5.2. tablazat. A kornyezeti nehézségi er6tér modellje alacsony fokszamu (I < 4) Qy,, multipdlus tér

eléallitasara. A tdblazat a tomegpontok vizszintes tavolsagait, azimutjait és z koordinatait tartalmazza,
valamint a modellbél szadmitott nem zérus multipélus tereket.

rész tdmeg vizszintes tavolsdg azimut z koordindta nem zérus multipdlus terek
1. M, 2/+/3z, D, z; Qo1 = —9/343y210/ M, ¢'®1 /23
M, 2/4/3z, P+ -z Quz = —162/240+/5/ 1M, €31 /23
1.  2M, 5/25/4/5z, P, 0
M, 2z, D, + 7 Zy Q31 = 2/625\/WM23@2 /2421
M, 2z, O, + 7T -2,

A tomegmodell 5 pontszer(i tomegbdl allt, és 4 fliggetlen paramétert tartalmazott. A mo-
dell részleteit az 5.2 tablazat mutatja. A beléle kiszamitott v/w hanyadosoknak egyezniiik kell
az EPF-mérésekben taldlt hdnyadosokkal. Ezért a @, azimutokat ugy kotottem meg, hogy kiad-
jak a mért v/w hanyadosokat. Feltételeztem, hogy a Q3; multipélus terek jellemzé tévolsdga
20 m. Azért ennyi, mert Bod et al. (1991) szerint a mérések helyszinétél kb. 20 méterre a
Fizikai Intézet egy nagy betonbdl késziilt tornya helyezkedett el.

Ahogy emlitettem, a An-k és a szérdsaik pontosabb értékeit a 10 mintapdrra tjraszami-
tottam az eredeti adatokbdl (Eotvos et al. 1922). Az optimdlis megoldast a modell paramé-
terterében differencialis evolticids algoritmussal kerestem meg (Storn és Price 1997). Az op-
timum feltétele az volt, hogy a kiilonbségek sulyozott négyzetosszege a ténylegesen mért Ay
és a modellbdl szamitott Ar,,,4,; kozott minimalis legyen. A stulyokat a mérések szdrdsaibol
(kozéphibaibdl) szamitottam.

Két szélIs6 esetet vizsgaltam: Az 1. esetben a modell statikus volt, vagyis az 6sszes mé-
rési idépontban a tomegek helye valtozatlan maradt. Az 5.7 fels6 abraja ennek a modellnek
és a méréseknek a kapcsolatat mutatja, a Ay E6tvos paraméterek fliggvényében. A 2. esetben
megengedtem a tomegmodell paramétereinek ésszerti mértékd valtozasat az egyes mérési id6-
pontok kozott. Az 5.7 alsé abraja szerint a Ay paraméter valtozasa tekintetében teljes egyezést
tudtam elérni az EPF-mérések és a modell kozott.

Az 5.8 dbra a 2. esetben elért teljes illeszkedéshez sziikséges modell paramétereket mu-
tatja. Ezt az illeszkedést a modellparaméterek abszolut értelemben atlagosan 2.6 %-os valtoza-
saval értiik el. A maximalis paramétervaltozas 18 % volt, de a paraméterek 84 %-anak relativ
valtozdsa =5 %-ndl is kisebb. A legnagyobb véaltozdsokat az M, /M, tomegarany esetében ta-
pasztaltam.

Az 5.5 dbran nem latszik linearis valtozas a 2. moddszer eredményeiben. Ezzel ellen-
tétben a 3. mddszer eredményei kozel linearis valtozast mutatnak. A 2. mddszer esetében ez
varhatd volt, mivel a kornyezé nehézségi er6tér valtozasa miatti hatas két mérési sorozat kozott
meghaladhatta az alakfiiggés miatti hatdst. Ezt a feltevést egyszerl szdmitdssal ellendriztem,
amihez az 5.8 dbran taldlhat6 tomegmodell paramétereket hasznédltam. A tdmegvonzasi erétér
a tomegmodell szerint valtozott, viszont a prébatomegek alakja nem valtozott a 2. mddszer
mérései soran. Az 5.3 tablazat szerint az E6tvos paraméter valtozasa nagysagrendben ugyan-
akkora vagy még nagyobb lett, mint az EPF-kisérletben kapott eredmények.
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5.7. dbra. Ez a két abra két sz€ls6 esetetben mutatja a EPF-kisérletbdl, illetve a kdrnyezeti nehézségi
erétér modelljébdl kapott A E6tvds paraméter eltéréseket. A fels6 dbra az 1. esetet szemlélteti. Ebben
az esetben a kornyezeti nehézségi erétér idében nem valtozott. Emiatt a modellbél szadmitott Ar,, 4.1
csak a probatomegek alakja miatt valtozhatott. Az alsé dbra a 2. esetben kapott teljes egyezést mutatja.
Ezt a kornyezeti nehézségi er6tér modelljének a mérési id6pontoktdl fiiggd kismértéki valtoztatasa tette
lehet6vé (1d. 5.8 abra). Bar nem ésszert teljes egyezést kbvetelni, az abra mégis egyértelmiivé teszi, hogy
az EPF-mérések eredményei pusztan a tomegvonzasi gradiensek hatdsaval is magyarazhaték. R? és Rgd].
a determinacids egyiitthatokat jelolik, az utdbbi a szabadsagi fokkal korrigalt determinacids egyiitthato.
F az F-préba statisztikdja, p(F) az F-prébdhoz tartozd p érték.

68



Nehézségi g ekvivalencidjanak mérésében

? o
160-*’$’* SIS S A
vV vvvvyY v v
140—........¥;Ivv;l
3 120 1 :ZZI((T))
o 3. médszer ¢ 20
£ 100 1 O it
% YV di(m)
1A A A A A A A A AAA A AL

60
40—OOOOOOOOOOOOOOO
ST g g9 5 oF g
\g’ \\O) (g’ LL‘Z"V v "Z;lé)\IAQ-
2 * ;05 T 3 F LS
8 < < 5 oF & @

5.8. abra. Az EPF ekvivalenciaméréseket reprodukal6 tomegmodell paraméterei (témegpontok ® irdnya,
d tavolsaga, M, /M, témegaranya). A maximalis paramétervaltozas 18 %, de a paraméterek 84 %-anak
valtozésa =5 %-nal is kisebb.

Eotvosék beszamoltak arrdl, hogy egy épitkezés kezd6dott a mérés helyszinének kozvet-
len kozelében, mialatt folytak a mérések (Kilényi 2019), Bod et al. (1991) szerint a mérés
helyszinét6l DNy-i irdnyban dtmenetileg egy munkagodrot dstak az épitkezés miatt. Ezért az
épitkezés jelentds idObeli valtozast okozhatott mérés kozben a nehézségi erétérben. Masrészt
a 3. mddszeriik gyakorlatilag érzéketlen volt erre az id6beli valtozasra, ezért vilagosan latszott
a prébatémegek alakja miatti hats. Ugy gondolom, hogy az eredmények egyértelmtien ala-
tdmasztjdk a probatomegek alakjatol fiiggé hiba hipotézisét. Véleményem szerint, ha csupan
véletlen hatasok befolydasoltdk volna a méréseket, akkor az EPF-kisérletben a kétféle modszerrel
kapott eredmények nem kiilonboznének jelent6sen egymastdl.

Az egyszer( tomegpont modellezés megmutatta, hogy van olyan ésszerti mértékben val-
toz6 nehézségi erdtér, mellyel akdr még reprodukalhaték is a mért eredmények. A forrasto-
megek modellezésével kapott eredmények értelmezése megerdsitette a kornyezeti nehézségi
er6tér lehetséges valtozasanak fontos szerepét az EPF-kisérletben. Amennyiben nem volt id6-
beni valtozds, csak mérsékelt kapcsolatot taldltunk a mért és modellezett Ay E6tvos paraméter
kiilonbségek kozott. Még ehhez a kapcsolathoz is til nagy M, /M, arany és tul kicsi d, kellettek.

Masrészt, amikor a forrastomegek valtozhattak, ésszerti eredményeket kaptunk. Habar
statisztikai ingadozdsok nélkiili, teljes egyezést elvarni nem ésszer(i, a 5.8 dbrdn bemutatott
tomegmodell paraméterek és véltozdsaik a mérés sordn elfogadhaté nagysaguak lettek.
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5.3. tablazat. Az idében valtozd nehézségi er6tér hatasa az E6tvos paraméterek kiilonbségeire Eotvosék

2. mddszere szerint. A 4.7 dbran lathaté tomegpont modell paramétereket hasznaltuk. A 2. mdédszerben

egyltt mért probatomeg-parok alakja nem valtozott. A harmadik oszlopban az Gjraszamitott EPF-mérési
eredmények, a negyedikben az idében valtozd nehézségi erétér hatdsa miatti valtozasok lathatok

Ssz. prébatomeg par Ay -10°  An-10°
EPF modell

1. magndélium — Pt 3.36 0.77
2.  kigyofa - Pt —0.56 9.87
3. Cu-Pt 4.08 4.02
4. Ag-Fe-SO, - Ag-Fe-SO, —0.07 0.34
5. RaBr,-Pt 1.15 3.34

5.4 A nehézségi gradiensek hatasa mas ekvivalenciakisérletekre

Az EPF-kisérletben mutatkozé hatas miatt felmeriilt a kérdés, hogy mds ekvivalenciakisérlete-
ket is befolyasolhattak-e a nehézségi gradiensek? Példaszamitdsokat végeztem az ilyen hatasok
nagysagrendjének becslésére harom tovabbi kisérletben. Ebben a fejezetben ezeket a szamita-
sokat ismertetem a Dicke és tarsai (Roll et al. 1964), Braginsky (Braginsky és Panov 1972) és
az Eo6t-Wash csoport (Wagner et al. 2012) kisérletei esetében. Réviden a MICROSCOPE (Tou-
boul et al. 2017) tirkisérletrol is szot ejtek. A régi és tjabb gyenge ekvivalenciaelv-mérések jo
attekintését adja (Nobili és Anselmi 2018).

Az 5.2 fejezetben megmutattam, hogy az E6tvos-Pekdr-Fekete ekvivalenciakisérlet hibdja
a probatomegek alakja, a nehézségi er6tér idébeli valtozdsa, vagy mindketté miatt adédhatott.
El6szor azzal foglalkoztam, hogy a probatomegek alakja hogyan befolyasolhatta az el6z6ekben
emlitett pontosabb ekvivalenciakisérleteket.

Az EPF-kisérettel ellentétben ezekben a mérésekben a probatomegek alakja ugy lett meg-
valasztva, hogy csokkentse a nehézségi erétérrel kapcsolatos hibakat. Dicke és munkatarsai
(Roll et al. 1964) példaul ugy jartak el, hogy 1) kisméretl torzids ingat haszndltak, aminek a
nyomatéki karja csak 3.3 cm volt, 2) az ingat haromszoros szimmetriajura tervezték és 3) tavol-
10l feliigyelték az eszkozt. Braginsky (Braginsky és Panov 1972) az id6ben valtozé gradiensek
hatésat ugy csokkentette, hogy az ingdjat nyolcagu csillag formdjaban épitette meg egyforma
tomegekkel. A Wagner et al. (2012) tervezte forgd torzids inga gravitdcios gradiens érzékeny-
sége a négyszeres forgasiranyu és fiiggéleges szimmetria miatt lényegesen kisebb lett, mivel
lehet6vé tette az ingaval négyféle elforditott helyzetben valé mérést.

Dicke és Braginsky mérései abban is eltértek az EPF-kisérletts], hogy ingdik az E-D-i irdny-
ban alltak, mivel a Nap gravitdcios hatasa mérése kozben nem kell forgatni az ingat. E6tvosék is
mértek E-D-i irdnyt ingakkal a naptémeg gravitacids hatasara, de ezek kevésbé voltak pontosak,
mint a Fold tomegvonzasara alapozott méréseik. Adott iranyban all6 inga esetében a probato-
megek alakja miatt csak dllandé nyomaték keletkezik, ami nem mddositja az esetleges ekviva-
lenciasértésbdl vart 24 oras peridédusu jel amplituddjat, ezért nem befolyasolja az eredményt.
Wagner et al. (2012) kisérletiikben forgattak az ingat, mivel a Féld tomegvonzasi hatasara mér-
tek, viszont az EPF-kisérlettel ellentétben, nagyon gondosan megvizsgaltak és kompenzaltdk a
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nehézségi er6tér (multipolus terek) alakfiiggd hatasat.

Példaszamitasokkal mutattam meg a kérnyezeti nehézségi er6tér idobeli valtozasainak a
hatdsat ezekre az ekvivalenciamérésekre. Célom ezzel a kiilonb6z6 kérnyezeti hatasok szam-
szerlsitése volt. Ezt tdrgyalom a tovabbiakban.

Dicke és munkatarsai (Roll et al. 1964) szamszertsitették az emberi okokbdl, csapadék-
bol, 1égkori témegekbdl és a haromszog alaki torzids inga gyartasi hibaibdl varhatd, idében
valtozd nehézségi erétérre visszavezethet6 hatasokat. Ingajukat egy 5.8 m mély és 2.5 m ol-
dali négyzet keresztmetszet(i, sziklara betonozott padléju miiszergédorben szerelték fel, és
tavolrdl iranyitottdk. A Roll et al. (1964) 11. &brajan lathatd, hogy a mliszergodrot talaj vette
kortil, ezért az ingdra hatdssal lehetett a talajnedvesség. Ezt nem emlitették a Roll et al. (1964)
tanulmanyukban. A talajnedvesség valtozasa miatti nyomaték valtozast az 5.2 fejezetben tar-
gyalt multipdlus kifejtéssel, az 5.7 egyenletbdl szdmitottam ki. A szamitdshoz a g;,,, multipélus
nyomatékok és a Q;,,, multipélus terek sziikségesek.

Feltételeztem, hogy az inga méretei hibatlanok, vagyis a nyomatéki karok azonosak, és ki-
szamitottam a Dicke-féle Al-Au inga g, multip6lus nyomatékait 10 fokig és rendig. Ha péld4ul
a talaj viztartalma 50%-al megnétt a mliszergdédor kozelében egy csupan kb. 6 dm3-es, 60 cm
x 70 cm x 1.5 cm-es kis talajrészben, 40%-os normal porozitast feltételezve a stiriségvaltozas
0.2g/cm? volt. Emiatt 1.3 kg-nyi tomegtobblet jelent meg a talajban. Stirling és Schlamminger
(2017) javitott (5.17) Osszefiiggésével kiszamitottam az M tomegli, H magassagu, a, b oldal-
hosszusagu és ¢ tajolasu téglatest Q;,, multipolus tereit ugyancsak 10 fokig és rendig D’Urso és
Adelberger (1997) analitikus eljérasaval. A kiszamitott nyomaték T, = 6.4 - 107'% dyn-cm lett.
Amennyiben az inga méreteltérésére 1%-ot tételeztiink fel, a maximdlis nyomaték 7.9 - 10~1°
dyn-cm-nek adédott. Mindkett6 nagyobb a Dicke és munkatdarsai dltal kozolt 7 = 1 - 10~11
Eo6tvos paraméter pontossagndl, mivel az ennek megfelel6 nyomaték T, =59- 10710 dyn-cm.
Természetesen az ekvivalenciamérés csak akkor lesz hibds, ha a tomegvaltozds és a bel6le szdr-
mazé nyomaték is 24 érds periddusi. Mindenesetre ez az egyszeri szamitds megmutatta a
Dicke és munkatarsai altal hasznalt késziilék (Roll et al. 1964) érzékenységét az idében valtozd
kornyezeti eredetli gravitacios zavarokra.

—ime o

204+ DA +m)!I(l — m)!
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7

2i+2p+1
ha m, | parosak, ésm > 0. (5.17)

Braginsky és munkatarsai kisérletiiket (Braginsky és Panov 1972) a Moszkvai Allami Egye-
tem egy alagsori helyiségében végezték, amelyet nagyon gondosan hészigeteltek. Tovabbi rész-
letek hianyaban a helyiség mérete és a falak nedvességtartalma csak sejthetd. Ismét feltételez-
tem az inga hibdtlansagdt, azaz azonos karokat, és kiszdmoltam a q;,,, multip6lus nyomatékokat
10. fokig és rendig. Feltételezve 0,8%-os nedvességvaltozast egy 35 cm vastag, 2,5 m x 5 m
méretli, az ingatol 5 m tavolsagra 1évé falban, a multipdlus tereket ismét (5.17) segitségével
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szamoltam ki. Ebben az esetben a maximadlis nyomaték csupan T, =72 10~ dyn-cm volt.
Ez elhanyagolhatd, figyelembe véve a Braginsky 4ltal k6zolt # = 0,9 - 10712 E6tvos-paraméter
szorast, mivel az ennek az értéknek megfelel6 T, nyomaték az ingara T,=75- 10713 dyn-cm.
Az inga relatfv megmunkalasi tlirését Braginskii és Manukin (1977) 4 - 10~%-ban adta meg. Az
inga egyik karjat ennyivel (10 cm-es kar esetén 40pm-rel) megvdltoztattam, ezért a q,, kvad-
rupdl nyomaték zérustol eltérd lett. Ezzel a csekély tokéletlenséggel az ingdra haté maximadlis
nyomaték két nagysagrenddel, T, = 8,1 - 10~13 dyn-cm-re nétt, a fentiekkel azonos nedvesség-
valtozast feltételezve. Ez a nyomaték valamivel nagyobb, mint a kisérlet bejelentett pontossaga.

A seattle-i Washingtoni Egyetem E6t-Wash csoportja egyenletesen forgd ingdkkal végzett
egy sor ekvivalenciamérést; az utolsé és legpontosabb vizsgédlatukrdl a Wagner et al. (2012)
€s Wagner (2014) tanulmdnyokban szdmoltak be. A Q,, Q37 €s Q4 kornyezeti gravitdcios
multipdlus tereket egy specidlisan erre a célra tervezett gradiométer ingdval mérték. A Q,q,
Q3 terek napi véltozdsait is nyomon kovették egyenként mintegy 10 napon keresztiil. A kor-
nyezeti gravitdciés tér m = 1 multipélusaibdl szdrmazd, az ekvivalenciaelvet sérté hamis jelek
elkertilése érdekében a késziilék kozelében 1év6 kompenzalé tomegekkel csokkentették a Q,q
és Qz1, valamint a Q,, multipdlusokat. A Q4; multipdlus tér elhanyagolhaténak bizonyult. A
laboratérium mogotti talaj nedvességtartalmanak valtozasai és a Washington-t6 vizszintjének
valtozasa miatt megfigyelt ~1%-os évszakos ingadozasok azonban nem tették lehetévé a kor-
nyezeti gravitacios tér gradiensei teljes kompenzalasat.

Az EOtvos paraméter legpontosabb értéke a Fold nehézségi erbterében végzett méréseikre
a Be-Al konfigurécié esetében 7 = +1,2 - 10713 volt, és az ennek megfelel6 ingara haté nyoma-
tékot T,=26- 10712 dyn-cm-re becsiiltem. A Be-Ti és Be-Al konfiguréci6ju ingdk multipélus
nyomatékait a Wagner (2014) 5.4. tablazatdbdl vettem. Az ingatdl 0,8 m tdvolsagra 1évd, 1 m
X 1 m méret(, 35 cm vastag falban 0,8%-os nedvességvaltozast feltételeztem, és ennek a tomeg-
nek a a multipdlus tereit a fentiek szerint szamoltam ki. A maximaélis nyomaték Tg =1,1.10"13
dyn-cm volt a Be-Al és 2,1 - 10~'3 dyn-cm a Be-Ti konfiguracié esetén. Mindkét érték kevesebb,
mint 10%-a a legjobb szdérdsnak megfeleld értéknek.

A MICROSCORPE firkisérlet j megkozelitést alkalmazott a gyenge ekvivalenciaelv vizsga-
latéra (Touboul et al. 2017). A miiholdra haté nem gravitdciés er6ket hajtémivek ellensulyoz-
tak, lehet6vé téve két kiilonbozé Gsszetételli, koncentrikus lireges hengeres prébatomeg gyor-
suldsainak 0sszehasonlitasat. A probatomegek alakjat ugy alakitottdk ki, hogy azok kozelitéleg
gravitacios monopolusok legyenek, és ezzel a gravitacidés gradiensek hatasat lecsokkentették
(Connes et al. 1997). Idedlis gravitaciés monopolusok esetén ugyanis semmilyen zavard gra-
vitacids forras, barmilyen kozel is legyen, nem okozhatja a probatomegek eltéré gyorsulasat
(Lockerbie 2000). Ezért ez az ligyes kialakitds csaknem teljesen kikiiszobolte azt a hibdt, amely
a teszttomegek és az idében valtozd helyi gravitdcios er6tér kolesonhatdsabdl adddhatott.

5.5 Osszefoglalas

Ugy gondolom, hogy ebben a részben bemutatott eredményeim 1j megvilagitasba helyezték
az Eo6tvos-Pekar-Fekete ekvivalenciamérést. Megindokoltam, hogy a gravitacios gradiensekkel
kapcsolatos hibat miért kell figyelembe venni az EPF-mérések magyarazatara tett jovébeli kisér-
leteknél.

Megmutattam, hogy az EPF-kisérlet eredményeire hogyan hathatott ez a gravitacios gra-
dienshez kapcsolédo szabalyos hiba, bar annak pontos nagysaga ismeretlen maradt. Ezért Gjra-
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mérést javasoltam a gravitacids gradiens hatds kisérleti ellen6rzésére egy eredeti E6tvos-inga
felhasznaldsaval. Az ilyen hatdst nem zarjak ki a sokkal pontosabb egyenértékiiségi vizsgalatok,
mivel azokat csak egy E6tvos-ingaval lehet mérni. Az EPF ekvivalenciavizsgélat tjramérése fo-
lyamatban van. Egy eredeti Pekar G-2B ingat allitottunk fel szamitégéppel vezérelt forgatdssal
és leolvasassal nemrég a Janossy Foldalatti Fizikai Laboratdrium egy alagtitjaban, a fold alatt 30
m mélyen (Volgyesi et al. 2018b). Remélhetbleg ez az ijramérés a gravitacids gradiens hatds
gondos ellendrzésével tovabbi részletekkel szolgdlhat az EPF kisérlet hib4jardl és magarol az
EPF kisérletrél. Ez a kisérleti ellen6rzés kizarhatja vagy megerdsitheti egy olyan hatas 1étezését
is, amely a Fold forgasaval fiigghet 6ssze (Fischbach 2019), ami az EPF-kisérletben megfigyelt,
az ekvivalenciaelvt6l vald szabélyos eltérés egy lehetséges masik oka.

Az EPF-méréseket kdveto ekvivalenciakisérletekkel kapcsolatos példaszamitasaink azt mu-
tattak, hogy a kornyezeti gravitacios hatasok akkor is elérhették egyes kisérletek érzékenységét,
ha az inga nem lett forgatva. Ez volt a helyzet a Dicke, Braginsky és munkatarsaik altal végzett
kisérletek esetében. Még csekély gyartasi tokéletlenségek is nagysagrendekkel novelhették az
ingdk érzékenységét a helyi nehézségi erétér viszonylag kis valtozdsaira. Ezzel szemben az Eot-
Wash csoport vagy a MICROSCOPE (rkisérlet tijabb ekvivalenciamérései a kornyezeti gravitaci-
0s hatasok gondos figyelembevételének, illetve az okos tervezésnek koszonhetéen 1ényegében
mentesek maradhattak a gravitacios gradiensek okozta hibatdl.

73



Toth Gy.: A nehézségi er6tér gradiengeinek j

74



toth.gyula.2 46 22

6 Az eredmények Osszefoglalasa

Vizsgalataim alapjan az alabbi 1j tudomdnyos eredményeket adom meg.

1. tézis
Levezettem a geoidmagassagokra és nehézségi rendellenességekre vonatkozé integralosszefiig-
géseket, az E6tvos integrdlokat, amelyekben az E6tvos-inga dltal mérhetd 6sszes mennyiség sze-

repel.

A tézishez kapcsolédo publikdciok: (Téth et al. 2002), (Téth 2002), (Téth 2003)

1.1 altézis
Az Eo6tvos integrdlok magfiiggvényeit az Edtvos magfiiggvények végtelen sorait 6sszegezve zart
alakban elédllitottam.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth et al. 2002), (Téth 2002), (Téth 2003)

1.2 altézis

A gyakorlat igényeit szem el6tt tartva kidolgoztam a tdvoli teriiletek hatdsanak szamitdsat a
peremérték-feladatot megoldo integralkifejezésekre. Megallapitottam, hogy az Eotvos fiigg-
vények eltérd sajatossdgai miatt a tavoli teriiletek hatdsa 1ényegesen eltér6 mdédon csokken a
geoidundulaciok, illetve a nehézségi rendellenességek esetében. Ez alapjan két 1épéses eljarast
javasoltam a geoidundulacidk szamitasara.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Toth et al. 2002), (Toth 2002), (Toth 2003)

2.1 altézis

Meghatdroztam a GOCE mérések lefelé folytatasa sordn a tavoli teriiletek elhanyagoldsabdl
ered6 hibat. Megallapitottam a mérések pontossaganak megfelel6 lefelé folytatashoz sziikséges
adattertilet nagysagat.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Toth et al. 2006b)

2.2 altézis

Meghataroztam az Eotvos-inga mérések felfelé folytatdsa soran a tavoli teriiletek elhanyagola-
sabol ered6 hibat. Megallapitottam, hogy az E6tvos-inga adatai 6nmagukban nem, csak mads
mérésekkel egyiitt alkalmasak a GOCE mérések ellenérzésére.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Téth et al. 2005)
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3. tézis
Inverzids eljarassal modellezve a nehézségi erétér potencialfiiggvényét kombindlt geoidmegol-
désokat hatdroztam meg Magyarorszag teriiletére az Eo6tvos-inga mérések felhasznaldsaval.

A tézishez kapcsolodo publikdcio: (Téth 2009b), (Téth 2009a), (Toth és Foldvary 2015a), (Vol-
gyesi et al. 2018a)

3.1 altézis

Legkisebb négyzetes kollokacidval meghataroztam a nehézségi er6tér modelljét. Az E6tvos-inga
vizszintes nehézségi gradiensméréseket egy erre a célra kidolgozott két 1épcsés eljarassal von-
tam be a meghatarozasba, melyben nehézségi rendellenességek, fliggévonal-elhajlasok, szinte-
zett GNSS pontok és az SRTM3 digitdlis domborzatmodell szerepeltek.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth 2009b), (Toth 2009a)

3.2 altézis

Regularizalt radidlis bazisfliggvényes megoldassal az orszag teriiletén els6ként hatdroztam meg
a nehézségi er6tér modelljét az 6sszes Eotvos-inga mérést, valamint az 6sszes rendelkezésre allé
egyéb pontbeli mérést is felhasznalva.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth és Foldvary 2015a), (Volgyesi et al. 2018a)

4. tézis
Az Eotvos-Pekar-Fekete ekvivalenciamérésekben olyan nehézségi erétér fiiggé szabdlyos hibat
talaltam, amely indokoltta teszi a kisérletek megismétlését.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Toth 2019), (Téth 2020a)

4.1 altézis
Kimutattam, hogy az EPF kisérlet szabalyos hibaja a prébatomegek alakjanak megfelel6 megva-
lasztasaval kikiiszobolhet6, €s javasoltam ennek figyelembe vételét a kisérlet djramérése soran.

A tézishez kapcsolodo publikdciok: (Téth 2019), (Toth 2020a), (Volgyesi et al. 2018b)
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Bird Péternek, aki doktoranduszi éveim alatt témavezetOként
megismertette velem a kutatomunka szépségét, majd késébb is kedves 0sztonzésével el6segitet-
te szakmai fejlédésemet és a dolgozat elkészitését. Koszonom egykori diplomamunkam téma-
vezetOjének, Volgyesi Lajosnak a folyamatos tamogatdsat és tandcsait, a tobb évtizedes kozos
munkat, ami nagymértékben hozzajarult a doktori értekezésben megfogalmazott eredmények
eléréséhez. Koszonom a Budapesti Miiszaki Egyetem Altalanos és Fels6geodézia Tanszéke vala-
mennyi volt és jelenlegi munkatarsanak a tAmogatasat, kiemelve Adam Jézsefet és Rézsa Szabol-
csot, akik kozott szakmailag inspirald, barati légkorben dolgozhattam és dolgozhatok jelenleg
is.

Legféképpen pedig hélas vagyok a Teremtének, aki “mindent gyonyoritinek készitett”, és
megadta a képességet ra, hogy ‘kutassa azokat mindenki, aki gyonyorkodik benniik’ (Zsolt
111:2).
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