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Bevezetés

Az értekezés célja, hogy bemutassa kutatásaim hatását a kutatási területre.
Minden publikációm valamennyire köt®dik a gráfokhoz, hipergráfokhoz, al-
goritmusokhoz vagy bonyolultságelmélethez, azonban f®leg négy sz¶kebb té-
mában végeztem kutatásokat különböz® társszerz®kkel. A disszertációban két
tématerületen született eredményeimet foglalom össze.

Az I. rész olyan eredményeket tartalmaz, amelyek a Hamilton-utak és -
körök hipergráfokra való általánosításaival kapcsolatosak. Ez rész 7, különböz®
társszerz®kkel írt publikáción alapszik. Véleményem szerint ez az a terület,
ahol legnagyobb volt a kutatásaim hatása. Sok más szerz® kezdett hasonló
kérdésekkel foglalkozni és a cikkeinkre is szép számú hivatkozás született.

A II. rész 5 olyan, társszerz®kkel írt publikáción alapszik, ami a gráf-
párosítások különböz® általánosításaival foglalkozik. Ezek a cikkek is jelent®s
érdekl®dést váltottak ki és sokan hivatkoztak rájuk.

Mindkét részben minden fejezet egy-egy cikken alapszik, mert a témák a
legtöbb esetben jól elkülöníthet®ek. A 8.-10. fejezetek témái ugyan szorosan
kapcsolódnak egymáshoz, de az egységesség kedvéért ezek is külön fejezetbe
kerültek.

A közelmúltban másik két nagyobb témában kutattam. Papp László F.
doktori hallgatómmal és más társszerz®kkel 6 publikációnk jelent meg a gráfok
kövezési számaival kapcsolatban. Varga Kitti doktori hallgatómmal és más
társzerz®kkel pedig 3 cikket írtunk minimális szívós gráfok tulajdonságairól
és még több kéziratunk is elkészült a témában. Véleményem szerint ezek az
eredmények is �gyelemre méltóak, de az eltelt id® rövidsége miatt hatásuk
még nem mutatható ki annyira. Ezért ezeket az eredményeket nem említem
az disszertációban.

Jelen tézisfüzetben a fejezetek, szakaszok, tételek és de�níciók számozása a
könnyebb összehasonlíthatóság kedvéért megegyezik a disszertációban található
számozással.
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Jelölések

Ebben a szakaszban az olvasó azokat a jelöléseket és de�níciókat találja, ame-
lyeket a disszertáció során többször használok. Azokat, melyeket csak egy-két
fejezetben kerülnek el®, csak az adott helyen ismertetem.

Gráfokra és hipergráfokra a szokásos jelöléseket használjuk, a legfontosab-
bak alább találhatóak. Ha nincs külön említve, akkor feltételezzük, hogy a
gráf egyszer¶, azaz nem tartalmaz párhuzamos és hurokéleket. Egy G gráf
pont- illetve élhalmazát V (G) illetve E(G) jelöli. Ha x és y a G gráf két
csúcsa, akkor xy és yx is egy x és y között futó élet jelöl. A gráf pont- és
élszámát v(G) és e(G) jelöli. Egy v ∈ V (G) pont szomszédsága NG(v) = {u ∈
V (G) | ∃u (vu ∈ E(G)}. A v pont foka a szomszédságának számossága, je-
lölése dG(v) := |NG(v)|. A G gráf minimális fokszáma δ(G). A pontok egy
X ⊆ V (G) részhalmazára legyen NG(X) := ∪v∈XNG(v). A fenti jelölésekben
elhagyjuk G-t, ha az nem megy az egyértelm¶ség rovására. Ha X ⊆ V (G),
legyen G[X] a G gráf X ponthalmaza által feszített részgráf.

Az út egy olyan különböz® pontokból álló sorozat, melyben bármely két
szomszédos pont között vezet él a gráfban. Egy kör pedig egy olyan út, amely-
nek kezd® és végpontja megegyezik. Egy Hamilton-út illetve Hamilton-kör egy
olyan út illetve kör, ami a gráf minden pontját tartalmazza.

Az n pontú teljes gráf jele: Kn.
Most de�niáljuk a hipergráfokat, amik a gráfok általánosításai. Egy H hi-

pergráf {v1, v2, . . . , vn} ponthalmazát jelöljük V (H)-el. vn+x (x ≥ 0) ugyanazt
pontot jelöli, mint vx, ha nincs másképp de�niálva. Egy hipergráf {E1, E2, . . . ,
Em} élhalmaza, aminek jelölése E(H), a V (H) különböz® részhalmazainak egy
részhalmaza. Ha nem félrevezet®, akkor V (H) helyett egyszer¶en V -t, E(H)
helyett pedig E-t írunk. Azt mondjuk, hogy H egy r-uniform hipergráf, ha
E(H) kizárólag r-elem¶ részhalmazokat tartalmaz. Ezért egy 2-uniform hi-
pergráf egy szokásos egyszer¶ gráf lesz. Jelölje H(U) a H hipergráf U által
feszített részhipergráfját, valamely U ⊆ V (H) ponthalmaz esetén.

A teljes, n pontú, r�uniform hipergráfot jelöljük K(r)
n -el.

Végül szokás szerint, ⌊x⌋ jelöli a legnagyobb olyan egész számot, ami nem
nagyobb, mint x. ⌈x⌉ pedig a legkisebb olyan egész számot, ami nem kisebb,
mint x.
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I. rész

Hamilton-láncok
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1. Dirac-típusú tételek Hamilton-láncokra

Ez fejezet néhány olyan eredményt tartalmaz, amelyek a Hamilton-utak és
-körök hipergráfokra való általánosításaival kapcsolatosak.

A legismertebb Hamilton-körökkel kapcsolatos tétel Diractól származik:
Ha egy n pontú gráf minden pontjának foka legalább n

2 , akkor a gráf tartalmaz
Hamilton-kört.

Hogyan általánosítható ez a tétel hipergráfokra?
A kandidátusi disszertációmban adtam egy új de�níciót, mely a Hamilton-

kör általánosítása hipergráfokra.

1.1.4. De�níció. Legyen H = (V, E) egy hipergráf. A pontjainak egy (v1, v2,
. . . , vn) sorba rendezése Hamilton-lánc, ha {vi, vi+1, . . . , vi+r−1} ∈ E fennáll
minden 1 ≤ i ≤ n esetén. (Itt vn+x ugyanazt a pontot jelöli, mint vx). Egy
r-uniform hipergráf r-maximális, ha nem tartalmaz Hamilton-láncot, de akár-
hogy adunk hozzá egy r-élet keletkezik egy Hamilton-lánc. A pontok egy rész-
halmazának egy (v1, v2, . . . , vl+1) sorrendje egy l hosszú nyílt lánc a v1 és vl+1

pontok között, ha {vi, vi+1, . . . , vi+r−1} ∈ E fennáll minden 1 ≤ i ≤ l − r + 2
esetén.

Az utak, körök illetve Hamilton-út de�níciói hasonlóan általánosíthatóak.
Sok más módon is lehet de�niálni ezen fogalmakat. Vegyük észre, hogy a a

fenti de�nícióban a kör egymás után következ® éleinek metszete r− 1 méret¶.
Egy általánosabb de�nícióban a metszet méretének egy konstans t számnak
kell lennie. Ekkor t-szoros r-utakról és körökr®l beszélhetünk. Az elmúlt 20
évben több, mint 150 publikáció jelent meg ehhez a témához kapcsolódóan.
Jó összefoglaló cikkek a témában: [58,76,82,92].

Amikor t = r − 1, ez a de�níció egybe esik a fenti lánc de�níciójával.
Az irodalom leggyakrabban szoros utak és körök elnevezést használja erre a
fogalomra. t = 1 esetén a laza út és kör elnevezés használatos.

A disszertációban f®leg a láncok esetével foglalkozunk. Mivel több más
fogalmat és elnevezést is származtatunk bel®le, praktikusabb az eredeti névnél
maradni.

Ebben a fejezetben használni fogjuk a következ® de�níciót is, ami a ko-
rábbiaktól jobban eltér® fogalmat ad.

1.1.5. De�níció. Legyen H egy 4�uniform hipergráf. A pontjainak egy (v1, v2,
. . . , vn) sorba rendezése egy Hamilton háló, ha minden 1 ≤ i ≤ n és 1 ≤ j ≤
n esetén, melyre |i − j| ≥ 2 fennáll, létezik olyan Em éle H-nak, amelyre
{vi, vi+1, vj , vj+1} = Em. (Itt vn+x (x ≥ 0) ugyanazt a pontot jelöli, mint
vx.)

Egy Dirac-típusú tétel megfogalmazásához a fokszám fogalmát is általáno-
sítani kell hipergráfokra. Itt egy nagyon általános de�níciót adunk, de ennek
csak speciálisabb eseteit fogjuk használni.
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1.1.6. De�níció. Egy r�uniform hipergráfban egy �x ℓ�elem¶ ponthalmaz,
{v1, . . . , vℓ}, fokszáma azon élek száma, amelyek tartalmazzák a {v1, . . . , vℓ}
pontok mindegyikét. Jelölése d(r)(v1, v2, . . . , vℓ). Továbbá δ

(r)
ℓ (H) jelöli

d(r)(v1, v2, . . . , vℓ) minimumát tekintettel az összes ℓ-elem¶ ponthalmazra H-
ban. (A alsó indexet elhagyjuk, ha nem értelemzavaró.) A v pont szomszédsá-
ga:

NH(v) := {E − {v} | v ∈ E,E ∈ E(H)} .

Az 1.2. szakaszban egy Dirac-típusú tételt bizonyítottunk r�uniform hiper-
gráfokra. Az 1.4. szakaszban egy természetes extremális kérdést vizsgálunk:
Legfeljebb hány éle lehet egy olyan r�uniform hipergráfnak, amelyben nincs
Hamilton-lánc? Az 1.3. szakasz egy olyan konstrukciót tartalmaz, amely azt
mutatja meg, hogy a Hamilton-hálók lényegesen különböznek a Hamilton-
láncoktól. Ezek az eredmények a [K11] cikkben jelentek meg.

A kandidátusi disszertációmban [53] már bizonyítottam egy Dirac-típusú
tételt hipergráfokra, de ez eredmény nem jelent meg folyóiratban. Ugyanis
röviddel kés®bb Hal Kiersteaddel közösen sikerül belátunk a következ® er®sebb
és általánosabb tételt. Ez a fejezet f® eredménye.

1.2.1. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Legyen H = (V, E) egy n pontú, r-
uniform hipergráf, melyre δr−1(H) > (1− 1

2r )n+4−r− 5
2r . Ekkor H tartalmaz

Hamilton-láncot.

Ez a fokszámkorlát nem éles, de belátható, hogy a korlát biztosan legalább⌊
n−r+1

2

⌋
.

1.2.3. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Minden r és n egészre, melyre such
2 ≤ r és r2 < n teljesül, létezik olyan r-maximális hipergráf H = (V, E) on n
ponton, hogy

δr−1(H) ≥
⌊
n− r + 1

2

⌋
.

Az 1.3. szakaszban található következ® tétel azt mutatja meg, hogy cn-es
alsó korlát c < 1 esetén nem elegend® ahhoz, hogy Hamilton-háló létezése
garantált legyen.

1.3.1. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Minden n ≥ 6 egészhez konstruálha-
tó olyan n pontú, 4-uniform H hipergráf, amely nem tartalmaz Hamilton-hálót
és

d(x, y, z) ≥
{

n− 9 if n is odd
n− 12 if n is even

teljesül minden x, y, z ponthármasra.

7

               dc_1962_21



Az 1.4. szakaszban korlátokat adunk az n pontú, r-uniform maximális
hipergráfok élszámára. Ore [68] bizonyította, hogy gráfok esetén egyetlen ma-
ximális gráf van, melynek

(
n−1
2

)
+ 1 éle van. Ezt egy (r − 1) pontú teljes

gráfból kaphatjuk egy plusz él hozzávételével. A következ® tétel ezt a konst-
rukciót általánosítja nagyobb r esetére, de amint kés®bb látni fogjuk, ez nem
optimális.

1.4.1. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Minden r és n egészre, amire teljesül
2 ≤ r és 2r − 1 ≤ n, létezik olyan n pontú, r�maximális H = (V, E) hipergráf
amelynek éleinek száma

|E| =
(
n− 1

r

)
+

(
n− 2

r − 2

)
=

(
n

r

)
−

(
n− 2

r − 1

)
.

Ha r = 3 és 3 osztja n− 1-et, akkor jobb konstrukciót is adunk.

1.4.2. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Minden n és q ≥ 2 egészre, ahol
n = 3q + 1 létezik olyan 3-maximális H = (V, E) hipergráf amelyre

|E| =
(
n− 1

3

)
+ n− 1.

Végül bizonyítunk egy fels® korlátot is.

1.4.3. Tétel (Katona, Kierstead [K11]). Ha H = (V, E) egy r�uniform hiper-
gráf n ponton, melyre teljesül, hogy

|E| ≥ n− 1

n

(
n

r

)
akkor H tartalmaz Hamilton-láncot.

Kés®bb Tuza [93] megjavította az alsó korlátot, olyan Hamilton-láncot
nem tartalmazó konstrukciót adott, amelyben az élek száma

(
n−1
r

)
+

(
n−1
r−2

)
.

Frankl Péterrel a kés®bbiekben javítottunk a fels® korláton is, ezt az ered-
ményt a 2.4. szakasz tárgyalja. Ugyan a korlátok aszimptotikusan pontosak,
teljesen pontos korlát még nem ismert azóta sem.

Cikkünk megjelenése nagy érdekl®dést váltott ki, számos kutató kezdett
hasonló kérdésekkel foglalkozni. Itt most csak néhány, a témához szorosabban
kapcsolódó eredményt ismertetek.

Jelölje ht(r, n) a legkisebb olyan m számot, amelyre minden n pontú, r-
uniform H hipergráf, amelyben δr−1(H) ≥ m tartalmaz t-szoros Hamilton-
r-kört, feltéve, hogy r − t osztja n-et. Az 1.2. szakaszban ismertetett tételek
szerint ⌊

n− r + 3

2

⌋
≤ hr−1(r, n) ≤

(
1− 1

2r

)
n+O(1).
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Rödl, Ruci«ski és Szemerédi [77, 78] belátták, hogy hr−1(r, n) = n
2 + o(1)

teljesül k ≥ 3 esetén. Kés®bb [79] pontos eredményt bizonyítottak a k = 3
esetben: h2(3, n) = ⌊n

2 ⌋. Markström és Ruci«ski általánosabb t-re megmutat-
ták [65], hogy ha 0 ≤ t ≤ r − 1, r − t | n, r − t | r, akkor ht(r, n) = n

2 + o(1).
r − t ∤ r esetén a korlát különböz®. Kühn and Osthus [57] belátták, hogy

h1(3, n) = n
4 +o(n). Ezt kés®bb Kühn, Mycroft és Osthus [56] általánosították

tetsz®leges r és t értékekre:

ht(r, n) =
n

⌈ r
r−t⌉(r − t)

+ o(1) if r − t ∤ r.

Czygrinow és Molla [29] megmutatták, hogy h1(3, n) = ⌈n
4 ⌉, t®lük függet-

lenül Han és Zhao [45] bizonyították, hogy ht(r, n) = ⌈ n
2r−2t⌉ teljesül minden

t < r
2 esetén.
Érdemes megemlíteni, hogy a fenti bizonyítások mindegyikének feltétele,

hogy a hipergráf pontszáma óriási szám legyen. Ezzel szemben a mi módsze-
reink kisebb pontszám esetén is m¶ködnek.
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2. Extremális k-él-Hamilton hipergráfok

2.1.1. De�níció. Egy hipergráf k-él-Hamilton ha bármely k élének elhagyása
után is tartalmaz Hamilton-láncot.

Ebben a fejezetben a k-él-Hamilton hipergráfok minimális élszámát vizs-
gáljuk. Gráfok esetén már ismert volt a pontos érték:

2.1.2. Tétel (Paoli, Wong, Wong, [69,88]). Az n ≥ k+3 pontú, k-él-Hamilton
hipergráfok élszámának minimuma ⌈n(k + 2)/2⌉.

Mivel egy r-uniform Hamilton-láncban minden pont foka r, a minimális
fokszám minden k-él-Hamilton hipergráfban r+k, ezért az élek száma legalább
⌈n(r + k)/r⌉. Ebb®l következik, hogy r = 2 esetén a fenti tétel bizonyításában
adott konstrukciók éles eredményt adnak. Azonban r > 2 esetén ez nem egy
éles korlát.

A 2.2. szakaszban alsó és fels® korlátokat adunk 3-uniform k-él-Hamilton
hipergráfokra különféle k értékekre. A 2.3. szakaszban az általános r és k = 1
esettel foglalkozik. A 2.4. szakaszban ezek alkalmazásával fels® korlátot adunk
az r-uniform, Hamilton-láncot nem tartalmazó hipergráfok élszámának maxi-
mumára. Az eredmények a [K3] cikkben jelentek meg.

Ha egy hipergráfban van k éldiszjunkt Hamilton-lánc, akkor nyilván k-él-
Hamilton. Ebb®l egy triviális fels® becslést kapunk az élek minimális számára:
(k + 1)n. A k = 1 esetben ennél jobb korlátot bizonyítottunk.

2.2.1. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Létezik olyan n pontú, 1-él-Hamilton
3-uniform H hipergráf, amelyre

|E(H)| = 11

6
n+ o(n).

Ugyanerre az esetre alsó korlátot is adtunk:

2.2.2. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Minden n ≥ 5 pontú, 1-él-Hamilton
3-uniform H hipergráfra teljesül, hogy

|E(H)| ≥ 14

9
n.

k = 2 esetén is bizonyítottunk egy a triviálisnál jobb fels® korlátot:

2.2.4. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Létezik olyan n pontú, 2-él-Hamilton
3-uniform H hipergráf, amelyre

|E(H)| = 13

4
n+ o(n).
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Ahhoz, hogy tetsz®leges k esetén alsó korlátot tudjunk bizonyítani, érde-
mes megvizsgálni, hogy minimálisan hány éle van egy olyan gráfnak, amib®l
akárhogyan hagyunk el k élet, még tartalmaz P4-et, azaz egy 4 pontú, 3 él¶
utat. Az ilyen gráfokat k-stabilnak nevezzük és minimális élszámukat jelöljük
S(k)-val.

Ha ismerjük az S(k) értéket egy adott k-ra, akkor a következ® alsó korlátot
adhatjuk k-él-Hamilton, 3-uniform hipergráfokra:

2.2.5. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Minden n pontú, k-él-Hamilton 3-uniform
H hipergráfra teljesül, hogy

|E(H)| ≥ S(k)

3
n.

A [K3] publikációban meghatároztuk S(k) értékét 1 ≤ k ≤ 8 esetén, és
egy sejtést fogalmazunk meg nagyobb k-ra. Horváth Illéssel [K5] kés®bb be-
bizonyítottuk a sejtést. Megmutattuk, hogy S(1) = 4 és k ≥ 2 esetén

S(k) = k +

⌈√
2k +

9

4
+

3

2

⌉
.

Ennek bizonyítása a 3. fejezetben található.
Ezt el®z® tételbe helyettesítve a triviálisnál lényegesen jobb alsó korlátot

kapunk.
A következ® tétel az általános r esetével foglalkozik.

2.3.1. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Létezik olyan n pontú, 1-él-Hamilton
r-uniform H hipergráf, amelyre

|E(H)| = 4r − 1

2r
n+ o(n).

Alsó korlátot csak r = 4 esetében adtunk.

2.3.2. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Minden n ≥ 6 pontú, 1-él-Hamilton
4-uniform H hipergráfra teljesül, hogy

|E(H)| ≥ 3

2
n.

Az 1.4. szakaszban alsó és fels® korlátot adtunk az n pontú, Hamilton-
láncot nem tartalmazó hipergráfok maximális élszámára. Tuza [93] javított az
alsó korlátunkon, olyan Hamilton-láncot nem tartalmazó hipergráfokat konst-
ruált, melyben az élek száma

(
n−1
r

)
+

(
n−1
r−2

)
. Mi a fenti eredmények felhasz-

nálásával az 1.4.3. tétel
(
n
r

)
(1− 1/n) fels® korlátját javítottuk meg:

2.4.1. Tétel (Frankl, Katona [K3]). Ha egy n pontú, r-uniform H hipergráf
nem tartalmaz Hamilton-láncot, akkor

|E(H)| ≤
(
n

r

)(
1− 4r

(4r − 1)n

)
.
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4. Az Erd®s-Gallai tétel kiterjesztése hipergrá-

fokra

Ebben a fejezetben a következ® klasszikus tételt általánosítjuk hipergráfokra.

4.1.1. Tétel (Erd®s-Gallai [34]). Legyen G egy n pontú gráf, ami nem tar-
talmaz k él¶ utat. Ekkor e(G) ≤ 1

2 (k − 1)n. Egyenl®ség akkor és csak akkor
áll fenn, ha a G gráf k pontú teljes gráfok diszjunkt uniója.

Mivel hipergráfokban többféleképpen is lehet általánosítani az út fogal-
mát, ezért a fenti tételnek is többféle általánosítása lehetséges. Az út egyik
de�nícióját az 1. fejezetben bemutattuk már. Most egy másik általánosítást
de�niálunk, melyet Berge adott.

4.1.2. De�níció. Egy hipergráfban egy k hosszú Berge-út éleknek egy k elem¶
h1, . . . , hk és pontoknak egy k + 1 elem¶ v1, . . . , vk+1 halmaza, hogy minden
1 ≤ i ≤ k esetén fennáll a vi, vi+1 ∈ hi tartalmazás.

A következ®kben meghatározzuk a k hosszú Berge-utat nem tartalmazó
r-uniform hipergráfok maximális élszámát. Érdekes, hogy ez az érték másképp
viselkedik k ≤ r és k > r esetén.

4.1.3. Tétel (Gy®ri, Katona, Lemons [K4]). Legyen k > r+ 1 > 3, valamint
H egy r-uniform hipergráf, ami nem tartalmaz k hosszú Berge-utat. Ekkor
e(H) ≤ n

k

(
k
r

)
.

Mubayi and Verstraete t®lünk függetlenül belátta ugyanezt, amikor k >
2r > 2 or k > r+1 > 11, de az bizonyítást nem publikálták. k ≤ r esetére egy
másik tételt bizonyítottunk. Ekkor nem sikerült kiterjesztenünk a bizonyítást
a k = r + 1 esetre. Ezt kés®bb Davoodi, Gy®ri, Methuku and Tompkins [30]
tette meg, mi csak r = 3 és k = 4 esetén tudtuk bizonyítani a tételt.

4.1.4. Tétel (Gy®ri, Katona, Lemons [K4]). Legyen r ≥ k > 2. Ha H egy
r-uniform hipergráf, ami nem tartalmaz k hosszú Berge-utat, akkor e(H) ≤
n(k−1)
r+1 .

Megjegyzés. Mindkét fenti korlát éles. Az els® esetében, amikor k > r, te-
gyük fel, hogy k osztja n-et és particionáljuk az n pontot k elem¶ halmazokra.
Minden k elem¶ halmaz valamennyi r elem¶ részhalmaza legyen a hipergráf
egy éle. Egy ilyen hipergráfnak pontosan n

k

(
k
r

)
éle van és világos, hogy nem

tartalmaz k hosszú Berge-utat.
A második esetben, amikor k ≤ r, tegyük fel, hogy r+ 1 osztja k− 1-et. A

pontokat most r + 1 elem¶ halmazokra particionáljuk és minden r + 1 elem¶
halmazból vegyünk be k − 1 darab r elem¶ részhalmazt az élek közé. Ennek a
hipergráfnak pontosan k−1

r+1n éle van. Minden komponensben pontosan k− 1 él
van, világos, hogy nincs k hosszú Berge-út benne.
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Egy hasonló eredmény található a [67] cikkben. Ebben a szerz®k minimá-
lis k-utat nem tartalmazó hipergráfok élszámának a maximumát keresik. A
minimális k-utak olyan Berge-utak, amik még az a feltételt is kielégítik, hogy
hi és hj diszjunkt, ha |i− j| ≥ 2.

A Berge-utakra más megszorításokat is lehet tenni. A következ® de�níció
körökre vonatkozó változata a [31] cikkben jelent meg.

4.1.5. De�níció. Legyen r ≥ 2 és t, 1 ≤ t ≤ r − 1. Egy k hosszú t-szoros
út egy r-uniform hipergráfban egy olyan Berge-út melyben az egymás melletti
élek metszetének mérete legalább t.

Nyilván egy 1-szoros út megegyezik egy Berge-úttal. t-szoros utak esetében
is lényegében éles korlátot adtunk.

4.1.6. Tétel (Gy®ri, Katona, Lemons [K4]). Legyen r ≥ 2 és 1 ≤ t ≤ r − 1.
Tegyük fel, hogy k és n elegend®en nagy. Legyen H egy lehet® legtöbb élet
tartalmazó r-uniform hipergráf n ponton, ami nem tartalmaz k hosszú t-szoros
utat. Ekkor

(1− o(1))

(
n
t

)(
k
r

)(
k
t

) ≤ e(H) ≤
(
n
t

)(
k
r

)(
k
t

)
Most tekintsünk egy szigorúbb de�níciót, amit korábban nyílt láncnak ne-

veztünk (1.1.4. de�níció). A könnyebb olvashatóság miatt ezt megismételjük:

4.1.8. De�níció. Egy r-uniform hipergráfban egy k hosszú nyílt lánc a k+r−1
darab {v1, v2, . . . , vk+r−1} pont és a k darab {h1, h2, . . . hk} él összessége, ahol
minden 1 ≤ i ≤ k-re teljesül, hogy hi = {vi, vi+1, . . . , vi+r−1}.

A de�nícióból következik, hogy minden nyílt lánc egy (r− 1)-szoros út, ez
fodítva nem igaz. Err®l fontos különbségr®l a kés®bbiekben még lesz szó.

Nyílt láncok esetén az alsó és fels® korlátunk egy r-es szorzóban különbö-
zik.

4.1.9. Tétel (Gy®ri, Katona, Lemons [K4]). Legyen H be an extremális r-
uniform hipergráf, ami nem tartalmaz k hosszú nyílt láncot. Ekkor

(1− o(1))
k − r + 1

r

(
n

r − 1

)
≤ |e(H)| ≤ (k − 1)

(
n

r − 1

)
.

Amint az el®bb említettük, fontos különbség van az (r− 1)-szoros utak és
a nyílt láncok között. Erre világít rá a következ® de�níció.

4.1.11. De�níció. Legyen k > r ≥ 2 és 1 ≤ J < k. Azt mondjuk, hogy egy
r-uniform H hipergráfban a e1, . . . , ek élekb®l álló k hosszú Berge-út kielégíti
a (J) feltételhalmazt, ha

minden 1 ≤ l ≤ J és minden i > l esetén |ei ∩ ei−l| = max{r − l, 0}.
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J = 1 esetén a (J) feltételhalmazt kielégít® Berge-utak épp az (r − 1)-
szoros utak, J = k − 1 esetén pedig épp a nyílt láncok. Vegyük észre, hogy
a fentiek szerint a k hosszú (r − 1)-szoros utat nem tartalmazó hipergráfok
élszáma aszimptotikusan k−r+1

r

(
n

r−1

)
. A k hosszú nyílt láncot nem tartalma-

zóké viszont k−1
r

(
n

r−1

)
. Az élszám minden (J) feltételhalmazra várhatóan a

kett® közé esik. k − 1 különböz® feltételhalmaz van, viszont az eddigi konst-
rukciók blokkokból állnak, amelyek mérete csak r−1 különböz® értéket vehet
fel. Ezért úgy sejtjük, hogy valamelyik esetben másmilyen lesz az extremális
hipergráf.

A fenti eredmények a [K4] cikkben jelentek meg, de már jóval korábban
megjelent egy kib®vített absztrakt [44], ami felkeltette más kutatók érdekl®dé-
sét. Azóta több, mint 50 publikáció hivatkozott az eredményeinkre különböz®
kontextusban.

Allen, Böttcher, Cooley and Mycroft [13] alsó és fels® korlátokat adtak a
4.1.9. tétel egy analógjaként, amikor k = αn valamilyen α konstansra. Ha α
kicsi, akkor a korlátok aszimptotikusen egyenl®ek. A mi eredményeinket hasz-
nálva Glebov, Person and Weps [41] korlátokat adtak az analóg t-szoros körök
esetére. Gy®ri, Methuku, Salia, Tompkins és Vizer [43] aszimptotikusan bi-
zonyította az Erd®s-Gallai tétel Berge-utakra vonatkozó verzióját összefügg®
hipergráfokra, amikor r �x és n valamint k tart a végtelenbe. Számos más cikk
ad korlátokat Berge-körök esetén összefügg® illetve 2-összefügg® hipergráfok-
ra. [35,36,39,40,42,55]. Füredi, Jiang and Sievert [38] a lineáris utak esetével
foglalkozik, felhasználva a mi módszereinket is. Szintén a mi eredményeinket
használva a [33,47] cikkek szerz®i érdekes eredményeket bizonyítanak k-fákra
(egyszer¶ gráfokban).
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5. Kis méret¶ Hamilton-út telített gráfok

Ebben a fejezetben egy gráfokkal kapcsolatos problémával foglalkozunk, amit
általánosítunk. A következ® fejezetben pedig ennek hipergráfokra megfogal-
mazott esetét vizsgáljuk.

Legyen m és n olyan pozitív egész számok, melyre n ≥ m + 1 teljesül és
legyen G egy n pontú gráf. G egy F részgráfját m-út fedésnek (vagy az angol
név alapján röviden mPC-nek) nevezzük, ha

1. F minden komponense egy út, ( 0 hosszú út is megengedett),

2. F legfeljebb m komponensb®l áll,

3. V (F ) = V (G).

Világos, hogy egy 1-út fedés G-ben egyben egy Hamilton-út.
Azt mondjuk, hogy G m-út fedés telített (röviden mPCS), ha G-ben nincs

m-út fedés, de akárhogyan is adunk egy új élet a gráfhoz, már lesz mPC.
Ekkor használjuk a G ∈ mPCS jelölést is. Az 1PCS helyett a HPS (Hamilton-
út telített angol rövidítése) jelölést használjuk.

Ezekkel a fogalmakkal már több cikk foglalkozott korábban: [18,23,83,84].
Skupie« [84] meghatározta az mPCS gráfok maximális élszámát és karak-
terizálta az extremális gráfokat. Ez a fogalom összefüggésbe hozható Chvátal
szívós gráfokra vonatkozó sejtésével is. Egy G gráf t-szívós, ha |S| ≥ tω(G−S)
teljesül V (G) minden elvágó S ponthalmazára (azaz ω(G− S) > 1, ahol ω a
komponensek számát jelöli). Chvátal sejtése [24], hogy létezik olyan t0 kons-
tans, melyre teljesül, hogy minden t0-szívós gráf tartalmaz Hamilton-kört.
Bauer társszerz®ivel [15] olyan tetsz®leges ϵ > 0 esetén konstruált ( 94 − ϵ)-
szívós, Hamilton-kört nem tartalmazó gráfokat. Ezzel bizonyították, hogy ha
a sejtés igaz, akkor t0 ≥ 9

4 . Ennek a korlátnak a javításához Hamilton-kört
nem tartalmazó, nagy szívósságú gráfokat kellene konstruálni. Mivel élek hoz-
záadásával a szívósság nem csökkenhet, világos, hogy a legjobb konstrukciók
szükségszer¶en Hamilton-kör telített gráfok.

Egy G gráf Pm-telített ha G nem tartalmazza részgráfként az m pontú
utat, Pm-et, de egy tetsz®leges él hozzáadásával már tartalmaz.

A következ® két függvényt vizsgáljuk:

sat(n,m) = min{e(G) | v(G) = n és G ∈ mPCS}

valamint

sat(n, Pm) = min{e(G) | v(G) = n, G Pm-telített}.

sat(n, 1) helyett a sat(n,HP) jelölést használjuk.
Az extremális gráfok halmazának jelölése:

Sat(n,m) = {G | v(G) = n, e(G) = sat(n,m) and G ∈ mPCS}.
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Sat(n, 1) helyett pedig a Sat(n,HP) jelölést használjuk.

Az 5.2. szakaszban és az 5.3. szakaszban alsó és fels® korlátokat bizonyítunk
a sat(n,m) és a sat(n,HP) értékeire. Az 5.4. szakaszban pedig belátjuk, hogy
n ≥ 54 és n ∈ {22, 23, 30, 31, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 46, 47, 48, 49, 50, 51} esetén⌊

3n− 1

2

⌋
− 2 ≤ sat(n,HP) ≤

⌊
3n− 1

2

⌋
.

Végül az 5.5. szakaszban fels® korlátot adunk a sat(n,m) és a sat(n, Pm)
értékekre bizonyos n és m esetén. Ezek az eredmények a [K1] publikációban
jelentek meg.

A következ® tételeket bizonyítottuk:

5.2.4. Tétel (Dudek, Katona, Wojda [K1]). Legyenek n és m olyan pozitív
számok, hogy n ≥ m+ 1. Ekkor

sat(n,m) ≥ 3

2
n− 3(m+ 1).

5.3.1. Tétel (Dudek, Katona, Wojda [K1]). Legyen G ∈ Sat(n,HP), ahol
n ≥ 14. Ekkor e(G) ≥ ⌊ 3n−1

2 ⌋ − 2.

5.4.2. Tétel (Dudek, Katona, Wojda [K1]). Minden n ≥ 54 és n ∈ {22, 23,
30, 31, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 46, 47, 48, 49, 50, 51} esetén létezik olyan n pontú
HPS gráf, melyben az élek száma ⌊ 3n−1

2 ⌋.

5.5.2. Következmény. Legyen p ≥ q.

1. Páros q esetén, ha q− 2 ∈ {20, 28, 36, 38, 40, 44, 46, 48} vagy q− 2 ≥ 52,
akkor

sat(p, Pq) ≤ p+
q

2
− 1,

2. páratlan q esetén, ha q−3 ∈ {20, 28, 36, 38, 40, 44, 46, 48} vagy q−3 ≥ 52,
akkor

sat(p, Pq) ≤
3p

2
.

5.5.3. Következmény. Ha m ≥ 2, n− 2m+3 ∈ {22, 23, 30, 31, 38, 39, 40, 41,
42, 43, 46, 47, 48, 49, 50, 51} vagy n− 2m+ 3 ≥ 54, akkor

sat(n,m) ≤ 3n

2
− 2m+ 2.
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In [91] Zelinka gave a construction of a family of graphs Fn of order n ∈ N,
and conjectured that every HPS graph of order n is in Fn. Since in Zelinska's
construction e(G) = O(n2), for every graph G ∈ Fn, Theorem 5.4.2 disproves
this conjecture.

Following our work some results were improved. Frick and Singleton [37]
improved our lower bound for sat(n,HP), and showed that the upper bound is
sharp if n ≥ 54. Burger and Singleton [22] obtained the precise values for many
smaller n values. In [21] Bullock, Frick, van Aardt and Mynhardt investigated
the structure of HPS graphs that are not 1-tough and they constructed several
interesting new classes of HPS graphs, some of them are generalizations of our
constructions. In [20] Bullock, Frick and Singleton constructed an HPS graph
on 18 vertices with 30 edges which is the smallest know HPS graph at the
moment.

17

               dc_1962_21



6. Hamilton-lánc telített hipergráfok

Az 5.4. szakaszban Hamilton-út telített gráfokról volt szó. Ebben a fejezet-
ben a hipergráfokra vonatkozó analóg kérdéseket vizsgáljuk. Ehhez ismét
a 1.1.4. de�nícióban megadott Hamilton-út általánosítást használjuk.

Mivel ebben a fejezetben csak nyílt láncokkal foglalkozunk, ezért a nyílt
lánc elnevezés helyett az egyszer¶ség kedvéért a lánc elnevezést fogjuk használ-
ni.

6.1.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy r-uniform H hipergráf Hamilton-út
telített, ha H nem tartalmaz (nyílt) Hamilton-utat, de akárhogyan is adunk
hozzá egy új r-élet már tartalmazni fog.

Gráfok esetén Ore [68] bizonyította, hogy a Hamilton-kört nem tartalma-
zó n pontú gráfok maximális élszáma (és így a Hamilton-kör telített gráfok
maximális élszáma is)

(
n−1
2

)
+ 1. Bollobás [16] vetette fel, hogy mekkora az

élek minimális száma, sat(n;Cn), egy Hamilton-kör telített gráfban. 1972-
ben Bondy [17] belátta, hogy sat(n;Cn) ≥ ⌈ 3n

2 ⌉ ha n ≥ 7. Clark, Entrigner
és Shapiro [25, 26] valamint Xiaohui, Wenzhou, Chengxue és Yuansheng [59]
eredményeib®l következik, hogy ez a korlát éles eltekintve néhány kis n érték-
t®l. A konstrukciók alapjai Isaack snarkok [48] illetve általánosított Petersen
gráfok. Természetesen merül fel a kérdés a Hamilton-út telített gráfokra is.
Az ezzel kapcsolatos eredményeinket az 5. fejezet tartalmazza.

Ebben a fejezetben az r-uniform hipergráfokra vonatkozó analóg kérdéssel
foglalkozunk, els®sorban r = 3 esetén. Ezek az eredmények a [K2] cikkben
jelentek meg.

6.1.2. De�níció. Jelölje gr(n) (r ≥ 2) an n pontú, r-uniform Hamilton-út
telített hipergráfok minimális élszámát.

Ezzel a jelöléssel az 5. fejezet eredményei szerint g2(n) =
⌊
3n−1

2

⌋
teljesül,

ha n ≥ 54. Másrészt a [K11] cikkben található egy konstrukció n pontú,
Hamilton-lánc telített hipergráfra, melyben az élek száma

∼
(
1

r!
− 1

2r⌈r/2⌉!⌊r/2⌋!

)
nr,

ami egy fels® korlátot ad gr(n)-re. r = 3 esetén ebb®l a g3(n) ≤ 5
48n

3 + o(n3)
korlát következik.

Ebben a fejezetben el®ször egy általános alsó korlátot adunk, aminek nagy-
ságrendje Ω(nr−1).

6.2.1. Tétel (Dudek, Katona, �ak [K2]). Ha H egy r-uniform Hamilton-út
telített hipergráf, akkor |E(H)| ≥

(
n
r

)
/(r(n− r) + 1).
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Ezen kívül megjavítjuk a korábbi konstrukciót r = 3-ra. Az új konstruk-
cióban az élek száma O(n5/2).

6.3.7. Tétel (Dudek, Katona, �ak [K2]). Minden n ≥ 12-re létezik olyan

3-uniform Hamilton-út telített hipergráf, melyben a élek száma 3
√
30

25 n5/2 +

o(n5/2).

Ugyanezek a korlátok bizonyíthatóak, ha Hamilton-út helyett Hamilton-
köröket tekintünk, azaz pontosabban fogalmazva nyílt Hamilton-lánc helyett
(zárt) Hamilton-láncot.

Kés®bb Dudek és �ak [32] általánosította a konstrukciónkat tetsz®leges
r-uniform hipergráfok esetére, olyan r-uniform Hamilton-út telített hipergrá-
fokat konstruáltak, melyekben az élek száma O(nr−1/2) nagyságrend¶. Ezután
�ak [90] tovább javította a konstrukciót O(nr−1)-ra, ami már aszimptotiku-
san éles. Ruci«ski és �ak [80] ugyanezt kérdést t-szoros r-uniform Hamilton
körök esetén vizsgálták. Megmutatták, hogy ha r − t | n és 4r

5 ≤ t ≤ r, akkor
a telített hipergráf éleinek számának nagyságrendje Θ(nt), ami az el®z®ek ál-
talánosítása. További t értékre ugyanezen szerz®k [81] különböz® alsó és fels®
korlátokat bizonyítottak, de nem ismert, hogy ezek élesek-e.
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II. rész

Párosításokkal kapcsolatos

problémák
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7. Legalább kett® hosszú utak pakolása

Legyen {A,B,C, . . .} összefügg® gráfok egy halmaza. A G gráf egy F rész-
gráfját {A,B,C, . . .}-pakolásnak hívjuk ha F minden komponense izomorf az
{A,B,C, . . .} gráfok egyikével. Egy {A,B,C, . . .}-pakolás maximális, ha G le-
het® legtöbb pontját lefedi. Ha F egy feszít® részgráf, akkor teljes
{A,B,C, . . .}-pakolásnak vagy {A,B,C, . . .}-faktornak nevezzük. Jelölje Pn

az n különböz® pontból és n − 1 élb®l álló utat. Ezzel a jelöléssel egy 1-
faktor (azaz teljes párosítás) megegyezik egy {P2}-faktorral. Vegyük észre,
hogy egy gráfban akkor és csak akkor van {P3, P4, P5}-faktor ha van benne
{Pn | n ≥ 3}-faktor is. Erre rövidebben a {P≥3}-faktorjelölést használjuk.

Egy H gráfot faktor-kritikusnak nevezünk, ha H − {v} minden v ∈ V (H)
esetén tartalmaz 1-faktort. Vegyük észre, hogy a faktor-kritikus gráfok össze-
függ®ek. Vegyünk egy faktor-kritikus H gráfot a V (H) = {v1, v2, . . . , vn}
csúcshalmazon, vegyük hozzá a {u1, u2, . . . , un} új csúcsokat a {viui | 1 ≤ i ≤
n} élekkel együtt. Az így kapott gráfot napnak nevezzük. A de�níció szerint
K2 egy nap és tekintsük K1 is napnak (ld. 7.1. ábra). Jelöljük Sun(G)-el egy
G gráf azon komponenseinek halmazát, amelyek napok. Számosságukra pedig
a sun(G) = |Sun(G)| jelölést vezetjük be.

K1 K2

7.1. ábra. Napok

Wang [87] karakterizálta a {P≥3}-faktort tartalmazó páros gráfokat. Kan-
eko [50] ezt általánosította tetsz®leges gráfokra. Számos eredmény ismert más
komponenseket tartalmazó faktorok esetén (például [12] és [60]), de Tutte [86]
f -faktorokra vonatkozó illetve Lovász [61] általánosabb, (g, f)-faktorokra vo-
natkozó tételén kívül az össze korábbi sikeres karakterizáció olyan esetekre
vonatkozik, amikor a komponensek között szerepel P2. Hell és Kirkpatrick [54]
bizonyítottak, hogy ha H egy összefügg® gráf legalább 3 ponton, akkor NP -
teljes annak eldöntése, hogy G tartalmaz-e {H}-faktort. Feltehet®en ez az
oka, hogy nem ismert karakterizáció {P3}-faktorok esetén.

7.1.1. Tétel (Kaneko [50]). G akkor és csak akkor tartalmaz {P≥3}-faktort,
ha

sun(G− S) ≤ 2|S| minden S ⊂ V (G) esetén. (7.1)
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A 7.2. szakaszban egy lényegesen rövidebb és egyszer¶bb bizonyítást adunk
Kaneko tételére.

A 7.3. szakaszban pedig belátjuk a következ® Berge-típusú formulát. Ezek
a [K8] cikkben jelentek meg.

Jelölje k2(H) egyH gráf azon komponenseinek számát, amik egyetlen élb®l
állnak.

7.3.2. Tétel (Kano, Katona, Király [K8]). A G gráfban a maximális méret¶
{P≥3}-pakolás által lefedett pontok száma

pp(G) := |V (G)| − max
T⊆S⊂V (G)

(sun(G− S)− 2|S|+ k2(G− T )− 2|T |).

Vegyük észre, hogy ha

max
S⊂V (G)

(sun(G− S)− 2|S|) = 0 (7.2)

akkor k2(G − T ) − 2|T | ≤ 0 fennáll minden T ⊂ V (G) ponthalmazra, mivel
K2 is egy nap. Ez mutatja, hogy

max
T⊆S⊂V (G)

(sun(G− S)− 2|S|+ k2(G− T )− 2|T |) = 0

akkor és csak akkor teljesül, amikor (7.2). Ezért a 7.3.2. tételb®l következik
a 7.1.1.

Kés®bb Hell, Hartvigsen és Szabó [46] a probléma egy általánosításán kez-
dett dolgozni, amit k-piece pakolási problémának neveztek. Adtak egy Tutte
típusú karakterizációt és egy Berge-típusú formulát erre a problémára. Egy
k-piece egy olyan összefügg® gráf, melyben a maximális fokszám k, egy k-piece
pakolás pedig részgráfok olyan pontdiszjunkt halmaza, ahol minden részgráf
egy k-piece. Így egy 1-piece pakolás épp egy párosításnak felel meg, egy 2-
piece pakolás pedig épp egy {P≥3}-pakolás. Janata, Loebl és Szabó [49] belát-
ta a Gallai-Edmonds struktúra tétel általánosítását k-piece-ek esetére. Ezek
az eredmények egyben adnak egy polinomiális algoritmust optimális k-piece
pakolások keresésére is. Kano, Lee and Suzuki [51] megmutatta, hogy min-
den legalább 8 pontú, összefügg® 3-reguláris, páros gráfban van {Pn | n ≥ 8}-
faktor. Ezeken kívül még számos más publikáció foglalkozik szorosan kapcso-
lódó témákkal, több mint 30-an hivatkoznak cikkükre.
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8. Páratlan részgráfok és párosítások

Legyen f : V (G) → {1, 3, 5, 7, · · · } egy páratlan érték¶ függvény. Egy G gráf
páratlan pontszámú komponenseinek számát o(G)-val jelöljük. AG gráf egyH
részgráfját (1, f)-páratlan részgráfnak nevezzük, ha minden x ∈ V (H) pontra
teljesül, hogy dH(x) ∈ {1, 3, . . . , f(x)}. A feszít® (1, f)-páratlan részgráf neve
(1, f)-páratlan faktor. Ha f(x) = 1 minden x ∈ V (G)-re, akkor egy (1, f)-
páratlan részgráf egy párosítás, egy (1, f)-páratlan faktor pedig egy 1-faktor,
vagyis egy teljes párosítás.

Ebben a fejezetben párosításokra korábban bizonyított tételeket általáno-
sítunk (1, f)-páratlan részgráfokra. De arra is mutatunk példát, amikor az
általánosítás nem igaz: 8.3.5. tétel. Ezek a [K6] cikkben jelentek meg. A 9
és 10. fejezetben pedig további idevágó eredmények lesznek. (1, f)-páratlan
faktorokkal kapcsolatos korábbi eredmények található a következ® cikkek-
ben: [28], [52] and [85].

Cui és Kano [28] adott egy szükséges és elégséges feltételt (1, f)-páratlan
faktor létezésére. A 8.2. szakaszban a Berge-formulát általánosítjuk erre az
esetre.

8.2.3. Tétel (Kano, Katona [K6]). A maximális (1, f)-páratlan H részgráf
mérete

v(H) = v(G)− max
S⊆V (G)

{o(G− S)−
∑
x∈S

f(x)}.

A 8.3. szakaszban pedig egy matroidok elméletéb®l is jó ismert, párosítá-
sokra már régebben belátott tulajdonságot általánosítunk.

8.3.2. Tétel (Kano, Katona [K6]). Legyen G egy gráf, B és R a pontok két
részhalmaza, melyre |B| < |R| teljesül. Ha van két olyan (1, f)-páratlan rész-
gráf ami lefedi B illetve R pontjait, akkor létezik olyan (1, f)-páratlan részgráf
is, ami lefedi B-t és még legalább egy pontot R \B-b®l. Ennek következménye,
hogy minden nem b®víthet® (1, f)-páratlan részgráf maximális méret¶.

Kés®bb Yu és Zhang [89] olyan gráfokat vizsgált, amikben csak egyet-
len (1, f)-páratlan faktor van, és meghatározták az élek maximális számát az
olyan gráfokban, amikben egyetlen [1, k]-páratlan faktor van. Atanasov, Pet-
ru²evski és �krekovski [14] az eredményeink felhasználásával karakterizálták
az adott páratlan kromatikus indexel rendelkez® gráfokat. Petru²evski [73]
multigráfok páratlan élszínezésével kapcsolatos eredményeket ért el a módsze-
reink felhasználásával.
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9. Struktúra tétel (1, f)-páratlan részgráfokra

Ebben a fejezetben további eredmények találhatók (1, f)-páratlan részgráfok-
kal kapcsolatban. Ezek a [K7] cikkben jelentek meg.

Az el®z® fejezetben de�niáltuk a maximális (1, f)-páratlan részgráf fo-
galmát, ami a lehet® legtöbb pontot lefed® (1, f)-páratlan részgráf. Ezzel
szemben most az optimális (1, f)-páratlan részgráfot de�niáljuk. Legyen F
egy (1, f)-páratlan részgráf, Bv = {1, 3, 5, . . . , f(v)}. Egy v pont hiánya,
defF (v), legyen dF (v) távolsága a Bv számhalmaztól, az F részgráf hiánya
pedig def(F ) =

∑
v∈V (G) defF (v). Egy (1, f)-páratlan részgráfot akkor neve-

zünk optimálisnak, ha a hiánya a lehet® legkisebb.
A két de�níció nyilván különböz®. Könnyen látható, hogy egy optimális

(1, f)-páratlan részgráf nem is feltétlen (1, f)-páratlan részgráf. A 9.2. sza-
kaszban ugyanakkor belátjuk a következ®t.

9.2.2. Tétel (Kano, Katona [K7]). Minden minimális számú élet tartalmazó
optimális (1, f)�páratlan részgráf egy maximális (1, f)-páratlan részgráf.

A 9.3. szakaszban a Gallai-Edmonds stuktúratétel általánosítását bizonyít-
juk. Ennek kimondásához szükség van néhány további de�nícióra.

Jelölje τ(G) a maximális (1, f)-páratlan részgráf pontszámát. A G gráf
egy x pontjára Gx azt a gráfot jelöli, amit G-b®l egy új w pont és az wx él
hozzáadásával kapunk, az új pontra legyen f(w) = 1. Jelöljük D(G) azon x
pontok halmazát, melyre τ(Gx) = τ(G) + 2. Legyen A(G) a V (G) − D(G)
pontjai közül azoknak a halmaza, melyek szomszédosak legalább egy D(G)-
beli ponttal. Végül legyen C(G) = V (G) − D(G) − A(G). Tehát V (G)-t 3
diszjunkt halmazra particionáljuk.

V (G) = D(G) ∪A(G) ∪ C(G). (9.1)

Vegyük észre, hogy ha minden x-re f(x) = 1, akkor egy (1, f)-páratlan
részgráf egy maximális párosítás lesz. Egy y pontra akkor és csak akkor teljesül
τ(Gy) = τ(G)+2, ha y nincsen benne maximális párosításban. Ezért a V (G) =
D(G) ∪ A(G) ∪ C(G) partíció éppen a Gallai-Edmonds dekompozíciót adja
([63] 94. old.).

Azt mondjuk, hogy egy G gráf (1, f)-páratlan faktor kritikus, ha G minden
x pontjára a Gx = G+wx gráf tartalmaz (1, f)-páratlan faktort. Világos, hogy
ha egy gráf (1, f)-páratlan faktor kritikus, akkor összefügg®s és pontjainak
száma páratlan.

9.3.4. Tétel (Kano, Katona [K7]). [Structure Theorem on (1, f)-odd sub-
graphs]. Legyen G egy gráf, V (G) = D(G) ∪ A(G) ∪ C(G) pedig a (9.1)-ben
de�niált partíció. Ekkor a következ®k teljesülnek:

(i) ⟨D(G)⟩G minden komponense (1, f)-páratlan faktor kritikus.
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(ii) ⟨C(G)⟩G tartalmaz (1, f)-páratlan faktort.

(iii) G minden H-val jelölt (1, f)-páratlan részgráfja lefedi a C(G) ∪ A(G)
ponthalmazt, minden x ∈ A(G) pontra teljesül, hogy dH(x) = f(x) vala-
mint H minden x-re illeszked® éle x és D(G) egy pontja között fut.

(iv) A maximális (1, f)-páratlan H részgráf pontszáma

v(H) = v(G) + ω(⟨D(G)⟩G)−
∑

x∈A(G)

f(x), (9.2)

ahol ω(⟨D(G)⟩G) a ⟨D(G)⟩G komponenseinek számát jelöli.

Cournejols [27] egy általánosabb problémára már korábban adott egy al-
goritmust, melynek futásideje O(|V (G)|5). A 9.4. szakaszban egy új algorit-
must adunk, melynek futásideje gyorsabb, O(|V (G)|3). A mi algoritmusunk
Edmonds maximális párosításokra adott algoritmusának általánosítása.

9.5.4. Tétel (Kano, Katona [K7]). A 9.4. szakaszban ismertetett algoritmus
meghatározza a legkevesebb élet tartalmazó maximális (1, f)-páratlan részgrá-
fot, futásideje pedig O(|V (G)|3).
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10. Elementáris f-paritás faktor gráfok

Ebben a fejezetben a [K9] publikáció eredményeit ismertetjük, el®ször az
(1, f)-páratlan részgráfok egy további általánosításával foglalkozunk. f érteke
most egyes pontokra páratlan, másokra páros is lehet. Olyan részgráfokat kere-
sünk, melyben a fokszámok a paritásnak megfelel®en a {1, 3, . . . , f(v)} illetve
a {0, 2, . . . , f(v)} halmazba esnek f paritásának megfelel®en, ezeket f -paritás
részgráfoknak nevezzük. A 10.2. szakaszban a Gallai-Edmonds struktúratétel
megfelel® általánosítását bizonyítjuk. (A tételben szerepl® fogalmak az el®z®
fejezetben található hasonló fogalmak értelemszer¶ kiterjesztései.)

10.2.4. Tétel (Kano, Katona, Szabó [K9]). Legyen G egy gráf, f : V (G) → N
egy függvény a ponthalmazon. Jelölje Df ⊆ V (G) azon v pontok halmazát,
amelyhez létezik olyan F -el jelölt f -paritás részgráf, hogy dF (v) ∈ {. . . , f(v)−
3, f(v)− 1} teljesül. Legyen továbbá Af = N(Df ) és Cf = V (G)− (Df ∪Af ).
Ekkor

1. G[Df ] minden komponense f -kritikus,

2. |{K : K a G[Df ] egy A′-val szomszédos komponense}| ≥ f(A′) + 1 tel-
jesül minden ∅ ≠ A′ ⊆ Af esetén,

3. δf (G) = ω(G[Df ])− f(Af ),

4. G[Cf ] tartalmaz f -paritás faktort.

A fenti tétel egyszer¶ következménye egy Berge-típusú minimax formula
is, ezt a 10.2.7. tételben fogalmazzuk meg.

A 10.3. szakaszban az elementáris gráf fogalmát általánosítjuk f -paritás
részgráfokra. Az elementáris gráfokról Lovász [62] több érdekes tétel bizo-
nyított, ezek közül többet sikerült az általánosabb esetben is belátnunk. (A
tételekben szerepl® nagy számú új fogalom bevezetésének hosszadalmas volta
miatt jelen tézisfüzetben nem idézzük ezen tételeket.)
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11. Felbontás két páratlan részgráfra

11.1. Introduction

Ebben a fejezetben a [K10] cikkben megjelent eredményeket ismertetem. Az
eddigiekt®l eltér®en multigráfokkal foglalkozunk, azaz megengedünk párhuza-
mos éleket is, azonban hurokéleket nem.

Jelöljük EvenV(G)-val a G gráf páros fokú pontjainak halmazát,
OddV(G)-vel pedig a páratlan fokúakét. G egy részgáfja páratlan (ill. pá-
ros) részgráf, ha minden pontjának foka páratlan (ill. páros). Egy páratlan
faktor pedig G egy feszít® páratlan részgráf. Könnyen látható, hogy egy gráf-
ban akkor és csak akkor van páratlan faktor, ha a gráf minden komponensének
pontszáma páros. Ráadásul egy páratlan faktort meg is lehet találni polinom
idej¶ algoritmussal.

Azt mondjuk, hogy G felbontható n páratlan részgráfra, ha az élhalma-
za particionálható n (esetleg üres) E1, . . . , En halmazra, hogy minden i ∈
{1, . . . , n} esetén Ei egy páratlan részgráf.

Ilyen felbontásokkal el®ször Pyber [75] foglalkozott. Belátta, hogy minden
egyszer¶ gráf felbontható 4 páratlan részgráfra. (3-ra már nem, erre végtelen
sok ellenpélda van [66].) Pyber [75] továbbá belátta, hogy minden fa felbont-
ható 2 páratlan részgráfra, valamint azt is, hogy minden páros pontszámú
multigráf felbontható 3 páratlan részgráfra.

Luºar [64] megmutatta, hogy minden multigráf felbontható 6 páratlan
részgráfra, s®t egy gráfosztály kivételével 5-re is. Petru²evski [74] ezt tovább
javította, bizonyítva, hogy két gráfosztály kivételével 4 páratlan részgráfra is
felbontható minden multigráf.

Mi társzerz®immel azt vizsgáltuk, hogy milyen feltételek mellett bontható
fel egy multigráf két páratlan részgráfra. Adtunk egy szükséges és elégséges
feltételt a felbontás létezésére, valamint egy polinomiális algoritmust egy fel-
bontás megtalálására vagy létezésének cáfolatára.

11.1.10. Tétel (Kano, Katona, Varga [K10]). Legyen G egy multigráf, jelölje
X a páratlan fokú pontok által feszített G[OddV(G)] részgráf komponenseinek
halmazát, Y illetve Z pedig G[EvenV(G)] páratlan illetve páros pontszámú
komponenseinek halmazát. G akkor és csak akkor bontható fel két páratlan
részgráfra, ha minden olyan S ⊆ Y∪Z-re amire |S ∩Y| páratlan, létezik olyan
X ∈ X komponens, amire eG(X,S) páratlan. Itt S az S-beli komponensek
pontjait jelöli.

11.1.11. Tétel (Kano, Katona, Varga [K10]). Van olyan polinom idej¶ algo-
ritmus, ami ad egy felbontást két páratlan részgráfra, vagy megmutatja, hogy
nem létezik ilyen felbontás.
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A fenti eredmények átfogalmazhatóak a gráfok élszínezéses terminológiá-
val. A G gráf páratlan élszínezése egy olyan színezése az éleknek, hogy minden
ponthoz egy adott színb®l páratlan vagy nulla él csatlakozik. A legkevesebb
színt használó ilyen színezésben használ színek száma a gráf páratlan kromati-
kus indexe, jelölése χ′

o(G). Ezzel a jelöléssel Pyber azt látta be, hogy egyszer¶
gráfra χ′

o(G) ≤ 4. A 11.1.10. tétel egy szükséges és elégséges feltétel multigrá-
fok esetén χ′

o(G) = 2-re. A 11.1.11. tétel pedig polinomiális algoritmust ad
χ′
o(G) = 2 eldöntésére.
Kés®bb számos további eredmény jelent meg a témával kapcsolatban. Pet-

ru�sevski és �Skrekovski [70] általánosította eredményünket arra az esetre, ami-
kor ez egyes színek egyes pontokbeli fokszámainak paritását tetsz®legesen el®-
írjuk. Ugyanezen szerz®k a [72] cikkben irányított gráfokra bizonyítottak a
miénkkel analóg tételeket, a [71] publikációban pedig listaszínezésekre álta-
lánosították. Botler, Colucci and Kohayakawa [19] belátták, hogy majdnem
minden páros pontszámú egyszer¶ gráfra χ′

o(G) = 2 és majdnem minden pá-
ratlan fokszámúra χ′

o(G) = 3.
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