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,One and two-person Positional games”
c. doktori munkajanak biralata

Pluhar Andras disszertacidja jatékelméleti valamint graf ill. hipergrafszinezésekkel kapcsolatos ered-
ményeket mutat be. A munka 6t fejezetbdl all, a bevezetd rész utan kétszemélyes pozicios jatékok
parositasokon alapuld nyerd stratégiait targyalja, amit elfogult ill. felgyorsitott jatékokkal kapcsolatos
eredmények kévetnek. Egy révidebb fejezet foglalkozik a pozitiv fokszam jatékkal ill. a vonaljatéknak
azzal a valtozataval, aholis a jatékhoz hasznalhato figurak szama korlatos, ezért amikor azok elfogynak,
akkor a jatékosoknak minden lépésben egy kordbban elhelyezett figurajukat kell athelyezniiik a tablan.
Az utolso fejezet nem kapcsolodik szorosan a korabbiakban vizsgalt jatékokhoz. Itt a szerzd grafok és
hipergrafok bizonyos szinezési tulajdonsigait mutatja be tobbek kozott valoszintiségszamitasi és linearis
algebrai eszkozok felhasznéalasaval.

A vizsgalt kétszélyes jatékokban szerepld jatékosok felvaltva vesznek el egy-egy elemet az alaphal-
mazbdl (vagy, ha tgy tetszik, helyezik el a figuraiikat az alaphalmaz elemeit reprezentalo tabla mezéin).
Céljuk kétféle lehet. Az Epits jatékos célja egy nyerd halmaz megszerzése, azaz a nyerd halmazokat
tartalmazo6 hipergraf Sperner-rendszert alkoté élhalmazabol egy él minden csticsénak a kivalasztésa.
Ezzel szemben a Rombol6 jatékos akkor nyer, ha az ellenfele nem rendelkezik egyetlen nyeré halmaz
elemeivel még azutdn sem, hogy elfogytak az alaphalmaz elemei. Ez tgy is megfogalmazhato, hogy a
Rombolo jatékos az Epits szerepét jatssza, de szamara a nyerd halmazok a jatékhoz tartozé Sperner-
rendszer blokkol6 halmazai. A jatékok egy lehetséges modositasa, ha a jatékosok nem felvaltva valasztjak
ki az alaphalmaz egy-egy elemét, hanem az egyik (Kérdezd) jatékos (aki akir Epits, akar Rombold
szerepben is lehet) az alaphalmaz két ki nem valasztott elemét ajanlja fel a masik (Valaszto) jatékosnak,
aki a két elem koziil a szamara szimpatikusabbat megtartja, a masik pedig a Kérdezsé lesz.

Az értekezés masodik fejezete parositason alapul6 nyerd stratégia létezését vizsgalja kilonbozé jaté-
kok esetén. Itt az a kérdés, hogy az alaphalmaz elemei Gsszeparosithatok-e tgy, hogy az egyik jatékos
szaméara nyerd stratégia legyen az az egyszertien kovethetd szabély, hogy mindig az ellenfele altal va-
lasztott elem pérjat veszi el. Az deriil ki, hogy altaldban NP-teljes annak az eldéntése, hogy a Rombolo
jatékosnak van-e ilyen, parositason alapuld nyers stratégiaja. Konkrétan a k-amdéba jatékrol tudjuk,
hogy k < 8 esetén nincs ra parositason alapuld nyerd stratégia. A kigyo (snaky) jaték esetén mar
korabbrol ismert volt, hogy nincs erre ilyen nyerd stratégia, a disszertacid a szerzé egy szamitogépes
modszerektdl fiiggetlen bizonyitasat mutatja be ugyanerre a tételre. Ezzel szemben a 9-amébahoz van
parositason alapuld nyers stratégia, és az ilyet meghatarozo péarositasok struktarajat vizsgalva a szerzé
megmutatja, hogy e péarositasok szdrmaztathatok a 16 x 16-os térusz azon parositasaibol, amelyek a
8 x 8-as torusz bizonyos parositasaibol adédnak alkalmas médon.

Beck (egyébként megcafolt) sejtésének specialis eseteként a szerzé megmutatja, hogy a Shannon-féle
kapcsolojaték eredeti (Epl’t()’—Rombol(’)) valtozatdban ugyanannak a jatékosnak van nyerG stratégiaja,
mint amelyiknek a Kérdezs-Valaszto valtozatban. Elesiti tovabba Erdés és Selfridge Epits-Rombold
jatékokra vonatkozo eredményének Kérdezg-Valaszto jatékokra torténs Beck altali kiterjesztését, va-
lamint igazolja, hogy a 8-am&baban a Rombolé jatékosnak Kérdezdként is van nyerd stratégiaja. A
fejezet végén pedig az deriil ki, hogy barhogyan is osztjuk ki az Epit6 és Rombolo jatékosra a Kérdezd
¢és Vélaszto szerepeket, altalaban NP-nehéz annak az eldontése, hogy melyikiiknek van nyeré stratégiaja.

A harmadik fejezet a 2-atmérd-, fokszam- és expanziodjatékok elfogult valtozatait érinté eredmények
mellett ramutat, hogy a Shannon-féle kapcsolojaték Prim-algoritmus altal motivalt valtozataban mitél
fiigg, hogy melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja. Utobbi jaték teljes grafon jatszott (2,b)-tipusa
elfogult valtozataban pedig a b bizonyos értékeire meghatarozza, hogy melyik jatékos tud nyerni.

A negyedik fejezet els§ eredménye azt hatarozza meg, hogy a pozitiv fokszam jatékban (aholis az
Epits jatékos célja, hogy egy izolalt pontot nem tartalmazo részgraf éleit valassza ki) legaldbb hany
élt grafon kell jatszani ahhoz, hogy az Epitének legyen nyerd stratégidja. A fejezet masik eredménye a



k-amdéba azon a valtozataval foglalkozik, ahol az egyik jatékos minden lépés sorén p jelet tesz a tablara,
mig a masik csak egyet. Ha a jaték n 1épés utan véget ér, akkor az igazolt tétel szerint bizonyos
(k,p,n) értékek esetén az Epitének, egy masik feltétel teljesiilése esetén pedig a Rombolonak van nyerd
stratégiaja. Hasonlo tétel igaz, ha az n-dik 1épés utan folytatodik a jaték, de a jatékosok a mar lerakott
figuraikat athelyezve jatszanak.

Az utolso fejezet hipergrafok és grafok szinezésit taglalja. A szerzé bevezet egy szokatlan moho szi-
nezési algoritmust, és ennek segitségével ad elégséges feltételteket hipergrafok 2- ill. k-szinezhetdségére.
A bizonyitas véletlen modszeren alapul, a véletlen valasztas pedig a csticsok moho szinezéséhez hasznéalt
sorrendben gyokerezik. Grafok 2-szinezhet&ségének jol ismert feltételére a szerzd ismertet egy linearis
algebran alapuld bizonyitast, és tovabbi, kevéshé ismert példakat mutat, amelyekben elemi linearis al-
gebrai alaposszefiiggések segitségével grafok nemtrivialis szinezési tulajdonsagai, a nyaklancdarabolési
probléma specidlis eseteként megfogalmazott festémthely problémaban (és annak fakra torténd alta-
lanositasaban) pedig a megoldasédhoz sziikséges vagasszam felsg becslése ill. klikkfedések egy érdekes
tulajdonsaga igazolhatd. A kovetkezd szakaszban automatak D-szorzatat definialja és ilyen szorzatok
segitségével igazolja hipergrafok szinezési tulajdonsagait.

Az ezt kvets szakasz azt a feladatot vizsgalja, hogy hény szin sziikséges egy graf cstuicsainak szokasos
szinezéséhez azzal az extra feltétellel, hogy semelyik két szinosztaly sem tartalmazhat ill. feszithet egy
elére megadott H grafot. Az utobbi probléméhoz tartozo xp(G) paraméterrdl az deriil ki, hogy néhany
konkrétan meghatarozott H grafra polinom idében meghatarozhato, mig minden, ezektdl kiilonb6z6 H
esetén N P-teljes azon G grafok nyelve, amelyekre x5 (G) < k.

Az utolso6 szakaszban olyan hipergrafok diszkrepanciajarol igazol tételeket a szerzs, amelyek csticsai
egy G graf éleinek, hiperélei pedig G bizonyos részgrafjainak (pl. Hamilton-koreinek vagy feszitéfainak)
felelnek meg. 3-regularis véletlen grafok ill. utak hatvanyai esetén ad a szerzd alsé becsléseket a szoban
forgo hipergraf diszkrepanciajara.

A disszertaciorol megallapithato, hogy a diszkrét matematika tobb résztertiletérdl szamos eredményt
tartalmaz. A tézisfiizetben felsorolt (méasnak nem tulajdonitott) eredményeket elfogadom 1j, tudoma-
nyos eredményként. A szerz6 nem jelzi egyértelmiien, hogy az egyes eredmények pontosan hol, és f6leg
mely szerzétarsakkal lettek publikalva, ami nem kénnyiti meg a szerzé 6nall6 munkija nagysaganak
és jelent&ségének a megitélését. A disszertacid 16 publikaciora épit, ezek koziil a fajsulyos folyodiratok-
ban megjelent eredmények jelentGs része szakmailag kivalo kolldgékkal kozos. Ezek az eredmények a
leger&sebb tézisek, ezért itt mindenképp hasznos lett volna a biralathoz, ha vilagosan kideriil a szerzé
hozzajarulasa.

Azonban nem ez az egyetlen nehézség, amivel a biralonak szembe kell néznie. A tézisfiizet nyelve
magyar, a disszertaciéé angol. Utobbi nyelvhasznélata tobb kivannival6t hagy maga utan: a rossz
angolsag miatt bizonyos mondatokat nehezen vagy egyaltaldn nem sikeriilt értelmeznem és ez gyakran
a gondolatmenet lényeges pontjanal tortént meg. A tézisfiizet valamennyit segit, de 6nmagaban az sem
érthetd, rdadasul a tézisfiizet és a disszertacio tételszamozésa kézott nincs vildgos kapcsolat. Raadasul
a tézisfiizet is szamos nyelvhelyességi, egyeztetési hibat tartalmaz.

A disszertécio szerkesztése sem konnyiti meg a birald helyzetét. Nem vildgos, hogy miért lett kiilon
sorszamozva minden egyes tételszeri kornyezetfajta, mig maguk a tételek fejezetszam.sorszam tipusu
szamot kaptak. Ez megneheziti a hivatkozott elem keresését, kiilonosen tgy, hogy a szerzé tébbszor
helyteleniil hivatkoz dolgokat, példaul Lemméat Theoremként, stb. Mindezen til a szerzé lényeges
fogalmakat nem definial formalisan, és a felhasznalt vagy vizsgalt allitasokat nem mondja ki formélisan.
Osszességében a disszertacio és a tézisfiizet olvasasa és megértése sokkal inkdbb egy szivos nyomozoi
munkat igényls feladvany, mint 4j tudoményos eredmények jol attekinthetd ismertet&je. Mindezek
alapjan a disszertaciordl és a tézisflizetrdl ki kell mondanom, hogy ebben a formaban nem méltok egy
nagydoktori palyazathoz.

Mindezen kritikak ellenére, a munkaban szereplé eredmények miatt gy érzem, hogy a doktori munka
tudoményos eredményei elegendék az MTA doktori cim megszerzéséhez, ezért javaslom a nyilvanos védés
kittizését.

Az alabbiakban kévetkezik néhany megjegyzés a fentiek illusztralasara, a teljesség igénye nélkiil.



1. Pontatlansagok, nehezen értheté részek

(a) Introduction, elsé mondat. (Az egyes témakorok bevezets részeit sokszor nehezen sikertilt
értelmeznem.)

(b) A 2.5 abra feletti bekezdés.

(c) A 2.7 tétel bizonyitasat nem sikeriilt megértenem.

(d) Mit bizonyitunk a 31-dik oldal tetején?

(e) Egyaltalan nem értettem meg a 3.5 tétel bizonyitasat. Ugy titinik, mintha egy ekvivalens
jatékra térnénk at, de az ekvivalencia egyik iranya hianyzik, a segédjatékban pedig nem 1 és
2b, hanem 2 és 2b elemet vesznek el a jatékosok egy-egy 1épésben.

(f) A Proposition 7. bizonyitasat nem értettem meg. Sokat segitett volna egy abra a H grafrol

(megbetiizott cstucsokkal), majd a betiik segitségével megadott Dyy graf.
(g) 5. fejezet, 3-dik bekezdés: két kiilonbozs szinezésrdl vagy egy két szinnel torténd szinezésrsl

van szo?
(h) 5.2.1 szakasz els6 mondat.
(i) 5.7 tétel: mi az az ,,n-vertex forest on binary trees™?

2. Ertelmezészavaro elirasok, pontatlansagok

(a) 10-dik oldal, alulrol 10-dik sor: , Theorem 8”

(b) Proposition 6: ,Breaker has a winning”

(c) Hol a 4.1 tétel bizonyitasanak vége?

(d) 5.6 tétel kimondasa

(e) 5.3.1 szakasz, automata definicidja: melyik az allapotok, és melyik a szimbolumok halmaza?
(f) 5.6.2 szakasz: 4 bizonyitasbol ketts esetén hibés az igazolt alltds megnevezése.

3. Formalis definicid, allitas hianya

(a) 2. fejezet, els6 mondat: mit jelent egy jaték megoldésa?

(b) Konkrét jatékok formaélis definicioja hianyzik, sokszor egy jatékrol az informalis definicio
kimondésa el6tt van sz6. A snaky jatékban pl. lehet tiikkrozni is?

(c) Observation 5: mi az a p-accelerated game? Mit jelent a 2p-placement? ElGtte: a t-cake
placement-ben a cake-ek diszjunktak? Mit jelol a ¢?

(d) 2.11 és 2.12 tételek esetén hogy van megadva az input, és mi a mérete?

(e) Claim 3: jo lenne latni a pontos feltételeket. A hipergraf n-uniform?
(f) 5.10 tétel: mi az a ,H-FREE COLORING” probléma?

4. Egyéb megjegyzések

(a) A 2.3 tételre kozolt bizonyitas hibas. A ¢ = (21 Vag Vaz) A (x1 Vas VT3) A (21 VT2V x3) A
(x1 VT VT3) A (TT Vg Vasg) AN(Tr Ve VI3) A (T VIz Vas) A (T VI3 VT3) formula nem
kielégithetd, jollehet Hy € B, amit az {ry, b1}, {r2, b2}, {73, b3}, {p1, p2} pérosités igazol.

)
) 2.7 abra: mi a szabaly?
(d) A 2. lemma bizonyitasa tovabbi indoklast igényel.
) Miért van két 2.11-es abra? Mit jelentenek az iires és teli pettyek a masodik 2.11-es ill. a
2.16-0s dbran?
(f) 2.8. tétel bizonyités utolso el6tti bekezdés: V = AU B?
(g) 2.8. tétel bizonyitas utolsé bekezdés: nem ezt mondja ki az erds baziscsere axiéma.
(h) 64. oldal 1. sor: miért igaz az egyenlGség?

Végiil itt kovetkeznek a nyilvanos vitan feltenni javasolt kérdések:

1. A 10. lemma bizonyitasidban mi az oka annak, hogy elegendd feszitett utat vizsgalnunk? Miért
nem lehet egy (k, £)-(x,y)-path két belss csicsa szomszédos egymassal?

2. Elfogult jatékok esetén hogyan érdemes definidlni a Kérdezs-Vialaszto véltozatot, és van-e errdl
ismert eredmény?
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