Valasz Kevel Péter biralatara

Koszonom Kevei Péter alapos birdlatat. elismerd szavait és tamogatasat az MTA doktori
eljarasommal kapcsolatosan. Kiilon koszonom hasznos észrevételeit és érdekes kérdéseit.,
amelyvekre az alabbiakban valaszolok.

(K1) Mennyiben fiigg a folyamat a stadion alakjatol? Elképzelhetd-e olyan stadion, melynél
a hatareloszlas nem normalis, stabilis eloszlas? Ilyen iranyu friss eredményeket emlit
a szerz6 a 4. fejezetben érinté iitkozok esetén.

Vilasz: Nagyon érdekes kérdés altalaban konvex bilardokban, hogyan fiigg a dinamika a
hatar simasagatol. A stadion esetében donté szerepe van annak, hogy a félkor és az egyenes
szakaszok talalkozasanal a hatar gobiilete ugrasszeriien véltozik, és fgy a hatar C'', de nem
C? sima. Lazutkin eredményei szerint. ha a konvex biliard hatéara kellGen sima (az eredeti
cikkben "3, késébb ezt Douady C%-ra erdsitette) akkor a hatar egy pozitiv mértékd kor-
nyezete invarians gorbékkel. ngynevezett kausztikakkal foliazhato. és igy a dinamika nem
ergodikus. Hasonlo jelenségeket mutatott Bunimovich és Grigo a stadion C? simitasaira.
A stadion esetében a hiperbolicitdas mechanizmusa a disszertacio 3.1 fejezetében targyalt
defokuszalodas. Ha az egyenes szakaszhoz kapcesolodo pont kizelében az ivelt rész gorbiilete
nullahoz tart. az itt kiléps enyhén osszetarto frontoknak nines idejiik defokuszalodni. Ezért
én ugy gondolom. hogy ha a stadion valamilyen ("' a € (0.1) simitasat néznénk. ak-
kor sem kaphatnank ergodikus dinamikéat. Mindezek alapjan nem latok természetes jeloltet
olyan stadion jelleg® tartoméanyra. amelyben a biliard dinamika ergodikus (azaz lényegeé-
hen teljestil a nagv szamok torvénye) és ngvanakkor a Holder folvtonos fiiggvenyek Birkhoff
Osszegeire nem normalis stabilis hatareloszlastételek jelennek meg. A 4. fejezet érinté iitkozos
szorobiliardjai magasabb rendi érintés esetén is ergodikusak.

(K2) Van-e a sztochasztikus folyamatok elméletében hasznalt intermittencia fogalmaknak
koze a dinamikus rendszerek elméletében hasznalt intermittenciahoz?

Vilasz: Kétségkiviil van koze ezeknek a fogalmaknak egymashoz, bar, ahogy a biralo is irja.
az .intermittencia” jelenségéhez nem rendelhetd egvértelmtien pontos matematikai definicio.
inkabb intuitiv tartalom. Ugy latom, ezeknek a foglamaknak egy kozos gyokere Pomean és
Manneville 1980-as hidrodinamikai témajn cikke, amire példaul az .intermittency” wikipe-
dia szocikk is hivakozik: .intermittency is the irregular alternation of phases of apparently
periodic and chaotic dynamics™. A biralo talalo megfogalmazasat hasznalva. ez sokszor ugy



jelentkezik. hogy az allapottér egy jol kevers tartomanyaba valo visszatérés ideje tipikusan
kicsi, de egy kis halmazon nagy értéket vesz fel. Mindez jellemzden exponencialis helyett
hatvanyrendben lecsengs hatareloszlasokhoz vezet. Gahovac, Leonenko es Taqgqu idézett
cikkében egy ennél konkrétabb kapcesolatot is talaltam, itt a szerzok azt frjak, .Hence, in-
termittency implies that the usual convergence of moments (1.4) must not hold beyond
some critical value of ¢.” Epp ezt a jelenséget targyalja a disszertacio H. Tétele az érintd
{itkoz6jt szorobiliardokban (itt a kritikus momentum a masodik, azaz ¢ = 2-nél valtozik
meg a momentumok idgbeli novekedésének jellege).

(K3) A (4.1) formulaban definialt Dy mennyiségnek. pontosabban Dy nemn nulla voltanak.
van-e a 2. fejezetben szerepl [ mennyiséghez hasonlo, egyszeri szemléletes jelentése?

Vilasz: Van hasonlo személetes jelentése. bar egy kicsit nehezebben hozzaférhets, mint a
stadion / mennyisége esetén. A stadionban a két egyenes szakasz kozott pattogo trajekto-
riaknak az érinté iitkozGjd szorobilardban maga az érintési pont felel meg. A fazistérben ez
nem csupan egy pont. hanem egy egyenes szakasz, mivel az érintési pontot kiilonbozo iranyn
kimend sebességvektorokkal lathatjuk el. Pontosabban, magaban az érintési pontban nincs
értelme kiilonbozo iranyu sebességvektorokrol beszélni, de hozzéa tetszolegesen kozeli pont-
ban mar ez értelmezhetd. Igy ha egy fiigevény Holder folytonos, van egyértelmii folytonos
kiterjesztése: a fazistérnek erre (az érintési ponthoz tartozo) egydimenzios részhalmazara.
A Dy mennyiség éppen a fiiggvény éatlaga ezen a halmazon. csak épp egyenletes helyett
egy masik stirfiség szerint. Hogy miért pont ez a siiriiség jelenik meg, arra a dinamika még
mindig heurisztikus, de kicsit pontosabb vizsgalatabol lehet kovetkeztetni, ezt a disszertacio
4.3.2. fejezetében targyalom.

(K4) Mi az oka, hogy az E. Tétel az egyetlen funkcionalis hatareloszlas-tétel a diszertacio-
ban?

Vilasz: Az E. tétel az érint6 iitkozojid szorobiliardokra vonatkozik, és valéban termeészetes
kérdés, hogy mi a helyzet a funkcionalis hatareloszlas-tétellel (vagy gyenge invariancia elv-
vel) a két masik modellben. Végtelen horizonti szorobilardra, rogzitett szorotestmeéretre ez
az eredmeény ismert, Chernov ¢s Dolgopyat tétele 2009-bél. Amikor az L. tételen dolgoztunk.
agy lattuk, ezt a sajat modszereink és Chernov-Dolgopyat bizonyitasanak kombinalasaval
tudnank altalanositani funkcionalis szintre. de nem akartuk tovabb névelni az igy is hosszu
cikket. KésGbb a kutatéasaink ehelyett az erds invariancia elv ¢s az iteralt logaritmus tétel al-
talanositasa fel¢ fordultak. ezek mog fix szérotestmceretre is Gj eredményck. A stadionra neim
tudok funkcionalis hatareloszlastétel eredinenyrdl. volt egy 2017-es kézirata Luke Mohr-nak
¢és Hongkun Zhang-nak. de tudtominal ezt a bizonyitast nem sikeriilt lezarniuk. A stadion
esete nehezebbnek tdnik. ez azzal [ligg Ossze. hogy a stadionban erdsebben korrelaltak az
cgyvmas utani losszu visszatérési idsk, mint a masik két modellben.

(K5) Elképzeliets-e mas hatareloszlas, ha n— oo és p — 0 egyiitesen, de az I. Tételben
szerepl novekedeési feltétel nem teljesil?



Vilasz: Nem szamitok tovabbi esetekben mas hatareloszlastételek megjelenésére. Egyfelsl
Szasz és Varju eredményei abban az esetben. amikor el6bb n — oc, majd p — 0. masrészrél
Marklof ¢s Toth eredményei. amikor el6bb p — 0 majd n — oc. ugvanazt a hatareloszlas-
tételt adjak. Ezt sikeriilt nekiink kiterjeszteni bizonyvos esetekre, amikor n — oo és p — 0
egyszerre. Szamomra ezek az eredmények arra utalnak, hogy a hatarviselkedéshdl, barhogy
is hajtjuk végre a p — 0 és n — oc limeszeket, elsGdlegesen ugvanazok a primer jelenségek
maradnak meg — a szabad repiilés hossza closzlasfiiggvenyénck ¢ 2 ditemid lecsengése. egy a
primitiv racspontok szamanak novekedési iitemébdl szarmazo konstanssal. A feladat nehéz-
sége abban rejlik, hogy kiillonbozéképp végrehajtva az n — oo és p — 0 egyiittes limeszeket,
erre a primer viselkedésre kiillonbozo masodlagos effektusok rakodnak ra. és ezeket mindig
egyvedi modon kell kezelni.

Budapest. 2024, majus 31. )
o "\ ' '\l r\") /t
L/BV"T\J\)‘ [ U W o

Balint Péter




