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1. Bevezetés

A technológia közelmúltbeli fejlődése számos új érdekes kih́ıváshoz vezetett
a számı́tási és kombinatorikus geometria területén. Manapság mindannyiunkat
folyamatosan körülvesznek a különböző szerepeket betöltő elektronikus eszközök.
Ezeknek a tárgyaknak az összetett kapcsolati hálózata geometriai gráfokkal és
hipergráfokkal ı́rható le. Az ilyen gráfok éleit annak a térnek a metrikus tulaj-
donságai határozzák meg, amelybe beágyazódnak. Például az ún. megfigyelési
probléma esetén egy területet adott helyű és hatótávolságú érzékelőkkel lehet
megfigyelni; itt a terület pontjai alkotják a hipergráf csúcsait, és az egyes érzékelők
hatósugarába eső pontok alkotnak egy hiperélét.

Bármilyen matematikai probléma, amely csoportokra való felosztással jár,
modellezhető és vizualizálható sźınezéssel. Ezek közé tartozik számos gyakorlati
probléma, például feladatok ütemezése és a ládapakolás, amelyeknek fontos valós
alkalmazásai vannak. Például a megfigyelési probléma esetében tegyük fel, hogy
minden érzékelőnek van egy hozzárendelt élettartama is, ameddig akt́ıv marad-
hat, és a célunk egy időbeosztás késźıtése, amely meghatározza, hogy az egyes
érzékelők mikor akt́ıvak, úgy, hogy az egész területet folyamatosan, a lehető leg-
hosszabb ideig figyelhessük meg. Vagy napenergiával működő eszközök esetében,
amelyeknél a napi akt́ıv órák száma fix, a célunk az, hogy meghatározzuk a
megfigyelés egész napos fenntartásának megvalóśıthatóságát. Tegyük fel, hogy az
egyes érzékelők napi élettartama azonos, és mindegyikhez ki kell választanunk
egy olyan időintervallumot, amely alatt akt́ıv marad. A különböző idősávokat
sźınekkel reprezentálhatjuk, és a kérdés egy hipergráf sźınezési problémává válik.

A gráfok sźınezésével kapcsolatban sokféle kérdést fel lehet tenni, mivel ezek a
fogalmak elég általánosak ahhoz, hogy a problémák széles körét megragadják. A
legh́ıresebb példa, Ramsey tétele gráfok sźınezéséről nagy monokromatikus klik-
kek nélkül, számos látszólag egymástól független területen felmerül, és a kom-
binatorika kutatásainak nagy részét motiválta. Ez az eredmény valójában hi-
pergráfok sźınezéséről szól, ahol a hipergráf csúcsai az alapgráf élei, a hiperélek
pedig a klikkek. Hipergráfok sźınezése esetén a sźınezéseknek számos változatát
lehet vizsgálni, amelyek mind a gráfok jólsźınezésének fogalmát általánośıtják.
Attól függően, hogy milyen feltételnek kell teljesülnie minden egyes hiperélre,
többféle sźınezést különböztethetünk meg; ezek közé tartozik a jólsźınezés, a po-
likromatikus sźınezés, a szivárványos sźınezés, az erős sźınezés, a konfliktusmentes
sźınezés, az egyedi-maximális sźınezés és a páratlan sźınezés.

Az értekezés témája elsősorban a geometriai hipergráfok jó és polikromatikus
sźınezése lesz. Az ilyen kérdések szisztematikus vizsgálatát 1980-ban Pach kez-
deményezte, de néhány példa már korábbra nyúlik vissza. Talán a legh́ıresebb
példa a Hales-Jewett tétel, amely geometriailag a következőképpen fogalmazható
meg: Minden k és m természetes számokhoz van egy olyan d, hogy a d dimenziós,
m szélességű, md pontból álló rács pontjainak bármely k sźınnel való sźınezésékor
létezik olyan egyenes, ami m azonos sźınű ponton halad keresztül.

1

               domotorp_98_23



Elsősorban olyan hipergráfokra fogunk koncentrálni, ahol minden egyes hi-
perél sok pontot tartalmaz. Egy tipikus kérdés, amelyre megpróbálunk választ
adni, a következő: Mely k és m természetes számok esetén tudunk k-sźınezni
bármilyen śıkbeli ponthalmazt úgy, hogy minden legalább m pontot tartalmazó
körben legyen legalább két különböző sźınű pont legyen?

A fejezetek és álĺıtások számozása az angol nyelvű értekezés számozását követi.

1.1. Absztrakt hipergráfok

A H = (V,E) hipergráf halmazok egy E gyűjteménye egy V alaphalmaz fe-
lett. A V elemeit a hipergráf csúcsainak, az E elemeit pedig hiperéleknek, vagy
egyszerűen csak a hipergráf éleinek nevezzük. Egy H hipergráf csúcsait V (H)-val,
éleit pedig E(H)-val jelöljük; a H-t elhagyjuk, ha ez nem okoz félreértést. Ha az
összes E-beli halmaza (él) különböző, akkor a hipergráf egyszerű; ellenkező eset-
ben multihipergráfról beszélünk. Technikai okokból feltételezzük, hogy ∅ ∉ E és
E ≠ ∅. Egy hipergráf véges, ha V és E véges halmazok. Egy hipergráf m-uniform,
ha minden éle m méretű, és m-nehéz, ha minden éle legalább m méretű. A leg-
alább m csúccsal rendelkező éleket m-nehéznek nevezzük; az m-t elhagyjuk, ha
ez nem okoz félreértést.

A H = (V,E) incidenciamátrixa M(H) olyan mátrix, amelynek sorait és osz-
lopait V és E indexeli úgy, hogy M(v, e) = 1, ha v ∈ e és M(v, e) = 0, ha v ∉ e.
Megjegyezzük, hogy a sorok és oszlopok sorrendje tetszőleges. A H = (V,E) hi-
pergráf duálisa a H∗ = (E,V ) hipergráf, ahol a H∗-hoz tartozó ∈∗ tartalmi reláció
a következő: e ∈∗ v, ha v ∈ e. Megjegyezzük, hogy M(H∗) = MT (H), az M(H)
mátrix transzponáltja.
H
′
= (V ′,E′) a H = (V,E) részhipergráfja, ha V ′ ⊂ V és E′ ⊂ E. A csúcsok

egy X ⊂ V részhalmaza esetén a H nyomát X-n a következőképpen definiáljuk:
H[X] = (X,E ∩ X), azaz V (H[X]) = X és E(H[X]) = {e ∩ X ∣ e ∈ E(H)}.
Egy nyomvonal részhipergráfját (al)konfigurációnak vagy (al)mintának nevezzük.
Megjegyezzük, hogyH egy almintázatának incidenciamátrixa azM(H) almátrixa.
Egy F hipergráfcsalád akkor örökletes, ha zárt a részhipergráfokra és részminták-
ra. Ez ekvivalens azzal, hogy az incidenciamátrixok családja zárt almátrixok
vételére.

Egy H = (V,E) hipergráf k-sźınezése egy leképezés V -ről {1, . . . , k}-ra. A
hipergráfok sźınezésének több különböző érdekes változata is definiálható.

� Egy sźınezés akkor jó, ha minden él két különböző sźınű csúcsot tartal-
maz. A legkisebb k értéket, amelyre létezik H-nak jó k-sźınezése, χ(H)-val
jelöljük.

� Egy sźınezés polikromatikus, ha minden él mind a k sźınű csúcsot tartalmaz-
za; megjegyezzük, hogy ilyen sźınezés csak akkor lehetséges, ha H k-nehéz.
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A legnagyobb k értéket, amelyre létezik H-nak polikromatikus k-sźınezése,
χpc(H)-val jelöljük.

� Egy sźınezés szivárványos, ha minden él minden csúcsa különböző sźınű;
megjegyezzük, hogy ilyen sźınezés csak akkor lehetséges, ha minden él legfel-
jebb k méretű. A legnagyobb k értéket, amelyre létezik H-nak szivárványos
k-sźınezés, χrb(H)-val jelöljük.

� Egy sźınezés akkor erős, ha a H k-nehéz részén polikromatikus, mı́g a többi
részén szivárványos. A legnagyobb k értéket, amelyre létezik a H-nak erős
k-sźınezése, χs(H)-val jelöljük.

� Egy sźınezés konfliktusmentes, ha minden élnek van egy olyan csúcsa, amely-
nek sźıne különbözik az adott él összes többi csúcsának sźınétől. A legkisebb
k értéket, amelyre létezik H-nak konfliktusmentes k-sźınezése, χcf(H)-val
jelöljük.

� Egy sźınezés akkor egyedi-maximális, ha minden e élre a benne levő leg-
nagyobb1 sźın pontosan egyszer fordul elő e-ben. A legkisebb k értéket,
amelyre létezik H-nak egyedi-maximális k-sźınezése, χum(H)-val jelöljük.

� Egy sźınezés páratlan, ha minden élhez tartozik olyan sźın, amely páratlan
sokszor fordul elő benne. A legkisebb k értéket, amelyre létezik H-nak
páratlan k-sźınezése, χodd(H)-val jelöljük.

Megjegyezzük, hogy a fenti paraméterek felvehetnek végtelen értéket is, ha
H nem véges; ilyen családokra vizsgálhatnánk a végtelenbe tartás sebességét a
csúcsok számának függvényében a családbeli véges hipergráfokra, de ez nem en-
nek az értekezésnek a témája.2. A fenti kromatikus számok között defińıció sze-
rint a következő összefüggések állnak fenn: χ(H) ≤ χodd(H) ≤ χcf(H) ≤ χum(H)

és χs(H) ≤ χpc(H), χrb(H). Továbbá χ(H) = 2 akkor és csak akkor, ha χpc(H) ≥ 2
akkor és csak akkor, ha χs(H) ≥ 2.

Az értekezés hátralévő részében csak a jó és a polikromatikus sźınezéseket
fogjuk vizsgálni.

A kromatikus számok fogalmát természetesen kiterjeszthetjük hipergráf csalá-
dokra is, ha a család tagjaira vesszük a maximális/minimális értékeket. Ez alapján
χ(F) = maxχ(H) és χpc(F) = minχpc(H), ahol H bármely véges hipergráf
az F családból. Megjegyezzük, hogy a végesség egy technikai feltétel, amely-
re a legtöbb bizonýıtásban szükség van, mı́g kényelmesebb kimondani bizonyos
álĺıtásokat akkor, ha a defińıcióban megengedjük, hogy F végtelen hipergráfokat

1Itt használjuk, hogy a sźınezés számokra képez le.
2A növekedési sebességgel kapcsolatos néhány szép, geometriai jellegű kérdés megtalálható

a [18, 20] cikkekben.
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is tartalmazzon. Ebben a dolgozatban csak olyan F -eket fogunk vizsgálni, ame-
lyek örökletesek, például tipikusan valamilyen végtelen hipergráf összes (véges)
részkonfigurációi; lásd az 1.2. Fejezetet.

Előfordulhat, hogy H nem nehéz élei miatt nem létezik megfelelő sźınezés,
mivel ezek esetében jellemzően nehezebb a sźınezés követelményeinek megfelel-
ni. Emiatt χm(F)-val jelöljük azt a legkisebb k értéket, amelyhez valamilyen m
esetén minden F -beli m-nehéz H-ra létezik megfelelő k-sźınezés, azaz χ(H) ≥ k;
ha nincs ilyen k, akkor legyen χm(F) =∞. Vegyük észre, hogy itt a χm indexében
lévő m nem változó, ellentétben más előfordulásokkal.

Hasonló paramétert definiálhatnánk a polikromatikus sźınezésekre is, de ehe-
lyett azmk(F)-t úgy definiáljuk, hogy az a legkisebbm (ha létezik), amelyre min-
den m-nehéz H ∈ F polikromatikus k-sźınezhető, azaz χpc(H) ≥ k; ha nincs ilyen
m, akkor legyen mk(F) = ∞. Megjegyezzük, hogy defińıció szerint m2(F) < ∞

akkor és csak akkor, ha χm(F) = 2, és mindig teljesül az mk(F) ≤ mk+1(F)
egyenlőtlenség. Továbbá a következő is igaz lehet.

1.1. Sejtés. Ha m2(F) < ∞, akkor mk(F) < ∞ minden k-ra, bármely örökletes
F családra.

Ez a gyönyörű sejtés csak abban az esetben ismert, ha m2(F) = 2; ez Berge
[8] klasszikus eredménye, aki bebizonýıtotta, hogy ebben az esetben mk(F) = k,
és jellemezte is ezeket a családokat. Az m2(F) = 3 eset már teljesen nyitott.

Az 1.1. Sejtés először 2009-ben
”
bukkant fel” egy survey cikk [63] ı́rása során,

addig a témakör kérdéseivel foglalkozók egyszerűen igaznak feltételezték. Később
a szerző több helyen, például az oberwolfachi találkozókon és a MathOverflow
fórumon népszerűśıtette, és más változatok is megjelentek. A legerősebb verzió a
következő, amelyet Keszegh és a szerző sejtett meg.

1.2. Sejtés. mk(F) ≤ (k − 1)(m2(F) − 1) + 1 minden k-ra, bármely örökletes F
családra.

Szembetűnő a képlet hasonlósága az absztrakt konvexitású terek Radon-szá-
mára vonatkozó Calder-Eckhoff-féle sejtéssel; mivel ezt a sejtést már megcáfolták
[14], a biztonság kedvéért emĺıtsünk meg három alternat́ıv, gyengébb sejtést is:3

mk(F) ≤ C ⋅ k ⋅m2(F),
mk(F) ≤ poly(k,m2(F)),
mk(F) ≤ C(m2(F)) ⋅ k.

Számos olyan (geometriai) család létezik, amelyre az 1.2. Sejtés egyenlőtlensége
éles; a későbbiekben több példát is adunk ilyen családokra. Több speciális esetben
ismerünk polinomilis korlátot; lásd az 5.2. Tételt.

3A Calder-Eckhoff-féle sejtés lenti legutolsó gyenǵıtésének megfelelő sejtést a szerző
nemrégiben bizonýıtotta [68], mı́g az első gyenǵıtésnek megfelelő sejtés még nyitott. Az 1.2.
Sejtésnek megfelelő sejtés a Radon-számok esetében nagyon egyszerű álĺıtás lenne.
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1.2. Hipergráfok uniójának sźınezése

1.3. Álĺıtás. H1 = (V,E1) és H2 = (V,E2) legyen két hipergráf egy közös V
csúcshalmazon. Ekkor χ(H1 ∪H2) ≤ χ(H1) ⋅ χ(H2).

1.4. Következmény. χm(H1 ∪H2) ≤ χm(H1) ⋅ χm(H2).

Megfelelő sźınezés esetén ezek a korlátok élesek lehetnek, már gráfok (2-
uniform hipergráfok) esetén is. De ha egy erősebb feltételből indulunk ki, akkor
jobb korlátot kaphatunk.

1.5. Lemma (Damásdi-Pálvölgyi [24]). Legyenek H1, . . . ,Hk−1 hipergráfok egy
közös V csúcshalmazon. Ha H1, . . . ,Hk−1 mindegyike polikromatikus k-sźınezhető,

akkor χ(
k−1
⋃
i=1
Hi) ≤ k.

1.6. Következmény. Bármely F1, . . . ,Fk−1 családra, ha mk(F1), . . . ,mk(Fk−1) <
∞, akkor χm(F1 ∪⋯ ∪Fk−1) ≤ k.

Az 1.5. Lemma éles abban az értelemben, hogy minden k esetén létezik k − 1
olyan hipergráf, amelyek mindegyike polikromatikus k-sźınezhető, de uniójuk nem
jól (k−1)-sźınezhető. Vegyünk például egy (k−1)-dimenziós, k szélességű rácsot,
V = {(i1, . . . , ik−1) ∣ 1 ≤ ij ≤ k}, és legyen egy k-as v1, . . . , vk ∈ V a Hj éle, ha a j-
edik koordináták mind különbözőek, azaz, {v1j , . . . , v

k
j } = {1, . . . , k}. Egy egyszerű

indukciós érvelés mutatja, hogy χ(
k−1
⋃
j=1
Hj) = k.

1.3. Geometriai hipergráfok

Egy H = (V,E) hipergráfot geometriainak nevezünk, ha a szerkezete valami-
lyen térben lévő geometriai konfigurációból származik. Ha R egy tartománytér,
azaz valamilyen geometriai térben lévő halmazcsalád, akkor azt a hipergráfot,
amelynek csúcsai az alapul szolgáló tér pontjai, élei pedig R halmazai a természe-
tes tartalmazási relációval, az R által indukált elsődleges hipergráfnak nevezzük.
A tartománytérre példa a śıkban lévő körök4 gyűjteménye, amelynek elsődleges
hipergráfja a H(disks) = (R2,körök), ahol v ∈ e, ha a v-nek megfelelő pontot
az e-nek megfelelő kör tartalmazza. Hasonlóképpen, azt a hipergráfot, amely-
nek csúcsai az R halmazai, élei pedig a tér pontjai a természetes tartalmazási
reláció ford́ıtottjával, az R által indukált duális hipergráfnak nevezzük. Minket az
F(disks) örökletes család fog érdekelni, amely aH(disks) (véges) részkonfiguráci-
óiból, vagy annak duálisából, az F∗(disks)-ből áll. Röviden F(disks)-et a körök
családjának nevezzük, és a paraméterekre, mint például χm(F(disks)), egyszerű-
en mint ,,χm körök” fogunk hivatkozni, ha ez nem vezet félreértéshez. A rövidség
kedvéért a család duálisának paramétereit, mint például χm(F

∗
(disks)), egy-

szerűen csak úgy fogjuk ı́rni, hogy ,,χ∗m körök”, avagy ,,körökre χ∗m”. Ha egy H

4Kör alatt mindig körlemezt értünk.
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hipergráf a körök családjához tartozik, akkor azt is mondjuk, hogy H körökkel
megvalóśıtható, és hasonlóan, ha H∗ a körök családjához tartozik, akkor azt
mondjuk, hogy H-nak van körökkel való duális megvalóśıtása.

Egy F geometriai család esetében a χm ≤ k álĺıtás ekvivalens a következő
álĺıtással: Van olyan m =m(F), hogy bármely P véges ponthalmaz k-sźınezhető
úgy, hogy ha az F -ben lévő valamelyik F -re ∣P ∩ F ∣ ≥ m, akkor a P ∩ F -ben
lévő pontok nem mindegyike azonos sźınű. Hasonlóképpen, mk ≤ m ekvivalens
a következő álĺıtással: Bármely P véges ponthalmaz k-sźınezhető úgy, hogy ha
az F -ben lévő valamelyik F -re F ∈ ∣P ∩ F ∣ ≥ m, akkor a P ∩ F pontjai között
mind a k sźın előfordul. Az m∗k ≤ m álĺıtás a duális tartománytérre vonatkozóan
ekvivalens a következő álĺıtással: Bármely véges sok F1, . . . , Fn ∈ F halmaz k-
sźınezhető úgy, hogy ha valamely pontra ∣{Fi ∣ p ∈ Fi}∣ ≥ m, akkor mind a k sźın
előfordul a {Fi ∣ p ∈ Fi} halmazok között. Ez utóbbi úgy is megfogalmazható, hogy
az alaptér bármely részhalmazának bármely véges m-szeres fedése szétbontható
k diszjunkt fedésre.

A legegyszerűbb példa ha R az intervallumok családja. Az intervallumokra,
néha Gallai Tibornak tulajdońıtott eredmény szerint, mk = k és m∗k = k; véges hi-
pergráfok esetén mindkét álĺıtás egyszerű indukcióval igazolató. Ezt az eredményt
nem nehéz általánośıtani arra a családra, melynek minden tagja t intervallum
uniója. Ebben az esetben mk = t(k − 1) + 1, tehát ezek a családok minden mk ≥ 2
esetén egyenlőséggel teljeśıtik az 1.2. Sejtés egyenlőtlenségét. A duális paraméter
teljesen máshogy viselkedik, m∗2 =∞ minden t ≥ 2 esetén.

Egy másik klasszikus példa a śık egyeneseinek családja. A [65] cikkben meg-
figyelték, hogy egy elég nagy dimenziójú {1, . . . ,m}d rácsból a śıkba vet́ıtve a
Hales-Jewett tétel alapján χm =∞, és a pont-egyenes dualitás alapján χ∗m =∞ is
fennáll.

Mint korábban emĺıtettük, ebben az értekezésban szeretnénk elkerülni a vég-
telen hipergráfokkal kapcsolatos problémákat, ezért χm és mk defińıcióját véges
hipergráfok családjára adtuk meg; a végtelen hipergráfokkal kapcsolatos néhány
problémáról lásd [67], mı́g néhány pozit́ıv eredményről lásd [54]. Emiatt jel-
lemzően nem kell meghatározni, hogy az alapul szolgáló halmazok nýıltak vagy
zártak-e, mivel egy perturbációs érveléssel általában következik, hogy az adott
családok véges hipergráfjai azonosak.

1.3.1. Geometriai hipergráfok viszonya

Mint az imént emĺıtettük, például a nýılt körök által megvalóśıtható hipergrá-
fok megegyeznek a zárt körök által megvalóśıtható hipergráfokkal, mert bármely
véges megvalóśıtásban egy megfelelő perturbáció után az incidenciák ugyanazok
maradnak, de egyetlen pont sem esik a körök határára. Ebben a fejezetben néhány
további ekvivalenciát és tartalmazást ismertetünk a geometriai családok között.
Az ilyen tartalmazások közül sok megtalálható a Keszegh által tervezett és általa,
valamint a szerző által karbantartott alábbi weboldalon:
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https://coge.elte.hu/cogezoo.html

Egy másik fontos ekvivalencia [61, 63], hogy ha egy család egy halmaz néhány
(vagy akár összes) eltoltjából áll Rd-ben, akkor a tartományterek által indukált
elsődleges és duális hipergráfok azonosak. Tekintsünk egy C = {Ci ∣ i ∈ I} családot,
amely egy C ⊂ Rd halmaz eltoltjaiból áll és egy P ⊆ Rd ponthalmazt. Az egy-
szerűség kedvéért tegyük fel, hogy C tartalmazza az origót. Minden i ∈ I-ben
ci jelölje a Ci azon pontját, amely megfelel az origónak a C-ben. Más szóval:
C = {C + ci ∣ i ∈ I}. Minden p ∈ P -hez rendeljük a −C egy eltoltját, a C tükrözését
az origóra, úgy, hogy C∗p = −C + p. Figyeljük meg, hogy

p ∈ Ci ⇐⇒ ci ∈ C
∗
p ,

ami azt bizonýıtja, hogy ugyanazok a hipergráfok valóśıthatók meg a elsődleges
és a duális tartományterekkel. A korai cikkekben nagyobb hangsúlyt fektettek a
duális tartományterek vizsgálatára, de főleg az eltoltak tartománytereit vizsgálták,
amikor a két probléma egyébként is ekvivalens. Egy halmazt akkor definiált
fedés-szétszedhetőnek Pach [61], ha az egész śıknak az adott halmaz eltoltjaival
való bármely elég sűrű fedése két diszjunkt fedéssé bontható fel. Ha S korlátos
nýılt halmaz, akkor kompaktsági megfontolásokból következik, hogy a fedés-
szétszedhetőség abból az álĺıtásból következik, hogy az S eltoljainak családjára
χm = 2. Az összefüggésről és az eredményekről bővebben lásd [63].

Végül a hipergráf családok néhány, úgynevezett dinamikus változatáról meg-
mutatható, hogy azonosak más (hagyományos) hipergráf családokkal. Egy dina-
mikus hipergráfban a csúcsok v1, . . . , vn sorrendben vannak, és minden v1, . . . , vi
prefix egy adott családból egy bizonyos hipergráfot indukál; a pontos álĺıtást
lásd a 4.15. Defińıcióban.5 Egy geometriai példa az R-ben lévő p1, . . . , pn pontok
rendezett halmaza által indukált hipergráf, ha az intervallumok alkotják a tar-
tományteret. Ennek a hipergráfnak az élei a I ∩ {p1, . . . , pi} formájú halmazok,
ahol I egy intervallum és 1 ≤ i ≤ n. Ezt a problémát úgy lehet jól szemléltetni,
hogy a pontok a megadott sorrendben ,,jelennek meg” a számegyenesen. Ez a di-
namikus intervallum hipergráf család tulajdonképpen megegyezik az úgynevezett
feneketlen téglalapok által megvalóśıtható hipergráfok családjával. Az R2 śık egy
részhalmazát feneketlen téglalapnak nevezzük, ha {(x, y) ∶ ℓ ≤ x ≤ r, y ≤ t} alakú.
Ezt az ekvivalenciát használták [7] a 2.20. Tétel bizonýıtására, később pedig ha-
sonló összefüggést használtunk a dinamikus śıknegyedek és térnyolcadok között
[45] a 2.24. Tétel bizonýıtására; a részleteket lásd az értekezésbeli 3. Fejezetben.
Számos további eredmény a dinamikus változatokról az értekezésbeli 4.5. Feje-
zetben található.

A hipergráf családok közötti egyszerű tartalmazási reláció, hogy (bármilyen
dimenzióban) félterek által megvalóśıtható hipergráfok az egységgömbök által

5Ez a defińıció, sok más álĺıtáshoz hasonlóan, csak a teljes, angol nyelvű értekezésben
található meg.
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megvalóśıtható hipergráfok részcsaládja, amelyek a gömbök által megvalóśıtható
hipergráfok részcsaládja. Ez utóbbi egy speciális esete annak a ténynek, hogy
egy halmaz eltoltjaival megvalóśıtható hipergráfok mindig a halmaz homotetikus
példányaival6 megvalóśıtható hipergráfok részcsaládja.

Hadd emĺıtsünk még egy tartalmazást, amely gyakran előkerült érdekes ered-
mények bizonýıtásánál. Vegyük észre, hogy ha egy hipergráf megvalóśıtható ten-
gelypárhuzamos feneketlen téglalapokkal, akkor egy rögźıtett háromszög homoteti-
kus példányaival is megvalóśıtható, mivel a feneketlen téglalapok oldalai enyhén
behajĺıthatóak, hogy találkozzanak. És minden H hipergráf, amely egy rögźıtett
háromszög homotetikus példányai által megvalóśıtható, megvalóśıtható térnyolca-
dok által is, ahol térnyolcad alatt R3 egy (−∞, x0) × (−∞, y0) × (−∞, z0) alakú
részhalmazát értjük. Ez a H-t háromszögekkel megvalóśıtó śıknak az R3 térbe
x + y + z = 0 egyenletű śıkként való beágyazásából következik (lásd 1. ábra).

p

p ∈ triangle ⇔ p octant

1. ábra. Az térnyolcadok gazdagabb családot adnak, mint egy háromszög homo-
tetikus példányai, mivel a szürke śıkon ábrázolt háromszög minden homotetikus
példánya egy térnyolcad és a śık metszeteként is előáll.

1.3.2. Általános Delaunay-háromszögelés

A P ponthalmaz egy C korlátos konvex testre vonatkozó általános Delaunay-
háromszögeléséhez definiáljunk egyDT = DT (P,C) gráfot, amelynek csúcshalma-
za P , és P két pontját él köti össze, ha azokat C olyan homotetikus példánya fedi,

6Egy halmaz homotetikus példánya a halmaz nagýıtott és eltolt példánya (a forgatások nem
megengedettek). Azt is megköveteljük, hogy a nagýıtási faktor pozit́ıv legyen; néhány más
dolgozat ezt pozit́ıv homotetikusnak nevezi.
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amely nem tartalmazza P egyetlen másik pontját sem. Jól ismert (lásd pl. [51]),
hogy ez a gráf bármely P és C esetén összefüggő és śıkbarajzolható úgy, hogy a
csúcsok a P megfelelő pontjaiba képződnek, az élek pedig szakaszokba. Ennek a
beágyazásnak minden belső lapját C egy olyan homotetikus példánya fedi, amely
nem tartalmaz pontokat a belsejében, és minden belső lap háromszög, ha a pon-
tok C-re vonatkozóan általános helyzetben vannak, vagyis nincs négy olyan pont,
amelyek C egy homotetikus példányának a határára esnek. Ha ez nem ı́gy van,
akkor a megmaradt belső felületeket tetszőlegesen háromszögeljük, hogy megkap-
juk a DT gráfot. Mivel ez utóbbi lépés miatt nem biztos, hogy DT egyértelmű, ki
kéne választanunk az egyik Delaunay-háromszögelést; a bonyodalmak elkerülése
végett egy ilyet fixnek tekintünk és ezt jelöljük DT -vel.

Felidézünk néhány egyszerű álĺıtást a Delaunay-háromszögelésről, amelyek a
[2] cikkben is megjelentek.

1.7. Álĺıtás. Ha C ′ a C egy homotetikus példánya, akkor a C ′ ∩ P pontok a
DT (P,C) összefüggő részgráfját fesźıtik.

1.8. Következmény. Ha C ′ a C egy homotetikus példánya, és e a DT olyan
éle, amely keresztezi C ′-t és két részre osztja azt, akkor az egyik ilyen rész nem
tartalmaz pontot a P -ból.

A következő kapcsolódó álĺıtást is használni fogjuk.

1.9. Álĺıtás. Egy konvex sokszög metszete egy homotetikus példányának határával
mindig összefüggő.
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2. Összefoglalás

Ez a fejezet a geometriai családok χm és mk paramétereivel kapcsolatos legér-
dekesebb eredmények áttekintését tartalmazza, ı́gy a [63] survey cikk frisśıtett
változatának tekinthető. Valójában nagyon kevéssé támaszkodunk a [63] cikkre,
mivel az gyakorlatilag már a megjelenésekor elavult, hiszen sok áttörés a meg-
jelenése után született. Néhány fontos eredmény megtalálható az utolsó oldalon
egy összefoglaló táblázatban, az ismert eredmények teljesebb, mindig naprakész
változata pedig a https://coge.elte.hu/cogezoo.html weboldalon.

Legyen C egy halmazcsalád az Rd térben, és legyen P ⊆ Rd. Azt mondjuk,
hogy C egy m-szeres fedése P -nek, ha P minden pontját C-nek legalább m tagja
tartalmazza. Az 1-szeres fedést röviden csak fedésnek nevezzük. Nyilvánvaló, hogy
m fedés uniója egy m-szeres fedés. Minket leginkább az az eset érdekel, amikor
P egy véges ponthalmaz vagy az egész Rd tér.

A gömbpakolásokat és fedéseket évszázadok óta tanulmányozzák, részben a
kristályográfiában, a diofantikus approximációban, a számelméletben és más terü-
leteken való alkalmazásuk miatt. Az ezen a területen folyó kutatásokat a követ-
kező t́ıpusú sűrűségi kérdések határozták meg: Egy adott teret hogyan lehet az
egységgömbökkel vagy egy másik fix konvex test eltoltjaival minél ,,gazdaságosab-
ban” (azaz legkevésbé sűrűen) m-szeresen fedni? Számos klasszikus eredmény és
fizikai megfigyelés azt sugallja, hogy legalábbis alacsony dimenziós terekben az
optimális elrendezések jellemzően periodikusak, és több rácsszerű fedésre oszt-
hatók [31, 32]. Vajon hasonló jelenség érvényesül-e bármely kellően ,,vastag”
többszörös fedés esetén anélkül is, hogy feltételeznénk bármit is a sűrűségéről?

Körülbelül 15 évvel ezelőtt hasonló probléma merült fel nagyméretű ad hoc
szenzorhálózatokkal kapcsolatban; lásd Feige et al. [30] és Buchsbaum et al. [13]. A
mára már meglehetősen kiterjedt szakirodalomban általában megfigyelési problé-
ma (sensor cover problem) néven hivatkoznak rá. A legegyszerűbb változat a
következőképpen fogalmazható meg. Tegyük fel, hogy egy nagy P területet több
érzékelővel figyelünk meg, amelyek mindegyike egységnyi sugarú körkörös ható-
távolsággal rendelkezik, és mindegyiket egy egységnyi élettartamú akkumulátor
táplál. Tegyük fel, hogy P minden pontja legalább m érzékelő hatótávolságán
belül van, azaz az érzékelők hatótávolságainak C családja m-szeresen lefedi P -
t. Ha a C család felbontható C1, . . . ,Ck fedésekre, akkor a területet az érzékelők
legalább k időegységig megfigyelhetik. Ugyanis az i időpontban bekapcsolhatjuk
az összes olyan érzékelőt, amelynek a hatótávolsága a Ci-hez tartozik (1 ≤ i ≤ k).
A lehető leghosszabb szolgáltatás garantálása érdekében maximalizálni akarjuk
k értékét. Természetesen az első kérdés a következő, melyet Pach vetett fel 1980-
ban.

2.1. Probléma (Pach [60]). Igaz-e, hogy ha a śıkot egységkörökkel m-szeresen
fedjük, akkor az mindig felbontható két fedésre, ha m elég nagy?
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Mani és Pach egy hosszú, nem publikált kéziratban [56] azt álĺıtotta, hogy a
kérdésre adott válasz igenlő, m ≤ 33 értékkel. Pach [66] arra figyelmeztetett, hogy
ezt ,,máig nem sikerült független módon ellenőrizni”. Winkler [77] azt sejtette,
hogy az álĺıtás igaz már m = 4 esetén is. Több mint 30 évig az volt az uralkodó
feltevés, hogy bármely C nýılt śıkbeli konvex test (azaz korlátos konvex halmaz)
esetén létezik olyan m =m(C) pozit́ıv egész szám, hogy a śık minden C eltoltja-
ival való m-szeres fedése felbontható két fedésre. Ezt a feltételezést Pach [61] bi-
zonýıtotta be középpontosan szimmetrikus konvex sokszögekre. Csaknem 25 évbe
telt, mire az álĺıtást sikerült általánośıtani az összes konvex sokszögre [75, 69, 37].
Így ez a kérdés évtizedek óta motiválta a kutatást a területen. Végül nagy meg-
lepetésre a szerző nemleges választ adott rá.7 Később az ellenpéldát kiterjesz-
tették más sima határú testekre is egy Pachhal közösen ı́rt cikkben [62], lásd az
értekezésbeli 7. Fejezetet.

A fejezet hátralévő részében természetes geometriai családok tartományterei-
nek hipergráfjaira vonatkozó sźınezési eredményeket fogunk ismertetni, főként az
elsődleges tartományterekre és a véges hipergráfokra koncentrálva.

2.1. Sokszögek eltoltjai

Ahogy emĺıtettük, cikkek sorozatában bebizonýıtották, hogy minden nýılt
konvex sokszög fedés-szétszedhető. Ezek a bizonýıtások a véges hipergráfokról
szóló következő eredményekre támaszkodtak.

2.2. Tétel (Pach [61]). Bármely középpontosan szimmetrikus konvex sokszög el-
toltjaira χm = 2.

2.3. Tétel (Tardos-Tóth [75]). Bármely háromszög eltoltjaira χm = 2.

2.4. Tétel (Pálvölgyi-Tóth [69]). Bármely konvex sokszög eltoltjaira χm = 2.

Megjegyezzük, hogy a fenti álĺıtás nem terjeszthető ki minden sokszögre.

2.5. Tétel (Pach-Tardos-Tóth [65]). Bármely konkáv négyszög eltoltjaira χm > 2.

Bár a χm felső korlátját még nem vizsgálták részletesen, de megmutatható,
hogy χm ≤ n − 1 bármely n-szög eltoltjaira.

A konkáv sokszögek egy nagyobb osztályát, amelyek eltoltjaira χm > 2, adta
meg a szerző [67], és kiderült, hogy a sokszögben található szögpároknak fon-
tos szerepe van. Valójában ezen eredmények alapján a sokszögek eltoltjait teljes
mértékben meghatároztuk χm = 2 tekintetében.

7D. Pálvölgyi, Indecomposable coverings with unit disc, preprint https://arxiv.org/abs/
1310.6900v1, 2013.
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2.6. Tétel (Pálvölgyi-Tóth [69]). Egy sokszög eltoltjaira χm = 2 akkor és csak
akkor, ha a domború8 szögeinek bármelyik párja olyan, hogy vagy tartalmazza az
egyik szög a másikat, vagy ugyanez a pár előfordulhat egy konvex sokszögben is.

A χm = 2 értékű családok esetében az mk függvény növekedési sebességét is
alaposan tanulmányozták. Az egyetlen eset, amikorm2-t is kifejezetten vizsgálták,
a háromszögek eltoltjai, amelyekre 5 ≤ m2 ≤ 9 a 3.2. és 2.24. Tételek követ-
kezményeként. A [61] cikk bizonýıtotta, hogy bármely középpontosan szimmet-
rikus konvex P sokszög esetében az mk paraméter létezik, és k exponenciálisan
gyorsan növekvő függvénye által felülről becsülhető. A [75]-ben hasonló eredményt
állaṕıtottak meg háromszögekre, a [69]-ben pedig konvex sokszögekre. Mindezeket
az eredményeket végül egy sor cikkben az optimális lineáris korlátra jav́ıtották.

2.7. Tétel (Pach-Tóth [66]). Bármely középpontosan szimmetrikus konvex sok-
szög eltoljaira mk = O(k2).

2.8. Tétel (Aloupis et al. [5]). Bármely középpontosan szimmetrikus konvex
sokszög eltoljaira mk = O(k).

2.9. Tétel (Gibson-Varadarajan [37]). Bármely konvex sokszög eltoljaira mk =

O(k).

Bár [37]-ben csak a konvex sokszögeket vizsgálták, a bizonýıtásuk bármely
olyan sokszögre is működik, amelynek bármely domború szögpárja olyan, hogy
vagy tartalmazza az egyik szög a másikat, vagy ugyanez a pár előfordulhat egy
konvex sokszögben is.

Magasabb dimenziókban azonban teljesen más a helyzet.

2.10. Tétel (Pálvölgyi [67]). Bármely poliéder eltoljaira χm > 2.

A bizonýıtás azon a megfigyelésen alapul, hogy bármely P poliéderhez vagy
van olyan śık, amelyik P -t egy konkáv sokszögben metszi, amelyre a 2.6. Tétel
miatt χm > 2, vagy van két párhuzamos śık, amelyek a P -t két olyan sokszögben
metszik, hogy egy-egy domború szöget véve mindegyikből nem tudnának konvex
sokszöget alkotni. Mindkét esetben vehetünk egy śıkot a térben és P eltoltjai-
nak egy olyan családját, amelyek a [67] śıkbeli konstrukciót ebben a śıkban P
eltoltjaival valóśıtják meg.

2.2. Sokszögek homotetikus példányai

Emlékezzünk vissza, hogy egy halmaz homotetikus példánya a halmaz nagýı-
tott és eltolt példánya (a forgatások nem megengedettek). A sokszögek homoteti-
kus példányai által indukált geometriai tartományterek sźınezéseit sokkal kevésbé
tanulmányozták, mint a sokszögek eltoltjait. Megjegyezzük, hogy az általánośıtott

8Egy szöget domború szögnek nevezünk, ha kisebb, mint π.
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Delaunay-gráf śıkbeliségéből (1.3.2. Fejezet) következik homotetikus példányokra,
hogy χm ≤ 4.

Az első olyan cikk, amelyben kifejezetten homotetikus példányokat vizsgáltak,
a következőket bizonýıtotta.

2.11. Tétel (Cardinal et al. [16]). Egy háromszög homotetikus példányaira mk ≤

144k8.

Módszerüket Keszegh és a szerző fejlesztette tovább.

2.12. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Egy háromszög homotetikus példányaira
mk ≤m2 ⋅ klog2(2m2−1).

Mivel a 2.24. Tétel következménye szerint a háromszög homotetikus példánya-
ira jelenleg m2 ≤ 9 a legjobb korlát, ez mk ≤ 9 ⋅ k4.09-t ad. Továbbá, a [47]-ben
egy általános módszert dolgoztunk ki, amely azt jelenti, hogy ha m2 <∞ bármely
konvex sokszög homotetikus példányaira, akkormk polinomiálisan növekszik; lásd
az 5.4. Következményt. Ennek a módszernek a léırása teljes részletességgel meg-
található az 5. Fejezetben. A háromszögeken ḱıvül azonban a négyzet (és af-
fin transzformációi, azaz a paralelogrammák) az egyetlen olyan konvex sokszög,
amelynek a homotetikus példányaira m2 <∞ jelenleg bizonýıtott.

2.13. Tétel (Ackerman-Keszegh-Vizer [2]). Egy négyzet homotetikus példányaira
m2 ≤ 215.

Ezt kombinálva az 5.2. és az 5.6. Tételekkel, a következő korlátot kapjuk.

2.14. Következmény (Ackerman-Keszegh-Vizer [2]). Egy négyzet homotetikus
példányaira mk = O(k8.75).

A helyzet meglepő módon teljesen más a homotetikus példányok duális tar-
tományterei esetében. Egy háromszög homotéteire a 2.26. Következménybőlm∗k =
O(k5.09)-t kapunk, mert ha egy hipergráf (duális) megvalóśıtható egy háromszög
homotetikus példányaival, akkor az térnyolcadokkal is megvalóśıtható. Más sok-
szögek homotetikus példányaira azonban Kovács a [67] konstrukcióra éṕıtve a
következőt mutatta meg.

2.15. Tétel (Kovács [53]). A háromszöget kivéve bármely sokszög homotetikus
példányaira χ∗m > 2.

Ezáltal a négyzetek homotetikus példányaira χm = 2, de χ∗m > 2. Az eltol-
takhoz hasonlóan a χm végessége bármely sokszög homotetikus példányaira a
háromszögek homotetikus példányaira vonatkozó χm = 2 értékből következik.
Hasonló korlát bizonýıtható a χ∗m-ra is.

A χm-re vonatkozó korlátot konvex sokszögek esetén a következőképpen jav́ıtot-
tuk.
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2.16. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [50]). Egy konvex sokszög homotetikus példánya-
ira χm ≤ 3.

Ennek az eredménynek a bizonýıtása az értekezésbeli 6. Fejezetben található.
Megjegyezzük, hogy az ismert konstrukciók nem zárják ki annak lehetőségét,

hogy konvex sokszögekre χm = 2; erről az álĺıtásról már emĺıtettük, hogy három-
szögekre és négyzetekre is érvényes, és ismert arra a speciális esetre is, amikor
minden homotetikus példány tartalmaz egy közös pontot, például, ha mindegyik
tartalmazza az origót [22].

Keszegh és a szerző azt sejtette, hogy a 2.16. Tétel kiterjeszthető minden
C śıkbeli konvex halmazra, azaz, hogy van olyan m = m(C), hogy bármely
véges ponthalmaz megenged egy olyan 3-sźınezést, hogy C bármely homoteti-
kus példánya, amely legalább m pontot tartalmaz, két különböző sźınű pontot
tartalmaz. (A speciális esetet, amikor C egy kör, Keszegh már korábban felvetet-
te [42].) Ezeket a sejtéseket azonban nemrég megcáfoltuk [22]; lásd lásd a 2.31.
Tételt és az értekezésbeli 7.10. Fejezetet.

2.3. Tengelypárhuzamos határok

Egy másik természetes család a tengelyekkel párhuzamos határok által határolt
különböző alakzatoké. Az intervallumok után a legegyszerűbb tartománytér a
(pozit́ıv) śıknegyedek családja, azaz a [x0,∞)×[y0,∞) alakú halmazok, amelyek-
re könnyen bizonýıtható a következő álĺıtás.

2.17. Álĺıtás. Pozit́ıv śıknegyedekre mk =m∗k = k.

Ha pozit́ıv śıknegyedek helyett mind a négy śıknegyed t́ıpust megengedjük,
akkor is fennáll mk = O(k) a négyzetekre vonatkozó 2.9. Tétel egyszerű követ-
kezményeként, mı́g m∗k ≤ 4k − 3 az előző álĺıtásból következik, ha azt a négy
családra külön-külön alkalmazzuk.

Egy másik egyszerű alakzatcsalád a tengelypárhuzamos cśıkok, azaz a [x1, x2]×

R és R×[y1, y2] alakú halmazok. Ha csak v́ızszintes vagy csak függőleges cśıkokat
veszünk figyelembe, akkor a kapott család izomorf az R-beli intervallumok család-
jával. Ha mindkettő megengedett, akkor a következő eredmények ismertek.

2.18. Tétel (Aloupis et al. [6]). Tengelypárhuzamos cśıkokra 1.5k−1 ≤mk ≤ 2k−1
és m∗k ≤ 2k − 1.

Ugyanebben a dolgozatban néhány magasabb dimenzióra vonatkozó általáno-
śıtást is bebizonýıtottak. Definiáljuk a sávot két párhuzamos hiperśık közötti
részként Rd-ban.

2.19. Tétel (Aloupis et al. [6]). d-dimenziós tengelypárhuzamos sávokra
2⌈(2d − 1)k/2d⌉ ≤mk ≤ k(4 lnk + lnd) és ⌊k/2⌋d + 1 ≤m∗k ≤ d(k − 1) + 1.
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Sokat tanulmányozták feneketlen téglalapokat is. Emlékezzünk vissza, hogy
R2 egy részhalmazát (zárt) feneketlen téglalapnak nevezzük, ha {(x, y) ∶ ℓ ≤ x ≤
r, y ≤ t} alakú. A feneketlen téglalapok tartományterét először Keszegh [42] ta-
nulmányozta, aki megmutatta, hogy m2 = 4 és m∗2 = 3. Később a következő
általános felső korlátot igazolták mk-ra.

2.20. Tétel (Asinowski et al. [7]). Feneketlen téglalapokra 1.67k − 2.5 ≤ mk ≤

3k − 2.

Tehát a feneketlen téglalapokról ismert, hogy teljesül rájuk az 1.2. Sejtés, de
nem tudjuk, hogy az egyenlőtlenség éles-e. Sokkal kevesebbet tudunk a duális
tartományterükről. A legjobb korlát, m∗k = O(k

5.09), a térnyolcadokra vonatkozó
2.26. Következmény folyamánya; néhány speciális esetben jobb korlátok is is-
mertek, lásd [15]. Nemrég bebizonyosodott az is, hogy feneketlen téglalapok és
v́ızszintes cśıkok egyeśıtésére χm > 2 [19], mı́g a 2.18. és 2.20. Tételek, valamint
az 1.5. Lemma alapján azt kapjuk, hogy χm ≤ 3, tehát χm = 3.

A śıkban tengelypárhuzamos téglalapok családjára csak negat́ıv eredmények
születtek.

2.21. Tétel (Chen-Pach-Szegedy-Tardos [21]). Tengelypárhuzamos téglalapokra
χm =∞.

2.22. Tétel (Pach-Tardos [64]). Tengelypárhuzamos téglalapokra χ∗m =∞.

Cardinal észrevette, hogy Rd ortánsai d ≥ 4 esetén szimulálhatják egy meg-
felelő módon beágyazott śıknak a tengelypárhuzamos téglalapjait, tehát ilyen
családokra is χm =∞.

A śıknegyedek és a tértizenhatodok között csak a térnyolcadok esete volt
nyitott, egészen a következő eredményig.

2.24. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [45, 49]). Pozit́ıv térnyolcadokra 5 ≤m2 ≤ 9.

Ennek az eredménynek a részletes bizonýıtása az értekezésbeli 3. Fejezetben
található. A módszer azon alapszik, hogy a térben sźınezendő pontokat levet́ıtjük
az x-y śıkra, és a z koordinátát időnek tekintve egy dinamikus ponthalmazt
sźınezünk śıknegyedekre nézve. Természetes kérdés (G. Tardos vetette fel), hogy
vajon online módon is sźınezhetők-e a dinamikus pontok śıknegyedekre nézve.
Erre nemleges választ adtunk.

4.2. Tétel (Keszegh-Nathan-Pálvölgyi [44]). Egyetlen c sźınt használó online
sźınezési módszer sem tudja elkerülni, hogy a futása során valamikor egy m + 1
pontot tartalmazó śıknegyed csupa azonos sźınű pontot tartalmazzon, egy alkal-
mas, N = 2cm − 1 pontból álló sorozatra.

Megemĺıtjük még, hogy a térnyolcadok által megvalóśıtható 6-nehéz hipergrá-
fok mindig jól 3-sźınezhetőek [9].

Az mk-ra a [45]-beli módszerből nem következett semmilyen felső korlát.
Később csak a nagyon gyenge mk ≤ 122

k
korlátot sikerült bizonýıtanunk [46].
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Ezután Cardinal et al. [16, 17], valamint a Keszegh és a szerző [47] egy cikk-
sorozatban egy általános módszert dolgoztak ki, amely a következő polinomiális
korlátban csúcsosodott ki.

2.25. Tétel (Cardinal et al. [17]). Pozit́ıv térnyolcadokra mk ≤m2 ⋅klog2(2m2−1)+1.

A 2.24. és 2.25. Tételek kombinációja a következő korlátot adja.

2.26. Következmény. Pozit́ıv térnyolcadokra mk = O(k5.09).

Végül megemĺıtjük, hogy ha a pozit́ıv térnyolcadok helyett mind a 8 térnyol-
cadot megengedjük, akkor a [67] módszereiből következik, hogy χm > 2, mı́g
χm korlátossága az 1.5. Lemmából, vagy egyszerűen a különböző térnyolcadokra
vonatkozó sźınezések direkt szorzatából következik.

2.4. Körök

Az első fontos eredmény az olyan alakzatokkal kapcsolatban, amelyek határa
nem rögźıtett irányú szakaszokból áll, a következő volt.

2.27. Tétel (Smorodinsky-Yuditsky [74]). Félśıkokra mk = 2k−1 és 2k−1 ≤m∗k ≤
3k − 2.

Később Fulek [34] megmutatta, hogy a félśıkok duális tartományterére az
alsó korlát éles k = 2 esetén, azaz m∗2 = 3. Keszeghnek és a szerzőnek sikerült
általánośıtania a 2.2. Tételt pszeudofélśık elrendezésekre is, amelyek a követ-
kezőképpen definiálhatók. Egy pszeudoegyenes elrendezés olyan egyszerű görbék
gyűjteménye, amelyek mindegyike a śıkot két korlátlan részre osztja úgy, hogy
bármely két görbe legfeljebb egyszer metszi egymást. Egy pszeudofélśık egy ilyen
elrendezésben egy pszeudoegyenes egyik oldalán lévő terület.

2.28. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [48]). Pszeudofélśıkokra mk = 2k − 1 és 2k − 1 ≤
m∗k ≤ 3k − 2.

Megjegyezzük, hogy a félśıkokkal megvalóśıtható hipergráfok egységkörökkel
is megvalóśıthatók, de ez a későbbi család sokkal gazdagabbnak bizonyult: A
szerző bizonýıtotta rájuk, hogy χm > 2-t, ezzel nemleges választ adva a 2.1
Problémára; később az ellenpéldát más sima testekre is kiterjesztettük egy Pach-
hal közös cikkben.

2.29. Tétel (Pach-Pálvölgyi [62]). Legyen C bármilyen konvex test a śıkban,
amelynek két párhuzamos érintője olyan, hogy C szigorúan konvex a két érinté-
si pont egy környezetében.9. Ekkor bármely pozit́ıv egész m számra létezik olyan
3-kromatikus m-uniform hipergráf, amely C eltoltjaival realizálható, tehát χm > 2.

Emlékezzünk vissza, hogy ha F valamilyen śıkbeli konvex test eltoltjaiból
vagy homotetikus példányaiból áll, akkor az általános Delaunay-háromszögelés

9Ez a feltétel laźıtható úgy, hogy csak egy sima környezetet követelünk meg C határán. Ezt
később Damásdi és a szerző fedezte fel [24].
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śıkbeliségéből következik, hogy χm ≤ 4. Ez csak a következő kérdést hagyta nyitva
az eltoltakra: Létezik-e bármilyen C śıkbeli konvex testre olyan pozit́ıv egész m
szám, hogy nincs olyan 4-kromatikus m-uniform hipergráf, amely a C eltoltjaival
megvalóśıtható? Erre a közelmúltban Damásdi és a szerző adott választ.

2.30. Tétel (Damásdi-Pálvölgyi [24]). Bármely C śıkbeli konvex testre χm ≤ 3,
azaz van olyan pozit́ıv egész m szám, hogy a śık bármely véges P ponthalmaza 3-
sźınezhető úgy, hogy nincs olyan eltoltja C-nek, amely P legalább m olyan pontját
tartalmazza, amelyek mindegyike azonos sźınű.

Ez eddig csak akkor volt ismert, ha C egy sokszög (ebben az esetben 2 sźın is
elegendő a 2.4. Tétel szerint, és 3 sźın még a homotetikus példányokra is elég a
2.16. Tétel szerint), valamint közös pontban metsző ún. pszeudodiszk családokra
[1] (ez utóbbi eredmény általánośıtja azt az esetet, ha C nem korlátos, amikor
egyébként már 2 sźın is elegendő [62]).

Megjegyezzük, hogy a bizonýıtás egy korábbi változata [23] csak akkor műkö-
dött, ha C kör, és mı́g az általánośıtás más sima határú konvex testekre kivitelez-
hetőnek tűnt, nem láttuk, hogy hogyan terjeszthetnénk ki a módszert tetszőleges
konvex testekre. A 2.30. Tétel bizonýıtása két másik h́ıres eredménnyel való meg-
lepő kapcsolatra támaszkodik, a megviláǵıtási sejtés kétdimenziós esetének meg-
oldására (Levi [55]), valamint az Erdős–Sands–Sauer–Woodrow sejtés nemrégi
megoldására (Bousquet, Lochet és Thomassé [12]). Valójában az utóbbi eredmény
egy általánośıtását használjuk, amelyet szintén bizonýıtunk [24].

A 2.30. Tétel bizonýıtásának fő része az értekezésbeli 7.11 Fejezetben található.

A homotetikus példányokról kiderült, hogy a legtöbb testre, beleértve a kört
is, a χm ≤ 4 egyenlőtlenség éles, megcáfolva a korábbi sejtéseket [42, 50], és meg-
jav́ıtva a [65] cikket, mely a körökre χm > 2-t bizonýıtott.

2.31. Tétel (Damásdi-Pálvölgyi [22]). Legyen C bármely olyan konvex test a
śıkban, amelynek két párhuzamos érintője olyan, hogy C szigorúan konvex a
két érintőpont egy környezetében. Bármely pozit́ıv egész m számra létezik egy 4-
kromatikus m-uniform hipergráf, amely megvalóśıtható C homotetikus példánya-
ival, tehát χm = 4.

A 2.31. Tétel bizonýıtása az értekezésbeli 7.10 Fejezetben található.

5. Önfedhetőség

A [47] cikk alapján vezessük be a következő defińıciót.

5.1. Defińıció. Az S zárt geometriai halmazok gyűjteménye önfedhető, ha létezik
egy olyan f önfedhetőségi függvény, hogy bármely S ∈ S és bármely véges, k elemű
P ⊂ S ponthalmaz esetén létezik egy olyan S ′ ⊂ S, ∣S ′∣ ≤ f(k), hogy ∪S ′ = S, de P
egyetlen pontja sincs egy S′ ∈ S ′ belsejében sem.
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Megjegyezzük, hogy a defińıció szerint P pontjai csak az S ′-beli halmazokon
ḱıvül vagy a határukon lehetnek. Azt viszont feltételezhetjük, hogy P minden
pontja S belsejében van.

Például könnyen belátható, hogy a (zárt10) tengelypárhuzamos téglalapok
önfedhetőek f(k) = k+1 értékkel, és hogy a śıkban lévő összes kör (vagy bármely
más sima határú halmaz homotétikus példányai) nem önfedhetők, mivel már f(1)
sem létezik.

E defińıció tanulmányozásának motivációja a következő tétel, amely a Cardi-
nal et al. [16] cikkben implicit módon szereplő egyik eredmény általánośıtása.

5.2. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Tegyük fel, hogy S önfedhető egy monoton
f önfedő függvénnyel, amelyre f(k) > k, és S-re m2 ≤ m, azaz bármely véges
ponthalmaz két sźınnel sźınezhető úgy, hogy ha S ∈ S legalább m pontot tartalmaz,
akkor S tartalmazza mindkét sźınt. Ekkor mk ≤m(f(m−1))⌈log k⌉−1, azaz bármely
véges ponthalmaz sźınezhető k sźınnel úgy, hogy ha S ∈ S legalább m(f(m −
1))⌈log k⌉−1 ≤ kd pontot tartalmaz, akkor S tartalmazza mind a k sźınt. (Itt d egy
konstans, amely csak az S-tól függ.)

Az önfedhetőséggel kapcsolatos fő eredményeink a konvex sokszögek homote-
tikus példányaira vonatkoznak.

5.3. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Egy adott C konvex sokszög összes homo-
tetikus példányának családja önfedhető f(k) ≤ ck értékkel, ahol a c állandó csak
C-től függ.

Más szóval, ha adott egy C konvex sokszög és a belsejében k pont, akkor
van ck darab homotetikus példánya C-nek, amelyeknek az uniója C, és egyik
homotetikus példány sem tartalmazza a belsejében a pontok egyikét sem.

5.4. Következmény. Ha egy konvex sokszög homotetikus példányaira m2 < ∞,
akkor mk ≤ kd.

Háromszögek és négyzetek esetén az f pontos értékét is meghatároztuk.

5.5. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Egy adott háromszög összes homotetikus
példányainak családja f(k) = 2k + 1 értékkel önfedő, és ez éles.

5.6. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Egy négyzet összes homotetikus példányainak
családja f(k) = 2k + 2 értékkel önfedő, és ez éles.

Végül az 5.3. Tételben szereplő konstans nem függhet csak a P csúcsainak
számától, mivel még egy négyszög esetében is tetszőlegesen nagy lehet.

5.7. Tétel (Keszegh-Pálvölgyi [47]). Minden c-hez létezik egy Q négyszög, amely-
nek összes homotetikus példányainak családja csak f(k) ≥ ck értékkel önfedő.

10Ebben a fejezetben minden sokszöget zártnak tekintünk.
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A. Összefoglaló táblázat

alakzat eltoltakra homotetikus példányokra

feneketlen
téglalap

χm = 2 [42]

mk ≤ 2k − 1 [15, 48]

χm = 2 [42]

1.67k − 2.5 ≤mk ≤ 3k − 2 [7]

háromszög
χm = 2 [75]

mk = O(k) [37]

χm = 2 [45]

mk = O(k4.09) [17] + [49]

konvex
sokszög

χm = 2 [69]

mk = O(k) [37]

2 ≤ χm ≤ 3 [50]

χm = 2 négyzetekre [2]

konkáv
sokszög∗ 3 ≤ χm [67] 3 ≤ χm [67]

konvex
sokszög,
közös ponttal

χm = 2 [69]

mk = O(k) [37]

χm = 2 [22]

mk = O(k) [22]

kör,
közös ponttal

χm = 2 [22]

mk = O(k) [22]

χm ≤ 3 [1]

χm = 3 [22]

kör χm = 3 [23, 62] χm = 4 [22]

sima test∗∗ χm = 3 [24, 62] χm = 4 [22]

A śıkbeli geometriai hipergráfok jó és polikromatikus sźınezésével kapcsolatos
néhány fontos eredmény összefoglalása. Egy család esetében χm azt a legkisebb
pozit́ıv egész k számot jelöli, amelyhez létezik olyan egész m szám, hogy minden
véges ponthalmaz k-sźınezhető úgy, hogy a család minden legalább m pontot
tartalmazó tagja legalább két sźınt tartalmazzon. Az mk azt a legkisebb olyan
egész m számot jelöli, amelyre bármely véges ponthalmaz k-sźınezhető úgy, hogy
a család bármely tagja, amely legalább m pontot tartalmaz, tartalmazza mind a
k sźınt.

∗ Néhány speciális konkáv sokszögre χm = 2; a teljes osztályozást lásd [69]-ben.

∗∗ Az alsó korlát csak a legtöbb sima testre érvényes; részletekért lásd [24].
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