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Palvolgyi Domotor
Coloring Geometric Hypergraphs
(Geometriai hipergrafok szinezése)
c. MTA doktori értekezésérsl

Palvolgyi Domotor disszertacidojaban az algoritmikus és kombinatorikus geometria teriileté-
re es6 szinezési problémakkal foglalkozik, nevezetesen olyan hipergrafok szinezési kérdéseivel,
melyek csicsai az euklideszi vagy egy masik tér pontjai, hiperélei pedig kitiintetett geometriai
alakzatoknak a csicshalmazzal vett metszetei. AlapvetGen két kiilonbo6z6 szinezési invarianssal
foglalkozik. Hipergrafok egy F osztalyara x,,(F) jeloli a legkisebb olyan k szémot, melyhez
létezik olyan m > 0 egész, hogy barmely F-beli hipergraf csiicsai kiszinezhetSk k szinnel gy,
hogy a legaldbb m csticsot tartalmazé hiperélek legalabb két szint tartalmaznak. A masik, a
dolgozatban sokat vizsgalt szinezési invarians my(F) az olyan m természetes szamok infimuma,
melyekre igaz, hogy ha egy F-hez tartozé hipergraf minden hiperélének legalabb m pontja van,
akkor a hipergraf polikromatikusan kiszinezhetd k szinnel, azaz gy, hogy minden ¢l tartalmaz-
za mind a k szint. Ez a témakdr egy igen intenziven kutatott teriilet, sok ismert eredménnyel és
sok még nyitott kérdéssel. A disszertacioban a szerz6 2 6nalld és 15 tarsszerz6s publikacioban
kozolt eredményeit ismerteti, melyek tobbségében vezets folyodiratokban jelentek meg. Terjedel-
mi korlatok miatt jelen biralatban a disszertacioban bemutatott szamos eredmény koziil csak
néhany fontosabbnak tartottat ismertetiink részletesen.

A 102 oldalas disszertacio 7 fejezetbdl, egy hivatkozasjegyzékbdl és egy, az eredményeket
Osszefoglalo tablazatbol all.

Az 1. bevezets fejezet els6 fele Osszefoglalja az dltalanos absztrakt hipergrafok szinezéseire
vonatkoz6 gyakran hasznalt tulajdonsagokat és az ezekbdl tulajdonsagokbol szarmaztathato szi-
nezési invariansokat. Bemutat néhany ezeket 6sszekots egyenlétlenséget, melyek kozott néhany
egyszert kévetkezménye a definicioknak, néhany viszont maig var a bizonyitasra. Foglalkozik a
hipergrafok unidjanak szinezési invaridnsaival, és réviden bemutatja, hogy my(F) = O(k)-bol
miért kovetkezik egy O(1/€) méretii erds e-halo létezése F-hez.

Az 1. fejezet mésodik fele a geometriai hipergrafokra vonatkozo alapvetd definicidokat, konst-
rukciokat, a kiilonféle geometriai hipergrafok kozti kapcsolatokat, és a geometriai hipergrafokhoz
tartozo szinezési invariansok geometriai interpretacioit gytjti ossze. Tipikusan tgy keletkezik
egy geometriai hipergrafcsalad, hogy egy X geometriai térben rogzitjiik az X részhalmazainak
egy R rendszerét, és az olyan hipergrafok tartoznak a csaladhoz, melyek V csiicshalmaza az X
egy véges részhalmaza, hiperélei pedig a V N E, (E € R) metszetek. Néha csak ezen hipergra-
fok bizonyos részhipergrafjainak csaladjat vizsgaljuk. Kiilon figyelmet kapnak ezen hipergrafok
duélisainak szinezési invariansai is. Az 1.2.1 részben a kiilonb6z6 moédokon szarmaztatott geo-
metriai hipergrafok kozti kapcsolatok koziil azokrol esik sz6, melyekre a késGbbiekben is sziikség
lesz. A 1.2.2. rész ismerteti az altalanositott Delaunay-triangulacié konstrukciojat és kimondja
annak néhany fontos tulajdonsigat. Az altalanositott Delaunay-triangulacionak fontos szerep
jut majd az 5. és 6. fejezetekben.

A 2. fejezet kiilonb6z6 geometriai hipergrafcsaladok x,, és my szinezési invaridnsaira vo-
natkoz6 legérdekesebb eredményeket foglalja 0ssze, a szerzd sajat eredményeinek bemutatisan
tal torténeti attekintést is adva. A 2.1. alfejezet azokkal a hipergrafcsaladokkal foglalkozik, me-
lyek egy sikbeli sokszogtartomany eltoltjaibol 4ll6 halmazrendszerbél szarmaztathatok a fent
leirt médon. A 2.2. alfejezet egy sikbeli sokszégtartomany pozitiv homotetikus példanyai al-
tal meghatarozott hipergrafokcsaladokra vonatkozo eredményeket foglalja 6ssze, a 2.3. alfejezet



pedig a tengelyparhuzamos egyenesdarabokkal hatarolt tartomanyokkal (siknegyedekkel, savok-
kal, ,feneketlen” téglalapokkal) foglalkozik. Az els§ harom alfejezetben vizsgalt alakzatok kozos
jellemzGje, hogy hatéraikat olyan egyenesdarabok alkotjik, melyek irdnya véges sok rogzitett
irany koziil keriil ki. A 2.4. alfejezet ezzel szemben azokra a halmazrendszerekre Gsszpontosit,
melyek nem ilyenek: az Osszes félsik, a pseudo-félsikok, illetve egy altalanos konvex sikbeli test
eltoltjainak rendszereire. A fejezet néhany nyitott probléma targyalasaval zarul.

A 3. fejezet a térbeli negativ térnyolcadok altal definialt hipergrafokra bizonyitja az 5 <
mo < 9 korlatokat a szerzd és Keszegh Balazs harom kozos cikkének alapjan. Mindkét becslés
redukalhato egy-egy sikbeli probémaéara. A my < 9 egyenl6tlenség az 1.2. alfejezetben ismertetett
dualizalassal és az egyik koordinatat az ,idének” tekintve a statikus problémat egy sikbeli
dinamikus feladatnak atfogalmazva arra vezetddik vissza, hogy ha a sikon véges sok pont egymés
utan, adott sorrendben érkezik, akkor a pontoknak van olyan szinezése két szinnel, hogy barmely
idGpillanatban tekintsiik is az addig megérkezett pontokat, ha egy negativ siknegyed koziiliik
legalabb 9 pontot tartalmaz, akkor a benne fekvs pontok kézt van két kiillonb6z6 szind. Ennek
az allitasnak a bizonyitdsa a pontok konfiguraciojat a feladat szempontjabol jol leird erdd
rekurziv felépitésén mulik, melyre a csiicsok 2 szinnel szinezése meg fog felelni a feltételeknek.
Mivel egy sikbol egy T' hegyesszogii hdromszog pozitiv homotetikus példanyai kimetszheték
egy térnyolcad eltoltjaival, az my > 5 becsléshez elegend6 a T' hdromszog sikjaban konstrualni
véges sok pontot ugy, hogy barhogyan szinezziik is ki ezeket a pontokat 2 szinnel, lesz a T-nek
egy olyan eltoltja, mely a pontok koziil pontosan négyet tartalmaz, és azok mind ugyanolyan
szintiek. A 3.2. alfejezet egy ilyen ponthalmazt ir le.

A 4. fejezet kiilonféle online és dinamikus szinezési feladatokkal foglalkozik. A dinamikus
szinezési feladatok tulajdonképpen egy magasabb dimenziés statikus feladat hasznos atfogal-
mazasai. [gaz, hogy a pontokra gy tekintiink, hogy azok az id6ben egymaést kovetve érkeznek,
de val6jaban el6re ismerjiik, hogy a pontok hova és mikor fognak megérkezni. Ezzel szemben,
amikor egy online szinezési feladatrol beszéliink, a pontjaink (vagy egyéb objektumaink) vélet-
lenszertien érkeznek, és érkezésiikkor azonnal ki kell 6ket szinezni gy, hogy bizonyos feltételek
teljesiiljenek, és a mar kiszinezett pontok szinét nem valtoztathatjuk meg a késébbiekben.

A 4.2. alfejezet elGszor egy negativ valaszt ad Tardos Gabor egy kérdésére a negativ sikne-
gyedekre vonatkoz6, monokromatikus k-ast elkeriils, ¢ szint hasznalé online szinezési algoritmus
létezésérdl: Nincs olyan online szinezési algoritmus, mely ¢ szinnel szinezve a sikon egymas utan
megjelend pontokat biztosan el tud jutni a 2¢€*~Y — 1-edik pontig anélkiil, hogy menet kozben
sose keletkezzen egy olyan negativ siknegyed, mely a kiszinezett pontok halmazat k£ darab egy-
szin pontban metszi. Kevés szin esetén ez az exponencialis felsG korlat nagyon durva. A szerzd
és Keszegh Balazs kordbban belatta, hogy ¢ = 2-re a legjobb algoritmus is leall a (2k — 1)-edik
lépésben egy monokrom k-assal, ¢ = 3-ra a legjobb algoritmussal a (k? — 1)-edik pontig biz-
tosan ki tudjuk szinezni megfelelGen a pontokat, de biztosan elakadunk a k2-edik lépésben, ha
a pontok kedvezGtlen helyekre esnek. Ha a szinek szama legalabb 4, akkor a disszertacié 4.4.
tétele szerint 1ényeges valtozas 4ll be a tekintetben, hogy meddig tudjuk megfelelGen szinezni a
pontokat. Létezik ugyanis egy olyan online szinezési algoritmus, mely O(1.22%) lépésig elkeriili
a monokrom k-asokat, s6t, ha k elég nagy, akkor ez a lépésszam O(1.46%)-ra emelkedik. A 4.2.
alfejezet tovabbi részében két rokon probléméat vizsgél a szerzé. Az egyik, hogy ha azaltal akar-
juk elkeriilni a monokrém k-asok létrejottét, hogy a pontok szamanak novekedésével sziikség
esetén a hasznalt szinek szamat is emeljiik, akkor milyen {itemben kell a szinek szdmat emelni,
a masik kérdés pedig az, hogy ha rogzitjik a szinek szadméat és az a célunk, hogy a negativ
siknegyedek altal kimetszett monokrom részek méretét minél alacsonyabban tartsuk, akkor ez
a méret milyen iitemben fog végtelenhez tartani.



A rovid 4.3. alfejezet az online, 4.4. alfejezet pedig a dinamikus intervallumszinezési feladat-
tal foglalkozik. Ennél a feladatnal egy egyenesre érkezd intervallumok alkotjak a kiszinezendd
hipergraf csicsait, a hiperéleket pedig az egyenes egy pontja altal lefogott intervallumok alkot-
jak. Az online intervallumszinezésrél szolo 4.3. fejezet annak az észrevételnek a kovetkezményeit
foglalja Gssze, mely szerint az intervallumok online szinezési feladata a 4.2. alfejezetben targyalt,
negativ siknegyedekre vonatkozo online szinezési feladat egy megszoritott valtozatanak tekint-
hets, amikor a siknegyedek cstcsai az  + y = 0 egyenesre esnek.

A 4.4. alfejezetben intervallumok egy adott sorrendben érkezé sorozatat szeretnénk c szin-
nel szinezni ugy, hogy barmely idépillanatban, ha egy pontot az intervallumok koziil elég sok
tartalmaz, akkor a pontot fed§ intervallumok nem mind ugyanolyan szintdek. A 4.12. tétel azt
mondja ki, hogy ha 2 szint hasznalunk, akkor el tudjuk érni, hogy a legalabb haromszor lefedett
pontokra a fed§ intervallumok ne legyenek azonos szintiek, a 4.13. tétel pedig 3 szin haszndalata
esetén azt allitja, hogy létezik olyan dinamikus szinezés, hogy barmely idépillanatban a legalabb
kétszer lefedett pontokat fedd intervallumok nem azonos szintek. A 4.12. és 4.13. tételek bizo-
nyitasa algoritmust ad a j6 szinezés megtalalasara, melynek futési ideje n intervallum esetén
O(nlogn). Ezt mondja ki a 4.14. tétel. Megjegyzendd, hogy a dinamikus intervallumszinezési
feladatok ekvivalensek a feneketlen téglalapokhoz tartozd statikus analdog szinezési problémak-
kal, melyeket Keszegh Baldzs korabban mar megoldott, de a disszertacié a Keszegh altal adott
bizonyitasnal egyszertibb és gyorsabb algoritmust ad a j6 szinezés megtalalésara.

A 4.5. alfejezet Gsszehasonlitod, attekintd jellegt, azt foglalja Gssze, hogy az eddig vizsgalt
kiilonféle szinezési problémakkal kapcsolatban elért eredmények hogyan kapcsolédnak egymaés-
hoz.

Az 5. fejezet egy 1) fogalmat vezet be, egy halmazrendszer onfedhet&ségét. Azt mondjuk,
hogy egy geometriai tér S halmazrendszere 6nfedhetd, ha létezik egy olyan f: N — N 6nfed-
hetdségi fliggveny, hogy barmely {Pi,..., P} C S € S esetén léteznek olyan 57, .. ., t €S
halmazok, melyekre S = U{i’? Siés P, ¢ int S;» minden 1 < ¢ < k-raés 1 < j < f(k)-ra. Az 6n-
fedhetGség és az my, szinezési invaridnsok kapcsolatarol szol az 5.2. tétel, mely szerint ha S egy
onfedhetd halmazrendszer egy f monoton dnfedhetdségi fiiggvénnyel, melyre f(k) > k, és léte-
zik a legkisebb msy termeészetes szam, melyre a tér tetszéleges véges ponthalmaza kiszinezhetd 2
szinnel igy, hogy ha egy S-beli halmaz a pontok koziil legalabb my pontot tartalmaz, akkor ezen
pontok koézott mindkeét szin el6fordul, akkor my < my- f(mg—1)1°8%=11 azaz barmely véges sok
pont a térben kiszinezhets k szinnel gy, hogy ha egy S-beli halmaz a pontok koziil legalabb
my - f(my — 1)1°8F=11 pontot fed, akkor az altala fedett pontok kozétt mind a k szin eldfordul.
Ez a tétel kell6 motivaciot ad arra, hogy bizonyos geometriai halmazrendszerekre belassuk azok
onfedhetségét és kiszamoljuk az dnfedhetGségi fiiggvényliket. Az 5.2. alfejezetben egy harom-
sz0g pozitiv homotetikus példanyairdl a szerzé belatja, hogy az f(k) = 2k + 1 6nfedhetdségi
fiiggvénnyel onfedhetd, mig egy négyzet homotetikus példanyainak rendszere az f(k) = 2k + 2
onfedhet@ségi fiiggvénnyel onfedhets, és mindkét esetben az onfedhetdségi fiiggvény optimalis.
Az 5.3. alfejezet egy tetszéleges konvex sokszog pozitiv homotetikus példanyaira bizonyitja be,
hogy egy ck alaku lineéris énfedhetGségi fiiggvénnyel 6nfedhetd halmazrendszert alkotnak, ahol
c csak az adott konvex sokszog geometriajatol fiigg, de nem csak a cstcsok szamétol, mert a
négyszogekhez valaszthaté minimalis c érték is tetszélegesen nagy lehet.

A 6. fejezet f6 eredménye a 2.16-o0s tétel bizonyitasa, mely azt mondja ki, hogy egy konvex
sokszogtartomany pozitiv homotetikus példanyaira x,, < 3, azaz létezik olyan, csak a sokszogtol
fiigg6 m természetes szam, melyre barmely véges sok pont a sikon kiszinezhetd 3 szinnel gy,
hogy ha az adott sokszog egy pozitiv homotetikus példénya legaldbb m pontot tartalmaz,
akkor ezek a pontok nem lehetnek mind azonos szintiek. Egyel6re nem ismert, hogy ebben a



tételben mondhatunk-e x,, < 3 helyett x,, = 2-t. Annyit tudunk, hogy a 3.1. tétel miatt
Xm = 2 fenndll egy haromszog pozitiv homotetikus példanyaira, illetve Ackerman, Keszegh és
Vigh tétele szerint egy parallelogramma homotetikus példanyaira. A 6.3. alfejezet ezt a két
ismert esetet kiegésziti azzal az esettel, amikor a geometriai halmazrendszert alkotoé elemek
egy konvex sokszogtartomany egy rozitett pontot tartalmazé pozitiv homotetikus példanyai. A
szerzd és Daméasdi Gabor kozos tételiikben valojaban erre az egy ponttal lefoghaté homotetikus
sokszogesaladra a x,, = 2-vel ekvivalens my < oo allités helyett az erésebb my = O(k) becslést
bizonyitjak.

A 7. fejezet egyik f6 eredménye, hogy egységkorlapokra és bizonyos altalanosabb konvex
lemezekre x,, > 2. A 7.1. alfejezet minden pozitiv egész k,l szdmhoz definidl egy absztrakt
H(k, 1) hipergrafot, melyet nem lehet jol 2 szinnel kiszinezni. A 7.2. alfejezet megkonstrualja
ezeknek az absztrakt hipergrafoknak a geometriai realizaciojat egységkorlapokkal. Ebbdl mar
kovetkezik, hogy az egységkorlapok rendszerére y,, > 2. Természetesen vetddik fel a kérdés,
hogy egységkorlapok helyett milyen méas konvex sikidom eltoltjaira adltalanosithato ez az allitas.
A rovid 7.3. alfejezet a szerz$ és Damésdi Gabor azon észrevételét mondja ki, hogy egy nyilt
felkorlap eltoltjaival szintén realizalhato a H(k,[) hipergraf. A 7.1 és 7.2. pontokban konstru-
alt H(k, 1) hipergraf és annak geometriai realizacioja a csucsoknak megfeleltetett V (k, 1) véges
pontrendszerbdl, és a hiperéleket kimetsz6 véges sok nyilt egységkdrlapbol all. A végesség miatt
végtelen sok olyan korlap van, amelyik a V' (k,[) csicshalmazt nem metszi. A 7.4. alfejezet a
k =1 = m esetben kibgviti ezt a V(m, m) halmazt egy végtelen halmazzéa tgy, hogy barmely
egységsugaru nyilt korlap legaldbb m pontot tartalmazzon a kib&vitett ponthalmazbol, de meg-
6rz6djon az a szinezési tulajdonsag, hogy akarhogy szinezziik is ki a kibGvitett pontrendszert,
lesz egy nyilt egységsugart korlap, melybe csak azonos szinii pontok esnek. A 7.5. alfejezetben a
szerz$ belatja, hogy a 7.1-7.3 fejezetekben leirt konstrukciok nemcsak egységkorlapokra és egy
félkorlap eltoltjaira miikodnek, hanem tetszéleges olyan C konvex lemez eltoltjaira is, melynek
van két olyan parhuzamos tamaszegyenese, melyek egy-egy sima pozitiv gorbiiletd pontban
érintik a konvex lemezt. A 7.6. alfejezet a 7.1. és 7.2. alfejezetek 3-dimenzios analogonjat konst-
rudlja meg, melybd&l koévetkezik, hogy a 3-dimenzids euklideszi tér egységgombjeire y,, > 4.
A 7.7 alfejezet egy fiiggsleges félegyenest tartalmazd nyilt konvex halmaz segitségével definial-
hato hipergrafokrol, az tgynevezett specidlis csusztataslancokrol (special shift-chains) mutatja
meg, hogy 2 szinnel jol szinezhetek, és egy jo szinezésiik linearis id6ben megtalalhato. A 7.8.
alfejezet egy olyan konvex nyilt halmazt vizsgal a d-dimenziés euklideszi térben, melyhez van
egy olyan egyenes, amelyik a halmazt egy nyilt félegyenesben metszi. A {§ eredmény szerint
a térnek egy ilyen nem korlatos halmaz eltoltjaival valé fedése mindig felbonthaté két fedés
uniojara. Egy ellenpélda mutatja, hogy 4 dimenziotol folfelé a halmaz nyiltsidgara vonatkozo
feltevést nem lehet elhagyni.

Tegyiik fel, hogy C' egy olyan konvex lemez, melynek van két olyan padrhuzamos tamaszegye-
nese, melyek egy-egy sima pozitiv gorbiilet pontban érintik C-t. A 7.5. alfejezetben bizonyitott
allitasokbol kijon, hogy ekkor minden m természetes szamhoz van a siknak olyan m-réti fedése
C' eltoltjaival, mely nem szedhetd szét két fedés uniojara. Korlap esetén ez az eredmény ne-
gativ valaszt ad Pach Janos egy 1980-ban felvetett kérdésére. Meglepd tovabbi fordulat, hogy
ezeknél a fedéseknél a legnagyobb multiplicitassal fedett pontban a rétegszamnak m-mel expo-
nencidlisan kell nénie. A 7.9. alfejezet szerint tetszéleges d > 2 dimenzidban igaz a kovetkezd
tétel: Legyen C R%beli, legfeljebb D atmérdjii és legalabb v térfogatti halmazok egy rendszere,
és jelolje mf(n) a C dualis darabol6 fiiggvényét (dual shatter function). Ekkor, ha C elemeivel
m-rétten lefedjiik R9-t gy, hogy egyik pont sincs tébb, mint —%7(73)~1(2™3) rétegben fedve,

wDd
ahol w a 2 sugari d-dimenziés gomb térfogata, akkor a fedés felbomlik két fedés uniojara.



Végiil a 7. fejezet utolsod két alfejezetében talalhato annak a két tételnek a bizonyitésa, hogy
nyilt korlapokra x,, = 4, kongruens nyilt kérlapokra pedig x,, = 3.

Osszefoglalva, Palvilgyi Domotor értekezése egy jol felépitett mii, melyben a szerzs egy in-
tenziven kutatott teriileten bizonyit be jelentds eredményeket. A disszertacioé és a szerzé mun-
késsdga egyértelmtien bizonyitja, hogy a szerzd a témakorben alapos, széleskort ismeretekkel
rendelkezik, és a felvet6d6 problémakat Gjszert otletekkel és kreativ konstrukciokkal képes meg-
oldani. A disszertacioban bemutatott szertedgazo eredmények koziil kiilonosen fontosak a Pach
Jénos altal felvetett, tobbszoros fedések dekomponalhatosagara vonatkozo kérdéskérben elért
pozitiv és negativ eredményei, és a fedésdekompozicioés probléma altal is motivalt x,, szinezési
invarians meghatarozasara vonatkozo eredményei kiilonb6z6 geometriai hipegrafcsaladokra. A
szerz$ publikacioi rangos nemzetkozi folyoiratokban jelentek meg és magas nemzetkozi érdekls-
dést kaptak. Az elért eredmények nagyrésze tarsszerzds. Feltételezve, hogy ezen eredményekhez
a tarsszerzdk egyenlé mértékben jarultak hozza, akkor is kijelenthets, hogy a szerz6 munkassaga
nyoman a kombinatorikus geometria sok értékes eredménnyel lett gazdagabb.

Az értekezés minden szempontbol megfelel a kévetelményeknek. Hatarozottan tAmogatom az
értekezés nyilvanos vitara bocsatasat és Palvolgyi Domotornek az MTA Doktora cim odaitélését.

Kérdések és megjegyzések:

1. A x, szivarvanyos kromatikus szam bevezetése a 2. oldalon ebben a formaban nem latszik
érdekesnek. Ha a szinek k szama legalabb annyi, mint a cstcsok szdma, akkor minden
csicsot kiilonb6z6 szintire szinezhetiink, és ezzel egy szivarvinyos szinezést kapunk, tehat
nincs legnagyobb az olyan k szamok kozott, melyekre létezik szivarvanyos szinezés. Ha
megkoveteljiik, hogy minden szint fel kell hasznalni, akkor a maximum a csicsok szdma.
Ez sem tiinik egy érdekes invariansnak. A megfelel§ k szdmok minimuma érdekesebbnek
latsz6 szam. Nem lehet, hogy méasképp kellett volna definidlni y,,-t7

2. Az el6z6hoz hasonléan egy olyan szinezés, melynél minden cstcs kiilonb6z6 szind, erds
szinezés lesz, igy vagy nem létezik legnagyobb k, melyre van erds szinezés, vagy ha meg-
koveteljiik, hogy minden szint fel kell hasznalni, akkor y, a csiicsok szama. Ha k = 1 és
minden cstcs (sziikségszertien) azonos szint, akkor a szinezés erds, ezért a megfelels k
értékek minimuma sem ad hasznos szinezési invarianst. Hogy érdemes definidlni a ys-t7

3. Ha egy hipergraf minden hiperélének paratlan sok pontja van, akkor a monokrém szinezés
paratlan, ezért yo,qq = 1. Emiatt a x < x.qq egyenl6tlenség nem tiinik igaznak.

4. A 24. oldalon a 2Comparable eset szoveges leirasaban jo lett volna hozzatenni, hogy a
q pont lépcs6hoz csatolasaval egyidSben eltdvolitjuk a lépcsdrdl azokat a pontokat, melyek
q-tol EK-re esnek, ahogy a kévetkez6 oldalon talalhaté abra is mutatja.

5. A 25. oldalon a 4Incomparable esetnél a széveges rész qi,...,qs pontjai az 6. abran
P1, - - -, pa-gyel vannak jelolve.

6. A 34. oldalon be van vezetve az a megéallapodas, hogy az ék (wedge) sz6 egyszerre fogja
jelolni a negativ siknegyedeket és azok metszetét egy adott, vagy éppen vizsgalt pontrend-
szerrel. Ezt a konvenciot jo lett volna joval el6bb bevezetni, mivel mar ezt megel&zGen is
hasznalatban van ez a kettGs jelentés. Példaul az ék méretérdl akkor van értelme beszél-
ni, ha azon a pontrendszerrel vett metszetet értjiik. Metszetként kell gondolnunk az ékre



akkor is, amikor egy 1j pontrol eldontjiik, hogy pontencidlisan tagja lehet-e egy éknek.
Ilyenkor ugyanis nem az a lényeg, hogy az Gj pont benne van-e abban a negativ sikne-
gyedben, amelyikkel az eredeti éket kimetszettiik, hanem az, hogy van-e egy olyan negativ
siknegyed, az eredeti éken kiviil a ¢ pontot tartalmazza.

7. A 4.4. tétel bizonyitasa azzal indul, hogy ,Minden lépésben definidljuk az online beérke-
zett pontok eqy particiojat gy, hogy a particio mindegyik halmaza pontosan egy maximadlis
monokromatikus éket tartalmaz.”. A tovabbiakban nem esik sz6 arrél, hogy hogyan kelet-
kezik ez a particio. A 35. oldal tetején mér tigy hivatkozik ra a bizonyitas, mint valami jol
definialt dolog: ,,.. . beldtjuk, hogy az tjonnan létrehozott (vagy megndvelt) ékhez tdarsitott
particios halmaz viszonylag nagy.”. Végiilis hogyan definidljuk ezt a particiot? Egyértelm-
en definidlja a particiot a t6le megkdvetelt tulajdonsag? A tulajdonsagban a ,maximalis”
sz6 ,maximalis elemszamut”, vagy ,tovabb nem bévithet6t” jelent?

8. A 35. oldal els6 bekezdésében az ¢ és a j mintha hirtelen szerepet cserélt volna. Ugyaneb-
ben a paragrafusban, amikor a j € {1,2,...,c} egy szint jelol, miért igaz, hogy ,,j mindig
kisebb c-nél.””?

9. A 7.6. alfejezet a cimében és a szovegben is tobbszor a magasabb dimenzidékrol beszél, de
abban konkrétan csak a H(k, [, m) hipergrafok konstrukcidja, és azok 3-dimenzids geomet-
riai realizacioja keriil targyalasra. Mi a helyzet magasabb dimenziékban? Konstrualhato
egy H(ki,...,kq) hipergrafsereg, melyet nem lehet k szinnel jol szinezni, és mely realizél-
haté a d-dimenzids tér egységgdmbjeivel?

10. A 78. oldalon a C'(m;x) halmaz nemcsak a leirt esetben lehet nem értelmezhets. Az is
el6fordulhat, hogy C egy eltoltja £ < m pontot tartalmaz, de a C' hatarara raesik legalabb
m — k 4+ 1 tovabbi pont.

11. A 7.21. allitas igaz, de a bizonyitasnak az a mondata, hogy C(m;x) és C(m,x’) halmazok
hatarai pontosan egy pontban metszik egyméast, nem mindig igaz. El6fordulhat, hogy a
hataroknak nincs kozos pontja, vagy egy vizszintes hatara nyilt félsik esetén a hatarok
egybe is eshetnek.

12. A 7.28. lemméban fel kell tenni, hogy k£ > m, kiilonben a lemma nyilvin nem igaz.

Budapest, 2024. jalius 17-én. e
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